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Kiedy mozna cofngé dziatanie macierzy?

Macierz kwadratowa jest odwracalna doktadnie wtedy, gdy ma pelny rzad. Jej odwrotnosé od-
twarza kazdy wektor wejéciowy z jego obrazu. Przy odwracaniu iloczynu trzeba cofaé dziatania

w odwrotnej kolejnosci.
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Oznaczenia i konwencje

K jest ciatem, a n > 1. M, (K) = M, «,(K) oznacza zbiér macierzy kwadratowych stopnia 7.

0, jest macierza zerowa, I, macierza jednostkowa, a F;; macierza z jedynka na pozycji (i, )
i zerami poza nia. AT oznacza transpozycje, rank A rzad, a A~! odwrotno$é, o ile istnieje.

Przyktady liczbowe i rysunki dotycza R, chyba ze wskazano inny pierscien lub inne cialo.

W definicji pierscienia nie wymagamy istnienia jednoéci; gdy istnieje, méwimy o pierscieniu
z jednoscia.
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1 Macierze kwadratowe jako pierscien

Dla A, B € M,,(K) okreslamy
n
(A + B)ij = a;; + bij, (AB)H = Z aikbkj.
k=1

Suma i iloczyn znéw naleza do M, (K). Dla macierzy kwadratowych tego samego rozmiaru oba
iloczyny AB i BA sa zawsze okreslone, cho¢ na ogél nie sa sobie réwne.

Definicja 1.1. Zbiér R z dodawaniem i mnozeniem nazywamy pierscieniem, jezeli spelnia naste-
pujace aksjomaty dla wszystkich a,b,c € R:

1. dodawanie jest laczne i przemienne;

2. istnieje zero 0, takie ze a +0 =0+ a = a;

3. kazdy a ma element przeciwny —a, taki ze a + (—a) = 0;
4. mnozenie jest taczne: (ab)c = a(be);

5. zachodzg oba prawa rozdzielnosci:

(a + b)c = ac+ be, a(b+c) = ab+ ac.
Jezeli istnieje 1 spelniajace la = al = a, jest to pierscien z jedno$cig. Jezeli dodatkowo ab = ba,
pierscien jest przemienny.

Twierdzenie 1.2. M, (K), z dodawaniem i mnozeniem macierzy, jest pierScieniem z jednoscia.

Dowdd. Wthasnosci dodawania wynikaja ze wspélrzednych: zerem jest 0,, a macierzg przeciwng do
A jest —A = (—ay;). Laczno$¢é mnozenia i prawa rozdzielno$ci wynikaja ze wzoru na iloczyn oraz
z przemieniania kolejnosci skonczonych sum. Jednoscia jest I,,, poniewaz I, A = Al, = A. O

Przyktad 1.1. Nieprzemienno$¢ juz dla stopnia 2

(09 5=

mamy PN = 0g, lecz NP = N # 05. Dlatego M»(K) nie jest pierscieniem przemiennym. Dla n > 2
te same macierze mozna umieéci¢ w lewym gérnym bloku, wypelniajac pozostale pozycje zerami.
Dla n = 1 mamy M;(K) = K.

Dla
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2 Przyktady pierscieni i pojecie algebry

Podstawowe przyktady
e Z, ze zwyklymi dzialaniami, jest pierscieniem przemiennym z jednoscia. Nie jest ciatem: np. 2
nie ma odwrotnoéci w Z.

o Kazde cialo K, rozpatrywane tylko z dodawaniem i mnozeniem, jest pierécieniem przemiennym
z jednoscig.

o KJt] jest pierécieniem wielomianéw. Jednoscia jest wielomian stalty 1. Wielomian ¢ nie ma od-
wrotnoéci wielomianowej: dla niezerowego ¢ stopien tq jest dodatni, wiec tq # 1.

e Dla r > 2 klasy reszt Z/rZ, z dziataniami modulo r, tworza pierécien przemienny z jednoscia.

Przyktad 2.1. Mnozenie i odwracalno$¢ modulo 6

W 7Z/6Z liczby reprezentuja klasy reszt. Mamy
2:3=0 (mod 6), 5-5=1 (mod 6).

Niezerowe elementy moga wiec mie¢ zerowy iloczyn, a 5 jest swoja wlasna odwrotnoscia. Element 2
nie ma odwrotnosci: iloczyny 2z daja tylko klasy 0,2, 4, nigdy klase 1.

Definicja 2.1. Algebra nad K to przestrzen liniowa 4 nad K wyposazona w mnozenie A x A — A,
ktore jest liniowe wzgledem kazdego argumentu osobno. Oznacza to

(u+v)w =uw +vw, u(v+w)=uv+ uw,
(Au)v = Auv), u(Av) = A(uv).
Jedli mnozenie jest taczne, méowimy o algebrze {gcznej; jesli ma element neutralny, o algebrze z jed-

nosécia.

M, (K) jest taczng algebra z jednoscig nad K. Mnozenie przez skalar jest dane wzorem (AA);; =
Aa;j, a zgodnos¢ dziatan wyraza réwnosé

(M)B = A(AB) = A(\B).

Jako przestrzen liniowa algebra ta ma wymiar n?.

Trzy rodzaje informacji

Przestrzen liniowa ma dodawanie i mnozenie przez skalary. Pierécien ma dodawanie i mnozenie
swoich elementéw. Algebra taczy te struktury przez zgodnosé mnozenia ze skalarami. Stowo
»algebra” samo w sobie nie wymusza przemienno$ci mnozenia.
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3 Macierz jednostkowa i macierze skalarne

Definiujemy symbol Kroneckera

1, i=j
dij =13 ’ I, = (6:5)1 1.
v {0’ ’L#], n (l])z,j—l

Kolumny I,, tworza baze standardowa K", wiec rank I,, = n. Ze wzoru na iloczyn wynika

(InA)ij = Zdikakj = aij, (Al,)ij = Zaikfskj = a;j.
% %

Zatem I, A = Al,, = A.
Definicja 3.1. Macierz skalarna ma postaé

AL, = diag(A, ..., \).

Macierz diagonalna diag(dy, . ..,d,) ma zera poza przekatna; jej elementy na przekatnej nie musza
byé réwne.

Kazda macierz skalarna jest diagonalna. Dla kazdej A € M, (K)

|(AL)A =M = AL,). |

Macierze skalarne komutujg wiec ze wszystkimi macierzami, czyli mozna je przestawi¢ w kazdym
iloczynie.

Przykfad 3.1. Diagonalna nie musi oznacza¢ skalarnej

Nad R macierz D = diag(2, 1) nie jest skalarna. Dla Ejs = (8 é) mamy

0 2 01
O (O T )

Zatem D nie komutuje ze wszystkimi macierzami. Geometrycznie 21> skaluje obie wspotrzedne
jednakowo, a D skaluje tylko pierwsza.

205 : (z,y) — (2z,2y) D: (z,y) — (2z,y)

Przerywany kontur oznacza kwadrat jednostkowy, a kolorowy jego obraz.
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4 Macierze bazowe i wybieranie wierszy lub kolumn

Macierz E;; ma jedynke na pozycji (i, j) i zera poza nig:
(Eij)ke = Okidje-

Macierze te tworza baze M, (K), poniewaz A = Zw ai; E;j, a odczytanie kazdej pozycji dowodzi
ich niezaleznosci. W szczegolnosci

n
I, =Y Ey ’EijEke = 0k Eie.
i=1
Ostatni wzér wynika z mnozenia: jedynka moze powstaé tylko wtedy, gdy indeks kolumny j pierw-
szego czynnika zgadza sie z indeksem wiersza k drugiego.

Przyktad 4.1. Mnozenie macierzy bazowych

W M;3(K) mamy Ej9E23 = E13, bo $rodkowe indeksy sa réwne. Natomiast EogE12 = 03, bo 3 # 1.

Co robi mnozenie dowolnej macierzy przez F;;?

Dla Z = (zp¢) obliczamy
(ZEij)ke = 21i0je, (Eij Z)ke = OkiZije-

Stad:
e ZF;; ma w kolumnie j kolumne ¢ macierzy Z, a wszystkie inne kolumny sg zerowe;

o L;;Z ma w wierszu i wiersz j macierzy Z, a wszystkie inne wiersze sg zerowe.

Przyktad 4.2. Wybér drugiej kolumny i trzeciego wiersza

a b c
Niech Z=|d e f|.Wtedy
g h k
a c 0 00 0 0 b
ZEy=|d f 00 1)]={00 )
g h k 0 0 0 0 0 h
000 a c 0 00
EpsZ =10 0 1 d e fl=19g h k
000 g h k 0 00

Te dwa produkty na ogdt sg rézne. Poréwnywanie ich elementéw pozwoli wyznaczy¢ macierze ko-
mutujace ze wszystkimi £;;.
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5 Centrum pierScienia macierzy

Definicja 5.1. Centrum M, (K) jest zbiorem macierzy komutujacych ze wszystkimi macierzami:
Cent(M,(K)) ={Z € M,,(K) : ZA = AZ dla kazdego A € M,,(K)}.

Twierdzenie 5.2. Macierz Z € M, (K) komutuje z kazda macierza stopnia n doktadnie wtedy, gdy
jest skalarna. Zatem

| Cent(M,(K)) = {\,, : A € K}.|

Dowdd. Macierz \I,, komutuje z kazda A, poniewaz oba iloczyny sa réwne AA.

Odwrotnie, niech ZE;; = F;;Z dla wszystkich 7, j. Jest to konieczne, jedli Z komutuje ze wszystkimi
macierzami.

Krok 1: zera poza przekatng. Dla F;; poréwnujemy elementy na pozycji (k,j), gdzie k # j:
(ZEjjj = zrj>  (EjjZ)r; =0

Stad z; = 0 dla kazdego k # j, a wiec Z = diag(dy, ..., dy).

Krok 2: réwne elementy przekatnej. Dla macierzy diagonalnej
ZE;; = d; Ej, Ei;Z = d;E;j.

Poréwnanie pozycji (i, ) daje d; = dj. Wszystkie d; sa wiec réwne pewnemu A, czyli Z = AI,,. Dla

n = 1 kazda macierz ma juz te postac. O

Przykfad 5.1. Bezposredni rachunek dla macierzy 2 x 2

Niech Z = (‘CL Z) Warunek ZE1; = F11Z daje

a 0 a b
<C 0>_<0 0), b=,

0

Teraz Z F19 = E19Z przyjmuje postaé <8 g) = <0

E)l)’ wiec a = d. Otrzymujemy Z = als.

Znaczenie stowa ,,kazda”

Komutowanie z jedna ustalona macierza jest znacznie stabszym warunkiem. Na przyklad z I,
komutuje dowolna macierz, takze nieskalarna. Twierdzenie wymaga ZA = AZ dla wszystkich
A € M, (K).
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6 Macierz odwrotna i jej jednoznacznosc

Definicja 6.1. Macierz A € M,,(K) jest odwracalna, jesli istnieje B € M, (K), takie ze
AB = BA =1,.

Macierz B nazywamy odwrotng do A i oznaczamy A~'. W definicji wystepuja obie kolejnosci mno-
zenia.

Lemat 6.2. Jesli AX=1,iYA=1,,to X =Y.

Dowdd. Yacznos¢ mnozenia daje
Y=Y, =Y(A4X)=YAX=1,X =X.

O]

W szczegdlnoéei dwie macierze odwrotne do tej samej A muszg byé réwne. Symbol A™! jest wiec
jednoznaczny.

Przyktad 6.1. Odwrotno$¢ macierzy diagonalnej

Macierz D = diag(dy,...,d,) jest odwracalna, jesli wszystkie d; # 0, i wtedy

D~ = diag(d; ..., dh).

r'n

Oba iloczyny sa diagonalne z samymi jedynkami na przekatnej. Jesli d; = 0, to De; = 0, a istnienie

odwrotnosci prowadzitoby do sprzecznosci e; = D! De; = 0. Na przyklad diag(2,3)™! = diag(%, %)

Przyktad 6.2. Cofniecie Scinania

11
Dla S = (0 1) mamy

_ 1 -1 _ _
51:<0 1), SSt=8"18=1,.

Mapa S wysyla (z,y) na (x+y,y). Aby odzyskaé wejscie z (u, v), obliczamy (u—wv,v), czyli dzialamy
macierzg S~

Odwracalnos¢ jako odzyskiwanie wejscia

Jedli y = Az, to dla odwracalnej A mamy x = A~'y. Macierz, ktéra wysyla dwa rézne wektory
na ten sam obraz, nie moze mie¢ odwrotnosci. W szczegélnosci 0, nie jest odwracalna dla
n > 1. Odwrotnos$é oznacza odwrécenie catego dziatania macierzy, a nie osobne odwrdcenie
kazdego jej elementu.
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6.1 Odwracalnosc a petny rzad

Definicja 6.3. Macierz A € M,,(K) jest nieosobliwa, gdy rank A = n, a osobliwa, gdy rank A < n.

Twierdzenie 6.4. Macierz kwadratowa jest odwracalna doktadnie wtedy, gdy jest nieosobliwa:

‘A jest odwracalna <= rank A =n.

Dowdd. Odwracalno$é daje pelny rzad. Z oszacowania rzedu iloczynu otrzymujemy
n =rank I, = rank(AA_l) <rank A < n.

Zatem rank A = n.

Pelny rzad daje odwrotnos$é. Kolumny A tworzg baze K”. Dla kazdego j istnieje wiec wektor
x; taki, ze Azx; = e;. Tworzymy macierz X = [z1 --- z,]. Wtedy

AX =[Azy -+ Axy) =le1 -+ en] = L.

Trzeba jeszcze uzyskaé iloczyn jednostkowy w drugiej kolejnoéci. Poniewaz rank AT = n, ten sam
argument dla A7 daje macierz C spetniajaca AT C = I,,. Transponujac, otrzymujemy

CTA=1,.

Mamy prawostronng odwrotno$é X i lewostronng C7. Z lematu 6.2 wynika X = C7, wiec AX =
XA =1, Tymsamym X = A~L O

Réwnowazne kryteria dla A € M, (K)

Kazdy z ponizszych warunkéw oznacza odwracalnosé:

e rank A = n, czyli po eliminacji wystepuje n pivotéw;

e kolumny A tworza baze K";

e réwnanie Az = 0 ma tylko rozwigzanie z = 0;

o dla kazdego b € K™ ukltad Az = b ma dokladnie jedno rozwigzanie;
e mapa x — Ax jest bijekcja K" — K".

Kolumny sa niezalezne doktadnie wtedy, gdy nie istnieje nietrywialna relacja Az = 0. Dla n kolumn
w K" niezaleznos¢ jest rownowazna byciu baza, a baza daje istnienie i jednoznaczno$é wspétrzednych
kazdego b.
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7 Obliczanie odwrotno$ci metoda Gaussa—Jordana

Réwnosé AX = I,, oznacza n ukladéw réwnan:
Al‘lzel, ooy Al‘n:@n,

gdzie z; sa kolumnami szukanej odwrotnosci. Rozwigzujemy je jednoczesnie, stosujac te same ope-
racje na wierszach do obu blokéw macierzy uzupelnione;j:

[Al L] — I | ATY).

Pelny rzad pozwala sprowadzi¢ lewy blok do I,,. Po tych samych operacjach prawe strony uktadéw
staja si¢ kolumnami ich rozwiazan. Jesli lewy blok ma mniej niz n pivotéw, odwrotnos¢ nie istnieje.

Przyktad 7.1. Petna redukcja macierzy 2 x 2

Niech A = (; 3) Zapisujemy

1 211 0 Ro+Ry—3R; 1 2 1 0
R .
3 7/0 1 0 11-3 1

Nastepnie eliminujemy element nad drugim pivotem:

Rl <—R1 —2R2 1 O 7 — 2
_— .
0 1|-3 1

Lewy blok jest rowny Iz, wiec

Sprawdzamy oba iloczyny:

i, ((7T-6 14-14\
4 A‘<—3+3 —6+7) = >

Operacje wykonujemy na catych wierszach

Zmiana w lewym bloku musi by¢ powtérzona w prawym. Nie wolno niezaleznie redukowaé A
i pozostawié I, bez zmian. Do odczytania odwrotnoéci potrzebny jest lewy blok réwny I, a nie
tylko dowolna posta¢ schodkowa.

10
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7.1 Przyktad 3 x 3 i rozwigzanie ukfadu

Przykfad 7.2. Odwrotno$¢ z utamkami

110
Niech C =10 1 1]. Wykonujemy kolejno R3 + Rs — R1, a potem R3 + R3 + Ro:
1 01

1101 0O 1 10 1 00
01 1/0 10 — 011 010
1 0 1]0 0 1 0 0 2|{-111

Normalizujemy trzeci pivot przez Rs < %Rgl

110/ 100
01 1] 010

1 1 1
00 1]-3 3 3

Teraz Ry < Ry — Rs3, a nastepnie R; < Ry — R, uzywajac juz nowego drugiego wiersza:

Loo| b -
oo 1 1
o0 |-f 11
Zatem
1 1 -1 1
C*l_§ 11 -1
-1 1 1
Sprawdzenie daje
2 00
cCcl=-102 0|=1I
0 0 2
Zastosowanie: Cr = (2,1,3)7
Mnozymy prawa strone przez odwrotnosé:
2 2—-1+4+3 2
z=C1[1|=z|2+1-3|={0
3 —241+3 1

Kontrola: C(2,0,1)T = (2,1,3)T. Jest to jedyne rozwiazanie, poniewaz C jest odwracalna.

11
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7.2 Przyktad z parametrem: kiedy odwrotno$¢ znika?

Przyktad 7.3. Rodzina macierzy A)

Dla A € R rozwazmy
11
4y = (1 A) .

1 1 1 0 Ro+R2—Ry 1 1 1 0
1 A0 1 0 A-1|-1 1]

Eliminacja daje

Przypadek )\ # 1

Istnieja dwa pivoty, wiec macierz jest odwracalna. Dzielimy drugi wiersz przez A — 1, a potem
odejmujemy go od pierwszego:

Otrzymujemy

Dla/\:3mamyA§1:§<3 _1>.

Przypadek A =1

W lewym bloku drugi wiersz staje sie zerowy, wiec rank A; = 1. Nie ma odwrotnosci. Réwniez

a(L) =

pokazuje, Ze niezerowy wektor zostaje utracony. Uklad Ajx = (b1, b2)? ma rozwigzanie doktadnie
wtedy, gdy by = ba. Wtedy wszystkie rozwiazania to = = (by — t,t)7, t € R.

Wazny moment w rachunku

Przed dzieleniem przez wyrazenie zalezne od parametru trzeba rozwazyé¢ oddzielnie wartosci,
dla ktérych to wyrazenie jest zerowe. W tym przykladzie zmienia si¢ wtedy rzad i znika od-
wracalnos¢.

12
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8 Kiedy wystarczy odwrotnos¢ jednostronna?

Twierdzenie 8.1. Dla A, B € M, (K) kazdy z warunkéw AB = I,, lub BA = I,, oznacza, ze A jest
odwracalna i B = A~L.

Dowdd. Zalézmy AB = I,,. Wowcezas
n = rank I, = rank(AB) < rank A < n,
wiec rank A = n. Z twierdzenia 6.4 istnieje A™'. Mnozac AB = I, z lewej przez A~!, dostajemy
B=(A1'A)B=AYAB)=A"1.

Stad takze BA = I,.

Jezeli zamiast tego BA = I, to ta sama nier6wnoéé¢ dla rzedu daje rank A = n, a pomnozenie
BA = I, z prawej przez A~! prowadzi do B = A1, O

Przyktad 8.1. Dlaczego zatozenie o macierzach kwadratowych jest potrzebne?

Niech

_ 1x2 _ (1 2x1
U= (1 0)eR"™, V—(0>6R :

Wtedy

Uv=Q1)=5L, VU= (é 8) # 1.

Jeden iloczyn jest macierza jednostkowa, lecz drugi nig nie jest. Obie macierze maja maksymalny
mozliwy rzad rowny 1.

Interpretacja map. Mapa V : R — R? zanurza o§ w plaszczyznie, a U : R?2 — R odczytuje
pierwsza wspolrzedna;:
v U
s+ (5,0) — s,
(z,y) LR (z,0).

Pierwsze zlozenie jest identycznoécig na R. Drugie jest rzutem w R? i nie odtwarza wspélrzednej .

Co wolno sprawdzi¢ w praktyce?

Dla dwéch macierzy kwadratowych tego samego stopnia wystarczy potwierdzi¢ jeden z iloczy-
néow AB = I,,, BA = I,,: drugi wynika z twierdzenia. Ten wniosek nie przenosi si¢ bezposrednio
na macierze prostokatne. Wzor z definicji odwrotnosci zawsze dotyczy obu stron.

13
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9 Woifasnosci macierzy odwrotnej

Twierdzenie 9.1. Niech A, B € M, (K) beda odwracalne, a A € K\ {0}. Wtedy

Il =1, (A~H)=t =4,

(AB)—I — B—lA—l , (AT)—l _ (A—l)T 7

AA) "L =A7tAh
W szczegdblnosci iloczyn dwéch odwracalnych macierzy jest odwracalny.

Dowdd. Pierwsze dwie réwnoéci wynikaja wprost z definicji.

Iloczyn. Sprawdzamy obie kolejnosci:

(AB)(B'A Yy = A(BB YA ' =447 =1,
(B'A™YY(AB) =B Y (A'A)B=B"'B=1,.

7 jednoznaczno$ci odwrotnoéci wynika wzér dla AB.

Transpozycja. Transponowanie odwraca kolejnos¢ czynnikéw, wiec
AT(A YT = (AT =1, (A HTAT = (AAHT =1,

Macierz (A~17 jest zatem odwrotna do A”.

Skalar. Ze zgodnosci mnozenia macierzy ze skalarami mamy
AANTTATH =ataa =1,

a w odwrotnej kolejnosci otrzymujemy ten sam wynik. O

Wiecej czynnikow i potegi
Wielokrotne zastosowanie wzoru dla dwdch czynnikéw daje
(AjAg - Ap) P = At AT AT
Dla jednej odwracalnej macierzy i k > 1 wynika stad (A*)~1 = (A=1)F,

Suma zachowuje sie inaczej

Suma macierzy odwracalnych nie musi byé odwracalna: I, +(—1,) = 0,,. Nawet gdy odwrotnosé
sumy istnieje, na ogét (A + B)"! # A7l + B71. Nad R, dla A = B = I,,, lewa strona to %In,
a prawa 21,.

14
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9.1 Odwrdcona kolejnos$¢ na konkretnych macierzach

Przyktad 9.1. Najpierw skalowanie, potem Scinanie

=0 =)

Tloczyn S'D najpierw skaluje pierwsza wspolrzedna, a nastepnie $cina:

Niech

21

Znamy odwrotnosci obu czynnikéw:

D= (1

Odwrotnosé¢ ztozenia ma postaé

(] V]|
= O
N~
i
—_
Il
N\
O =
[— |
—
N

1 1
-1 _ —-1¢g-1_ (32 T3
sort-os - (3 5.

Najpierw odejmujemy druga wspéirzedng od pierwszej, a potem dzielimy pierwsza przez 2. Tak
odwracamy wzor (u,v) = (2z + y,y):

Zmiana kolejnodci daje inna macierz:

1

Spl = (5 _11> . (SD)(S'DY) = ((1) _11> £ T,

Nie jest to odwrotnosé SD.

D S
/\ /\
T Dz SDx
\_/ \_/
D! S—1

Cofamy najpierw ostatnia wykonana operacje.

Dla z = (1,2)7 droga w przéd to (1,2) = (2,2) ~ (4,2), a droga powrotna to (4,2) ~ (2,2)
(1,2).
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10 Odwracalne czynniki nie zmieniajg rzedu

Twierdzenie 10.1. Niech A € K"™*" a P € M,,(K), Q € M,(K) beda odwracalne. Wtedy

‘rank(PAQ) =rank A. ‘

Dowdd. 7 nieréwnosci dla rzedu iloczynu mamy
rank(PAQ) < rank(PA) < rank A.
7 drugiej strony A = P~Y(PAQ)Q ™, wiec
rank A = rank(P_l(PAQ)Q_l) < rank(PAQ).
Obie nieréwnosci razem daja réwnosé. Biorac P = I, lub Q = I,,, otrzymujemy tez rank(AQ)

rank A oraz rank(PA) = rank A. O

Przyktad 10.1. Operacje na wierszach i kolumnach jako mnozenie

Niech
1 -2 -3
(3 (B o
0 0 1

Macierze skrajne sa odwracalne, poniewaz

1 2 3
P*:@ (1)) Qt=(0o10];
001

bezposérednie mnozenie w obu kolejnosciach daje odpowiednie macierze jednostkowe.

Mnozenie z lewej przez P wykonuje operacje Ry < Ry — 2R;:
1 2 3
PA= (O 2 0) .
Mnozenie z prawej przez ) zastepuje kolumne druga przez Co — 2C, a trzecig przez C3 — 3Ch:
1 00
PAQ = (O 0 0) '

Koncowa macierz ma rzad 1, zatem rank A = 1. Potwierdza to fakt, ze drugi wiersz A jest dwukrot-
noscig pierwszego.

Dlaczego potrzebna jest odwracalno$¢?

Odwracalny czynnik pozwala odzyskaé¢ A z PAQ), co daje drugie oszacowanie rzedu. Bez tego
rzad moze sie zmniejszy¢: rank Is = 2, ale rank(diag(1,0)I3) = 1. Macierz prostokatna A w tym
twierdzeniu sama nie musi mie¢ odwrotnosci.
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11 Rozwigzywanie réwnan macierzowych

Niech A € M,,(K) i B € M,(K) beda odwracalne, a C' € K"*". Réwnanie
AXB=C

ma dokladnie jedno rozwiagzanie X € K™*"™:

X =A"tcB™ L

Istotnie, mnozymy réwnoéé z lewej przez A~!, a z prawej przez B~!. Otrzymany wzor jest konieczny,
a podstawienie potwierdza jego wystarczalnosé:

A(A7'cBYB = (AATHYC(B'B) =C.
Przyktad 11.1. Obliczenie nieznanej macierzy X

1 2 11 5 4
) S (R R G

Z przykladu 7.1 znamy A~!, a B jest macierza $cinania. Mamy
7T =2 1 -1
-1 _ -1 _
e )
35—-34 28—-28 10
1 _ _
4 C'(—15+17 —12+14)<2 2>'

X =(Alc)B~ = (; g) <(1) —11) _ @ _01> .

Sprawdzenie w rownaniu wyjsSciowym:

5 -1 5 4
ax=(g o) wns=(] ) -c

Niech

Najpierw liczymy

Nastepnie

Znaczenie strony mnozenia

7Z AX = C wynika X = A~'C, natomiast z X B = C wynika X = CB~!. Nie mozna dowolnie
przestawia¢ macierzy odwrotnych. W réwnaniu AXB = C czynnik A usuwamy z lewej, a B
Z prawej.
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A Zestawienie pojec¢ i metod

Pojecie lub wlasnosé Warunek lub wzor

Pierscienn macierzy M, (K) z dodawaniem i mnozeniem; jednoscia jest I,
Algebra macierzy dodatkowo mnozenie przez skalary zgodne z iloczynem
Macierz skalarna AL, = diag(A, ..., \)

Centrum ZA = AZ dla wszystkich A dokladnie wtedy, gdy Z = A\,
Odwrotnosé AA™ = A7'A = I,,; jest jednoznaczna

Nieosobliwos¢ rank A = n; ro6wnowazna odwracalnosci

Odwrotnosé iloczynu (AB)"t=B~tA-!

Odwrotnosé¢ transpozycji (AT = (A~ H)T

Zachowanie rzedu rank(PAQ) = rank A dla odwracalnych P, Q

Réwnanie macierzowe AXB =C = X = A~'CB™!, gdy A, B sa odwracalne

Algorytm obliczania A~}

1. Sprawdz, czy A jest kwadratowa. Zapisz [A | I,,].

2. Wykonuj odwracalne operacje na calych wierszach obu blokéw. Przy parametrach oddziel przy-
padki zerowania sie potencjalnych pivotéw.

3. Jedli lewy blok ma mniej niz n pivotéw, macierz jest osobliwa. Jesli ma n pivotéw, sprowadz go
do I,.

4. Odczytaj prawy blok jako A~!. Sprawdz iloczyn z macierza wyjéciowa; dla macierzy kwadrato-
wych jeden iloczyn rowny I, wystarcza.

Jak rozpoznaé, ze odwrotnos¢ nie istnieje?

Wystarczy wykazaé rank A < n lub znalezé v # 0, dla ktérego Av = 0. Wtedy mapa xz — Az nie
odroznia wejé¢ 0 i v, wiec nie da sie jednoznacznie odtworzy¢ wejscia.

Reguty, ktére porzadkuja rachunek

Macierz diagonalna nie musi komutowaé¢ ze wszystkimi macierzami; taks wtasnos¢ maja do-
ktadnie macierze skalarne. W odwracanym iloczynie odwracamy kolejno$¢ czynnikéow. Przy
réwnaniach mnozymy przez odwrotnosé po wlasciwej stronie. Pelny rzad oznacza istnienie
zwyklej macierzy odwrotnej w przypadku macierzy kwadratowych.
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