Wojciech Domitrz

Algebra Liniowa z Geometrig 1

RownowaznosS¢ macierzy
Jadro i obraz

Wyktad 12

Macierze elementarne. Posta¢ normalna rzedu.

Twierdzenie o wymiarach.

PAQ

Y

A € Mp,«n(K)

m,n
Jm

dimker A +dimim A =n
—_———  —]—

n—r T
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niezaleznych kierunkéw nalezacych do jadra.
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Oznaczenia i konwencje

K oznacza cialo, a m,n > 1. My, x,(K) to zbiér macierzy o m wierszach i n kolumnach. Iy jest
macierza jednostkowa, a GLj(K) zbiorem odwracalnych macierzy stopnia k.

R4 i Cs oznaczaja odpowiednio wiersz i kolumne. Wszystkie wektory wspoétrzednych zapisujemy
kolumnowo.

Dla A € My, xn(K) piszemy T'4(z) = Ax, ker A = ker T4 oraz im A = im T4 = Col A. Symbol

o ile nie podano inaczej.

Es; oznacza macierz z jedynka na pozycji (s, t) i zerami poza nia; jej rozmiar wynika z kontekstu.

im T oznacza obraz przeksztaltcenia liniowego T'. W przyktadach liczbowych pracujemy nad R,

Dwie strony mnozenia

opisuje operacje na wierszach, a z prawej — na kolumnach.

W wyrazeniu PAQ macierz P ma rozmiar m X m, a () ma rozmiar n X n. Mnozenie z lewej
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1 Macierze elementarne

1.1 Trzy podstawowe typy

Macierze elementarne otrzymujemy, wykonujac jedna odwracalng operacje elementarng na macierzy
jednostkowej. Dla ustalonego rozmiaru k i réznych indekséw s,t € {1,...,k} definiujemy:

1. Zamiane dwéch wspétrzednych:
Sst = Iy — Ess — Bt + Est + Es.
Macierz Sg; powstaje z Iy, przez zamiane wierszy s i t.
2. Dodanie wielokrotnosci jednej wspélrzednej do drugiej:
Tt (A) = I + AEg, Ae K.

Indeks s wskazuje wiersz zmieniany, a t — wiersz dodawany. Dopuszczenie A = 0 daje po prostu
1.

3. Przeskalowanie jednej wspélrzednej:

Dy(\) = I, + (A — 1) By, = diag(1,...,1,\,1,...,1), X#0.

s

Przyktad 1.1. Macierze elementarne stopnia 3

Dla zamiany pozycji 1 i 3, dodania 2 razy wiersza 1 do wiersza 2 oraz pomnozenia wiersza 2 przez
—3 otrzymujemy:

0 01 1 00 1 0 0
Sis=(0 1 0], T51(2)=(2 1 0], Dy(-3)=10 =3 0
100 0 01 0 0 1
Na wektorze = = (1, 29, 23)" dzialaja one nastepujaco:
3 T1 1
Sisr= (22|, Tu@Rz=|22+221],  Da(=3)z=|-3m2
T XT3 €3

Dlaczego wymagamy )\ # 0 przy skalowaniu?

Pomnozenie wiersza przez zero usuwa zawarta w nim informacje. Macierz D4(0) jest osobliwa,
dlatego taka operacja nie jest odwracalng operacja elementarna.
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1.2 Mnozenie z lewej i z prawej strony

Niech A € M, xn(K). Macierze elementarne po lewej stronie A maja stopien m, a po prawej —
stopien n.

TIloczyn Operacja na macierzy A

SstA Rs & R;
Tu(MA Ry ¢ Ry + AR
Dy(MA Ry« AR,

ASst OS <~ Ct
ATSt()\) Cy +— Cy + MOy
AD,(\) Oy AC,

Uzasadnienie dla dodawania. Z definicji iloczynu macierzy:
(EstA)ij = bisayj, (AEst)ij = ais0yj,

gdzie d;; jest réwna 1 dla ¢ = j i 0 w przeciwnym przypadku. Zatem FgA ma tylko jeden ewen-
tualnie niezerowy wiersz, numer s, réwny wierszowi t macierzy A. Natomiast AEg ma tylko jedna
ewentualnie niezerowa kolumne, numer ¢, réwna kolumnie s macierzy A.

Przyktad 1.2. Ta sama regufa, r6zne zmieniane indeksy

120
A‘(s 4 5)'

7 lewej strony uzywamy macierzy stopnia 2:

1 2 7 10 10
(0 1>A—<3 4 5), R+ R1 +2R5.

Niech

7 prawej strony uzywamy macierzy stopnia 3:

1 2 0
Alo 1 ol=( 2%, o co o0
P CIRURE

Jak dodac¢ \C; do C,?

Nalezy pomnozy¢é A z prawej przez Tis(N\). W operacji kolumnowej kolejnosé indekséw jest
odwrécona wzgledem zapisu operacji Rs <+ Rs + AR;.
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2 Odwracalnosc i kolejnos$¢ operacji

Wszystkie trzy typy macierzy elementarnych sa odwracalne:

St = S, Tos(N) 7L = Ty (=), D,(\)~' =D,(\).

Dwukrotna zamiana przywraca poczatkows kolejnoéé. Dodawanie odwracamy przez odejmowanie,
a skalowanie przez pomnozenie przez odwrotnosé skalara. Algebraicznie dla s # t mamy E2 = 0,
wiec

(Ik + )\Est)(Ik — )\Est) = 1I.
Jezeli kolejno wykonujemy operacje wierszowe opisane przez L1, Lo, ..., Ly, to otrzymujemy
Ai—>L1Al—)L2L1Al—> >—>La‘~-L1A.

Przy kolejnych operacjach kolumnowych Hi, ..., H, wynikiem jest AH; - - - Hy. W obu przypadkach
kolejno$é czynnikéw ma znaczenie.

Twierdzenie 2.1. Kazda macierz odwracalna jest iloczynem macierzy elementarnych.

Dowdd. Dla odwracalnej macierzy A € M, (K) eliminacja Gaussa—Jordana daje L,---L1A = I,.
Stad A = Lfl -~ L71, a odwrotnoéé kazdej macierzy elementarnej jest macierza elementarng. [

Przyktad 2.1. Rozktad macierzy na czynniki elementarne

1 2

Niech A = (3 7

> . Wykonujemy:

1 2 Ro+Ro—3R; 1 2 R1+R1—2Ro T
e —= 5 I9.
37 0 1 2

Zatem Tlg(—Q)Tgl(—?))A = IQ, Sk@d

A =Ty (3)T12(2) = <;1z, (1)> <(1) ?) ’

o mmaeamen - (02 (4 - (0 )
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3 Postac¢ normalna macierzy danego rzedu

Twierdzenie 3.1 (Posta¢ normalna rzedu). Jezeli A € My, x,(K) i rank A = r, to istnieja P €
GL,(K) i @ € GL,(K) takie, ze

PAQ = J;n,n — ( I, Orx(nfr) ) )
O(mfr)xr O(mfr)x(nfr)

Macierze P i () mozna wybraé jako iloczyny macierzy elementarnych.

Dowdd. Operacjami wierszowymi sprowadzamy A do zredukowanej postaci schodkowej. Jest w niej
doktadnie r kolumn bazowych, zawierajacych wektory eq,...,e, z K”. Zamieniamy kolumny tak,
aby kolumny bazowe znalazly sie na poczatku. Uzyskujemy

(5 )

Dla kazdej kolumny bloku C' odejmujemy odpowiednig kombinacje pierwszych r kolumn. Zerujemy

w ten sposéb caly blok C. Wszystkie uzyte operacje sa odwracalne i prowadza do J;"". O
r kolumn n — r kolumn
T wierszy I, 0
m — 1 wierszy 0 0

Niezerowa czes¢ postaci normalnej ma rozmiar r x 7.

Jezeli r = 0, posta¢ normalna jest macierza zerowa. Gdy r = m lub r = n, bloki o zerowej liczbie
wierszy lub kolumn pomijamy. Dla odwracalnej macierzy kwadratowej otrzymujemy J;,"" = I,,.

Jak zapamieta¢ macierze P i Q7
Zaczynamy od P = I, i Q = I,,. Kazda operacje wierszowa na biezacej macierzy wykonujemy
takze na P, a kazda operacje kolumnowa takze na ). Po zakonczeniu zawsze zachodzi PAQ =

m,n
I
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3.1 Petna redukcja macierzy prostokatnej

Przyktad 3.1. Macierz 3 x 4 rzedu 2

Rozwazmy macierz, do ktorej bedziemy wracaé¢ w dalszych przyktadach:
1 2 01
A=1(2 4 1 3
3 6 1 4
1. Redukcja wierszowa
Najpierw R2 < R2 — 2R1 i R3 — R3 — 3R1, a nast@pnie Rg — R3 — RQZ
1 2 01 1 2 01
A— |0 0 1 1|—R=]|0 011
0 011 00 00
Sa dwa pivoty, w kolumnach 1 i 3, wiec rank A = 2.

2. Operacje kolumnowe

Zamieniamy Co z C3, potem wykonujemy C3 < C3 — 2C; oraz Cy < Cy — C; — Cs:

1 0 2
R— [0 1 O
0 0 0

O =

1
»—>J§”4: 0
0

O = O
o O O

0
0
0
Ostatni zapis Cy <+ Cy — C1 — Cy jest skrétem dwoch kolejnych operacji elementarnych; kolumny

C1,Cy pozostaja w nich niezmienione.

3. Macierze realizujace redukcje

Wykonujac te same operacje na odpowiednich macierzach jednostkowych, otrzymujemy

100 00 1 o
P=1-2 1 0], Q=
1 -1 1 01 0 -1
00 0 1
4. Sprawdzenie
Bezposrednie mnozenie daje PA = R oraz
1 0 00 1 0 00
AQ=12 1 0 0], PAQ=|0 1 0 0
3100 0000

Macierze P, Q) sa odwracalne, poniewaz powstaly z macierzy jednostkowej przez odwracalne opera-
cje.
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4 Rownowaznos¢ macierzy i jej klasy

Definicja 4.1. Macierze A, B € M, «xn(K) nazywamy réwnowaznymi, jezeli istnieja P € GL,,(K)
i Q € GL,(K) takie, ze
B = PAQ.

Piszemy wéwczas A ~ B.

Jest to relacja rownowaznosci:
o Zwrotnosé: A =1,,AI,.
e Symetria: z B = PAQ wynika A = P~'BQ~L.

o Przechodnio$é: jezeli B = PLAQ1 1 C = P,BQ2, to C = (P2P1)A(Q1Q2); oba skrajne czynniki
sg odwracalne.

Twierdzenie 4.2 (Klasyfikacja przez rzad). Dwie macierze tego samego rozmiaru sa réwnowazne
wtedy i tylko wtedy, gdy maja ten sam rzad:

A~ B <<= rank A =rankB.

Dowdd. Jezeli B = PAQ), to rank B = rank A. Istotnie, kolumny AQ generuja te sama przestrzen
co kolumny A, poniewaz A = (AQ)Q~'. Mnozenie z lewej przez odwracalng macierz P przenosi te
przestrzen izomorficznie na przestrzen kolumn PAQ), wiec zachowuje jej wymiar.

Odwrotnie, niech rank A = rank B = r. Z twierdzenia o postaci normalnej istniejg macierze odwra-
calne spelniajace
PyAQa = J;™" = PpBQp.

Po pomnozeniu przez odpowiednie odwrotnosci dostajemy

B = Pz'Ps A QaQp",
\‘P/_/ \_\Q,_/

co dowodzi réwnowaznosci. ]

lle jest klas?

W M xn(K) jest doktadnie min(m,n) + 1 klas réwnowaznosci:
Cr={A:rank A =r}, r=20,1,...,min(m,n).

Kazda z nich ma reprezentanta J;""". Klasa rzedu 0 sktada sie wylacznie z macierzy zerowej.
Wsréd macierzy kwadratowych wszystkie macierze odwracalne naleza do jednej klasy, repre-
zentowanej przez I,.
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4.1 Przykfady klasyfikacji

Przykfad 4.1. Wszystkie klasy w M, 3(K)

Mozliwe rzedy to 0, 1, 2, wiec sa doktadnie trzy klasy.

Rzad Reprezentant Wtlasno$é

0 0 0

0 wszystkie kolumny zerowe
0 00
100

1 kolumny generuja prosta
0 00
1 00

2 kolumny generuja K2
010

1 3 - . . . ..
Na przyktad < ) ma rzad 1: drugi wiersz jest dwa razy pierwszym, a pierwszy nie jest zerowy.

2
2 4 6
Nalezy wiec do klasy le 3,

Przyktad 4.2. Klasa réwnowaznos$ci zalezna od parametru

Dla t € R rozwazmy

1 1 1
Aty= (1 14+t 1+t
1 14t 1+4¢2

Odejmujemy pierwszy wiersz od drugiego i trzeciego, po czym odejmujemy nowy drugi wiersz od
nowego trzeciego:

11 1
Alt)—s [0 ¢ t
0 0 t(t—1)

Teraz Cy + Cy — Cq, C3 + C3 — C i wreszcie C3 + C3 — (9. Otrzymujemy
A(t) ~ diag(1,t,t(t — 1)).

Nie dzieliliSmy przez wyrazenie zalezne od t, wiec redukcja jest wazna dla kazdego parametru. Rzad
odczytujemy z liczby niezerowych wyrazéw na przekatne;j:

1, t=0,
rank A(t) =92, t=1,
3, t¢{0,1}.

Dla tych trzech przypadkdéw reprezentantami sa odpowiednio Jf’ ’37 Jg’ 3 oraz Is.

Réwnowaznos$é a podobienstwo

Podobiefistwo ma posta¢ B = S7'AS i dotyczy macierzy kwadratowych. W réwnowaznosci
czynniki P i @) wybieramy niezaleznie. Na przyktad nad R macierz diag(1,2) jest réwnowazna
I, ale nie jest do niej podobna: S~'I,S = I, dla kazdego odwracalnego S.
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5 Macierz odwrotna przez operacje wierszowe

5.1 Uzasadnienie metody Gaussa—Jordana

Niech A € M, (K) bedzie odwracalna. Tworzymy macierz rozszerzona zlozona z dwdéch blokéw
i wykonujemy operacje na catych wierszach:

[AlL] — [L]A7']

Dlaczego prawy blok jest odwrotnoscia? Jezeli iloczyn wszystkich macierzy operacji wierszowych

oznaczymy przez P, to
P[A|I,]|=[PA|P].

Po uzyskaniu PA = I, mamy P = A~!, a wiec prawy blok jest szukana macierza. W szczegdlnosci
kazda operacja musi obejmowaé takze prawy blok.

Drugie spojrzenie: kilka uktadéw jednoczeénie. Jezeli X = [z(1) ... 2] to
AX =1, < AzU =e¢; dlaj=1,...,n

Macierz [A | I,,] pozwala rozwiazaé¢ wszystkie te uklady podczas jednej eliminacji. Ich rozwiazania
staja sie kolumnami A~1.

Przyktad 5.1. Co pokazuje eliminacja dla macierzy osobliwej?

Dla B = <; i) wykonujemy:

1 2|11 0 Ro+Ro—2R; 1 2 1 0
—_— .
2 410 1 0 0]—-21

Lewy blok ma rzad 1, wiec nie moze zosta¢ sprowadzony do I2. Ponadto uklad Bx = e; zawiera
po redukcji réwnanie 0 = —2. Nie istnieje zatem macierz X spelniajaca BX = I3, a B nie ma
odwrotnosci.

Operacje kolumnowe wymagaja innego $ledzenia

W powyzszym algorytmie stosujemy wytacznie operacje wierszowe. Jezeli ogdlnie znajdziemy
PAQ = I,, to A~! = QP. Sam prawy blok otrzymany przez dowolne mieszanie operacji wier-
szowych i kolumnowych na [A | I,,] nie musi by¢ macierza odwrotna.

10
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5.2 Petny przyktad i rozwigzanie uktadu

Przyktad 5.2. Odwracanie macierzy 3 x 3

Niech

oy

Il
—_— O =
— =
—_ = O

1. Zerujemy element pod pierwszym pivotem

1 10]100 1101 00
01 1lo 1 0| B oty 1100 10
11 1/00 1 00 1|-1 01

2. Zerujemy element nad trzecim pivotem

Operacja Ry < Ry — Rg prowadzi do

1101 0 O
0101 1 —1
0 01|-1 0 1

3. Zerujemy element nad drugim pivotem

Po operacji Ry < R; — Rs otrzymujemy

1 00l0 -1 1 0 -1 1
0101 1 -1]1, B1l=(1 1 -1
00 1|-1 0 1 -1 1

4. Kontrola i zastosowanie

Tloczyny w obu kolejnosciach sa réwne macierzy jednostkowe;j:
1 00

BB '=B"'B=(0 1 0

0 01

Dla b = (3,5,6)7 jedyne rozwiazanie uktadu Bx = b jest réwne

—5+6 1
r=B '%=[3+5-6|=|2
-3+6 3

Sprawdzenie w rOwnaniach: 1+2=3,24+3=5,1+24+3=6.

Jednoznaczne rozwiazanie

Dla odwracalnej A zachodzi Ax = b <= x = A~'b. Gdy potrzebujemy rozwigzania tylko
jednego ukltadu, mozna od razu redukowaé [A | b], bez obliczania calej odwrotnosci.

11
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6 Jadro i obraz przeksztatcenia liniowego

Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi nad tym samym cialem K, a7T": V' — W przeksztalceniem
liniowym.

Definicja 6.1. Jadro i obraz przeksztalcenia T to odpowiednio

kerT ={veV:T(v)=0w}, imT =T(V)={T(v) :veV}.

Jadro zawiera wektory wysylane na zero, a obraz wszystkie osiggalne wartosci przeksztalcenia.
W szczegblnosci ker ' C V iimT C W.

Twierdzenie 6.2. Jadro jest podprzestrzenia V', a obraz jest podprzestrzenig W.

Dowdéd. Z liniowosci T'(0y) = Oy, wiec oba zbiory zawieraja wektor zerowy. Je$li u,v € kerT
ia,B €K, to
T(ou + pv) = aT'(u) + T (v) = Ow .

Zatem au + fv € ker T'. Jesli natomiast y3 = T'(v1) i y2 = T'(v2) naleza do obrazu, to
ayr + Py2 = T(awvy + Bvg) € im T

W obu przypadkach spelnione jest kryterium podprzestrzeni. ]

6.1 Przeksztatcenie zadane macierzg
Dla A € My xn(K) mamy Ty: K* — K™, Ty(x) = Az. Wtedy
ker A= {z € K" : Az = Ogm }.
Jesli kolumny A oznaczymy przez ai, ..., Qn, tO
Az = z1a1 + -+ - + Tpay, im A = span(ay,...,ay).

Wynika stad podstawowa interpretacja rzedu:

dimim A = rank A.

Na przyklad przeksztalcenie zerowe ma jadro V' i obraz {Oy }, a identyczno$é na V' ma jadro {0y}
i obraz V.

12
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6.2 Przyktady geometryczne i wielomianowe

Przykfad 6.1. Przeksztafcenie ptaszczyzny na prosta

Niech T: R? — R2 T(z,y) = (z + y,0). Rozwiazanie réwnania x +y = 0 oraz opis wszystkich

wartosci daja
kerT = span{ <_11> } , imT = span{ <(1)> } .

Kazda prosta = + y = ¢ zostaje odwzorowana w jeden punkt (c,0).

v

—

> \ S

Jadro przechodzi w zero; réwnolegla prosta x + y = 2 przechodzi w (2,0).

ker T T+y=2 T ‘ imT

> U

Przykfad 6.2. Wartosci wielomianu w dwéch punktach

Niech V = R[t]<3 i T: V — R? bedzie dane wzorem T(p) = (p(0),p(1)). Jest to przeksztalcenie
liniowe. Dla p = ag + a1t + ast? + ast® warunek T'(p) = 0 oznacza

ag =0, a1 +az+az=0.
Stad p = as(t? —t) + asz(t® —t), czyli
ker T’ = span(t® — t,t3 — t), dimker T = 2.

Te dwa wielomiany sa niezalezne, co widaé po wspétezynnikach przy 2 i ¢3. Dla dowolnego (a, b) € R?
wielomian p(t) = a + (b — a)t spelia T(p) = (a,b), zatem im T = R? i dimim T = 2.

13
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7 Twierdzenie o wymiarach

Twierdzenie 7.1 (O wymiarze jadra i obrazu). Jezeli T: V — W jest liniowe i dimV = n < oo,
to

dimkerT + dimimT = dim V.

Nie trzeba zaktadaé, ze W ma skoriczony wymiar.

Dowdd. Oznaczmy s = dimker T. Wybieramy baze v1, ..., vs jadra i uzupeliamy ja do bazy calej
przestrzeni:
Vly.-+3UVUg,VUstly.--5Un.

Pokazemy, ze T'(vsy1),...,T(vy,) jest baza obrazu.
1. Generowanie obrazu
Kazdy v € V ma posta¢ v = Y ;" | &;v;. Poniewaz T'(v;) = 0 dla i < s, mamy

n

T(v) :ZaiT(Ui) = > aT(v).

i=s5+1
Zatem podane wektory generuja im 7.

2. Niezaleznosé liniowa

Zatozmy, ze 31 | BT (v;) = 0. Z liniowosci

(5 a) o

1=s5+1
wiec wektor pod znakiem 7' nalezy do jadra. Istnieja zatem ~v1,...,7vs takie, ze
n S S n
D Bwi=Y v, = v+ Y B =0,
i=s+1 j=1 j=1 i=s+1

Niezalezno$¢ wszystkich wektoréw bazy V wymusza v; = 01 8; = 0. Obrazy T(vs41),...,T(vn) sa
wiec niezalezne liniowo.

3. Obliczenie wymiaru

Znaleziona baza obrazu zawiera n—s wektoréow. Stad dimim 7' = n—s, co daje s+(n—s) = n. Dowéd
obejmuje takze s = 0 i s = n, przy konwencji, ze pusty uklad jest baza przestrzeni zerowe;j. O

Wersja macierzowa

Dla A € M, xn(K) zachodzi
dimker A = n — rank A.

Liczba kolumn n jest wymiarem dziedziny. Rzad r odpowiada liczbie pivotéw, a n — r liczbie
swobodnych parametréw w rozwigzaniu Az = 0.

14
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7.1 Réznowartosciowos¢, surjektywnos¢ i izomorfizm

Przeksztalcenie liniowe T: V' — W jest réznowartosciowe wtedy i tylko wtedy, gdy ker T' = {0y }.
Istotnie, T'(u) = T'(v) jest réwnowazne T'(u—v) = 0. Trywialne jadro oznacza wiec, ze réwne obrazy
moga mieé tylko réwne argumenty.

Jezeli dimV = n i dim W = m, kryteria maja postac:

Wtlasnosé T Warunek przestrzenny Warunek na rzad
réznowartosciowos¢  kerT' = {0} dimim7T =n
surjektywnosé imT =W dimim7T =m
izomorfizm obie powyzsze wlasnosci dimimT =n=m

W szczegoblnodei:
e jesli n > m, zadne liniowe T: V — W nie jest réznowartosciowe;
o jesli n < m, zadne takie T nie jest surjektywne;

e jesli n = m < oo, réznowartoéciowosé i surjektywnosé sa rownowazne.

Macierze kwadratowe

Dla A € M, (K) réwnowazne sa warunki:

A odwracalna <= rank A =n <= kerA = {0} <= imA=K".

Przyktad 7.1. Rézniczkowanie wielomianéw

Rozwazmy D: R[t|<3 — R[t]<a, D(p) = p’. W bazach (1,t,t2,t3) i (1,,t?) jego macierz to

[D] =

o O O

1
0
0

o NN O

0
0
3

Pochodna jest zerowa dokladnie dla wielomianéw stalych, zatem ker D = span(1l) ma wymiar 1.
Kazdy wielomian ¢ = a + bt + ct? jest pochodna wielomianu

bo cCu3
t)=at+ =t*+ =t°.

Stad im D = R[t]<2 ma wymiar 3 i D jest surjektywne. Nie jest réznowartosciowe: D(p+ \) = D(p)
dla kazdej stalej A\. Sprawdzenie twierdzenia o wymiarach: 1 4+ 3 = 4.

15
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8 Woyznaczanie baz jadra i obrazu

Praktyczna procedura

Sprowadz A operacjami wierszowymi do postaci schodkowej lub zredukowanej postaci schod-
kowej R.

1. Jadro: rozwiaz Rz = 0. Kazdemu parametrowi swobodnemu przypisz jeden wektor bazo-
wy.

2. Obraz: odczytaj indeksy kolumn bazowych w R i wybierz kolumny o tych samych indek-
sach z macierzy A.

3. Kontrola: liczby wektorow w obu bazach powinny sumowaé sie do n.

Przyktad 8.1. Dwie bazy dla jednej macierzy

Wréémy do macierzy z rozdziatu 3:

120 1 1
A=|2 4 1 3|, R={o0
36 1 4 0

S O N
O = O
O = =

1. Baza jadra

Uktad Rxr = 0 ma réwnania x1 + 222 + 4 = 01 3 + x4 = 0. Przyjmujemy zs = s, x4 = t, skad

—2s—1 -2 -1

s 1 0

T = 4 =s 0 +t 1
t 0 1

us3 Uyq

Wektory us, us sa niezalezne: druga i czwarta wspoélrzedna ich kombinacji odczytuja odpowiednio
sit. Zatem (us,uyq) jest baza ker A, a dimker A = 2.

2. Baza obrazu
Pivoty stoja w kolumnach 1 i 3. Z macierzy A wybieramy
1 0
ap = |2 5 a3z = 1
3 1
Sa one niezalezne, a pozostate kolumny spelniajg as = 2a1 i ag = a1 + az. Stad

im A = span(ay,a3) = {(y1,y2,93)" € R3:y3 = y1 + 42}

Wektor aa; + fag = (o, 2a + 3,3 + B)T spelia to réwnanie, a kazda jego tréjke otrzymamy dla
a =1y, B =y2 — 2y1. Ostatecznie 2 + 2 = 4.
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8.1 Znaczenie macierzy P i () dla jader, obrazéw i baz

Dla B = PAQ), gdzie P, () sa odwracalne, zachodza wzory

ker B = Q !(ker A), im B = P(im A).

Pierwszy wynika z rownowaznosci Br = 0 < AQxr =0 <= Qux € ker A. Drugi wynika z faktu,
ze Qx przebiega cala dziedzing, gdy przebiega ja x. Réwnowaznosé zachowuje wiec wymiary obu
przestrzeni; ich poltozenie w przestrzeniach wspolrzednych moze si¢ zmienic.

Jesli PAQ = J,", otrzymujemy bezposrednio:

ker A = span(Qe,41,...,Qey), im A = span(P ey, ..., P te,).

W pierwszym wzorze e; € K", a w drugim e¢; € K. Kolumny @ tworza nowa baze¢ dziedziny,
a kolumny P~! — nowg baze przeciwdziedziny. W tych bazach macierz przeksztalcenia ma postaé

J

Przyktad 8.2. Bazy dopasowane do dziatania macierzy

Dla rozpatrywanej macierzy A mamy

b0 1o 1 00

Q= ., Pl=1210
01 0 -1 511
00 0 1

Oznaczmy kolumny Q przez ui, us, us, us, a kolumny P~! przez wi, ws, ws. Wtedy

-2 -1
1 0
ur =€, U2=¢€3, UZ=1 o | W= 4
0 1
1 0 0
wi= (2], w=(1], w=/0
3 1 1
Rownosé AQ = P_IJS 4 oznacza dokladnie
Aug = wr, Aug = wo, Auz = Auy = 0.

Pierwsze dwa kierunki dziedziny przechodzg na baze obrazu, a dwa pozostale tworza baze jadra.
Dla wspétrzednych z = Qy wektor Az ma w bazie (w1, we, ws) wspétrzedne (y1,y2,0)7.
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9 Rozwigzania ukfadu jako przesuniecie jadra

Twierdzenie 9.1. Uklad Ax = b jest rozwiazalny doktadnie wtedy, gdy b € im A. Jezeli xg jest
jednym rozwigzaniem, to zbidr wszystkich rozwigzan ma postaé

xo + ker A = {z¢g+v:v € ker A}.
Dowdd. Pierwsze stwierdzenie jest definicja obrazu. Jesli Axg = b, to
Ar =b < Arx — Azg=0 < x — 2¢ € ker A.
Kazde rozwigzanie jest wiec suma xg i wektora z jadra, i kazda taka suma jest rozwiazaniem. [J

Zbiér rozwigzan uktadu zgodnego jest przestrzenia afiniczna wymiaru n — rank A. Dla b = 0 jest
podprzestrzenig liniowa; dla b # 0 nie zawiera zera, wiec podprzestrzenig liniowa nie jest.

Przyktad 9.1. Warunek zgodnosci i wszystkie rozwigzania

Dla tej samej macierzy A € M3x4(R) i b = (b1, b2, b3)T wykonana weczesniej redukcja wierszowa daje
1 2 01

[A ‘ b] — 0 0 1 1 bg — 2b1
00 0O

Warunek zgodnosci to bs = by + by, czyli dokladnie warunek b € im A. Gdy jest spelniony,
wybieramy xo = s, x4 =t i dostajemy

b1 —2 -1
0 1 0
T = by — 2by +s 0 +t EEE s, t € R.
0 0 1
Dla b = (3,7,10)7 jest zatem

3 -2 -1
T = 0 + s L +t 0
11 0 -1
0 0 1

Sprawdzenie: A(3,0,1,0)T = 3a; + a3 = (3,7,10)7, a dwa pozostale wektory naleza do jadra.
Rozwiazania tworza plaszczyzne afiniczng w R*. Dla b = (3,7,11)7 ostatnie réwnanie ma postaé
0 =1, wiec uklad jest sprzeczny.
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10 Zadania utrwalajace z rozwigzaniami

Zadanie 1. Jadro, obraz i réwnanie 7'(z) = b

Niech T': R? — R2, T'(z,y, z) = (v+y,y+2). Wyznacz bazy jadra i obrazu oraz wszystkie argumenty
o obrazie (a,b).

Rozwigzanie. Warunki z +y =01y + z =0 daja
(z,y,2) = s(—1,1,—-1), ker T' = span{(—1,1,—1)}.

Obrazy T(1,0,0) = (1,0) i 7(0,0,1) = (0,1) tworza baze R?, wiec imT = R2. Wymiary spekniaja
1 + 2 = 3. Dla dowolnego (a,b) réwnanie jest zgodne, a jego rozwiazania to

(z,y,2) = (a—s,s,b—5) = (a,0,b) +s(—1,1,—1), seR.

Zadanie 2. Jadro i obraz w zaleznosci od parametru

Dla A(t) z rozdzialu 4 wyznacz wymiary jadra i obrazu oraz podaj ich bazy w przypadkach osobli-
wych.

Rozwiazanie. 7 wczesniej obliczonego rzedu i twierdzenia o wymiarach:
t [0 1 t¢{0,1}

dimim A(t) |1 2 3
dimker A(t) [2 1 0

Dla t = 0 wszystkie wiersze sa réowne (1,1, 1), zatem
ker A(0) = span{(—1,1,0),(—1,0,1)}, im A(0) = span{(1,1,1)}.
Dla t = 1 réwnania jadra redukuja si¢ do x =0, y + 2 = 0:
ker A(1) = span{(0,—1,1)}, im A(1) = span{(1,1,1),(1,2,2)}.

Dla pozostalych t jadro jest zerowe, a obraz réwny R3.
Zadanie 3. Czy réownowazno$¢ wyznacza samo jadro?

. .5 (1 0y. ., (01
PorownaJB—<0 O>10—<0 O).

Rozwigzanie. Mamy C = BSj, wiec B ~ C' i obie macierze maja rzad 1. Jednak ker B =
span(ez), a ker C' = span(e;). Réwnowazno$é zapewnia réwno$é wymiaréw jader, lecz nie réwnosé
tych podprzestrzeni.
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11 Najwazniejsze wzory i schemat postepowania

Macierze elementarne

S e S T e Ss_tl = St
Tot(\) = I + \Ey, Tot(N) 1 = Ty (—N),
D\ =1+ (\—1)E,, D\t =D,(\1).

W dwoch pierwszych wzorach s # ¢; przy skalowaniu A # 0.

Rzad, rownowaznos¢, wymiary

A~ B <= B = PAQ (P,Q odwracalne) <= rank A = rank B,
A~ Jmn r =rank A,
dimim A = r, dimker A =n —r,
dimkerT + dimim7 = dimV (dimV < c0).

Jak zmieniaja sie jadro i obraz?

Ponizsze wzory zakladaja odwracalnos¢ P i Q oraz odpowiednie rozmiary.

Macierz Jadro Obraz
PA ker A P(im A)
AQ Q '(ker A) im A

PAQ Q '(ker A) P(im A)

Dobér metody do zadania

1. Klasa réwnowazno$ci: oblicz rzad; przy ustalonych rozmiarach jest to pelna informacja o kla-
sie.

Jawne P, (Q: $ledZ operacje na wierszach I,;, i kolumnach I,,.
Odwrotnosé: zredukuj [A | I,] do [I,, | A71].

Baza jadra: rozwiaz uktad jednorodny i wyodrebnij wektory stojace przy parametrach.

AR I 2

Baza obrazu: wybierz oryginalne kolumny o indeksach pivotéw znalezionych w redukcji wier-
SZOWE].

6. Uklad niejednorodny: sprawdz zgodnosé, znajdz jedno rozwiagzanie xg i zapisz wszystkie
rozwigzania jako xg + ker A.
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