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Algebra Liniowa z Geometrig 1

Permutacje
I wyznaczniki

Wyktady 13-14

Od znaku permutacji do objetosci i wzoréw Cramera.

A
P=5
v=(1,22)
= (3,1) 5
3 1
det<1 2):3-2—1-1:5

Jedna liczba, kilka interpretacji

Wyznacznik opisuje zmiang zorientowanej objetosci, wykrywa odwracalno$¢ macierzy i pozwala
zapisaé rozwiazanie uktadu rownan. Jego definicja taczy wszystkie sposoby wyboru po jednym
elemencie z kazdego wiersza i kazdej kolumny, z odpowiednimi znakami.




Wojciech Domitrz | Algebra Liniowa z Geometrig 1 Wyktady 13-14

Spis tresci

1 Od uktadu réwnan do wyznacznika 3
2 Znaczenie geometryczne wyznacznika 4
3 Permutacje i grupa symetryczna 6
4 Cykle, potegi i rzad permutacji 7
5 Transpozycje i znak permutacji 9
6 Definicja wyznacznika: wzér Leibniza 11
7 Wieloliniowosé i alternowanie 13
8 Operacje elementarne i eliminacja 15
9 Charakteryzacja wyznacznika 17
10 Minory i rozwiniecie Laplace’a 18
11 Wyznaczniki macierzy blokowych 20
12 Wyznacznik iloczynu i odwracalnosé¢ 21
13 Macierz dotaczona i wzor na odwrotnosé 23
14 Wzory Cramera 25
15 Zadania utrwalajgce z rozwigzaniami 27
16 Najwazniejsze wzory i dobér metody 28

Oznaczenia i konwencje

K jest cialem, M, (K) oznacza macierze kwadratowe stopnia n, I, macierz jednostkowa, a AT
transpozycje. Wiersze oznaczamy przez R;, kolumny przez C; lub a;. Przyklady liczbowe i geo-
metryczne dotycza R, o ile nie zaznaczono inaczej.

Permutacje skladamy od prawej do lewej: (o7)(i) = o(7(i)). sgno € {1,—1} to znak per-
mutacji, a ord(o) jej rzad. Minor M;; jest liczba, dopelnienie algebraiczne oznaczamy przez
Cij = (—1)""7 M;;, a macierz dotaczona przez adj A.
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WYKLEAD 13 Permutacje i definicja wyznacznika

1 Od ukfadu réwnan do wyznacznika

Dla macierzy stopnia 1 przyjmujemy det[a] = a. Réwnanie ax = b ma dla a # 0 jedyne rozwiazanie
x = b/a. Analogiczny mianownik pojawia si¢ przy dwéch niewiadomych.

Rozwazmy uktad
ai1xy + ajpwe = by,
ao121 + a2y = bo.

Mnozac pierwsze rownanie przez age, drugie przez —ai2 i dodajac, dostajemy
(a11a22 — a12a91)r1 = brage — aizbs.
Analogiczne wyeliminowanie x; daje (ajjage — aj2a21)r2 = aj1be — bias;.

Definicja 1.1. Wyznacznik macierzy A € M»(K) to

det A = |10 12| = a11a22 — 12021-
az1 2
Jesli det A # 0, rozwiazanie ma postaé
b1 aio ai; by
az—b2 a2 o 1021 ba
17 TdetA 27 TdetA
Sa to wzory Cramera dla dwéch niewiadomych.
Przyktad 1.1. Rozwigzanie ukfadu 2 x 2
Niech 3z +y = 7 oraz x + 2y = 4. Liczymy
31 71 37
p=ff Yoo el Yo puft 7=

Zatem x = D1/D =2 iy = Do/D = 1. Sprawdzenie: 3-24+1=T7oraz 2+2-1=4.

Warunek niezerowego mianownika

Gdy det A = 0, powyzsze ilorazy nie sa okreslone. Uktad trzeba wtedy zbadaé eliminacja: moze
by¢ sprzeczny albo mie¢ wiecej niz jedno rozwigzanie.
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2 Znaczenie geometryczne wyznacznika

2.1 Pole i orientacja na ptaszczyznie

Niech u = (a,¢)T, v = (b,d)T i A = [u v]. Wektory te rozpinaja réwnolegtobok
R(u,v) ={su+tv:0<s,t <1}.

Twierdzenie 2.1. Pole tego réwnolegtoboku jest réwne |det A| = |ad — bc|.

Dowdd. Jesli ktérys wektor jest zerowy, obie strony sa réwne zero. W pozostalym przypadku niech
a, 8 beda argumentami wektoréw utozsamionych z liczbami zespolonymi v = a + ic, v = b + id.

Wéwcezas
Z = M(cos(ﬁ —a) +isin(f — a)) =

Z al

ab + cd +i(ad — be)

a? + 2 '
Poréwnanie czesci urojonych daje ad — be = |ul |v| sin(8 — «). Pole jest iloczynem dlugosci podstawy
i wysokosci, czyli |ul|v| [sin(8 — a)| = |ad — be]. O

Wysokosé h jest odlegtosciag konca v od prostej rozpietej przez u.

Znak niesie informacje o orientacji

Jedli det[u v] > 0, uporzadkowana para (u,v) ma orientacje dodatnia; jesli det[u v] < 0,
ujemna. Zamiana kolejnosci daje det[v u] = —det[u v], lecz nie zmienia pola. Wyznacznik
zerowy oznacza wspotliniowosé wektorow.
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2.2 Objetos¢ i skala przeksztatcenia liniowego
Dla A=1Ja; -+ an] € M,(R) réwnolegloscian rozpiety przez kolumny to
R(A) =4 tja;:0<t; <15 =A([0,1]").
j=1

Jego n-wymiarowa objeto$¢ jest réwna |det A|. W wymiarze 1 jest to dlugosé, w wymiarze 2 pole,
a w wymiarze 3 zwykla objetosé. Wyznacznik bez wartosci bezwzglednej opisuje objetosé zoriento-
wang.

Przykfad 2.1. Réwnolegtoscian i czworoscian

Niech
2 1 0 2 1 0
u= 0], v=|2], w=|1], A=10 2 1
0 0 3 0 0 3

Podstawa rozpieta przez u,v ma pole 2 -2 = 4, a wysokos¢ w kierunku prostopadtym do podstawy
wynosi 3. Zatem objetosé wynosi 12, zgodnie z det A =2 -2 -3 = 12.

Objetosé rownolegloscianu jest zawsze nieujemna.

Czworoscian o wierzchotkach 0, u, v, w ma objeto$é 12/6 = 2. Analogicznie tréjkat 0,u,v w R? ma
pole |det[u v]| /2.

Dlaczego wystepuje warto$¢ bezwzgledna? Zamiana dwéch kierunkéw odwraca orientacje,
lecz nie zmienia bryty. Operacje $cinania zachowuja objetoé¢, a skalowanie jednego kierunku przez
A mnozy ja przez |\|. Redukcja do postaci tréjkatnej sprowadza wiec wzor do iloczynu wysokosci.
Jesli rank A < n, obraz lezy w podprzestrzeni nizszego wymiaru i ma zerowg objeto$¢ n-wymiarowa.
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3 Permutacje i grupa symetryczna

Definicja 3.1. Permutacja zbioru {1, ...,n} nazywamy bijekcje tego zbioru na siebie. Zbiér wszyst-
kich takich bijekcji oznaczamy przez S,.

Permutacje zapisujemy w dwdch wierszach:

(ol oty o)

Dolny wiersz zawiera kazda liczbe 1,...,n dokladnie raz. Stad |S,| = n!.

Definicja 3.2. Grupa to zbiér G z dziataniem G x G — G, ktore jest taczne, ma element neutralny
e, a kazdy g € G ma element odwrotny ¢g~'. Jesli dodatkowo gh = hg dla wszystkich g, h, grupa
jest abelowa.

Permutacje z dziataniem skladania tworza grupe symetryczng S, : sktadanie funkcji jest taczne,
identycznosé jest elementem neutralnym, a odwrotnosé bijekcji jest bijekcja. Przyjmujemy konwencje

(07)(i) = o(7(4)),
czyli najpierw wykonujemy permutacje zapisang po prawej.

Przyktad 3.1. Dwa porzadki sktadania

/(12 3 4 (12 3 4
77\4 21 3) T7\2 31 4)

Kazdy argument Sledzimy osobno:

Niech

1 1 2 3 4
G) |2 3 1 4
o(r(@) |2 1 4 3
o) |4 2 1 3
T(o(@) |4 3 2 1

Zatem
(1 2 3 4 (1 2 3 4
T=\2143) 77 432 1)
Wyniki sg rézne. Ogdlnie S, nie jest abelowa dla n > 3. Odwrotno$¢ odczytujemy, odwracajac

1 2 3 4
: TR
wszystkie strzatki: 07+ = <3 9 4 1).



Wojciech Domitrz | Algebra Liniowa z Geometrig 1 Wyktady 13-14

4 Cykle, potegi i rzad permutacji

Definicja 4.1. Cykl (i1 iy -+ i) wysyla i1 w i9, i2 W i3, az do ix W i1, a pozostale elementy
pozostawia na miejscu.

Cykle sg roztaczne, jesli nie maja wspolnych elementéw. Roztaczne cykle komutuja, poniewaz kazdy
dziala na innej czesci zbioru. Zapis cyklu mozna obrécié, np. (14 3) = (43 1) = (31 4).

Twierdzenie 4.2 (Rozklad na cykle rozlaczne). Kazda permutacja jest iloczynem roztacznych
cykli. Rozktad jest jednoznaczny z dokladnoscia do kolejnosci cykli i cyklicznego przesuniecia ich
zapiséw. Cykle jednoelementowe mozna pomijac.

Dowdd. Dla ustalonej permutacji 7 definiujemy i ~ j, gdy 7 = 7°(i) dla pewnego s € Z. Relacja
jest zwrotna (s = 0), symetryczna (potega —s) i przechodnia (dodawanie wykladnikéw). Jej klasy
to orbity permutacji.

Kazda orbita ma postaé {i,m(i),..., 7" (i)}, gdzie k jest najmniejsza dodatnia liczba spelniajaca
7¥(i) = i. Na tej orbicie 7 dziala jak cykl (i 7(i) --- 7*~1(i)). Orbity sa roztaczne i pokrywaja
caly zbidr, wiec iloczyn tych cykli daje w. W kazdym innym rozkladzie na cykle roztaczne cykl
zawierajacy 4 musi kolejno zawieraé (i), 72(i), . ... To dowodzi jednoznacznogci. O

Przyktad 4.1. Odczytywanie cykli

Dla o z poprzedniego przyktadu 1 — 4 — 3 +— 1 oraz 2 — 2, stad 0 = (1 4 3)(2) = (1 4 3). Podobnie

31 4 2

1</j\'3

(143)(2)

<1 23 4):(1342), 7o = (14)(2 3).

Y -
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4.1 Potegowanie przez przesuwanie po cyklach

Dla s € Z przyjmujemy 7 = e, dodatnie potegi oznaczaja wielokrotne sktadanie, a 7% = (771)~*

dla s < 0. Zachodzi m*7! = 75tt. Odwrotnosé cyklu czytamy w przeciwnym kierunku:

= (iy g iy - o).

(i1 ig - i1)
Definicja 4.3. Rzad permutacji to ord(m) = min{q > 1 : 79 = e}.
Twierdzenie 4.4. Jesli dtugosci roztacznych cykli permutacji wynosza k1, ..., k., to

ord(m) = NWW(ky, ..., k).

Punkty stale mozna uwzgledni¢ jako cykle dlugosci 1; w szczegdlnosci ord(e) = 1.

Dowdd. Na cyklu dlugosci k& potega q przesuwa kazdy element o ¢ miejsc. Jest identycznoscia do-
ktadnie wtedy, gdy k dzieli q. Cata permutacja jest identycznoscia wtedy, gdy ten warunek zachodzi
jednoczednie dla wszystkich cykli. Najmniejsze takie ¢ jest ich NWW. 0

Przyktad 4.2. Kwadrat i szeScian permutacji

Dla o = (1 4 3) otrzymujemy

1 2 3 4
2 3
0—(134)—<3 9 4 1), o’ =e.

2 nie jest identycznoscia, wiec ord(c) = 3.

Ani g, ani o
Przykfad 4.3. Duza i ujemna potega
Niech m = (1 4 3)(2 5) € S; element 6 jest staly. Mamy ord(m) = NWW(3,2) = 6 oraz
1 =(134)25).
Poniewaz 2026 =1 (mod 3) i 2026 = 0 (mod 2), dostajemy
72026 — (1 4 3).

Z kolei —1 = 5 (mod 6), wiec 7~ = 7°. Mozna zawsze redukowaé¢ wykltadnik modulo rzad calej
permutacji, albo osobno modulo dtugo$¢ kazdego cyklu.

Dwa znaczenia sfowa ,,rzad”

Rzad permutacji jest okresem jej poteg. Rzad macierzy jest wymiarem przestrzeni jej kolumn.
Sa to odrebne pojecia.
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5 Transpozycje i znak permutac;ji

Definicja 5.1. Transpozycja to cykl dtugosci 2, czyli zamiana dwdch elementow.
Kazdy cykl dtugosci k > 2 jest iloczynem k — 1 transpozycji:
(i1 42 -+ ig) = (i1 ig) (i1 ik—1) - - (i1 43) (41 72).

Sprawdzamy to, sledzac kolejno obrazy i1, ..., ;. Z rozkladu na cykle wynika wiec, ze kazda permu-
tacja jest iloczynem transpozycji. Sam rozklad nie jest jednoznaczny: mozna wstawié¢ (i j)(i j) = e
i zwiekszy¢ liczbe czynnikow o 2.

5.1 Dlaczego parzystosc liczby transpozycji jest stata?

Definicja 5.2. Inwersja permutacji o jest para indekséw (3, j), dla ktérej ¢ < jio(i) > o(j). Liczbe
inwersji oznaczamy przez N (o).

Zamiana dwdéch sasiednich pozycji w ciagu o(1),...,0(n) zmienia N(o) o 1 lub —1: odwraca porza-
dek tylko tej pary, a taczny wktad par z innymi pozycjami pozostaje taki sam.

Dowolna zamiane pozycji @ < j mozna wykona¢ przez 2(j — i) — 1 zamian sasiednich: przesunaé
element z ¢ na j, a element stojacy wczesniej na j przesuna¢ z j — 1 na i. Liczba krokéw jest
nieparzysta, wiec kazda transpozycja odwraca parzystos$¢ liczby inwersji.

Jesli 0 = 711 -7 jest iloczynem transpozycji, to startujac od identycznosci i dotaczajac kolejne
czynniki z prawej, otrzymujemy

N(o)=k (mod 2).

Lewa strona zalezy tylko od o. Kazdy rozklad tej samej permutacji ma wiec te sama parzystosé
liczby transpozycji.

Definicja 5.3. Znak permutacji to
sgno = (—1)V7) = (—1)F,

gdzie k jest liczba transpozycji w dowolnym jej rozkladzie. Permutacja jest parzysta, gdy znak
wynosi 1, i nieparzysta, gdy wynosi —1.

Whiosek

Identycznosé jest parzysta. Nie mozna przedstawi¢ jej jako iloczynu nieparzystej liczby trans-
pozycji. Znak jest okreslony niezaleznie od wybranej metody rozktadu.
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5.2 Obliczanie znaku w praktyce
7 definicji przez liczbe transpozycji wynikaja wzory
sgn(oT) =sgno sgnr, sgn(c~!) = sgno.

Pierwszy wynika z potaczenia dwéch rozkladéw, a drugi z 1 = sgne = sgno sgno . Cykl dtugosci
k ma znak (—1)F1, zatem

Jezeli roztaczne cykle maja dhugosci kq, ..., k., to
T
sgno = H(—l)ki*l.
j=1

Jedli liczymy takze punkty stale jako cykle dlugosci 1, to sgno = (—1)"". Permutacja jest
nieparzysta dokladnie wtedy, gdy liczba cykli parzystej dlugosci jest nieparzysta.

Przykfad 5.1. Dwie metody obliczania znaku
Dla 0 = (1 4 3) cykl ma dlugos$¢ 3, wiec sgno = 1. W zapisie (4,2, 1,3) inwersje to
(1,2), (1,3), (1,4), (2,3).
Jest ich 4, co ponownie daje znak (—1)* = 1. Dla 7 = (1 4 3)(2 5) € S otrzymujemy sgnm =

(—=1)2(~=1)! = —1. Punkt staty 6 nie zmienia znaku.

Wszystkie permutacje trzech elementéw

Permutacja (o(1),0(2),0(3)) N(o) sgno

e (1,2,3) 0 +1
(12) (2,1,3) 1 -1
(13) (3,2,1) 3 -1
(2 3) (1,3,2) 1 -1

(123) (2,3,1) 2 41
(132) (3,1,2) 2 41

Znak a dtugos¢ cyklu

Cykl dhugosci nieparzystej jest permutacja parzysta, poniewaz rozklada sie na parzysta liczbe
transpozycji. Cykl dlugosci parzystej jest nieparzysty.

10
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6 Definicja wyznacznika: wzér Leibniza

Definicja 6.1. Dla A = (a;;) € M, (K) definiujemy

det A = Z SEUL T A1,6(1)@2,0(2) """ Ino(n)-
O’eSn

W kazdym skladniku wybieramy dokladnie jeden element z kazdego wiersza. Poniewaz o jest bi-
jekcja, wybrane elementy pochodzg takze z réznych kolumn. Jest n! takich wyboréw. Znak +1
traktujemy we wzorze jako odpowiedni element ciata K.

Przykfad 6.1. Jeden sktadnik sumy

Dlan=4ioc=(1342)mamy (c(1),...,0(4)) = (3,1,4,2). Znak cyklu dlugosci 4 jest ujemny,
wiec jego sktadnik to
—013021034042.

Nie wolno wybraé¢ dwéch elementéw tej samej kolumny: taki wybor nie odpowiada zadnej permutacji
i nie wystepuje w sumie.
6.1 Stopnie 1, 2i 3

Dla n =1 jedynym sktadnikiem jest a11. Dla n = 2 permutacje e i (1 2) daja

a b
det<c d)-adbc.

Dla n = 3 trzy permutacje parzyste i trzy nieparzyste prowadza do

det A = aji1az2a33 + a12a23a31 + aizaziasz

— 13G22031 — 411023032 — 012021033 -

Dwie pomocne konwencje

Wyznacznik macierzy jednostkowej wynosi 1: jedyny niezerowy skladnik wzoru Leibniza po-
chodzi od identycznosci.

Przyjmujemy tez, ze wyznacznik pustej macierzy 0 x 0 jest réwny 1. Dzieki temu wzory na
minory i macierz dotaczona obejmuja réwniez stopien 1.

Definicja dotyczy macierzy kwadratowych. Dla macierzy prostokatnej mozna rozpatrywaé¢ wyznacz-
niki jej kwadratowych podmacierzy, lecz nie wyznacznik catej macierzy w powyzszym sensie.

11
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6.2 Regufa Sarrusa i macierze rzadkie

Regula Sarrusa jest sposobem zapamietania szesciu sktadnikow dla 3 x 3. Dopisujemy dwie pierwsze
kolumny. Trzy iloczyny po przekatnych biegnacych w dét w prawo dodajemy, a trzy biegnace w dét
w lewo odejmujemy.

Przykfad 6.2. Wyznacznik macierzy stopnia 3
Niech

\\\ ///
\\\ ///

2 0
iloczy ny dodawane 110cz3r ny odeynowane

detA=(1-1-14+2-1-2+0-0-0)

~(0-1-241-1-0+2-0-1) =5.

Do tej macierzy wrécimy przy dopelnieniach algebraicznych i wzorach Cramera.

Zakres reguty

Reguta Sarrusa dziata dla macierzy 3 x 3. Dopisanie kolumn do macierzy wiekszego stopnia nie
daje analogicznego wzoru: na przykiad dla 4 x 4 wzor Leibniza zawiera 24 skladniki.

Przyktad 6.3. Tylko jeden niezerowy sktadnik

Dla macierzy

020 O
00 0 —1
B = 300 O
004 O
jedyny niezerowy wybér odpowiada ciagowi (2,4,1,3). Ma on trzy inwersje, zatem znak wynosi —1.

Stad
det B=(—1)-2-(—1)-3-4=24.

12
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WYKLEAD 14 Wotasnosci i zastosowania wyznacznika
7 Wieloliniowo$¢ i alternowanie

Definicja 7.1. Funkcja D: V"™ — K jest wieloliniowa, jesli jest liniowa w kazdym argumencie przy
ustalonych pozostalych argumentach:

D(...;,u+Xv,...)=D(..,u,...) + AD(...,v,...).

Kropki oznaczaja te same, niezmienione argumenty po obu stronach. Z wieloliniowosci wynikaja

D(...,0,...) =0, D(A\vy, ..., v,) = N"D(v1,...,0p).

Przyktad 7.1. Wieloliniowo$¢ nie jest liniowoscig wszystkich zmiennych naraz

Funkcja D(z,y, z) = 2zyz nad R jest tréjliniowa: przy ustalonych y, z jest liniowa w x, i analogicznie
dla innych zmiennych. Jednak D(2x,2y,2z) = 8D(z,y, z). Jako funkcja jednej zmiennej wektorowej
(x,y, z) nie jest wiec liniowa.

Definicja 7.2. Funkcja D jest alternujgca, jesli jest rowna zero zawsze, gdy dwa jej argumenty sg
réwne. Jest antysymetryczna, jesli zamiana dwoéch argumentéw zmienia jej wartosé na przeciwna.

Alternowanie i wieloliniowo$¢ implikuja antysymetrie. Rozwijajac w dwéch wybranych miej-
scach, dostajemy
0=D(...,u4wv,...,u+wv,...)

=D(...,u...,v,...)+D(..,vu,...,u,...),
bo dwa pozostale sktadniki maja powtérzony argument. To jest dokladnie zmiana znaku przy za-
mianie.

Jezeli 1+ 1 # 0 w K, zachodzi tez implikacja odwrotna: z antysymetrii mamy D(...,v,...,v,...) =
—D(...,v,...,v,...), czyli 2D = 0 i w konsekwencji D = 0.

Ciato charakterystyki 2

Gdy 141 = 0, samo réwnanie D = —D nie wymusza D = 0. Na przyktad D(z,y) = xy nad Fa
jest dwuliniowe i antysymetryczne w tym sensie, ale D(1,1) = 1. Warunek alternowania dziata
nad kazdym ciatem i wlasnie jego uzywamy w ogdélnych twierdzeniach o wyznaczniku.

13
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7.1 Witasnosci wynikajace ze wzoru Leibniza

Twierdzenie 7.3. Wyznacznik jest wieloliniowa, alternujaca funkcja wierszy oraz spelnia det I,, =
1. Te same wtlasnosci ma jako funkcja kolumn.

Dowdd. Wieloliniowosé w wierszach. W kazdym iloczynie wzoru Leibniza wystepuje doktadnie
jeden element ustalonego wiersza. Podstawienie R; = u + Av rozbija kazdy sktadnik na dwa, dajac
sume wyznacznikéow z wierszami u i A\v.

Alternowanie. Jesli wiersze i # j sa réwne, laczymy permutacje o w pare z o(i j). Ich iloczyny
elementéw macierzy sa réwne, a znaki przeciwne. Zadna permutacja nie jest sparowana sama ze sobg.
Kazda para sumuje sie do zera, wiec caly wyznacznik jest zerowy. Argument pozostaje prawdziwy
w charakterystyce 2.

Normalizacja. Dla I,, jedyny niezerowy sktadnik pochodzi od e i wynosi 1. Wtasnosci dla kolumn
wynikna z ponizszej réwnoéci det AT = det A. O

Twierdzenie 7.4 (Transpozycja). Dla kazdej macierzy kwadratowej A zachodzi det AT = det A.

Dowdd. Stosujemy wzér Leibniza, a nastepnie podstawiamy j = o(i) oraz p = o~ 1

det AT = Z sgn o ﬁ Ao (i), i
=1

O'GSn
n
= Z sgn(o™ 1) H )
oc€Sn j=1
n
= Z sgn p H aj () = det A.
PESH j=1

Przejscie do odwrotnosci przebiega wszystkie permutacje doktadnie raz i nie zmienia ich znakow. [

Symetria metod wierszowych i kolumnowych

Kazdy wzér opisujacy wplyw operacji na wierszach ma odpowiednik dla kolumn. Mozemy
wybieraé te strone, ktora upraszcza obliczenia. Nie taczymy jednak dowolnych zmian wierszy
i kolumn bez §ledzenia ich wplywu na wartos¢ wyznacznika.
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8 Operacje elementarne i eliminacja

7 wieloliniowoéci i alternowania otrzymujemy reguty:

Operacja na A prowadzaca do B Nowy wyznacznik

RiHRj,Z‘%j det B=—det A
R; <+ AR; det B = Adet A
Ri<—Ri+>\R]’,i7§j det B=det A

Te same reguty obowiazuja dla kolumn. Trzeci wzér wynika z rozwiniecia wzgledem zmienianego
wiersza: drugi skladnik ma dwa jednakowe wiersze, wiec znika. Wiersz zerowy, dwa réwne wiersze
albo dwa proporcjonalne wiersze powodujg zerowanie wyznacznika.

Skalowanie jednego wiersza i catej macierzy

Skalar wyciagniety z jednego wiersza pojawia sie raz. Poniewaz macierz AA ma przeskalowane
wszystkie n wierszy,

det(AA) = A" det A.

Przyktad 8.1. Wyznacznik nie jest funkcja liniowa macierzy
Dla A = B = I; mamy

det(A + B) = det(213) = 4, det A+ det B =2.

Wieloliniowo$¢ dotyczy pojedynczego wiersza lub kolumny przy ustalonych pozostatych, a nie doda-
wania calych macierzy.

Twierdzenie 8.1 (Macierz trojkatna). Jesli U jest gérno-lub dolnotrdjkatna, to

det U = ui1uos - - - Upyp,.
Dowdd. Dla macierzy goérnotréjkatnej niezerowy sktadnik wzoru Leibniza moze wystapic¢ tylko wte-
dy, gdy o(i) > i dla kazdego i. Jednoczesnie ) . o(i) = >, i, wiec wszystkie te nieréwnosci musza
by¢ réwnosciami. Pozostaje wytacznie sktadnik identycznosci. Przypadek dolnotréjkatny wynika

z transpozycji. O

W praktyce sprowadzamy macierz do postaci trojkatnej, zapisujac liczbe zamian i wszystkie skale. Je-
§li uzywamy tylko dodawania wielokrotnosci innych wierszy oraz s zamian, to det A = (—1)* [, w.
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Wyktady 13-14

8.1 Petny rachunek z kontrolg znakéw i skal

Przykfad 8.2. Wyznacznik macierzy 4 x 4 metoda eliminacji

Niech

= o =N
SN DN O
N = O N
T W

1. Zamiana wierszy

Zamieniamy R i R2, co mnozy wyznacznik przez —1:

1 2 01
2 6 2 4
B = 02 4 3| det B = —det A.
1 0 2 5
2. Zerowanie pierwszej kolumny
Wykonujemy Ry <+ Ry —2R1 1 Ry + Ry — Rq:
1 2 01
0o 2 2 2
C = 0o 2 4 3| det C' = det B.
0 -2 2 4

3. Skalowanie drugiego wiersza i dalsza eliminacja

Mnozymy Ry przez 1/2, a potem wykonujemy R3 <~ R3 — 2Ro i Ry + R4+ 2Ro:

, det D = %detC.

SO O
O O =N
N N )
[N

4. Ostatni krok i odzyskanie poczatkowej wartosci

Po Ry < R4 — 2R3 otrzymujemy

. detU=1-1-2-4=38.

SO O -
O O =N
o RO
I e

YLaczny wplyw operacji to det U = —% det A. Zatem |det A = —2-8 = —16|.

Wybér wygodnych pivotéw

Dzielenie wiersza nie jest konieczne do obliczenia wyznacznika. Jesli je wykonujemy, zapisujemy
czynnik skali od razu. Pozwala to odrézni¢ wartosé wyznacznika biezacej macierzy od wartosci

szukanej.
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9 Charakteryzacja wyznacznika

Twierdzenie 9.1 (Jednoznaczno$é z dokladnoscia do stalej). Niech D: M, (K) — K bedzie wielo-
liniows, alternujaca funkcja wierszy. Wtedy dla kazdej macierzy A zachodzi

D(A) = D(I,,) det A.

Dowad. Niech eT oznacza j-ty wiersz macierzy jednostkowej. Wiersz i macierzy A ma postaé R; =
D =1 Gije J Rozwuamc D kolejno we wszystkich argumentach, dostajemy

Z Z(Ham) (eh,...el).

Jji=1 Jn=1

Gdy dwa indeksy j; sie powtarzaja, odpowiedni sktadnik jest zerowy. Pozostate ciagi indekséw to
doktadnie (o(1),...,0(n)) dla o € S,,. Poniewaz zamiana dwéch argumentéw zmienia znak,

D(eT(1)’ e eg(n)) = SgnaD(ef, .. ,eg) =sgno D(I).

[

Zatem

D(A) = D(I,) ngnanam = D(I,,) det A.

O'ESTL

Trzy wiasnosci wyznaczajace wyznacznik
Wyznacznik jest jedyna funkcja macierzy, ktora jest:

1. wieloliniowa wzgledem wierszy;
2. alternujaca wzgledem wierszy;

3. rowna 1 na macierzy jednostkowe;j.

Roéwnowazng charakteryzacje otrzymujemy, zastepujac wiersze kolumnami.

Przyktad 9.1. Odtwarzanie nieznanej formy dwuliniowej

Niech F: R? x R? — R bedzie dwuliniowa i alternujaca, a F((1,1),(1,—1)) = 6. Istnieje stata c
taka, ze F'(u,v) = cdet[u v]. Poniewaz

1 1
det (1 _1) = -2, 6 = —2c,

otrzymujemy ¢ = —3. Stad

F((2,1),(3,4)) = -3 E j' _ _3(8—3) = —15.
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10 Minory i rozwiniecie Laplace’a

Definicja 10.1. Niech Ag; oznacza macierz uzyskana przez usuniecie wiersza ¢ i kolumny j z A.
Liczbe
M;; = det A€3

nazywamy minorem odpowiadajacym pozycji (i,7), a liczbe Cj; = (—1)""/M;; jej dopelnieniem
algebraicznym.

Zmaki dopelnien ukladaja sie naprzemiennie:

+ - + -
-+ -+
+ - + -
-+ - +

Twierdzenie 10.2 (Rozwinigcie Laplace’a). Dla dowolnego ustalonego wiersza i oraz dowolnej
ustalonej kolumny j:

det A = ZaikC’ik, det A = Zaijkj.
k=1 k=1

Dowdd. Ustalmy wiersz ¢. Zapis R; = Zj aijejT i wieloliniowo$¢ rozbijaja wyznacznik na sume n
skladnikéw. W skladniku odpowiadajacym j wiersz ¢ ma jedynke na pozycji j i zera poza nia.

Przesuwamy ten wiersz na pierwsze miejsce przez ¢ — 1 zamian sasiednich wierszy i kolumne j na
pierwsze miejsce przez j—1 zamian kolumn. Laczny znak to (—1)+9=2 = (—1)"*J. Po tym przestawie-
niu pierwszy wiersz jest réwny (1,0, ...,0). We wzorze Leibniza przezywaja tylko wybory pierwszej
jedynki, a pozostala suma jest réwna M;;. Wklad skladnika to wigc a;;(—1)" M;; = a;;C;j. Sumu-
jac po j, otrzymujemy rozwiniecie wzgledem wiersza. Wersja kolumnowa wynika z transpozycji. [

Jak wybraé wiersz lub kolumne?
Najwygodniej rozwija¢ tam, gdzie jest najwiecej zer. Mozna najpierw wytworzyé¢ zera przez
dodanie wielokrotnosci innego wiersza lub kolumny; ta operacja nie zmienia wyznacznika.

Minor jest wyznacznikiem mniejszej macierzy, a nie sama tg macierza. Dopelnienie algebraiczne
zawiera dodatkowo znak zalezny od pozycji.
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10.1 Przyktady rozwiniecia i wyboru minoru

Przyktad 10.1. Minor Ms3 i dopetnienie Cog

1 20
Dla macierzy A= |0 1 1| usuwamy drugi wiersz i trzecia kolumne:
2 01

=]
uin

1 2
1) usun Ry, Cs <1 2)

“\2 0
2 0

12‘

5 o =% Caz = (—1)?T3Myz = 4.

Mz = ‘
Ujemny minor i ujemny znak pozycji daja dodatnie dopelnienie.

Przykfad 10.2. Dwa kolejne rozwiniecia macierzy 4 x 4

Niech

G =

N O W
S O = O
= O Ot N
O N O O

W drugiej kolumnie jedynym niezerowym elementem jest goo = 4. Rozwinigcie wzgledem tej kolumny
daje

det G = 4(—1)**2

N O =
— N
(= =)

W otrzymanej macierzy rozwijamy wzgledem trzeciej kolumny. Jej jedyny niezerowy element, rowny
7, lezy teraz na pozycji (2, 3):

Ostatecznie |det G =4 -21 = 84 ‘

Indeksy po usunieciu wiersza i kolumny

W kazdym kolejnym rozwinieciu numerujemy pozycje w aktualnej, mniejszej macierzy. Znak
drugiego rozwiniecia wynika z pozycji (2,3) wewnatrz macierzy 3 x 3.

19



Wojciech Domitrz | Algebra Liniowa z Geometrig 1 Wyktady 13-14

11 Wyznaczniki macierzy blokowych
Twierdzenie 11.1. Jesli A € M,(K), B € My(K) i C € Mpy4(K), to

A C
det<0 B)—detAdetB.

Analogicznie det <é g) = det Adet B dla D € Myy,(K).
Dowdd. Ustalamy A,C' i traktujemy wyznacznik pierwszej macierzy jako funkcje F(B) wierszy
macierzy B. Jest wieloliniowa i alternujaca, wiec F'(B) = F(I;) det B. Kolejne rozwiniecia wzgledem

0 f) daja F(I;) = det A. Nie wymaga to odwracalnosci zadnego
q

bloku. Wersja dolnotréjkatna wynika z transpozycji. O

ostatnich ¢ wierszy macierzy <

Przykfad 11.1. Blok poza przekatna nie wptywa na wynik

3 1
det(1 2>~45-420.

Liczby 7 i 8 mozna zastapi¢ dowolnymi skalarami bez zmiany wartosci.

11.1 Bloki ustawione w przeciwnej kolejnosci

Przesuniecie bloku ¢ kolumn przed blok p kolumn wymaga pq zamian pojedynczych kolumn. Dlatego

C A\ _ . i
det<B 0)-( 1)P9det Adet B.

Tutaj szerokosci dwéch blokéw wynosza odpowiednio g i p, a wysokosci p i ¢. Po zamianie blokéw

kolumn dostajemy (13 g)

Przykfad 11.2. Nieparzysta liczba zamian blokowych
Dlap=1, ¢=3, A=[2], B =diag(l,3,4):

det = (=1)*-2-(1-3-4) = —24.

S O =
S W O
=~ O O ©
O O O N

Granice wzoru blokowego

Wzér iloczynowy wymaga zerowego bloku pod albo nad przekatna. Dla ogdlnej macierzy

A , o L
( D B) nie mozna po prostu pomnozy¢ wyznacznikéw blokéw diagonalnych.
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12 Woyznacznik iloczynu i odwracalnosé

Twierdzenie 12.1 (Twierdzenie Cauchy’ego—Bineta dla macierzy kwadratowych). Dla A, B €
M, (K) zachodzi det(AB) = det A det B.

Dowdd. Ustalamy B i definiujemy F'(A) = det(AB). Wiersz ¢ iloczynu AB jest réwny R;(A)B.
Mnozenie przez B jest liniowe, wiec F jest wieloliniowa wzgledem wierszy A. Je$li dwa wiersze
A sa réwne, odpowiednie wiersze AB tez sa réwne; zatem F' jest alternujaca. Charakteryzacja

wyznacznika daje
F(A) = F(I,)det A = det Bdet A.

Dowdd nie zaklada odwracalnosci A ani B. O

Konsekwencje

k
det(A; - Ag) = [ ] det 4;,

j=1
det(AF) = (det A)*  (k>0),
1
—1 _
det(A™") = Y (A odwracalna),
det(S71AS) = det A (S odwracalna).

Dla odwracalnej A wzér na potege obowigzuje takze dla k < 0.

Wzér na odwrotnoéé wynika z 1 = det I, = det Adet(A™!). Réwnoéé det(AB) = det(BA) nie
wymaga rownosci macierzy AB i BA.

Twierdzenie 12.2 (Kryterium odwracalnosci). Dla macierzy A € M, (K) réwnowazne sa warunki

det A #0 <= A odwracalna <= rank A =n.

Dowdd. Jedli A jest odwracalna, z det Adet A~! = 1 wynika det A # 0. Odwrotnie, sprowadzmy A
odwracalnymi operacjami wierszowymi do postaci gérnotrdjkatnej U. Operacje mnozg wyznacznik
przez niezerowe czynniki, wiec det U # 0. Iloczyn elementow diagonalnych jest niezerowy, zatem
wszystkie pivoty istnieja i rank A = n. Macierz pelnego rzedu jest odwracalna. O

Réwnowaznie det A = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy kolumny A sg liniowo zalezne; ten sam warunek
dotyczy wierszy i istnienia niezerowego rozwigzania Ax = 0.
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12.1 Obliczenia na iloczynach i przyktad z parametrem

Przyktad 12.1. Wyznacznik bez mnozenia macierzy

Niech P, @Q € M3(R), det P = —2, det @ = 3. Obie macierze sa odwracalne. Korzystajac z poznanych
wtasnosci:
det(2P71QT P) = 23 det(P~1) det(QT) det P

1
=8.—.3-(—2)=24.

Skalar 2 mnozy calg macierz stopnia 3, dlatego pojawia sie 23. Podobnie

2—1\ __ 3 2 1 _ %
det(=P*Q") = (~1)*(det Pt = .

Przyktad 12.2. Kiedy macierz zalezna od parametru jest odwracalna?

Rozwazmy nad R
t 11
At)y=1[1 t 1
11 ¢

Do pierwszej kolumny dodajemy druga i trzecia. Nastepnie wyciggamy czynnik ¢ + 2 z pierwszej
kolumny:

t+2 1 1 111
det At) = |t+2 t 1|=(@t+2)]1 t 1|.
t+2 1 ¢t 1 1 ¢
Jest to zastosowanie wieloliniowosci, bez dzielenia przez t + 2; réwnosé obowiazuje takze dla t = —2.

Odejmujac pierwszy wiersz od drugiego i trzeciego, dostajemy

11 1
det At)=(t+2)|0 t—1 0 |=|@t+2)(t—1)?|
0 0 t—1

Macierz jest odwracalna dokladnie dla t ¢ {—2,1}. W pozostalych przypadkach:

o t = 1: wszystkie wiersze sa rowne i niezerowe, wiec rzad wynosi 1, a wymiar jadra 2;

e t= —2: suma kolumn jest zerowa, ale minor | _ = 3 jest niezerowy. Rzad wynosi 2, a jadro

-2
to span{(1,1,1)7}.

Sam warunek det A = 0 nie rozstrzyga, o ile rzad jest mniejszy od n.
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13 Macierz dotaczona i wzér na odwrotnos¢

Definicja 13.1. Macierz dotaczona do A jest transpozycja macierzy dopelnien algebraicznych:
adj A = (Cyj)" = (Cjy).

Dopelnienie z pozycji (i, j) trafia wiec na pozycje (4,1).
Twierdzenie 13.2. Dla kazdej macierzy A € M, (K) zachodza tozsamosci

AadjA=adjA A= (det A)I,.

Dowdd. Element (3, j) iloczynu Aadj A jest réwny

(A adj A)ij = Z aiijk.
k=1

Jesli ¢ = j, jest to rozwiniecie Laplace’a wzgledem wiersza ¢, czyli det A. Jedli ¢ # j, zastapmy
w A wiersz j kopig wiersza ¢. Nowa macierz ma dwa jednakowe wiersze, wiec wyznacznik zerowy.
Jej dopelnienia w wierszu j sa jednak nadal réwne Cji, bo przy ich obliczaniu usuwamy wilasnie
zmieniony wiersz. Rozwiniecie wzgledem niego daje >, a;;Cjr = 0.

Otrzymalidmy (Aadj A);; = 0;; det A. Analogicznie, rozwijajac wzgledem kolumny i zastepujac jedna
kolumne kopia innej, uzyskujemy

(adj A A)ij = Chiag; = 65 det A.
k=1

Odwrotno$¢ przez dopefnienia algebraiczne
Jezeli det A #£ 0, to

_ 1 .
A 1:detAad‘]A'

Zatem kolejnoé¢ dziatan to: obliczy¢ minory, uwzgledni¢ znaki, przetransponowaé¢ macierz do-
pelnien i podzieli¢ przez wyznacznik.

Tozsamo$¢ z macierzg dotaczona obowiazuje rowniez dla macierzy osobliwej; wéwczas Aadj A = 0,
lecz nie mozna dzieli¢ przez det A. Dla stopnia 1 konwencja det(0 x 0) = 1 daje adj[a] = [1].
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13.1 Dziewie¢ dopetnien i petna odwrotnos$é

Przyktad 13.1. Macierz dotaczona macierzy 3 x 3
1 20

Ponownie bierzemy A= [0 1 1], dla ktérej det A = 5.
2 01

1. Wszystkie minory

1 1 01 01
Mu=lg =1 Me=ly) =72 Ms=l 5=-2
2 0 10 1 2
Mu=|yg |72 Mn=|y 4| =1 M=y o=
2 0 1 0 1 2
M31—1 1—2 M32—0 1—1 M33—O 1—1.
2. Znaki i transpozycja
Stosujemy C;; = (—1)"+7M;;, a nastepnie transponujemy:
1 2 =2 1 -2 2
C=(-2 1 4], adjA=CcT=|[2 1 -1
2 -1 1 -2 4 1

3. Dzielenie przez wyznacznik

4. Sprawdzenie

Mnozymy macierze przed podzieleniem przez 5:
1 2 0 5 0 0
011 2 1 —-1]=10 50
2 01 0 0 5

Ioczyn w odwrotnej kolejnosci takze wynosi 573. Na przyktad element (1,2) pierwszego iloczynu to
1-(=2)+2-140-4=0, a element (2,2) to0-(—2)+1-1+1-4=5.

Dobér sposobu odwracania

Wzér z macierza dotaczong jest wygodny w rachunkach symbolicznych i przy matych macierzach.
Przy wiekszych rozmiarach zwykle prosciej wykonaé eliminacje Gaussa—Jordana na [A | I,].
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14 Wzory Cramera

Twierdzenie 14.1. Niech A =[a1 --- an] € M,(K), b € K* i det A # 0. Macierz A;(b) powstaje
przez zastapienie kolumny j wektorem b. Uklad Az = b ma dokladnie jedno rozwigzanie:

_ det Aj (b)

= —" ) =1,...,n.
K det A 7 J e

Dowdd. Niezerowy wyznacznik gwarantuje istnienie i jednoznaczno$é rozwiazania. Z réwnania Ax =
b mamy b= ,_; xiar. Wstawiamy te sume do kolumny j i korzystamy z wieloliniowosci:

detAj(b) :Zxkdet[al Cr Gj—1 O G4l e an].
k=1

Dla k # j wystepuja dwie réwne kolumny, wiec skladnik jest zerowy. Dla k = j otrzymujemy
xjdet A. Stad det A;(b) = z; det A i po podzieleniu przez det A dostajemy wzor. O

Zwiazek z macierza dolaczona. Z © = A~1b = (adj A)b/ det A wynika

1 n
l‘j = detA;Cijbi'

Licznik jest rozwinieciem det A;(b) wzgledem kolumny j, poniewaz jej zastapienie nie zmienia do-
petnien Cj;.

Co robié¢, gdy wyznacznik jest zerowy?

Wzory Cramera nie rozstrzygaja wtedy ogoélnie zgodnosci uktadu. Nalezy poréwnaé rzedy A
i [A ] 0] lub przeprowadzi¢ eliminacje. Nawet zerowanie wszystkich wyznacznikéw licznikowych
nie gwarantuje istnienia rozwigzania.

Przyktad 14.1. Wszystkie wyznaczniki zerowe, a ukfad sprzeczny

Wezmy
100 0
A=10 0 0], b= 11
0 00 0

Zachodzi det A = det A;(b) = det A2(b) = det A3(b) = 0, lecz drugie réwnanie uktadu ma postaé
0 = 1. Rzad A wynosi 1, a rzad macierzy rozszerzonej 2.
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14.1 Obliczenia i przypadki szczeg6lne parametru
Przyktad 14.2. Trzy niewiadome

Rozwigzmy uklad z macierzg A = i wektorem b = (—1,1,4)”. Wiemy, ze D = det A = 5.

N O =
O = N
e )

Zastepujemy kolejno kazda kolumne:

-1 20
Di=|1 1 1|=-1-2(1-4)=5,
4 01
1 -1 0
Dy=10 1 1|=(1—4)—(=1)(0-2) = -5,
2 4 1
12 -1
Dy=0 1 1|=4-2(=2)+(-1)(-2) = 10.
2 0 4

Stad 21 = 1, 29 = —1, x5 = 2. Sprawdzenie w réwnaniach: 1+2(—1) = -1, —-1+2=1,2-14+2 = 4.

Przyktad 14.3. Skracanie wzoru a wyjgtkowe wartos$ci parametru
Niecht e R i

{;x:tzz? D=t>-1, Dy=Dy=1-1.
Dla t ¢ {—1,1} stosujemy wzory Cramera:

t—1 1
t—1)(t+1) t+1°

x:y:(

Dla t = 1 oba réwnania sa takie same: x +y = 1. Wszystkie rozwiazania to (z,y) = (s,1—s), s € R.
Dla ¢t = —1 réwnania —z +y =112 —y = 1 po dodaniu daja 0 = 2, wigc uklad jest sprzeczny.

Skrécony wzér 1/(t+1) ma wartosé dla ¢t = 1, ale nie opisuje wtedy wszystkich rozwiazan. Wartosci
wykluczone przez pierwotny mianownik trzeba zbada¢ w samym ukladzie.
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15 Zadania utrwalajace z rozwigzaniami

Zadanie 1. Cykl, znak i duza potega

Dla 7 = (1 5 2 4)(3 6) wyznacz rzad, znak, odwrotnoéé i 7292,

Rozwigzanie. Rozlaczne cykle maja dlugosci 4 i 2, zatem
ord(r) =4, sgnm=(-12(-1)=1, 71 1= (1425)(36).

Poniewaz 2026 = 2 (mod 4), mamy 72020 = 72 = (1 2)(5 4). Cykl (3 6) po podniesieniu do parzystej
potegi znika.

Zadanie 2. Macierz tréjkatna z parametrem

t 1 0
Zbadaj odwracalnos¢ H(t)= [0 ¢t 1 nad R.
0 0 t—-2

Rozwigzanie. det H(t) = t?(t—2), wiec macierz jest odwracalna dla t ¢ {0,2}. Dla ¢t = 0 niezalezne
sg kolumny 2 i 3; dla t = 2 niezalezne sa kolumny 1 i 2. W obu przypadkach osobliwych rzad wynosi
2, a wymiar jadra 1.

Zadanie 3. Sledzenie zmian wyznacznika

Macierz A € M5(R) ma wyznacznik 3. Zamieniono jej pierwsza i ostatnia kolumne, trzeci wiersz
pomnozono przez —2, a nastepnie cala otrzymana macierz pomnozono przez 2. Oblicz koncowy
wyznacznik.

Rozwigzanie. Po zamianie kolumn wyznacznik wynosi —3. Skalowanie jednego wiersza daje

—2)(—3) = 6. Skalowanie calej macierzy stopnia 5 mnozy wynik przez 2°, zatem
(—2)( ] y stop y wynik p ,

det B=2°.6=192.

Zadanie 4. Pole i orientacja

Wyznacz pole trdjkata o wierzchotkach 0, u = (—1,2) i v = (3, 1) oraz orientacje pary (u,v).

Rozwiagzanie.
-1 3

detfuv] = ’ 5 1

‘——1—6——7.

Pole réwnolegloboku wynosi 7, a tréjkata 7/2. Para (u,v) ma orientacje ujemna.
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16 Najwazniejsze wzory i dobér metody

Permutacje

(o7)(i) = o(7(7)), ord(m) = NWW(ky, ..., k),

T

sgnm = (—1)N™ = H(_l)qu’

j=1
sgn(oT) =sgno sgnr, sgn(c~!) = sgno.

k; sa dlugodciami roztacznych cykli, a N () liczba inwersji.

Wyznaczniki i zastosowania

det A = Z sgn o ﬁ Qi o (i)s
i=1

oESy
det AT =det A,  det(AB) =det Adet B,  det(\A) = \"det 4,

Cij = (—1)i+j det AZ]T’ det A = Z a,-jCij = Z aijCij,
7 7

adj A = (C;;)7, AadjA=adjA A= (det A)I,,
, adjA _ det A;(b)
detA#£0 = A7l =——, 3;=——"—.

W rozwinieciu wierszowym ustalamy i, a w kolumnowym j.

Ktéra metoda bedzie najkrotsza?

Postac¢ lub cel Metoda
Stopien 2 lub 3 Wzoér ad — bc lub reguta Sarrusa.
Macierz tréjkatna Iloczyn elementow na przekatnej.

Wiele zer w wierszu/kolumnie Rozwiniecie Laplace’a.
€ p

Wigksza macierz pelna Eliminacja ze sledzeniem znakéw i skal.

Macierz blokowo tréjkatna Iloczyn wyznacznikow blokéw diagonalnych.

Tloczyn, potega, odwrotnosé Wilasnoéci wyznacznika bez mnozenia macierzy.

Parametr Rozklad wyznacznika na czynniki i osobne badanie jego zer.

Pole lub objetosé Wartos¢ bezwzgledna wyznacznika; dla tréjkata podziel przez 2,

dla czworoscianu przez 6.
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