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Od wektoréw do geometrii

Roéznica punktow jest wektorem. Iloczyn skalarny mierzy dlugosci i katy, iloczyn wektorowy
wyznacza normalne i pola, a iloczyn mieszany opisuje objetosé i wspotplaszczyznowosé. Te trzy
operacje prowadzg do réwnan prostych i ptaszczyzn oraz wzordéw na rzuty i odleglosci.
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Oznaczenia i konwencje

K jest cialem, a V przestrzenig wektorowa nad K. Od czeéci dotyczacej iloczynu skalarne-
go pracujemy nad R. Punkty oznaczamy wielkimi literami, wektory malymi; QQ — P = PQ.
span(ui, ..., u) oznacza rozpieta podprzestrzen liniowa, a aff(Py,..., P;) otoczke afiniczna
punktéw.

Wzory metryczne w R? zapisujemy w ortonormalnym ukladzie kartezjanskim. Iloczyn
skalarny oznaczamy u - v, norme ||ul|, iloczyn wektorowy u x v, a odlegto$¢ przez d. Wektory
kierunkowe prostych i normalne plaszczyzn sa zawsze niezerowe.
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WYKLEAD 15 Od struktury afinicznej do geometrii euklidesowej

1 Punkty, wektory i przestrzen afiniczna

Wektor opisuje przesuniecie, lecz nie ma wyrdznionego punktu zaczepienia. Punkt opisuje potozenie.
W przestrzeni afinicznej mozna doda¢ wektor do punktu i odja¢ od siebie dwa punkty; dodawanie
samych punktéw wymaga dodatkowego objasnienia.

Definicja 1.1. Przestrzen afiniczna nad K to niepusty zbiér A, przestrzen wektorowa V nad K
i dzialanie A x V — A, (P,v) — P + v, takie ze:

1. P+ 0= P dla kazdego P € A;
2. (P4+u)+v=P+ (u+v)
3. dla dowolnych P,Q € A istnieje dokladnie jeden v € V taki, ze P +v = Q.
Wektor z trzeciego warunku oznaczamy Q — P, a dim A = dim V.
7 definicji wynikaja reguty rachunku:
P+Q-P)=Q, Q-P=—-(P-Q), (@-P)+(R-Q)=R-P

Ostatnia rownosé jest reguty sktadania kolejnych przemieszczen. Translacja o wektor v to odwzo-
rowanie t,(P) = P+ v. Mamy t, o t, = ty1,, to = id oraz t; ! =t_,.

Przyktad 1.1. Rachunek punktéw i przesuniec
Niech P = (1,-2,0), @ = (3,1, —1) oraz v = (—1,2,3). Wtedy
Q—-—P=(23-1), P +v=(0,0,3), Q+v=(232).
Wspélna translacja nie zmienia réznicy punktow:
(Q+v)—(P+v)=(2,3,-1)=Q —P.

Przesuniecie P — @ odwracamy, dodajac P — Q = (—2,—3,1).

Poczatek uktadu a wspétrzedne

Wybér punktu O pozwala utozsamié¢ punkt P z wektorem P—O. Po wybraniu bazy V otrzymu-
jemy wspolrzedne. Zmiana poczatku zmienia wspolrzedne punktow, lecz nie zmienia wektorow
@ — P. Sama struktura afiniczna nie wyréznia odlegtosci ani katow.




Wojciech Domitrz | Algebra Liniowa z Geometrig 1 Wyktad 15

Kombinacje afiniczne i $rodki figur

Dla érodkow figur i kombinacji wypuktych zakladamy K = R. Sama definicja kombinacji afinicznej
dziala nad dowolnym ciatem.

Jesli A\g + - -+ + A = 1, definiujemy

k k

> NPi=0+ Y N(P, - 0).

i=0 =0

Wynik nie zalezy od wyboru O: zastapienie O przez O +w daje dodatkowo w — (3, A\j)w = 0. Takie
wyrazenie nazywamy kombinacjg afiniczng. Dla wspoétczynnikéw nieujemnych jest to kombina-
cja wypukla.

Srodek odcinka PQ to M = P + 3(Q—-P) =1iP+1iQ. Srodek ciezkoéci tréjkata jest réwny
G = %(A + B+ C). Punkty Py, ..., P sa afinicznie niezalezne, gdy wektory P, — Py, ..., P, — Py
sg liniowo niezalezne. Wtedy wspotczynniki kombinacji afinicznej punktéw P; sa jednoznaczne.

Przyktad 1.2. Wspoétrzedne barycentryczne w tréjkacie

Niech
A=(0,1,0, B=(1,3,0, C=(0,4,1).

Wektory u = B— A = (1,2,0) i v = C — A = (0,3,1) sa niezalezne. Kazdy punkt plaszczyzny
tréjkata zapisujemy jednoznacznie jako

X=A+s(B-A)+t(C—-—A)=(1-s—t)A+sB+tC.

Punkt nalezy do tréjkata wraz z brzegiem dokladnie wtedy, gdy s > 0,t>0is+t<1.Dla s = %,
t =1
2

1.1 111
X=(-3= A, A, o) = -,-,=|.
<47372>7 ( Ay \By C) <47472>
Wszystkie trzy wagi sa dodatnie, wiec X lezy we wnetrzu trojkata. Jego srodek ciezkosci to G =
(3.5 3)-

Kombinacja wypukta punktow trojkata; schemat w jego plaszczyznie.

Odcinek PQ to zbiér (1 —t)P +tQ, 0 < ¢ < 1. Ta sama formula z t € R opisuje cala prosta, jesli
P #Q.
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2 Podprzestrzenie afiniczne i uktady réwnan

Definicja 2.1. Jesli U C V jest podprzestrzenia liniowa, to
P+U={P+u:ueU}

jest podprzestrzenia afiniczng o przestrzeni kierunkowej U i wymiarze dim U. Wymiar 0 oznacza
punkt, 1 prosta, a 2 plaszczyzne.

Punkt bazowy nie jest jednoznaczny: P + U = @ + U wtedy i tylko wtedy, gdy Q — P € U.
Najmniejsza podprzestrzen afiniczna zawierajaca dane punkty to

aff(Po, ey Pk) =P+ span(P1 —PFy,..., P, — Po)

Jej wymiar jest ranga macierzy z kolumnami P; — FPy. W szczegdlnoéci trzy punkty wyznaczaja jedna
plaszczyzne dokladnie wtedy, gdy nie sa wspotliniowe.

Twierdzenie 2.2. Jedli uklad Ax = b ma rozwigzanie xg, to jego zbidr rozwiazan wynosi
{z : Az = b} = xo + ker A.

Dla macierzy o n kolumnach wymiar tego zbioru jest rowny n — rank A.

Dowdd. Az = b = Axg jest réwnowazne A(x — xp) = 0, czyli * — z¢9 € ker A. Wymiar wynika
z twierdzenia o rzedzie i jadrze. O

Przyktad 2.1. Prosta jako zbiér rozwigzan dwdch réwnan

Rozwiazmy
r+y+z=1,
r—y+z=3.
Odjecie drugiego réwnania od pierwszego daje 2y = —2, wiec y = —1. Po podstawieniu x 4+ z = 2.

Przyjmujac z = —t, dostajemy
(r,y,2) = (2,-1,0) +¢(1,0,—1), teR.

Macierz ma dwa niezalezne wiersze, zatem rzad 2 i jadro wymiaru 1. Rozwigzaniem szczegdlnym
jest (2,—1,0), a jadro jest rozpiete przez (1,0, —1).

Uwaga

Uklad sprzeczny ma pusty zbiér rozwiazan. Przy przyjetej definicji przestrzen afiniczna jest
niepusta, wiec wymiaru powyzszego zbioru nie obliczamy jako n—rank A, dopoki nie sprawdzimy
zgodnoéci uktadu.
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3 lloczyn skalarny, dtugosci i katy

Definicja 3.1. Iloczyn skalarny na rzeczywistej przestrzeni V' jest funkcja (-,-) : V. x V — R, ktéra
jest dwuliniowa, symetryczna i dodatnio okreslonas:

(u,v) = (v,u), (u,u) >0, (u,u) =0 <= u=0.

Przestrzen afiniczna z takim iloczynem na przestrzeni kierunkowej jest afiniczna przestrzenia
euklidesows.

W standardowym ukladzie w R™:
n
U'U:Zuivh HuH:Vuua d(PaQ):HQ_PH
i=1
Wartos¢ u - v moze by¢ ujemna. Dodatnia okreslonos¢ dotyczy w - u, a nie wszystkich par réznych

wektoréow.

Twierdzenie 3.2 (Nieréwno$¢ Cauchy’ego-Schwarza). Dla u,v € V zachodzi |u - v| < [ul|||v]|-
Roéwnosé zachodzi doktadnie wtedy, gdy wektory sa liniowo zalezne.

Dowéd. Dla v = 0 teza jest oczywista. Dla v # 0 przyjmujemy A = (u - v)/||v||?. Wéwczas

(u-v)?
ot

Po przemnozeniu przez ||v]|? otrzymujemy teze. Réwnoéé oznacza u— Av = 0, czyli zaleznoéé liniows.

O
Stad wynika nieréwnosé trojkata:
lu+)? = [l +2u - v+ [lof* < ([l + [v])*.

Zatem d jest metryka: jest nieujemna, symetryczna, zeruje si¢ tylko dla identycznych punktéow
i spelnia d(P, R) < d(P,Q) + d(Q, R).

Kat wektorow i prostopadtosé
Dla u,v # 0 jedyny kat 6 € [0, 7] okresla réwnosé

Uu-v

cosf = .
[Jullflvll

u | v oznacza u-v = 0. Wektor zerowy jest ortogonalny do kazdego wektora, ale kat z wektorem
zerowym nie jest okreslony.
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Rzut wektora i baza ortonormalna

Dla v # 0 kazdy wektor v ma jednoznaczny rozktad

u-v u-v
u:u”+tu7 u”:mv, UL:U*U "

V.

Pierwszy skladnik jest rownolegly do v, a drugi prostopadly do v, bou; v =u-v—u-v = 0.
Pierwszy skladnik to rzut ortogonalny wektora u na span(v). Twierdzenie Pitagorasa daje
lull® =l I* + llu]f.

Przyktad 3.1. Kat, rzut i ortogonalizacja
Niech u = (1,1,0) i v = (1,0, 1). Obliczamy

1
wv=1 |ull = vl =v2, cost =, H:g.

Rzut v na kierunek w i sktadnik prostopadtly to

1 1 1
v 25(17170)) vl = 57_§a1 .

Normalizujemy oba prostopadte kierunki:

1 1
€1 = 7(15 150)7 €2 =

V2 NG

Rzeczywiscie e1-ea = (1—140)/v/12 =01 |le1]| = ||e2]| = 1. Jest to baza ortonormalna plaszczyzny
liniowej span(u, v).

(1,-1,2).

Proces Grama—Schmidta

Dla niezaleznych vy, ..., vy kolejno definiujemy
Jj—1 ws
s = e — 2 o @2 )3 )
w; = vj E (vj - €)es, 2y = Toill
i=1 J

Wektory w; sg niezerowe dzigki niezaleznosci danych wektoréw. Otrzymujemy baze ortonor-
malng tej samej podprzestrzeni.

Jedli ey, ..., e jest baza ortonormalna podprzestrzeni U, to
k
projy u = Z(u - ej)e;.
i=1

W bazie nieortonormalnej standardowa suma iloczynéw wspoélrzednych nie musi by¢ iloczynem
skalarnym: stosuje sie macierz Grama G = (b; - b;) i wzér u - v = [u]5G[v]p.
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4 lloczyn wektorowy i iloczyn mieszany

Ustalamy standardowsa orientacje R?: uporzadkowana baza (e1,eq,e3) jest prawoskretna. Iloczyn
wektorowy, w przeciwienstwie do skalarnego, ma jako wynik wektor.

Definicja 4.1. Dla u = (u1,ug,u3) i v = (v1,v2,v3) przyjmujemy
u X v= ('LLQU3 — U3v2, U3V] — UIV3, U1V — UQvl).

Wzér mozna zapamigtaé jako formalne rozwiniecie wzgledem pierwszego wiersza:

€1 €2 €3
UXV=|Up U2 uUs|l= (Ug’Ug — U3’U2)€1 — (U1U3 — U3U1)€2 + (U1U2 — U2U1)€3.
vl V2 U3

Jest to zapis pomocniczy: pierwszy wiersz zawiera wektory, wiec nie jest to zwykly wyznacznik
macierzy o elementach liczbowych.

Przyktad 4.1. Obliczenie normalnej krok po kroku
Dla v =(1,2,0) i v = (0,3, 1) dostajemy
uxv=(2-1-0-3,0-0—-1-1,1-3—-2-0)=(2,—-1,3).
Kontrola prostopadtosci daje
(2,-1,3)-(1,2,0) =2—-2=0, (2,-1,3)-(0,3,1) = -34+3=0.

Zmiana kolejnosci czynnikéw zmienia zwrot: v x u = (—2,1, —3).

U X v
|u x v|| = pole réwnolegloboku

2
7

Tloczyn wektorowy jest normalny do plaszczyzny czynnikdéw. Zwrot okresla reguta prawej dtoni od u do v.
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Whtasnos$ci i znaczenie dtugosci iloczynu wektorowego
Bezposrednio z definicji wynikajg dwuliniowos¢ i antysymetria:

(au +bv) X w = a(u X w) + b(v X w),
u X (av +bw) = a(u X v) + b(u X w),

UXvV=—vXu, u X u=0.

Ponadto (u x v) -u = (u X v) - v = 0; po rozwinieciu kazdy skladnik skraca sie z przeciwnym. Na
wektorach standardowej bazy:

e] X eg = e3, ey X e3 = eq, ez X e1 = ea.
Twierdzenie 4.2 (Tozsamoéé Lagrange’a). Dla dowolnych u,v € R3 zachodzi
o = 2ol = (u - ).
Jezeli oba wektory sa niezerowe i tworza kat 6, to ||u x v|| = ||ul|||v]| sin 6.

Dowdd. Rozwijajac prawa strone pierwszej rownosci, grupujemy wyrazy parami:

(Z u$> <Z u?) -~ (Z um)? = (uiv; — ujvi)® = [lu x vf|*.

1<J
Druga réwnosé wynika z 1 — cos? 6 = sin?6 i sinf > 0 dla 0 < 6 < 7. ]

Wysoko$é réwnolegloboku przy podstawie w wynosi ||v]| sin, dlatego jego pole to |[u X v]|. Pole
tréjkata jest o potowe mniejsze. Ponadto u x v = 0 doktadnie wtedy, gdy u,v sa liniowo zalezne.
Dla niezaleznych czynnikéw u x v wyznacza wigc niezerowa normalna.

lloczyn wektorowy nie jest taczny
e1 X (e1 X eg) = e1 X e3 = —eg, natomiast (e; X e1) X es = 0. Nawiaséw nie mozna pomijac.
Uzyteczna tozsamo$¢é podwdjnego iloczynu, otrzymywana przez rozwiniecie wspoétrzednych, ma
postaé

ux (vxw)=v(u w)—wu-v).

Nie wolno przenosi¢ przemiennosci mnozenia liczb na iloczyn wektorowy.

W obliczeniach warto sprawdzi¢ zarowno znak drugiej wspétrzednej, jak i prostopadtoéé wyniku do
obu czynnikéw. Zmiana orientacji uktadu zmienia znak iloczynu wektorowego, lecz nie zmienia jego
normy.
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lloczyn mieszany, pole i objetos¢
Iloczyn mieszany trzech wektoréw jest liczba

up  uz  ug
[u,v,w] =(uxv) - w=det | vi wv2 w3
w1 w2 ws

Jest niezmienniczy przy cyklicznej zmianie kolejnosci: [u,v,w] = [v,w,u] = [w,u,v], a zamiana
dwéch argumentéw zmienia znak. Zerowanie sie iloczynu mieszanego oznacza zalezno$é liniowa
trzech wektoréw, czyli ich wspélptaszczyznowosé po zaczepieniu w jednym punkcie.

Wzory geometryczne
Dau=B—-A,v=C—-A, w=D— A:
1
Papc = §||u X UH,
V}éwnolegloécianu = |[U, v, w] |7

1
Vapcp = 6\[%%“’”-
Gdy u x v # 0, objetosé réwnoleglodcianu to pole podstawy razy wysokos§é, czyli ||u X v|| |w -
(ux v)|/[lux v|. Dla czworoécianu dochodzi czynnik § za tréjkatna podstawe i § ze wzoru na
objetoé¢ ostrostupa. Dla zaleznych u,v powyzsze pole i obie objetosci sa zerowe.

Przyktad 4.2. Trdjkat i czworoscian z tych samych danych

Wezmy A = (0,1,0), B = (1,3,0), C = (0,4,1), D = (1,0,1). Wéwezas u = (1,2,0), v = (0,3,1),
w=(1,-1,1) oraz

n=uxv=(2-13), |n|=Vv14, n-w=2+1+3=6.

Zatem Pypc = v/14/2, objetosé réwnolegloécianu wynosi 6, a Vapop = 1. Niezerowa objetosé
potwierdza, ze cztery punkty nie leza w jednej plaszczyznie.

Schemat czworos$cianu. Kolejno$é punktow wplywa na znak wyznacznika, ale nie na objetos¢.

10



Wojciech Domitrz | Algebra Liniowa z Geometrig 1 Wyktad 15

5 Roéwnania ptaszczyzn i hiperptaszczyzn

Plaszczyzne w R? mozna zapisaé parametrycznie:
IT = Py + span(u,v) = {Py + su+tv : s,t € R},

gdzie u, v sg niezalezne. Wektor n = u x v # 0 jest wektorem normalnym. Rownowazne réwnania
to

‘n-(X—PO):O‘ oraz ‘n-X:d, d:n-Po‘.

Réwnowaznosé wynika z tego, ze span(u,v) C n*, a obie przestrzenie maja wymiar 2. Dla n =
(a, b, c) otrzymujemy réwnanie ogélne azx + by + cz = d, w ktérym (a, b, c) # (0,0,0).

Przyktad 5.1. Trzy postacie tej samej ptaszczyzny
Dane sa A = (0,1,0), B=(1,3,0)i C = (0,4,1).

1. Postaé parametryczna

u=B—-A=(1,2,0),v=C—-A=(0,3,1), wiec

xr=s,
(x,y,2) = (0,1,0) + s(1,2,0) + ¢(0, 3, 1), y =1+ 2s+ 3t,
z=1t.

2. Postaé¢ z normalng

n=uxv=(2—-1,3), zatem
(2,-1,3) - (z,y—1,2)=0 <= 2zx—y+32z=-L1

3. Kontrola i powrét do parametréw

Dla A, B, C lewa strona przyjmuje kolejno —1,2—3 = —1, —4+43 = —1. Odwrotnie, z 2x—y+3z = —1
wynika y = 1 + 2x 4 3z; przyjmujac s = x, t = 2z, odzyskujemy parametryzacje.

Ptaszczyzna przez trzy punkty

Dla niewspoétliniowych A, B, C' jej réwnanie mozna zapisa¢ jako

r — al Yy — az Z — asg
det bl—al bg—ag bg—ag =0.
€l —a1 C2—az C3—ag

Wyznacznik stwierdza wspotptaszczyznowosé X — A, B — A, C — A. Dla trzech wspo6tliniowych
punktow to réwnanie staje si¢ tozsamodcia 0 = 0 i nie wyznacza jednej plaszczyzny.

11
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Hiperptaszczyzny w R" i normalna z minoréw

Hiperplaszczyzna to podprzestrzen afiniczna wymiaru n— 1. Kazda hiperplaszczyzna w euklidesowej
R™ ma postaé
H={zeR":a -2 =0}, a # 0.

Jej przestrzen kierunkowa jest jadrem niezerowej funkcji liniowej z — a - x, ma wiec wymiar n — 1.
Odwrotnie, dla kierunku U wymiaru n — 1 przestrzeii U+ ma wymiar 1 i dostarcza normalnej.
Zalézmy n > 2 i niech vy,...,v,-1 beda niezalezne. Zapiszmy je jako wiersze macierzy B €
M—1)xn(R). Przez B oznaczamy macierz po usunigciu kolumny j.

Konstrukcja normalnej

Wektor N o wspéirzednych
NJ = (_1)1+] detB;> 1<j<n,

jest niezerowy i prostopadly do wszystkich v;. Hiperplaszczyzna Py + span(vy, ..., v,—1) ma
réwnanie N - (z — Py) = 0.

Dowdd. Rozwinigcie wyznacznika wzgledem pierwszego wiersza daje
z
U1
z+ N =det

Un—1

Dla z = v; dwa wiersze sa rowne, wiec wyznacznik znika. Poniewaz rank B = n — 1, przynajmniej
jeden minor stopnia n — 1 jest niezerowy, zatem N # 0. O

Przykfad 5.2. Normalna w R*
Dla v; = (1,0,0,1), v = (0,1,0,1), v3 = (0,0,1,1) mamy

1 0 01
B=|0 1 0 1
0 011
Minory po usunieciu kolejnych kolumn wynoszg 1,—1,1,1. Po uwzglednieniu znakéw +,—,+, —
otrzymujemy N = (1,1,1,—1). Dla Py = (0,0, 0,2) réwnanie brzmi
T1+x9 + 23 — x4 = —2.

Kazdy z trzech wektoréw kierunkowych daje w iloczynie z N wartos¢ 0.

Konstrukcja uzywa n — 1 argumentow. Nie jest wielokrotnym stosowaniem binarnego iloczynu wek-
torowego z R3.

12
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6 Proste w przestrzeni R?

Prosta przechodzaca przez P o wektorze kierunkowym w # 0 ma postaé
L = P+ Ru, X=P+tu, teR.

Dwa rozne punkty P, Q daja kierunek u = @Q — P. Zamiana u na Au, A # 0, zmienia parametr, lecz
nie zmienia prostej. Dla P = (p1, p2, p3) otrzymujemy réwnania parametryczne

T = p1 + tuq, Yy = p2 + tug, z = p3 + tus.
Jezeli wszystkie u; sa niezerowe, rownowazna posta¢ symetryczna to

r—p1 :y—pQ :Z—pS

Uy u2 us

Dla u; = 0 odpowiednia wspétrzedna jest stata: z; = p;. Nie dzielimy przez zerowg sktadowa wektora
kierunkowego.

Przyktad 6.1. Prosta przez dwa punkty i jako przeciecie ptaszczyzn
Niech P = (2,—-1,0), @ = (3,—1,—1). Wtedy u=Q — P = (1,0,—-1) i
L: (x,y,2z)=(2,—-1,0)+1¢(1,0,—-1).

Postaé symetryczna ma tylko dwie czeéci utamkowe:

Ta sama prosta jest przecieciem plaszczyzn

z+y+z=1, r—y+z=23
Ich normalne n; = (1,1,1) i ne = (1, —1, 1) spelniaja ny x ng = (2,0, —2) = 2u. Kierunek przeciecia
jest prostopadly do obu normalnych. Punkt P spelnia oba réwnania.

Aby sprawdzi¢ punkt (5,—1,—3), wyznaczamy z x = 2 + t parametr ¢ = 3. Pozostale réwnania
daja y = —1 1 z = —3, wiec punkt lezy na prostej. Punkt (5,0, —3) nie lezy na niej, poniewaz ma
niewlasciwa wspolrzedna y.

Dwie ptaszczyzny jako opis prostej

Jezeli normalne n1,n9 sa niezalezne, uktad ny- X = dy, no- X = ds opisuje prosta. Jej kierunek
to m1 X me, a punkt bazowy znajdujemy, rozwigzujac uktad. Dwa niezalezne réwnania maja
rzad 2 i sa w tym przypadku zgodne dla dowolnych prawych stron.

Jedno niezerowe réwnanie liniowe w trzech niewiadomych opisuje plaszczyzne, nie prosta. Do opi-
sania prostej w postaci uktadu potrzeba dwdch niezaleznych warunkéw liniowych.
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7 Wzajemne potozenie prostych i ptaszczyzn

Prosta i ptaszczyzna

Niech L = P + Ru oraz II = {X : n- X = d}. Podstawienie parametryzacji prostej do réwnania
plaszczyzny daje jedno réwnanie:

n-(P+tu)=d <= tn-u)=d—n-P.

Trzy mozliwosci

d—n-P

1. n-u # 0: jeden punkt przecigcia, dla t =
n-u

2. n-u=01in-P =d: cala prosta lezy w plaszczyznie.

3.n-u=01in-P # d: prosta jest rownolegta do plaszczyzny i nie ma z nia punktéw
wspolnych.

Warunek n - u = 0 méwi o réwnoleglosci kierunku prostej do plaszczyzny. Aby rozréznié zawieranie
od braku przeciecia, trzeba jeszcze zbadaé poltozenie punktu P.

Przyktad 7.1. Wszystkie przypadki dla jednej ptaszczyzny
Ustalmy IT: 22 —y + 3z = —1, czylin = (2,-1,3),d = —1.

Prosta przecinajaca plaszczyzne

Dla Ly : (z,y,2) = (1,0,0) + ¢(1,1,1) mamy n-u =4, n- P = 2. Stad

—-1-2 3 1 3 3
CTr T Ll”“—{<4"4=‘4>}'

Sprawdzenie: 2(%) — (—%) + 3(_%) - 1.

Prosta zawarta w plaszczyznie

Dla Ly = (0,1,0) + R(1,2,0) otrzymujemy n - (1,2,0) =0in-(0,1,0) = —1. Kazdy punkt Ly lezy
w II.

Prosta réwnolegta, roztaczna z pltaszczyznag

Dla Ls = (1,0,1) + R(1,2,0) kierunek znéw daje iloczyn skalarny 0, lecz n - (1,0,1) = 5 # —1.
Uklad jest sprzeczny.

Prosta prostopadta do ptaszczyzny

Jest to prosta o kierunku réwnoleglym do normalnej: ©w = An, A # 0. Zawsze przecina plaszczy-
zne w dokladnie jednym punkcie, poniewaz n - u = ||n|* # 0.

14
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Dwie ptaszczyzny i uktady wielu ptaszczyzn

DlaIl; : ny - X =dj iIls : no - X = dy najpierw sprawdzamy zaleznos¢ normalnych.
e Jedli ny x ng # 0, plaszczyzny przecinaja sie w prostej o kierunku n; x ne.

e Jedli no = Anq, A # 0, oraz do = Ady, plaszczyzny sa identyczne.

e Jedli ng = Any, ale do # Ady, plaszczyzny sa rownolegle i rozlaczne.

Poréwnujemy te same wspotczynniki proporcjonalnosci po obu stronach réwnan. Samo poréwnanie
liczb di, ds nie wystarcza.

Przyktad 7.2. Normalne proporcjonalne

DlaIl; : 22 —y + 3z = —1 oraz Ily : 4o — 2y + 62z = —2 drugie réwnanie jest dwukrotnoscia
pierwszego, wiec 1I; = Ils. Plaszczyzna 13 : 4o — 2y 4+ 62 = 6 jest do nich réwnolegla i roztaczna:
jej réwnanie po podzieleniu przez 2 brzmi 2x — y 4+ 3z = 3.

Kilka ptaszczyzn: kryterium rang

Zestaw réwnan plaszczyzn zapisujemy jako AX = b.

warunek ‘ zbiér wspélnych punktéw w R3
rank A < rank[A | ] zbiér pusty

|
rank A = rank[A | b] = 3 | jeden punkt
rank A = rank[A | b] = 2 | prosta
rank A = rank[A | b] =1 | plaszczyzna

Dla trzech plaszczyzn det A # 0 zapewnia dokladnie jeden punkt wspdlny. Dla det A = 0
trzeba zbadaé réwniez macierz rozszerzona.

Przyktad 7.3. Przeciecia parami nie zapewniaja wspolnego punktu

Plaszczyzny = 0, y = 0, x+y = 1 przecinaja si¢ parami w prostych rownolegtych do osi z. Wspdlny
punkt wszystkich trzech nie istnieje: dwa pierwsze warunki daja x + y = 0, sprzecznie z trzecim.
Tutaj rank A = 2 i rank[A | b] = 3.

Natomiast uktad z+y+2z =1, x —y+ 2z = 3, 2 = 0 ma jedyne rozwiazanie (2, —1,0). Trzecia plasz-
czyzna wybiera jeden punkt prostej przeciecia pierwszych dwoch, a rzad macierzy wspoétczynnikdw
wynosi 3.
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Dwie proste: przeciecie, rownolegtos¢ i sko$nos¢

Niech L1 = P4+ Ru, Lo = Q4+ Rv, w = @Q — P i ¢ = u x v. Punkt wspdlny istnieje dokladnie wtedy,
gdy mozna rozwigzad
PHtu=Q+sv <= tu—sv=uw.

Petne kryterium

Warunki Wzajemne potozenie

c=0,wxu=0 Proste pokrywaja sie.

c=0,wxu#0 Proste sg réwnolegle i rézne.
c#0,w-c=0 Proste przecinaja sie w jednym punkcie.
c#0,w-c#0  Proste sa skosne.

Przy ¢ # 0 réwno$é w - ¢ = 0 jest réwnowazna w € span(u,v); dlatego uklad tu — sv = w ma wtedy
doktadnie jedno rozwiazanie. Proste skosne nie sa rownolegle, nie przecinaja sie i nie leza w jednej
plaszczyznie.

Przyktad 7.4. Przeciecie dwéch prostych

Dla L; = (0,0,0) + R(1,0,0) i Ly = (1,1,0) + R(0,1,0) mamy ¢ = (0,0,1), w = (1,1,0), wiec
w - ¢ = 0. Réwnanie (¢,0,0) = (1,1 + s,0) daje t = 1, s = —1. Jedynym punktem przecigcia jest
(1,0,0).

Przyktad 7.5. Wykrycie prostych skosSnych

Rozwazmy
Ly =(0,0,0) +R(1,1,0), Ly =(1,0,1) + R(0,1,1).

Tutaj c = (1,1,0) x (0,1,1) = (1,-1,1) iw-c=(1,0,1)-(1,—1,1) = 2 # 0. Proste sa sko$ne. Préba
rozwiazania (¢,t,0) = (1,s,1+ s) daje t = 1, s = —1, a nastepnie sprzeczne réwnanie ¢t = s.

Uwaga

Brak réwnolegloéci nie gwarantuje przeciecia prostych w R3. To istotna réznica wzgledem geo-
metrii plaszczyzny. Kat miedzy prostymi sko$nymi nadal mozna okresli¢ przez ich kierunki.
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8 Katy miedzy prostymi i ptaszczyznami

Kat miedzy wektorami uwzglednia ich zwroty. Prosta nie ma wyrdznionego zwrotu, dlatego dla
prostych przyjmujemy mniejszy kat « € [0, 7/2]. Analogicznie postepujemy z katem plaszczyzn.

Trzy wzory na katy

Dla kierunkéw prostych u,v i normalnych ptaszczyzn n,ni, no:

|u- |
prosta—prosta: cos = ,
][]
plaszczyzna—plaszczyzna: cos 3 = M,
[l [lf|72 |
prosta—plaszczyzna: siny = .
[l

Wszystkie trzy katy naleza do [0, 7/2].

Ostatni wzér wynika z tego, ze kat prostej z plaszczyzna jest dopelieniem do 7/2 mniejszego kata
kierunku prostej z normalna. Gdy kierunek lezy w plaszczyznie, v = 0; gdy jest normalny, v = 7/2.

Przykfad 8.1. Obliczenia dla trzech par obiektéw

Dwie proste

Dla u = (1,1,0), v = (1,0,1) mamy u-v = 1, |jul| = |[v]| = V2. Zatem cosa = 1/2, czyli a = 7/3.
Wynik nie zmieni sie po zastapieniu v przez —u.

Dwie plaszczyzny

Dlaz+y+z=1iz—y+2z=3normalne to (1,1,1) i (1,—1,1). Ich iloczyn skalarny wynosi 1,
a normy /3, wiec 3 = arccos(1/3).

Prosta i plaszczyzna

Dla kierunku v = (1,0, —1) i plaszczyzny 2oz —y + 3z = —1:

. 1
u-n=—1, siny = =

V2

= arcsin ——

1
V28’ 7 V28"

E

Warunki prostopadtosci

Plaszczyzny sa prostopadle, gdy ni - no = 0. Prosta jest prostopadta do plaszczyzny, gdy
u x n = 0. Kierunki dwoch prostych sa ortogonalne, gdy u - v = 0. Jedli stowo ,prostopadte”
zastrzegamy dla prostych przecinajacych sie, trzeba dodatkowo sprawdzi¢ istnienie ich punktu
wspoélnego.
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9 Rzut na ptaszczyzne, odlegftos$¢ i symetria

Niech IT : n- X =d, n # 0, i niech P bedzie dowolnym punktem. Szukamy punktu H € II takiego,
ze P — H jest rownolegly do n. Zapisujemy H = P — An i podstawiamy do réwnania plaszczyzny:

-P—d
nP-AnP=d — x=T"_
[In]]
Rzut ortogonalny i odlegtos¢
-P—d -P—d
H:projHP:P—nin7 d(RH):u

]l

Dlall:ax+by+cz=di P = (p1,p2,p3):

Il

_ |apy + bpa + cp3 — d|

A= e

Dlaczego otrzymana dlugosé jest najmniejszg odlegltoscia?

Dla dowolnego Y € II wektor H — Y lezy w kierunku ptaszczyzny, a P — H jest normalny. Sa wiec
prostopadte i
IP=Y|*=|P—H|?+|H-Y|*>|P-H|

Roéwnosé zachodzi tylko dla Y = H. To dowodzi zaréwno minimalnosci, jak i jednoznacznosci rzutu.
Dla P € Il otrzymujemy H = P i odleglosé 0.

P
<

d(P,10)

N

Y

Kazdy inny odcinek od P do plaszczyzny jest przeciwprostokatna tréjkata o przyprostokatnej PH.

Ten sam dowdd i te same wzory dziataja dla hiperptaszczyzny w R™.
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Petny przyktad rzutu i odbicia w ptaszczyznie

Przykfad 9.1. Punkt D = (1,0, 1) i ptaszczyzna 2z —y + 3z = —1
Mamy n = (2,-1,3), [n]?*=14in-D—-d=2+3 - (-1) = 6.
1. Odlegtosé

2. Spodek prostopadtlej

7 7T
Kontrola przynaleznosci: 2/7 — 3/7 — 6/7 = —1. Ponadto D — H = (6/7,—3/7,9/7) = 2n, wiec
odcinek jest prostopadty do II.

6 3 13 2
H:D—Mn:(l,o,l)—(2,—1,3):< >

3. Punkt symetryczny

Punkt D’ musi leze¢ po drugiej stronie H i w tej samej odleglosci:

56 11
D=2H-D=(-22-21).
(7’7’ 7>

Wtedy n- D' —d = —6, a $rodek odcinka DD’ to dokladnie H.

4. Zgodnos$¢ z objetoscig czworos$cianu

Dla podstawy ABC' o polu v/14/2 i wysokosci DH otrzymujemy

=1.

%
N

Lo =
ﬁ‘a
o~

Vapcp =

Symetria wzgledem ptaszczyzny

Odbicie punktu P w plaszczyznie n - X = d jest dane wzorem

n-P—d
Su(P)=P —2———n.
|2

Punkty plaszczyzny sg state, sktadowa réwnolegla pozostaje bez zmiany, a normalna zmienia
znak. Dlatego St1 zachowuje odlegtosci i Si(Sn(P)) = P.

Odleglosé zorientowana przy ustalonej normalnej wynosi 6(P) =
jedna z dwoch polprzestrzeni. Po zastapieniu réwnania przez (—n) - X
|0(P)], rzut i odbicie pozostaja takie same.

(n-P—d)/||n|. Znak wskazuje
= —d znak sie odwraca, ale
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10 Rzut na prosta i odlegto$¢ od odcinka

Niech L = P + Ru, u # 0. Szukamy rzutu punktu ¢ w postaci H = P 4 tou. Warunek Q — H 1 u
daje

_pP).
Rzut punktu na prosta
H=P+ Mu
[l
Roéwnowazne wzory na odlegltosé:
d(@Q,L) = Q- HI,
— P)-u)?
4Q.L7 = @ - PP - =,
1(Q — P) xu
4@, L) = ||u||) I (wr.

Pierwsze dwa wzory dzialaja w dowolnej przestrzeni euklidesowej. Trzeci wynika z tozsamoéci La-
grange’a; geometrycznie dzielimy pole réwnolegtoboku przez dtugosé jego podstawy.

Minimalnos$é rzutu

Dla X = P+tue€ L mamy Q — X = (Q — H) + (to — t)u z prostopadtymi skladnikami. Stad
1Q = X|? = [1Q — HI|I* + (¢ — t0)*[[ul>.

Minimum jest osiagane dokladnie przy ¢ = .

@-P d(Q. L)

\ 4 A ‘L
P u H

Rzut na prosta sprowadza sie do rzutu wektora (Q — P na jej wektor kierunkowy.
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Obliczenia i ograniczenie do odcinka

Przyktad 10.1. Rzut na prostg o niejednostkowym kierunku
Niech L = (2,-1,0) + R(1,0,-1) i @ = (0,1,1). Oznaczmy P = (2,—1,0), u = (1,0,—-1) i w =
Q—P=(-221).
3 3 1 3
w-u=-3, |u|*=2 ty=-=, H=P—-u=|(-,-1,-).
2 2 2 2

Sprawdzamy QQ — H = (—%, 2, —%) i(Q—H)-u=0.Odleglos¢ wynosi

d(Q,L):,/i+4+i:\3@.

Ten sam wynik daje iloczyn wektorowy: w x u = (=2, —1, —2) ma norme 3, wicc d(Q, L) = 3/v/2.

Punkt Q' = 2H — Q = (1,-3,2) jest obrazem @ przy obrocie o m wokél prostej L. W R? takie
odwzorowanie, nazywane tez symetrig osiowa wzgledem prostej, odwraca oba kierunki prostopadte
do osi.

Najblizszy punkt odcinka AB, gdzie A # B

Najpierw obliczamy parametr rzutu na cala prosta:

(@—-A4)-(B-4)
I1B—Al>

to =

Nastepnie ograniczamy go do przedziatu [0, 1]:
t = min(1, max (0, t)), H=A+1B-A).

Dla tg < 0 najblizszy jest A, dla tg > 1 najblizszy jest B, a dla 0 < ty < 1 rzut na prosta lezy
juz na odcinku.

Wynika to z minimalizacji funkcji |Q — A — (B — A)|> = d(Q, prosta AB)?+ (t —t0)?||B — A||? dla
0<t<I.

Przyktad 10.2. Rzut lezacy poza odcinkiem

Dla A = (0,0,0), B = (2,0,0), @ = (3,1,0) mamy top = 6/4 = 3/2 > 1. Najblizszym punktem
odcinka jest wiec B i d(Q, AB) = /(3 —2)2 + 12 = /2. Odleglo$¢ od catej prostej AB wynosi 1
i jest mniejsza. Jesli A = B, odcinek jest punktem i liczymy po prostu ||Q — A||.
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11 Odlegtosci miedzy prostymi i ptaszczyznami

Odleglosé zbioréw S, T to kres dolny liczb || X =Y || dla X € SiY € T. Dla niepustych podprzestrzeni
afinicznych w R3 najmniejsza odlegtoéé jest osiagana. Obiekty przecinajace sie maja odleglosé 0.

Dwie proste

Niech L1 = P+ Ru, Ly=Q +Rviw=Q — P.

Wozory dla prostych

|w - (u X v)]

, uxuv#0,
d(L1, Ly) = [Ju x|
’ llw X ul| wxve0.
ull

Pierwszy wzér obejmuje proste sko$ne i przecinajace sie. Drugi obejmuje proste réwnolegle
rézne oraz pokrywajace sie.

Dla nieréwnoleglych prostych kazdy wektor taczacy ich punkty ma postaé¢ w4+ sv—tu. Jego sktadowa
w jednostkowym kierunku (u x v)/||u X v|| jest stala. Wybierajac parametry tak, aby pozostale
sktadowe zniknety, otrzymujemy najkrétszy odcinek. Dla prostych réwnoleglych wystarczy odlegtosé
dowolnego punktu jednej prostej od drugie;j.

Prosta i ptaszczyzna; dwie ptaszczyzny

Dla L = P+Ru, II: n- X = d odleglo$¢ wynosi 0, gdy n-u # 0. Je$li n-u = 0, wynosi [n-P—d|/||n|.
W szczegdlnosci jest zerowa, gdy L C II.

Nieréwnolegte ptaszczyzny maja odlegtos¢ 0. Réwnolegle plaszczyzny zapisujemy z tg sama nor-

malng jakon- X =d; i n- X = do. Wtedy

do —dy
am, ) = FE

Przyktad 11.1. Odlegtosci w przypadkach réwnolegtych

Proste (0,0,0) +R(1,0,0) i (0,3,4) +R(2,0,0) sa réwnolegte. Dla w = (0,3,4) i v = (1,0,0) mamy
w x u=(0,4,—3), wiec ich odleglos¢ to 5.

Dla 2z —y + 32z = —1 1 4o — 2y + 62 = 6 dzielimy drugie réwnanie przez 2. Odlegto$¢ wynosi

13— (~1)|/VId = 4/VId.
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Najkrotszy odcinek taczacy proste sko$ne
Szukamy Hy = P+tui Hy = Q+ sv, dla ktérych wektor 6 = Ho — Hy = w+ sv —tu jest prostopadty
do obu kierunkow:

2 = s(u-v) = w -,

—t(u-v) + sl = —w - v.

Wyznacznik tej macierzy to ||ul|?||v]|? — (u-v)? = |Ju x v||* > 0 dla prostych nieréwnolegtych. Istnieje
wiec dokladnie jedna para najblizszych punktéw. Kazdy inny wektor laczacy te proste jest sumg o
i wektora z span(u,v); prostopadlo$é sktadnikéw dowodzi minimalnosci.

Przyktad 11.2. Od wzoru na odlegto$¢ do najblizszych punktéw
Wezmy Ly = R(1,1,0) i Ly = (1,0,1) + R(0,1,1). Mamy u x v = (1, —1,1), w - (u X v) = 2, zatem

d(L1, Ly) = jg

Punkty maja posta¢ Hy = (¢,t,0), Hy = (1, s,1+s). Dla§ = (1—t, s—t, 14s) warunki prostopadlosci
daja
14+s5—2t=0, 14+25s—-t=0.

Z pierwszego s = 2t — 1. Podstawienie do drugiego daje 3t — 1 = 0, wiec t = 1/3, s = —1/3.

Ostatecznie - - 0
H=(- - Hy=(1—=, - Hy — H = —(1,-1,1).
1 <37370)7 2 ( ) 373>a 2 1 3( ; 3 )

Norma ostatniego wektora wynosi 2/v/3. Wspélna prostopadia ma réwnanie X = Hy + (1, —1,1);
dla r = 2/3 przechodzi przez Hs.

Ly

Hy

H,y

Ly

Rzut przestrzenny obu prostych i odcinka wspélnej prostopadlej. Przeciecie obrazéw prostych na rysunku

nie oznacza przeciecia w przestrzeni.
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12 Sfery, okregi i przeciecia

Sfera o srodku S = (a,b,c) i promieniu R > 0 jest zbiorem punktéw spelniajacych
|X-S|=R <= (z—a)’+(@y—>b>*+(z—c)*=R%

Kula domknieta obejmuje réwniez wnetrze: || X — S| < R. Nie nalezy utozsamia¢ powierzchni
sfery z kula.

Odczytywanie Srodka przez uzupetnianie kwadratéw

Dla réwnania 22 + 32 + 22 + ax + By + vz + 6 = O:

(x+g)2+<y+§>2+<z+g)2:a2+iw—6.

Srodek to S = (—a/2,—3/2, —v/2), a prawa strona jest R2. Jesli jest dodatnia, otrzymujemy sfere;
jesli zerowa, jeden punkt; jedli ujemna, zbior pusty.

Przyktad 12.1. Srodek, promien i ptaszczyzna styczna
Réwnanie x2 + y? + 22 — 2z + 4y — 62 + 5 = 0 przeksztalcamy do
(z—1)2+(y+2)°+(z—3)*=0.

Zatem S = (1,-2,3), R = 3. Punkt T = (3,0,4) lezy na sferze, bo |T — S||? =22 +22 4+ 12 = 9.
Normalna plaszczyzny stycznej w T jest T — S = (2,2, 1), wiec

2@ —-3)+2y+(2—4)=0 << 2z+2y+z=10.

Ptaszczyzna styczna w punkcie 1" sfery

(T-8)(X-T)=0 <+ (T-S9)-(X-5)=FR
Jezeli X nalezy do tej ptaszczyzny, to X —T LT — S i
IX = SI* =X - T|* + R*.

Plaszczyzna ma zatem ze sfera doktadnie jeden punkt wspdlny: T'.

Odlegtosé érodka S od tej ptaszezyzny wynosi R. Ogélnie plaszczyzna jest styczna do sfery doktadnie
wtedy, gdy jej odlegtos¢ od $rodka sfery jest rowna promieniowi.
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Przeciecie sfery ptaszczyzng i prostg

Niech C' bedzie rzutem $érodka sfery S na plaszczyzne II, a h = [|S — C||. Dla X € II zachodzi
|X — S||* = || X — C||*> + h®. Dlatego przeciecie sfery z plaszczyzna jest:

o okregiem o $rodku C' i promieniu p = VR? — h2, gdy h < R;

e pojedynczym punktem C, gdy h = R;

e zbiorem pustym, gdy h > R.

Dla ortonormalnej bazy e, f kierunku plaszczyzny okrag ma parametryzacje
X(t)=C+ pcoste+ psint f, 0<t<2m.

Okrag w R3 mozna opisa¢ ukladem réwnania sfery i réwnania plaszczyzny.

Przyktad 12.2. Okrag w ptaszczyznie z =5

Dla sfery o S = (1,-2,3), R = 3 mamy C = (1,—2,5) i h = 2. Promien przekroju wynosi v/5,
a parametryzacja to
X(t) = (1++V5cost, =2 +V5sint, 5).

N

Kotowy przekrdj sfery widziany ukosnie ma na rysunku ksztalt elipsy.

Przeciecie z prosta X = P + tu, u # 0, znajdujemy z réwnania
[l + 2u - (P = S)t+ || P = S|* = R* = 0.

Wyréznik dodatni daje dwa punkty, zerowy punkt stycznosci, a ujemny brak punktéw wspdlnych.
Dla prostej (1, —2,5) +1(1,0,0) i powyzszej sfery dostajemy ¢2 +4 = 9, wiec punkty (14+/5, —2,5).
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13 Podstawowe powierzchnie kwadratowe

Powierzchnie drugiego stopnia opisuja rownania kwadratowe we wspodlrzednych. Ponizsze postacie
sa zapisane w ukladach kartezjanskich dopasowanych do osi powierzchni; a,b,c¢ > 0. Przekroje
plaszczyznami wspélrzednych pomagajg odczytac ich ksztatt.

Powierzchnia Réwnanie Charakterystyczny przekréj
2 2 2
Elipsoida % + z;—z + 2—2 =1 Przy z = 0: elipsa.
a c
2 2 2
Hiperboloida 3% + g—Q — 2—2 =1 Dla kazdego z: elipsa.
jednopowtokowa @ ¢
2?2 22
Hiperboloida —2 e +—5=1 Punkty tylko dla |z] > c.
dwupowlokowa a ¢
2?2y 2
Stozek eliptyczny —+ P -—=0 Przy z = 0: wierzchotek.
a §
Paraboloida z= x—Q + ZZ—Q Przy y = 0: parabola.
eliptyczna a
2?2
Paraboloida z2=— - =l Przy z = 0: dwie proste.
hiperboliczna a
Walec kotowy 2 +y?=R* R>0 Dla kazdego z: okrag.

Brak zmiennej z w réwnaniu walca oznacza, ze przesuniecie wzdluz osi z zachowuje powierzchnie.
Dodatnie i ujemne znaki przy kwadratach prowadza do réznych ksztaltow; nie wystarcza sam stopien
réwnania.

Przyktad 13.1. Rozpoznanie elipsoidy po przesunieciu $rodka

Rozwazmy 2 4 4y% + 2% — 22 + 8y — 4z + 5 = 0. Uzupelniamy kwadraty:
(-1 —1+4(y+1)2 -4+ (2-2)?—4+5=0.
Stad
(z—1)?
4

Jest to elipsoida o srodku (1,—1,2) i pélosiach dlugosci 2, 1,2, réwnoleglych odpowiednio do osi
x,y, z. Przekréj y = —1 jest okregiem (v — 1)? + (2 — 2)2 = 4.

+(y+ 1)+

Jedli pojawiaja sie wyrazy zy, xz,yz, samo przesuniecie zwykle nie wystarcza do uzyskania postaci
osiowej. Zmiana ortonormalnej bazy pozwala obracaé¢ osie bez zmiany dtugosci i katéw.
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14 Zadania konstrukcyjne w R?

Ptaszczyzna przez prosta i punkt
Niech L = P + Ru i niech @ ¢ L. Szukana plaszczyzna ma kierunki v oraz @) — P, zatem normalna
n=ux(Q—P)#0, I:n-(X—-P)=0.

Jedli Q € L, iloczyn jest zerowy, a plaszczyzn przez L jest nieskonczenie wiele. Warunek ,prosta
i punkt poza nig” zapewnia jednoznaczno$¢.

Przykfad 14.1. Ptaszczyzna przez L i Q = (0,1,1)
Dla L = (2,-1,0)+R(1,0,—1) mamy P = (2,-1,0), v = (1,0,—1), @ — P = (—2,2,1). Obliczamy
n=(1,0,-1) x (=2,2,1) = (2,1,2).
Roéwnanie ptaszczyzny wynosi
2r —2)+(y+1)+2:2=0 <<= 2zx+y+22=3.
Punkt @ spelnia je, bo 0 + 1 + 2 = 3. Dla dowolnego punktu prostej lewa strona jest réwna
22+1t) —142(—t) = 3.
Ptaszczyzna przez prostg, prostopadta do danej ptaszczyzny

Jedli szukana plaszczyzna zawiera kierunek wu i jest prostopadia do plaszczyzny o normalnej ng, jej
normalna m musi spetniaé
m-u =0, m-ng = 0.

Gdy u x ng # 0, mozemy wzia¢ m = u X ng. Gdy u jest réwnoleglty do ng, te dwa warunki sg zalezne
i kazda plaszczyzna zawierajaca prosta jest prostopadta do danej.

Przyktad 14.2. Warunek zawierania i prostopadfosci

Szukamy plaszczyzny przez powyzsza prosta L, prostopadlej do 2z — y + 3z = —1. Liczymy
uxng=(1,0,-1) x(2,-1,3) = (—-1,-5,-1).
Wybieramy przeciwna normalna m = (1,5, 1). Réwnanie to
(x—=2)+5@y+1)+2=0 <= x+5dy+z=-3.

Kontrola: m-u =1—1 =0 oraz m-ng = 2 — 5+ 3 = 0. Podstawienie punktu bazowego daje
2—-5=-3.
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Ptaszczyzna symetralna i sfera przez cztery punkty

Punkty réwnoodlegle od réznych A, B spetiaja || X — A||? = || X — B||%. Po rozwinieciu i skréceniu
1X 1%
2X (B - A) = || BI? - [|Al*

Jest to plaszczyzna prostopadia do B — A, przechodzaca przez srodek odcinka AB, czyli plaszczy-
zna symetralna odcinka.

Srodek sfery przez cztery punkty
Dla afinicznie niezaleznych A, B, C, D $rodek O wyznacza uklad liniowy

20 - (B - A) =||B|* — ||A]”%,
20-(C - A)=|IC|I* - IAI,
20 - (D — A) = || D> - | Al>

Niezaleznosé¢ trzech réznic zapewnia jedyne rozwiazanie. Promieni obliczamy jako R = ||O — A].

Przykfad 14.3. Sfera opisana na czworoScianie
Dla A =(0,1,0), B = (1,3,0), C = (0,4,1), D = (1,0, 1) normy kwadratowe to kolejno 1, 10,17, 2.
Otrzymujemy
xo + 2yo = 9/2,
3yo + zo = 8§,
o — Yo +zo0 = 1/2.
Z dwoch pierwszych réownan o = 9/2 — 2yp i zo0 = 8 — 3yo. Po podstawieniu do trzeciego:

9 1
5—2yo—yo—|—8—3yo:§ = 6yp = 12.

Zatem O = (3

$.2,2),a R? = (3)? + (2 — 1)2 4 22 = 21/4. Szukana sfera to

(w—;>2+(y—2)2+(z—2)2:241.

Kontrola dla D: (1 —2)2+ (0 —2)2 + (1 — 2)2 = 21/4. Analogicznie dla B, C otrzymujemy te sama
wartos¢.

Warunek nielezenia czterech punktéw w jednej plaszczyznie jest istotny. Dla czterech wspoiplasz-
czyznowych punktéow uktad moze by¢ sprzeczny lub mieé¢ wiele rozwigzan; sama liczba punktow nie
gwarantuje jednej sfery.
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15 Cwiczenia z petnymi rozwigzaniami

Cwiczenie 1. Pfaszczyzna i pole tréjkata

Wyznacz plaszezyzne przez P = (1,0,1), Q = (2,1,1), R = (1,1, 2) oraz pole tréjkata PQR.

Rozwigzanie. Obliczamy dwa kierunki: w = @ — P = (1,1,0), v = R — P = (0,1,1). Hloczyn
wektorowy to
n=uxv=(1,-1,1) #0.

Punkty nie sa wspotliniowe. Réwnanie plaszczyzny:
(z—1)—y+(z—1)=0 <= z—-y+z=2
‘s .1 . . . P .y . . . o
Pole trojkata wynosi 1||n| = v/3/2. Mozemy je réwniez sprawdzi¢, uzywajac |lul| = [[v] = V2,
cosf =1/21 P = 5|ull[jv]| siné.

Cwiczenie 2. Rzut poczatku uktadu i jego odbicie

Znajdz rzut punktu O = (0,0,0) na plaszczyzne x — y + z = 2, odleglos$é od tej plaszczyzny oraz
punkt symetryczny do O.
Rozwigzanie. Dla n = (1, —1,1) mamy |[n|> =3in O —d = —2. Zatem
-2 2 22 2
H=0—-—n=\(z,—%,-), d(O,1l) = —.
3" <3 3 3> O =z

Kontrola: 2/3 — (=2/3) 4+ 2/3 = 2, wigc H € II. Punkt symetryczny to O' = 2H — O =
(4/3,—4/3,4/3). Jego odleglosé zorientowana ma przeciwny znak: n - O’ —2 = 4 — 2 = 2, podczas
gdy dla O wynosita w liczniku —2.

Cwiczenie 3. Wspoétptaszczyznowos¢ z parametrem

Dla jakiego a € R punkty A = (0,0,0), B = (1,1,0), C = (0,1,1) i D = (a,0,1) sa wspdlplaszczy-
znowe? Oblicz objetos¢ czworoscianu dla pozostalych wartosci.

Rozwigzanie. Poniewaz A = 0, réznice punktéw maja te same wspotrzedne co B, C, D. Liczymy
Wspolptaszczyznowosé zachodzi dokladnie dla a = —1. Wtedy D spelnia réwnanie plaszczyzny

ABC: z —y+ z = 0. Dla a # —1 objetos¢ wynosi V = |a + 1|/6. Wartos¢ bezwzgledna jest
konieczna, poniewaz znak wyznacznika opisuje orientacje.
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Cwiczenie 4. Sieczna, styczna i prosta roztaczna ze sfera

Zbadaj przeciecie sfery 22 + y? 4+ 22 = 4 z prosta L, = (0,a,0) + R(1,0,0) w zaleznosci od a € R.

Rozwigzanie. Punkt prostej to (¢, a,0). Podstawiamy:
P+a?=4 — t?=4-d

Dla |a| < 2 istnieja dwa punkty (+v4 — a?,a,0). Dla |a| = 2 prosta jest styczna w (0,a,0). Dla
|a] > 2 nie ma punktéw wspélnych. Geometryczna kontrola: odleglosé érodka sfery od L, wynosi
|a], a promien jest réwny 2.

Cwiczenie 5. Parametr decydujacy o sko$nosci prostych

Zbadaj L1 =R(1,0,0) i Ls = (0,1,a) + R(0, 1,0). Wyznacz ich odleglo$¢ i najblizsze punkty.

Rozwigzanie. Kierunki maja iloczyn wektorowy (0,0, 1), a wektor miedzy punktami bazowymi to
w = (0,1, a). lloczyn mieszany wynosi a. Dla a = 0 proste przecinaja sie w (0,0,0). Dla a # 0 sa
skosne, a odleglosé to |al.

Dla punktéw (¢,0,0) i (0,1 + s,a) wektor laczacy wynosi (—t,1 + s,a). Prostopadlosé do obu
kierunkéw daje t = 0, s = —1. Najblizsze punkty to (0,0,0) i (0,0, a). Dla a # 0 wspd6lna prostopadla
jest o$ z.

Cwiczenie 6. Okrag w ukosnej ptaszczyznie

Opisz i sparametryzuj przeciecie sfery (z —1)2 4 (y — 1)2+ (2 — 1)? = 4 z plaszczyzna x +y + 2z = 0.

Rozwiazanie. Srodek sfery to S = (1,1, 1), promienn R = 2, a normalna plaszczyzny ton = (1,1, 1).
Rzut $rodka:

- S
C=5— ﬁn = (0,0,0), h=+3
n
Przekréj jest okregiem o promieniu p = /4 —3 = 1. Wektory e = (1,—1,0)/v2 oraz f =
(1,1,—-2)/v/6 sa jednostkowe, wzajemnie prostopadte i prostopadle do n. Parametryzacja to
t int
X() =201, -1,0)+ 20 (1,1,-2),  0<t<2m

V2 V6

Suma wspétrzednych jest zerowa, a || X (t)||? = 1. Dlatego | X () — S||> =1+ 3 — 2X(t) - S =4, co
sprawdza oba réwnania.
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16 Karta wzoréw i wyboér metody

W tabeli L = P4+Ru, II: n- X =d, u,n # 0. Dla drugiej prostej piszemy Lo = Q+Rviw=Q— P.

Wielkos¢ lub obiekt Wzér / warunek
Tloczyn skalarny UV = ULV + UgVg + U3V3
Tloczyn wektorowy u X v = (UugV3 — UgV2, U3V — UIV3, UJV2 — UgV1)

Normalna ptaszczyzny ABC (B — A) x (C — A); musi by¢ niezerowa

Pole tréjkata ABC (B - A) x (C—A)|
Objetoé¢ czworoscianu H((B—A)x (C—A))-(D-A)
Rzut punktu @) na L P+ (@ |—u1|92) v
Odleglosé punktu od L (@ _an x v
Rzut punktu P na II P — %n
Odlegtosé punktu od II i ||];||_ d
Odbicie punktu w II P - ZWn
Proste nieréwnolegle d(L,Ly) = Jw- (u x v)|
[[ux v]|
Proste réwnolegte d(L,Ls) = ||w;<”u||
Réwnolegte plaszczyzny d(TI,115) = d2||;”d d dla wspoélnej normalnej n
Kat prosta—prosta cosa = |u-v|/(|Jull]|v])
Kat prosta—plaszczyzna siny = |u - n|/(||u||||n])
Kat plaszczyzna—plaszezyzna cos 8 = |n1 - na|/(||n1]]]|n2|])

Jak rozpoczaé rozwiazanie?
1. Wyznacz punkt bazowy i kierunek prostej albo normalna ptaszczyzny.
2. Sprawdz niezalezno$¢ kierunkdéw, réwnolegltosé i zgodnos$é réwnan.

3. Do katow uzyj iloczynu skalarnego; do normalnych i pél wektorowego; do wspdiptaszezy-
znowosci i objetodci mieszanego.

4. Przy odleglosci wyznacz rzut lub wspélng prostopadia.

5. Sprawdz wynik przez podstawienie oraz warunek prostopadtosci.
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