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Eliminacja
Gaussa

Wyktady 3—4

Teoria, algorytmy i rozwiazane przyktady

_ 1 * 0 * 0 by |
0 0 1 * 0 bo
0 0 0 0 1 bs
0 0 0 0 0 0

pivoty — zmienne gléwne — rozwiazania

Od ukfadu réwnain do petnego zbioru rozwigzan

Przyktady obliczone krok po kroku, uzasadnienie operacji na wierszach, posta¢ schodkowa i zre-
dukowana, uklady z parametrem oraz interpretacje geometryczne. Kazdy wynik jest opisany
jako pelny zbiér rozwigzan.

Zakres: uklady réwnan liniowych, macierze rozszerzone, eliminacja Gaussa i Gaussa—Jordana,
zmienne gléwne i wolne, uklady jednorodne oraz kryteria liczby rozwigzan.

Notatki mozna czytac kolejno albo korzystac ze spisu tresci i konicowego zestawienia wzordéw. Rysunki
pokazuja geometryczny sens najwazniejszych pojec.
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Oznaczenia i zatozenia

K oznacza cialo, np. R, C lub cialo skonczone Z, dla pierwszej liczby p. Jezeli nie napisano
inaczej, przyktady liczbowe rozwiazujemy nad R.

m jest liczba réwnan, n liczbg niewiadomych. Macierz wspotczynnikow A ma rozmiar m X n,
a macierz rozszerzona [A | b] ma rozmiar m X (n + 1). Symbol R; oznacza caly i-ty wiersz
macierzy rozszerzonej.

Jak korzystac z notatek

Najpierw przesledz cztery przyktady wprowadzajace: zadanie o zwierzetach, uktad z jednym rozwia-
zaniem, uklad z parametrem swobodnym i uklad sprzeczny. Nastepnie przeczytaj definicje postaci
schodkowych i ogdlny algorytm. Na koncu wréé do uzupetnien: uktadéw jednorodnych, parametru
we wspolczynnikach oraz rachunkéw w innych ciatach.

Najwazniejsza zasada: po eliminacji najpierw sprawdz, czy nie powstalo réwnanie 0 = ¢ z ¢ # 0.
Dopiero w uktadzie niesprzecznym wprowadzaj parametry dla zmiennych wolnych.
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1 Po co eliminowaé niewiadome?

Przyktad 1.1. Kury i koty

Na podworku jest 10 zwierzat: kury i koty. Lacznie maja 28 nég. Oznaczmy przez x liczbe kur,
a przez y liczbe kotéw. Wtedy

r +y = 10,

2 + 4y = 28.

Drugie réwnanie dzielimy przez 2, a nastepnie odejmujemy od niego pierwsze:

x+y =10, x4+ y =10, r =06,
— <~
r+2y=14 y=4 y = 4.
Odpowiedz: 6 kur i 4 koty. Sprawdzenie: 6 +4 =10 oraz 2-6 +4 -4 = 28.

1.1 Co oznacza rachunek 28/2 — 10 = 4?
Liczba 28/2 = 14 to liczba par ndg. Kazda kura ma jedna pare, a kazdy kot dwie. Gdy od liczby

par nég odejmiemy liczbe zwierzat, od kazdej kury zostanie 1 — 1 = 0, a od kazdego kota 2 —1 = 1.
Roéznica jest wiec doktadnie liczba kotow. To ta sama eliminacja, tylko opisana slowami.

1.2 Obraz geometryczny

Kazde rownanie wyznacza prosta na plaszczyznie. Rozwiazanie uktadu jest punktem wspélnym obu
prostych.

z+y=10

Eliminacja zachowuje punkt wspélny rownan, cho¢ same proste moga si¢ zmienic.

Celem metody Gaussa jest zastapienie ukladu innym uktadem o tym samym zbiorze rozwigzan,
z ktorego tatwiej odczytaé niewiadome.
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2 Zapis uktadu za pomoca macierzy

2.1 Ukfad liniowy i macierz rozszerzona
Ogdlny uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi nad K ma postaé

a11x1 + -+ - + a1, = by,

Am1Z1 + -+ QT = by

Wspoéltezynniki a;; i wyrazy wolne b; naleza do K. Niewiadome wystepuja w pierwszej potedze; nie

mnozymy ich przez siebie. Rozwiazanie to wektor z = (z1,...,,)7 spetiajacy wszystkie réwnania
jednoczesnie.
b1 ailr -+ aip | b1
A= (aij) S Kmxn’ b= , [A | b] =
bim Am1 " Qmn | bm
Krétki zapis Az = b oznacza dokladnie powyzszy uklad; i-ta wspdélrzedna Az to Z}Ll ai;T;.
2.2 Wiersze, kolumny i indeksy
Formalnie macierz m x n to funkcja {1,...,m} x {1,...,n} — K, przypisujaca parze (i, j) element

a;;. Pierwszy indeks wskazuje wiersz, drugi kolumne.

Przykfad 2.1. Odczytywanie macierzy: uzupetnienie
kolumna j =3

1 0 2 -1

3 4 0 wiersz 1 = 2

Macierz ma rozmiar 3 x 4. Jej element ass = 6, drugi wiersz to (3,4,6,0), a trzecia kolumna to
(2,6, 1)T.

Wazne przy przepisywaniu uktadu

W macierzy trzeba zachowaé kolejnos¢ niewiadomych i wpisaé¢ zera tam, gdzie odpowiednia nie-
wiadoma nie wystepuje. Kolumna b nie jest kolumna kolejnej niewiadomej. Macierz rozszerzona
ma o jedng kolumne wiecej niz A.
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3 Operacje elementarne na wierszach

Wykonujemy tylko takie przeksztalcenia, ktore mozna odwrocié. Wszystkie dotycza calego wiersza,
lacznie z prawg strong réwnania.

Trzy dozwolone operacje

1. Zamiana wierszy: R; <> R;, i # j.

2. Mnozenie wiersza: R; + AR;, gdzie A\ # 0.

3. Dodanie wielokrotnos$ci innego wiersza: R; <~ R; + AR;, gdzie ¢ # j, A € K.

W trzeciej operacji A = 0 jest dozwolone, lecz niczego nie zmienia.

3.1 Dlaczego zbiér rozwigzan sie nie zmienia?

Zamiana rownan tylko zmienia ich kolejnosé; jej odwrotnodcia jest ponowna zamiana. Mnozenie
przez niezerowe A odwracamy, mnozac przez A\ .

W trzeciej operacji réwnanie L;(x) = b; zastepujemy réwnaniem

pozostawiajac L;(x) = bj. Kazde stare rozwiazanie spelnia nowy uklad. Odwrotnie, od nowego
réwnania odejmujemy A razy niezmienione réwnanie j, odzyskujac L;(x) = b;. To dowodzi réwno-
waznosci w obie strony.

Przyktad 3.1. Dlaczego nie mnozymy wiersza przez zero?

Roéwnanie x = 1 ma jedno rozwigzanie. Po pomnozeniu obu stron przez zero dostajemy 0 = 0, ktore
spelnia kazde z. StraciliSmy informacje i nie mozemy jej odzyska¢ z nowego réwnania.

3.2 Co znaczy strzatka przy macierzy?

Zapis Ry < Ro — 3R; oznacza zastapienie tylko drugiego wiersza réznica jego starej wartosci i trzy-
krotnosci pierwszego wiersza. Na przyktad

1 2 4 R2<—R2—3R1 1 2 4
B — .
3 713 0 1|1

Nowy wyraz wolny wynosi 13—3-4 = 1, tak samo jak pozostate elementy obliczony z catego wiersza.

Uwaga

W tych notatkach strzaltki opisuja operacje na wierszach, nie na kolumnach. Dowolna operacja
na kolumnach moze zmienié¢ znaczenie zmiennych i zwykle nie zachowuje tych samych rozwiazan
x.
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4 Przyktad z jednym rozwigzaniem

Przyktad 4.1. Eliminacja trzech niewiadomych

Rozwiazujemy
20 —y + 22 =9, 2 1 2 9
x—2y+3z2=8, My=|1 -2 3| 8
3r—y—z=—1. 3 -1 —1]-1

Krok 1. Przygotowanie pierwszego elementu prowadzacego

Dzielimy pierwszy wiersz przez 2:

1 -1 1] 2
R1(—%R1 2 2
My——— |1 -2 3| 8
3 -1 —-1|-1
Krok 2. Usuniecie z z dwéch pozostalych réwnan
Wykonujemy Ro < Ry — R1 i R3 < R3 — 3R;:
1 -1 1 %
5
DT 24
0 35 —4|-5

Na przyklad trzeci wiersz obliczamy jako

(3,~1,—1]-1)=3(1,-3,113) =(0,3,-4|-%).

Krok 3. Przygotowanie drugiego pivota i usuniecie y

_1 9 1 9

Ry+—2Ry (1) i _i K. R3+R3—1Ry (1) i _i 2
1| 2 10 | _ab

0 5 —4|-5 0 0 -3 |-F

W ostatnim wierszu uzyliSmy —4 +2/3 = —10/3 oraz —29/2 4 7/6 = —40/3. OtrzymaliSmy posta¢
schodkowa: pod kolejnymi elementami prowadzacymi sa zera.

Jak dobieramy mnoznik?

Jezeli pivot wynosi 1, a pod nim znajduje si¢ ¢, to odejmujemy c razy wiersz pivota. Nowy
element wynosi ¢ —c-1 = 0. W trzecim wierszu powyzszego przyktadu c = 3.
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4.1 Podstawianie wsteczne

Ostatnia macierz odpowiada uktadowi

4 7
T3FT T3
10 40
Czytamy go od dotu:
40 10
= e _— :4
() (%) -+
7T 4 9
= —— —~4:—:3
y=T3T3tT3TY
9 1
x 2+23

Wynik

Uktad ma doktadnie jedno rozwiazanie: ‘(x,y, z)=(2,3,4) ‘ Kazda z trzech niewiadomych

zostala wyznaczona jednoznacznie.

4.2 Alternatywa: eliminacja Gaussa—Jordana

Zamiast podstawia¢, mozna dalej wykonywaé operacje na wierszach. Najpierw Rg < —%Rg, a po-
tem zerowanie nad trzecim pivotem:

1 9 Ri+Ri1—R _1 1
L= Lol miimisr, | 72 V9
0 I 3|3 | ———1|0 1 013
0 O 1 4 0 0 1]4
Na koniec zerujemy wyraz nad drugim pivotem:
1 0 0|2
WAL I
00 114

To zredukowana posta¢ schodkowa. Wynik mozna odczytaé¢ bez podstawiania.

4.3 Sprawdzenie w wyjSciowym ukfadzie

2-2—-342-4=09, 2—-2-343-4=8, 3-2—-3—-4=-1.
Wszystkie trzy rownosci sa spelnione.

Wybér pivota moze uprosci¢ rachunki

Mozna byto zaczaé od zamiany pierwszych dwoch wierszy, wykorzystujac gotows jedynke przy
z. Nie ma jedynej poprawnej kolejnosci eliminacji. W obu przypadkach rozwigzanie musi by¢
takie samo.
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5 Parametr swobodny i sprzecznosc¢

5.1 Ukftad z nieskonczenie wieloma rozwigzaniami

Przyktad 5.1. Zamiana wierszy i jedna zmienna wolna

Rozwazmy uktad

To + x3 =5,
201 + 2x9 —x3 =1,
2x1 + 3z2 = 6.

Pierwszy element macierzy jest zerem, dlatego zaczynamy od zamiany wierszy:

01 1|5 2 2 —1|1
9 9 —1|1 | Be2o g 1 15
23 0l6 23 016

Nastepnie normalizujemy pierwszy wiersz i eliminujemy z; z trzeciego:

Rl%%}h R3<+R3—2R;
S b i

_1
2
1
1

N O =
— ==
(S ENG AN L

1
2
)
6

S =N

1 1
1 0
3 0

Drugi i trzeci wiersz sa takie same. Wykonujemy R3 <— R3 — Ry oraz Ry < R; — Ro:

O oW
O wolo

10 3...__ 9
0 1 = (T Ty
0 0 T9 + x3 = 5.

Ostatni wiersz oznacza 0 = 0, wiec nie naklada zadnego nowego warunku. Zmienne 1, z2 sa gtéwne,
a 3 jest wolna. Przyjmujemy z3 = t:

9 3
T =-5t5h T2 =5—1, T3 =t, teRr.

W zapisie wektorowym zbiér rozwiazain jest prosta w R3:
_9 3
2 2
T = 5 |+t -1}, teR.
0 1
5.2 Sprawdzenie catej rodziny rozwigzan

Dla dowolnego t trzy lewe strony przyjmuja wartosci

(5-t)+t=05, 2<—3+2t)+2(5—t)—t:1,

9 3
2(—= 42t —1) =6.
<2+2)+3(5 )=6

Kazde t daje zatem rozwiazanie. Rézne t daja rézne wektory, bo ich trzecie wspdtrzedne sa rozne.
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5.3 Ukftad sprzeczny

Przyktad 5.2. Ta sama macierz wspotczynnikéw, inna prawa strona

Zmienmy wylacznie trzecie réwnanie:

To + x3 = 9,
221+ 2x9 — 23 =1,
2x1 + 320 =T.

Po R; & Ry, Ry + %Rl i R3 + R3 — 2R otrzymujemy

[ N
S Ul

01 115 11
2 2 —-1]|1 — [ 0 1
23 017 01

Teraz R3 < R3 — R oraz R; + Ry — Ry daja

O O =
O = O
O = lw
— otlo

Ostatni wiersz to réwnanie 0xy + Oz + Ox3 = 1, czyli 0 = 1. Zaden wektor nie moze go spelniaé.
Uktlad nie ma rozwigzan.
5.4 Sprzeczno$¢ mozna réwniez zobaczy¢ przed eliminacja
Dodajmy pierwsze dwa réwnania:
(1:2 —l—l’g) + (2%1 + 229 — xg) =5+1,

czyli 2x1 + 3x2 = 6. Trzecie réwnanie wymaga réwnoczesnie 2x1 + 3x2 = 7. Odejmujac te warunki,
otrzymujemy 0 = 1. Eliminacja systematycznie wykrywa doktadnie taka niezgodnosc.

Dwa wiersze o zupetnie innym znaczeniu

0 ---0]0] +—— 0=0: warunek zawsze prawdziwy,
0--0]cl, c#0 «— 0=c: sprzecznosé.

Niezerowy wyraz wolny jest problemem tylko w wierszu, w ktérym wszystkie wspélczynniki
przy niewiadomych sqg zerowe.

5.5 Dlaczego nie wystarczy policzy¢ zmiennych wolnych?

W obu powyzszych przykiadach macierz wspétczynnikéw ma pivoty w dwoch kolumnach. Jednak
tylko pierwszy uktad jest niesprzeczny. W drugim nie wolno przedstawia¢ rodziny rozwiazan z pa-
rametrem, ignorujac ostatni wiersz.

Kolejnos$é odczytywania wyniku: sprawdzenie sprzecznosci, wybor zmiennych wolnych, a na-
stepnie wyznaczenie zmiennych gltéwnych.
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6 Postacie schodkowe i algorytm

6.1 Element prowadzacy, czyli pivot

W niezerowym wierszu element prowadzgcy to pierwszy niezerowy element od lewej. W trakcie
eliminacji wybrany element prowadzacy nazywamy rowniez pivotem.

Definicja 6.1 (Posta¢ schodkowa, REF). Macierz ma postaé¢ schodkows, jesli:
1. wszystkie wiersze zerowe sa pod wierszami niezerowymi;

2. pivot kazdego kolejnego niezerowego wiersza lezy w kolumnie o wiekszym numerze niz pivot
wiersza poprzedniego;

3. pod kazdym pivotem sg zera.
Pivoty nie musza by¢ réwne 1, a nad nimi moga wystepowac liczby niezerowe.

Definicja 6.2 (Zredukowana postaé¢ schodkowa, RREF). Macierz ma zredukowana postaé schod-
kowa, jesli ma postaé¢ schodkowa, kazdy pivot jest réwny 1 i jest jedynym niezerowym elementem
w swojej kolumnie.

Przyktad 6.1. Poréwnanie postaci schodkowej i zredukowanej

0 2 4 1 0|5 01 2 0 0|2
0 00 —3 619 . 0 001 0|1
0 0O 0 2|4 0 00 0 1|2
0 00 0 0|0 0 00 0 0]O0
postaé S?ZI’IOdkOWa postaé zredukowana

Kolumny gléwne maja numery 2,4,5. Pierwsza kolumna jest zerowa, lecz macierz ma poprawna
posta¢ schodkowa: schodki nie musza zaczynaé sie w pierwszej kolumnie ani przesuwaé o dokladnie
jedna kolumne.

Redukcja daje kolejno x5 = 2, x4 = 1 oraz xo + 2x3 = 2. Zmienne x; i x3 pozostaja wolne.

Dwa sposoby konczenia obliczen

Gauss: zerujemy pod pivotami, a nastepnie stosujemy podstawianie wsteczne.
Gauss—Jordan: dodatkowo normalizujemy pivoty i zerujemy nad nimi, uzyskujac wynik do
bezposredniego odczytania.

Uwaga

Rozrézniaj postaé schodkowa calej macierzy [A | b] i redukeje tylko jej czesci wspolezynnikowej.
Pivot w ostatniej kolumnie macierzy rozszerzonej oznacza sprzecznosé, a nie nowa zmienng
gléwna.

10
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6.2 Algorytm eliminacji Gaussa
Rozpatrujemy [A | b]. Niech k£ = 1 oznacza pierwszy jeszcze niewykorzystany wiersz. Kolumny
wspblezynnikéw przegladamy od lewej do prawej, czyli j = 1,...,n.
1. Znajdz pivot. W kolumnie j szukaj wiersza ¢ > k z niezerowym elementem a;;. Jedli taki
wiersz nie istnieje, pomin te kolumne i przejdz do nastepnej, nie zmieniajac k.
2. Ustaw go we wlasciwym miejscu. Zamien R; z Rj. Otrzymany element ay; # 0 jest pivotem.
3. Wyzeruj elementy pod pivotem. Dla kazdego i > k wykonaj
s
Rz’ — Ri — le.
[

Jedli najpierw podzielisz Ry przez ay;, wzoér upraszcza sie do R; < R; — a;j Ry,.

4. Przejdz nizej. Zwigksz k o 1 i szukaj kolejnego pivota w nastepnych kolumnach. Jesli £ > m,
eliminacja jest zakonczona.

5. Sprawdz koncowe wiersze. Wiersz [0 --- 0| ¢| z ¢ # 0 oznacza brak rozwigzan. Jesli takich
wierszy nie ma, wykonaj podstawianie wsteczne albo dalsza redukcje Gaussa—Jordana.

6.3 Dlaczego algorytm zawsze sie konczy?

Kazdy nowy pivot lezy w wierszu nizszym i w kolumnie bardziej na prawo. Moze wiec by¢ ich co
najwyzej min(m,n). Puste kolumny pomijamy, a liczba kolumn réwniez jest skoniczona.

Po ustaleniu pivota wszystkie wiersze ponizej maja zera w jego kolumnie. PézZniejsze wiersze pivotowe
same maja zera w poprzednich kolumnach gtéwnych, wiec ich dodawanie nie niszczy juz uzyskanych
zer. Indukcyjnie otrzymujemy postaé¢ schodkows.

6.4 Jak dokonczy¢ redukcje Gaussa—Jordana?

W niesprzecznym ukltadzie przechodz po pivotach od ostatniego do pierwszego. Podziel wiersz przez
pivot, a nastepnie wyzeruj wszystkie elementy nad nim. W rezultacie w kazdej kolumnie gltéwnej
zostanie jedna jedynka.

Co robimy z zerem w miejscu planowanego pivota?

Szukamy niezerowego elementu nizej w tej samej kolumnie. Jesdli go nie ma, pomijamy kolumne.
Nie dzielimy przez zero i nie konczymy calej eliminacji tylko dlatego, ze jedna kolumna jest
juz zerowa w aktywnych wierszach.

6.5 Uwaga o obliczeniach numerycznych

W rachunkach doktadnych wystarczy dowolny niezerowy pivot. W obliczeniach zmiennoprzecin-
kowych czesto wybiera sie sposréd dostepnych elementéw w danej kolumnie ten o najwiekszym
module. Jest to czeSciowy wybdr elementu gtéwnego, ktory pomaga ogranicza¢ wpltyw zaokraglen.
W recznych obliczeniach warto zachowywaé¢ utamki doktadne.

11
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7 Odczytywanie rozwiazan i ich liczby

7.1 Zmienne gtéwne i wolne

Niech niesprzeczny uklad ma r pivotow w macierzy wspotczynnikéw. Zmienne odpowiadajace ich
kolumnom sa gf{éwne. Pozostale n — r zmiennych sa wolne: kazda moze niezaleznie przyjaé¢ dowolna
wartosé z K.

W postaci zredukowanej réwnanie pivotowe ma postaé

Ty + Y cijry = di,
JjeEF

gdzie p; jest numerem kolumny gléwnej, a F zbiorem numeréw kolumn wolnych. Po wybraniu
z; = tj dla j € F mamy jednoznacznie

$pi = d,; — Z Cijtj.

JEF

Przyktad 7.1. Trzy parametry i pominieta pierwsza kolumna

Zatézmy, ze po redukcji uzyskalismy

0120 —-1| 3
0001 4]-2
0000 0] O

Mamy n = 5, r = 2, zmienne gléwne 9, x4 i wolne x1,x3, x5. Wybieramy niezalezne parametry
x1 = s, x3 =t, 5 = u. Odczytujemy

To + 223 — x5 = 3, T4 + das = —2,

wiec
r=(s, 3—2t4u, t, =2 —4u, u)?, s, t,u € K.

Roéwnowaznie

0 1 0 0

3 0 -2 1

z=]10|+s|0]+¢] 1 | +u]| O
-2 0 0 —4
0 0 0 1

Sprawdzenie: (3 — 2t +u) + 2t —u = 3 oraz (—2 — 4u) + 4u = —2. Kazdy wybo6r parametréw daje
rozwigzanie i kazde rozwigzanie powstaje w ten sposéb.

Parametry muszg by¢ niezalezne

Nie nalezy podstawiaé¢ jednego wspolnego parametru za wszystkie zmienne wolne, np. z1 = 3 =
xs = t. Taki zapis narzuca dodatkowe réwnosci i zwykle opisuje tylko czes¢ zbioru rozwiazan.
Liczba niezaleznych parametrow to n — r.

12
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7.2 Rzad macierzy i kryterium zgodnosci

Liczbe pivotéw w postaci schodkowej macierzy A nazywamy jej rzedem i oznaczamy rank A. Nie
zalezy ona od wyboréw dokonanych w poprawnej eliminacji. W szczegélnosci rank A < min(m,n).

Twierdzenie 7.1 (Kryterium Kroneckera—Capellego). Uklad Az = b ma rozwiazanie wtedy i tylko
wtedy, gdy
rank A = rank[A | b].

Jedli jest niesprzeczny i r = rank A, to ma n — r zmiennych wolnych.

Dowdd. Pivot w ostatniej kolumnie macierzy rozszerzonej odpowiada wierszowi [0 -+ 0] ¢], ¢ # 0.
Zwieksza rzad i oznacza sprzeczno$é. Gdy takiego pivota nie ma, po ustaleniu wszystkich zmiennych
wolnych pozostate niewiadome mozna wyznaczy¢ z kolejnych réwnan, zaczynajac od dotu. O

7.3 Klasyfikacja nad ciatem nieskonczonym

Dla K =R, C lub innego ciala nieskonczonego:

Warunek po eliminacji ‘Whniosek

Wiersz [0 --- 0| ¢, c#0 Uklad sprzeczny: zero rozwiazan.

Brak sprzecznoéci i r =n Uktad oznaczony: dokladnie jedno rozwiazanie.
Brak sprzecznosci i r < n Uktad nieoznaczony: nieskoniczenie wiele rozwiagzan.

Sama liczba réwnan nie wystarcza: czes¢ z nich moze powtarza¢ informacje z pozostatych. Decyduje
liczba pivotéw oraz zgodnosé prawej strony.

7.4 Trzy obrazy geometryczne w dwéch wymiarach

jeden punkt wspoélna prosta brak punktéw wspdlnych

Dla dwéch wlasciwych prostych: przeciecie w punkcie, pokrywanie sie albo réwnoleglo$é¢ bez przeciecia.

W wigkszej liczbie wymiaréw rozwiazania niesprzecznego uktadu mogg tworzy¢ punkt, prosta, ptasz-
czyzne lub przestrzen afiniczng wiekszego wymiaru.

13
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8 Dlaczego dwa rozwiazania daja cata rodzine?

Twierdzenie 8.1. Jesli u,v € K" sa rozwiazaniami Az = b, to dla kazdego t € K wektor u+t(v—u)
rowniez jest rozwiazaniem. Jezeli u # v, rézne wartosci ¢ daja rézne wektory.

Dowdd. Korzystajac z liniowosci mnozenia macierzy przez wektor, dostajemy
A(u+tv—u)) = Au+t(Av — Au) =b+t(b—b) =b.

Jezeli u+t(v —u) = u+s(v —u), to (t — s)(v —u) = 0. Poniewaz przynajmniej jedna wspélrzedna
v — u jest niezerowa, otrzymujemy t — s = 0, a wiec t = s. ]

Nad ciatem nieskonczonym istnienie dwéch réznych rozwiazan oznacza nieskonczenie wiele
rozwiazan. Nad R wektory u + t(v — u) tworza prosta. Dla 0 < ¢ < 1 otrzymujemy odcinek od
u do v.

€2

8.1 Co zmienia sie nad ciatem skoficzonym?

Przykfad 8.1. Doktadnie dwa rozwigzania nad Z,

W ciele Zy = {0,1} dzialania wykonujemy modulo 2. Réwnanie z; + z2 = 0 ma dokladnie dwa
rozwigzania:
(z1,22) = (0,0) oraz (1,1),

bo 1+ 1 =0 w Z,. Parametr wolny przyjmuje tylko wartosci 0 i 1.

Ogodlnie, jesli ciato ma q elementéw, niesprzeczny uklad z n — r zmiennymi wolnymi ma dokltadnie

n—r

q

rozwigzan. Kazdy z n —r niezaleznych parametrow ma ¢ mozliwosci, a zmienne gtéwne sg nastepnie
wyznaczone jednoznacznie.
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9 Ukftady jednorodne i struktura rozwigzan

9.1 Definicja i rozwigzanie zerowe

Uktad jest jednorodny, jesli ma postaé Ax = 0, czyli wszystkie wyrazy wolne sa zerowe. Jedli b # 0,
uktad Ax = b jest niejednorodny.

Kazdy uktad jednorodny ma rozwigzanie zerowe x = 0, bo A0 = 0. Nie moze wigc byé sprzeczny.

Ma tylko rozwiazanie zerowe dokladnie wtedy, gdy nie ma zmiennych wolnych, czyli rank A = n.

Przyktad 9.1. Uktad jednorodny z dwiema zmiennymi wolnymi
Rozwazmy

1+ 229 —x3 + x4 =0,

221+ 4xo + x3 + g = 0,

—x1 — 2x9 + 223 = 0.

Zaczynamy od Ry < Ry — 2R, R3 < Rs + Ry:

1 2 -1 110 1 2 -1 110
4 1 5|0 —100 3 3|0
-1 -2 2 0|0 00 1 1j0

Zamieniamy Ry <> R3, nastepnie wykonujemy R3 + R3 —3Rs i Ry + R + Ro:

1
0
0

S O N

0
1
0

S = N
o O O

Kolumny gtéwne maja numery 1,3; przyjmujemy xo = s, 4 = t. Z réwnan x; + 2x9 + 2z4 = 0,
r3 4+ x4 = 0 dostajemy

x=(—2s—2t, s, —t, t)T =s

Wektory przy parametrach sa rozwiazaniami, a kazde rozwigzanie jest ich kombinacja. Sg linio-
wo niezalezne: druga wspolrzedna kombinacji jest réwna s, a czwarta ¢, wiec kombinacja zerowa
wymusza s =t = 0.

Jadro macierzy

Zbiér ker A = {z : Az = 0} nazywamy jadrem macierzy. Suma rozwiazan jednorodnych
i dowolna wielokrotno$¢ takiego rozwiazania sa nadal rozwigzaniami. Jesli Av = Aw = 0, to
A(av + pw) = aAv + fAw = 0.
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9.2 Rozwigzanie szczegélne plus rozwigzania jednorodne

Twierdzenie 9.1. Jezeli p jest jednym rozwigzaniem Ax = b, to pelny zbidr rozwigzan ma postaé

’{m:Am:b}:p—i—kerA:{p—i—v:Av:O}.‘

Dowdd. Jesli Av =0, to A(p+v) = Ap+ Av = b. Odwrotnie, jesli Ax = b, to A(zx —p) = Az — Ap =
b—b=0, wiec x — p € ker A. O

Przyktad 9.2. Ta sama macierz, niezerowa prawa strona

Wezmy macierz wspolczynnikéw z przykltadu 9.1, ale prawa strone b = (3,9, —2)7. Wykonujac te
same operacje na calej macierzy rozszerzonej, otrzymujemy

1 2 -1 1 3 1 2 -1 1|3 1 2 0 2|4
2 4 15 9|—|00 3 3|3]|—|001T1]|1
-1 -2 2 0|-2 00 1 1|1 00 0 O0]O0
Stad x1 =4 —2s —2t, 20 =s,x3=1—1t, x4 = t, czyli
4 -2 -2
0 1 0
=14 +s 0 +t 1| s,t € R.
0 0 1
p

Sprawdzamy rozwiazanie szczegblne: pierwsza lewa strona wynosi 4 — 1 = 3, druga 2-4+4+ 1 = 9,
trzecia —4 4+ 2 = —2. Wektory przy parametrach sa takie same jak dla uktadu jednorodnego.

9.3 Znaczenie geometryczne przesuniecia

Nad R zbiér rozwigzan jednorodnych przechodzi przez poczatek ukladu. Rozwigzania uktadu nie-
jednorodnego, jedli istnieja, tworzg jego przesuniecie. Ponizszy rysunek pokazuje te idee na prostym
przykladzie w R2.

1 +x9=0
D

1+ 22 =3
Ty

Kazde rozwiazanie drugiego réwnania to (1,2) plus rozwiazanie pierwszego.
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9.4 Uktady kwadratowe, nadokreslone i niedookreslone

Uktad jest kwadratowy, gdy m = n; ma tyle samo réwnan co niewiadomych. Sam ten warunek nie
przesadza o liczbie rozwiazan.

Twierdzenie 9.2. Dla macierzy kwadratowej A € K™*" nastepujace warunki sg réwnowazne:
1. rank A = n, czyli pivot wystepuje w kazdej kolumnie;
2. uktad jednorodny Az = 0 ma tylko rozwiazanie zerowe;

3. dla kazdej prawej strony b uktad Ax = b ma dokladnie jedno rozwiazanie.

Dowod. Warunki pierwszy i drugi méwia, ze nie ma zmiennych wolnych. W przypadku kwadratowym
n pivotéw zajmuje wszystkie n wierszy, wiec nie pozostaje zaden wiersz o zerowej lewej stronie, ktéry
moglby wprowadzié sprzeczno$é. Redukcja daje [I,, | ¢| i rozwiazanie x = ¢. Odwrotnie, warunek
trzeci zastosowany do b = 0 daje drugi. 0

9.5 Gdy niewiadomych jest wiecej niz réwnan

Jedli n > m, to r < m < n, wiec istnieje co najmniej jedna zmienna wolna. Uktad niesprzeczny
ma zatem wiecej niz jedno rozwiazanie, a nad cialem nieskoniczonym ma ich nieskonczenie wiele.
Uktad jednorodny z n > m zawsze ma rozwigzanie niezerowe: wystarczy nadaé¢ jednej ze zmiennych
wolnych warto$é 1.

Przyktad 9.3. Wiecej niewiadomych nie gwarantuje zgodnoSci

Uktad z dwiema niewiadomymi 0z +0x2 = 1 man = 2 > m = 1, ale jest sprzeczny. Dla poréwnania
x1 + x2 = 1 ma rozwiazania (1 —t,t), t € R.
9.6 Gdy réwnan jest wiecej niz niewiadomych

Dodatkowe réwnania moga byé konsekwencjami wcezesniejszych albo wprowadzaé¢ niezgodnosé.
Uktad z m > n moze mie¢ jedno rozwiazanie.

Przykfad 9.4. Trzy réwnania i dwie niewiadome

r+y=3,
r—y=1, — z=2, y=1
20 =14

Pierwsze dwa réwnania jednoznacznie wyznaczaja (2, 1), a trzecie jest ich suma. Jedli zastapimy je
przez 2x = 5, uklad stanie si¢ sprzeczny.

Uwaga

Dla macierzy prostokatnej warunek ker A = {0} zapewnia co najwyzej jedno rozwiazanie Az = b.
Trzeba jeszcze sprawdzi¢ istnienie rozwiazania, czyli zgodnosé prawej strony.
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10 Dalsze przyktady obliczeniowe
10.1 Parametr we wspétczynnikach

Przyktad 10.1. Jeden parametr, trzy rézne typy uktadu

Zbadamy w zaleznosci od A € R uklad

r+y+z=1,
THANY+2z2=2,
r+y+A—1)z=X-1.

Odejmujemy pierwszy wiersz od drugiego i trzeciego. Ta operacja jest dozwolona dla kazdego A:

1 1 1 1 1 1 1 1
1 A 1 2|1 —10 A-1 0 1
1 1 A—-1|Ax-1 0 0 A—2]X—-2
Przypadek 1: A £ 11 \#2
Oba potencjalne pivoty sa niezerowe. Z dolnych réwnan dostajemy
_ ! =1 =1 = !
V=57 z=1, T = y—i=-y—7

Ukltad jest oznaczony.

Przypadek 2: A =1

Drugie réwnanie po eliminacji brzmi 0-y = 1. Uklad jest sprzeczny. Nie ma znaczenia, ze pozostate
réwnania mozna osobno rozwiazac.

Przypadek 3: A =2

Drugie réwnanie daje y = 1, a trzecie staje sie 0 = 0. Przyjmujemy z = t; pierwsze réwnanie daje
r = —t. Zatem

((@.y,2)=(~t,1,1), teR]

Parametr Typ uktadu Rozwigzania

A é¢{1,2} oznaczony (=1/(A—=1), 1/(A—=1), 1)
A=1 sprzeczny brak

A=2 nieoznaczony (—t,1,t),teR

Zasada pracy z parametrem: zanim podzielisz przez wyrazenie z parametrem, wydziel przypadki,
w ktérych to wyrazenie jest zerem.
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10.2 Eliminacja w ciele skoiiczonym i nad liczbami zespolonymi

Przyktad 10.2. Rachunki w Z;

Rozwiazmy nad Zs uktad
20 +y =1,
x4+ 2y = 0.
Kazda liczbe redukujemy modulo 5. Najpierw zamiana wierszy, a potem eliminacja:

2 111 R1<Rs 1 210 Ro+Ro—2R, 1 210
— _— )
1 210 2 11 0 2|1

Ostatni wspolezynnik to 1 —4 = —3 =2 (mod 5). Odwrotnoscia 2 jest 3, bo 2-3 =1 (mod 5).

Ro+3R2 1 210 R1<R1—2R> 1 0|4
_— e .
0 113 0 1|3

Zatem (z,y) = (4,3) w Zs. Sprawdzenie: 2-4+3=11=1,44+2-3=10=0 (mod 5).

Przyktad 10.3. Rachunki nad C

Niech i? = —1. Rozwigzujemy
rx+iy =1,
ix+y=0.

Eliminacja pierwszej zmiennej daje

1 i|1 Ro+Ro—iR; 1 i 1
ST Ty
i 110 0 2|—-i|’
poniewaz 1 — i? = 2. Stad
i 1 1 1 1
= —— €Tr — — 1y = _— = -,
Yy ) Y B B
Sprawdzenie: % + i(—%) =1lorazi- % - % =0.

Algorytm jest taki sam nad kazdym cialem. Zmieniaja sie reguty rachunkowe, w szczegdlnosci
sposéb obliczania odwrotnoéci niezerowych pivotow.
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11 Jak zapisac i sprawdzi¢ rozwigzanie?

11.1 Czytelny zapis operacji
Przy kazdej strzaltce zapisz zmieniany wiersz i wykonywana operacje. Jesli kilka wierszy modyfikujesz
przy uzyciu jednego, niezmienianego wiersza pivotowego, mozesz zapisa¢ te operacje razem. Gdy

pozniejszy krok korzysta z nowej wersji wiersza, pokaz go osobno.

Przyktad 11.1. Kolejno$¢ operacji ma znaczenie

1 1]2
1 —-1]0|°
Najpierw R <— Ry — Ry, a potem R; + Ry + %Rg, juz z nowym drugim wierszem:
1 1 2 . 1 0 1
0 —2| -2 0 —2|-2|"°

Odczytujemy x = 1, y = 1. Zapisanie obu dzialan bez wskazania kolejno$ci moze prowadzi¢ do
uzycia innej wersji Ro, wiec warto pokazac¢ stan posredni.

Zacznijmy od

11.2 Wynik powinien opisywa¢ caty zbior

o Gdy wystapi sprzecznosé, wskaz wiersz 0 = ¢, ¢ # 0, i napisz, ze zbidr rozwigzan jest pusty.
¢ Dla ukladu oznaczonego wypisz wszystkie wspétrzedne rozwigzania.
e Przy zmiennych wolnych podaj pelna parametryzacje i dziedzing parametréw. Samo znalezienie

jednego rozwigzania nie konczy zadania.

W parametryzacji x = p-+t1v1+- - - +1,v} mozna sprawdzi¢ oddzielnie Ap = bi Av; = 0 dla kazdego
j. Aby mie¢ pewnosé, ze sa to wszystkie rozwiazania, wyprowadz parametryzacje z réwnowaznej
postaci schodkowej i uzyj wszystkich zmiennych wolnych.

11.3 Kontrola wiersza podczas obliczen

Jedli operacja ma usunaé element w kolumnie j, oblicz najpierw tylko ten element. Powinno wyjsé
zero. Nastepnie przelicz pozostate kolumny oraz prawa strone. Na koncu sprawdz, czy nie zniszczono
zer we wezesniejszych kolumnach gltéwnych.

Krétka kontrola koncowa

1. Czy wszystkie operacje obejmowaty takze kolumne b7

2. Czy kazdy dzielnik byl niezerowy w rozpatrywanym przypadku?
3. Cuzy sprawdzono wszystkie wiersze, takze zerowe po lewej stronie?
4. Czgy liczba niezaleznych parametréw wynosi n — r?
5

. Czy wynik spelnia wyjéciowe rownania?
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A Zestawienie: algorytm i liczba rozwigzan

Schemat postepowania

1. Zapisz [A | b] w ustalonej kolejnosci niewiadomych. 2. Eliminuj ponizej kolejnych nieze-
rowych pivotéw. 3. Sprawdz zgodnosé. 4. Wybierz zmienne wolne. 5. Wyznacz
zmienne gléwne. 6. Sprawdz wynik.

Dozwolone operacje na catych wierszach

RiHRj, R; +— AR; ()\750), Ri(—Ri—i—)\Rj (Z;ﬁ])

Najwazniejsze kryteria

Az = b jest niesprzeczny <= rank A = rank[A4 | b],
liczba zmiennych wolnych = n —rank A (dla ukladu niesprzecznego),
Az =0 ma tylko x =0 <= rank A = n,
{r: Az =0} =p+kerA jesli Ap =b.

Liczba rozwigzan nad R lub C

Rodzaj ukladu Mozliwe liczby rozwigzan
Niejednorodny 0,1,00

Jednorodny 1,00

Niejednorodny z n > m 0,00

Jednorodny z n > m 00

Nad cialem o ¢ elementach liczba rozwigzan ukladu niesprzecznego wynosi ¢"~", gdzie r = rank A.
Uklad sprzeczny ma zawsze zero rozwiazan.

Stownik pojec

Pivot. Pierwszy niezerowy element wiersza w postaci schodkowe;j.

Zmienna gléwna. Zmienna odpowiadajaca kolumnie z pivotem w czesci A.
Zmienna wolna. Zmienna bez pivota; w ukladzie niesprzecznym jest parametrem.
REF / RREF. Posta¢ schodkowa / zredukowana posta¢ schodkowa.

Uklad jednorodny. Uklad z zerowa prawa strona, Az = 0.
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