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Algebra Liniowa z Geometrig 1

Przestrzenie
linilowe

Wyktad 5

Definicje, dowody i rozwigzane przyktady

spang{u,v} = {au+ fv: o, € R}

Gtéwna idea

Wektorem moze by¢ strzatka, ciag liczb, macierz, wielomian lub funkcja. f.aczy je ten sam
zestaw praw dodawania i mnozenia przez skalar. Kombinacje liniowe opisuja, co mozna z tych
obiektow zbudowaé, a podprzestrzenie sa zbiorami zamknietymi na takie konstrukcje.
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Oznaczenia i zatozenia

K oznacza ciato skalaréw, najczesciej R lub C. Litery u, v, w oznaczaja wektory, a «;, 8, A skalary.
Symbol 0y oznacza wektor zerowy w V, za$ Ok zero w ciele. Gdy nie ma ryzyka pomytki, oba
zapisujemy jako 0.

K™ to zbiér uporzadkowanych n-tek elementéw K, KX to zbiér wszystkich funkcji X — K,
a KJt] to zbiér wielomianéw zmiennej ¢ o wspotczynnikach w K. We wzorach ogélnych n, m > 1.
spang S jest powtoka liniowa zbioru S. W przyktadach ze wspotrzednymi rzeczywistymi przyj-
mujemy K = R.

Jak korzystac z notatek

Najpierw opanuj dzialania wspoélrzednymi. Potem przesledz aksjomaty w przyktadzie, w ktorym
wektory nie sa strzatkami. Przy zadaniu o podprzestrzeni zawsze ustal przestrzen otaczajaca, ciato
skalaréw i dzialania. Przy zadaniu o powloce liniowej szukaj wspétczynnikéw kombinacji.
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1 Wektory i dziatania w K"

Dla u = (u1,...,up), v = (v1,...,v,) € K" i X\ € K definiujemy
U+U:(U1—|—U1,...,’U,n+’un), AUZ(AUl,,)\’U,n)

Obie operacje wykonujemy wspotrzednymsi. Ich wyniki naleza do K". Wektor zerowy ma wszystkie
wspolrzedne réwne zeru, a —u = (—uq, ..., —uy).

Przyktad 1.1. Dodawanie i skalowanie na ptaszczyznie
Niech u = (2,1), v = (—1,2). Wéwczas

u+v=(2-1,14+2)=(1,3),
2u = (4,2), —u=(-2,-1), su=(1,3),
2u —3v = (4,2) — (=3,6) = (7, —4).

W ostatnim wierszu v — v oznacza u + (—v), a wspélczynniki 2 i —3 sa skalarami.

€2

X 2u

Y

8

,_.
Y

Suma jako przekatna réwnolegloboku; dodatni i ujemny skalar zmieniaja dlugosé i zwrot.

Dlau#0iXéeR:jedli A > 0, zwrot jest ten sam; jesli A < 0, przeciwny; jesli A = 0, otrzymujemy
zero. Dhugosé zostaje pomnozona przez |A|. Ta interpretacja znaku dotyczy skalaréw rzeczywistych.
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2 Definicja przestrzeni liniowej

Definicja 2.1. Przestrzenig liniowg (wektorowa) nad cialem K nazywamy niepusty zbiér V' z dzia-
taniami

+:VxV >V 2 KxV =V,
spelniajacymi ponizsze aksjomaty. Elementy V nazywamy wektorami, a elementy K skalarams.
Warunki obowigzuja dla wszystkich u,v,w € Vi, € K.
Lacznosé dodawania: (u +v) +w = u+ (v + w).
Przemiennos$é¢ dodawania: v + v = v + u.
Wektor zerowy: istnieje Oy € V taki, ze u + Oy = u.
Wektor przeciwny: dla kazdego u istnieje —u € V' taki, ze u + (—u) = Oy.
Dziatanie jedynki: 1xu = u.
Zgodnosé mnozen: a(fu) = (af)u.

Rozdzielno$é wzgledem sumy wektoréw: a(u + v) = au + awv.

NS R w N

Rozdzielno$é wzgledem sumy skalaréw: (a + 8)u = au + Su.

To, ze dzialania maja wartosci w V, jest czeScig definicji. Nie trzeba definiowaé iloczynu dwdéch
wektorow. Mnozenie skalarne Au nie jest tym samym co iloczyn skalarny dwoch wektorow.

Przyktad 2.1. Ten sam zbiér, inne ciafto skalaréw

Zbiér C ze zwyklymi dzialaniami jest przestrzenia nad C, a takze nad R. W drugim przypadku
skalary musza by¢ rzeczywiste. Dlatego ze skalowania wektora 1 uzyskujemy odpowiednio

{A-1:2eC}=C, {AM1:XeR}=R.

Zbiér R nie jest przestrzenia nad C ze zwyklym mnozeniem: i-1 = i ¢ R. Zawodzi zamkniecie
dzialania.

Co trzeba podac¢?

Pelna informacja to zbior V, cialo K oraz oba dzialania. Samego zbioru nie wystarczy wskazaé,
aby rozstrzygnaé, czy mamy przestrzen liniowa.
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3 Wrtasnosci wynikajace z aksjomatow

Ponizsze fakty sa twierdzeniami, a nie dodatkowymi aksjomatami. Ich dowody dziataja w kazdej
przestrzeni liniowej.

3.1 Skracanie i jednoznacznos¢
Jedli u + v = u + w, dodajemy —u i korzystamy z tacznodci:
v=0y+v=_(—u)+u)+v=(—u)+ (ut+v)=(-u)+ (v+w) =w.

Wektor zerowy jest jedyny: gdy 0’ takze jest neutralny, to 0/ = 0’ + 0y = 0y. Wektor przeciwny tez
jest jedyny: z u + v = 0y = v+ w wynika v = w.

3.2 Mnozenie przez zero i przez minus jeden
Zero skalarne razy wektor. Niech a = Ogu. Wtedy
a = (0g 4+ Og)u = Ogu + Ogu = a + a.

Poniewaz a = a + Oy, po skréceniu otrzymujemy a = Oy .

Skalar razy wektor zerowy. Podobnie
A0y = A(Oy + Oy) = A0y + A0y, wiec A0y = Oy.
Wektor przeciwny. Mamy
u+ (—1lg)u = (1g + (—1k))u = Ogu = Oy.

Jednoznacznosé wektora przeciwnego daje (—1g)u = —u. Stad takze (—N)u = —(Au) = A(—u).

3.3 Kiedy iloczyn jest zerem?

)\UZOV <~ AzOKIubu:OV.

Jedli X # O, to istnieje A~! € K, zatem u = A~ (Au) = A~10y = Oy. Implikacja odwrotna wynika
z dwéch poprzednich wlasnosci.

3.4 Wielokrotne dodawanie
7 rozdzielnosci, przez indukcje wzgledem n, dostajemy

U+ F+u=(n-lg)u.
—_———

n skladnikéw

Nad R i C zapisujemy to krotko jako nu. Nad cialem Fy mamy natomiast 141 = 0, wiec u+u = Oy
dla kazdego u. Symbol liczby naturalnej w ciele oznacza sume jedynek tego ciala.
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4 Podstawowe modele przestrzeni liniowych

4.1 Przestrzenie wspoétrzednych

Przestrzen K" ze zwyklym dodawaniem i skalowaniem jest najwazniejszym modelem. Kazdy aksjo-
mat sprawdzamy osobno na kazdej wspétrzednej, korzystajac z praw dzialan w ciele. Na przyklad

(Mu+ v))j = Muj + v;) = Muj + dvj = (Au + )\v)j
dla kazdego j = 1,...,n. Rownos¢ wszystkich wspélrzednych daje rownosé wektordw.
Przyktad 4.1. Dziatania w C?

Niech u = (1+1,2), v = (i, —1 4 2i). Obliczamy

iw—v=(i(141),2i) — (i, -1 + 2i)
=(—14+i—1i2i+1-2i)=(-1,1).

Skalar i jest dopuszczalny, poniewaz rozpatrujemy przestrzen nad C. Wektor zerowy to (0,0), a wek-
tor przeciwny do u to (—1 —1i,—2).
4.2 Macierze tego samego rozmiaru

Zbiér M, «n(K) wszystkich macierzy m x n jest przestrzenig nad K, gdy dodajemy i skalujemy
wyrazy na odpowiadajacych pozycjach:

(A + B)ij = Q55 + bi]’, ()‘A)U = )\aij.

Wektorami sg tu cale macierze. Wektorem zerowym jest macierz zerowa. Uzasadnienie aksjomatéw
jest takie samo jak dla K™".

Przyktad 4.2. Kombinacja dwdéch macierzy
1 2 0 3
=) )
2 4 0 3 2 1
2A-B= (—2 0) a (2 1) - (—4 —1)'

Nie uzywamy tu mnozenia macierzy. W definicji przestrzeni wystarczaja suma macierzy i iloczyn
macierzy przez skalar.

Dla

mamy

Uwaga

Rozmiar macierzy musi by¢ ustalony. Zwykle dodawanie nie definiuje dziatania na zbiorze
wszystkich macierzy dowolnych rozmiaréw, bo nie kazda pare mozna dodac.



Wojciech Domitrz | Algebra Liniowa z Geometrig 1 Wyktad 5

4.3 Przestrzenie funkcji i wielomianéw
Dla dowolnego zbioru X oznaczamy
KX ={f: X - K.
Definiujemy dziatania punktowo: dla kazdego x € X
(f+9)(x) = f(z) +9(z),  (Af)(@)=Af(2).

Funkcja zerowa ma warto$¢ Oxg w kazdym punkcie, a (—f)(z) = — f(x). Wszystkie aksjomaty wyni-
kaja z odpowiadajacych im réwnosci w K. Na przyktad dla kazdego x

((f +9)+ h)(x) = (f(2) + 9(x) + hz) = f(2) + (9(z) + h(z)) = (f + (9 + 1))(z).
Poniewaz rownos¢ zachodzi w kazdym punkcie, funkcje sa rowne.
Przyktad 4.3. Kombinacja funkcji rzeczywistych
Dla f(t) = t2, g(t) = 1 — t w przestrzeni R mamy
(2f —3g)(t) = 2t> = 3(1 —t) = 2t* + 3t — 3.

Wynikiem jest funkcja. Jej warto$¢ w punkcie t = 2 wynosi 8 + 6 — 3 = 11, co zgadza sie z 2f(2) —
3g(2)=2-4—-3-(-1).

Przyktad 4.4. Funkcja na skoficzonym zbiorze to lista wartosci

Jesli X = {a,b,c}, to funkcje f mozemy zapisa¢ jako (f(a), f(b), f(c)). Dla f = (1,0,2), g =
(—1,3,1) otrzymujemy
2f —g= (270’4) - (_1737 1) = (37 _373)'

Po ustaleniu kolejnosci elementéw X dzialania w KX sg dokladnie dziataniami w K3,

Wielomiany. Zbiér K[t] ze zwyklymi dzialaniami jest przestrzenia nad K. Podobnie dla ustalonego
d > 0 przestrzenia jest

K[t]<a = {ao + art + -+ + aqt’ : ap, ..., aq € K}.

Ten zapis obejmuje réwniez wielomian zerowy. Dodawanie i skalowanie odpowiadaja dziataniom na
listach wspétezynnikéw (ao, . .., aq).

Przyktad 4.5. Dziatania na wspétczynnikach
Dla p(t) = 1+ 2t, q(t) = t* — t mamy
2p— 3¢ =2+4t — 3t> + 3t = 2+ Tt — 3>

W R[t]<2 odpowiada temu 2(1,2,0) — 3(0,—1,1) = (2,7,—-3).
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4.4 Liczby dodatnie z nietypowymi dziataniami

Na zbiorze V = R+ wprowadzamy, dla z,y > 0, A € R,

Tdy =y, Aoz =212

Po prawej stronie wystepuja zwykte mnozenie i potegowanie liczb. Oba wyniki sa dodatnie, wiec
dzialania sa dobrze okre$lone. Cialem skalaréw jest R ze zwyklymi dzialaniami.

Sprawdzenie aksjomatéw
Y.acznosé i przemiennos¢ @ wynikaja z tych wlasno$ci mnozenia:
(roy)®z=(vy)z=2(y2) =2® (y & 2), Thy=ay=yr=y>dI.
Wektorem zerowym jest 1, poniewaz @1 = z. Wektorem przeciwnym do z jest 1/x, bo 2@ (1/z) = 1.
Pozostale cztery aksjomaty przyjmuja postaé

1@1::;81:3:,

a®(Bor)=(")" =2 =(af) O,
Ao (zdy) = () =2 = (o) s (A\oy),
(a+B)or=2" =2%" = (a0z)® (8O ).

Prawa potegowania sa tu poprawne dla wszystkich rzeczywistych wyktadnikéw, poniewaz podstawy
sg dodatnie. OtrzymaliSmy przestrzen liniowa nad R.

Logarytm wyjasnia konstrukcje

Bijekcja log : Rsg — R zamienia nowe dziatania w zwykte:
log(x @ y) = logz + logy, log(A ® x) = Alog x.

Wektor zerowy 1 przechodzi na 0, a wektor przeciwny 1/z na —logxz. To zwykla prosta rze-
czywista opisana innymi wspoélrzednymi.

Przyktad 4.6. Rachunki w nowej przestrzeni

499=36, 203=9, (-l)od4=1  Lol6=4
Kombinacja dwoch wektorow ma postaé
o4 e ((-1)e8)=4*.8"1=2

Réwnanie (2 ® z) @ 4 = 36 oznacza 422 = 36. Poniewaz z > 0, jego jedynym rozwigzaniem jest
x = 3. W szczegdlnosci 0 © x = 1 = Oy, zgodnie z ogdlnym twierdzeniem.
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4.5 lloczyny przestrzeni liniowych
Niech Vi, V5 beda przestrzeniami nad tym samym ciatem K. Na zbiorze par Vi x Vs definiujemy

(v1,v2) + (w1, w2) = (v1 + wi,v2 + w2),
A(v1,v2) = (Avy, Avg).

Wyniki lezg w Vi x Vo, poniewaz kazda sktadowa pozostaje w swojej przestrzeni. Wektor zerowy
i przeciwny to
0V1 x Vo — (0V150V2)7 —(U]_, 'UQ) — (_vla _/UQ)'

Kazdy aksjomat zachodzi w obu sktadowych. Na przyktad

)\((vl,vg) + (wl, wg)) = (/\(Ul + wl), )\(1)2 + w2))
= (Av1 + Awy, Avg + Awa)
= )\(Ul,vg) + )\(wl, ’LUQ).

Pozostate wlasnosci dziedziczymy w ten sam sposob.
Przyktad 4.7. Para ztozona z wektora i wielomianu
W przestrzeni V = R? x R[t] przyjmijmy
w=((1,2),t%), v=((-1,3),1-1).
Obliczamy osobno dwie sktadowe:
u+20=((1,2) +2(-1,3), * +2(1 —t))
=((-1,8), * =2t +2).

Wektorem zerowym jest ((0,0),0), gdzie ostatnie zero oznacza wielomian zerowy. Wektor przeciwny
do u to ((—1,-2), —t?).

Wiecej czynnikéw. Tak samo konstruujemy Vi x --- x V,,,, a w szczegdlnosci

VP =Vx...xV.
—_———
m czynnikéw

Dziatania wykonujemy na kazdej pozycji. Przestrzen K™ otrzymujemy, biorac V' = K. W przestrzeni
(R2)3 wektorem jest uporzadkowana tréjka wektoréw plaszczyzny.

Uwaga

Okreslenie ,iloczyn przestrzeni” oznacza tu iloczyn kartezjanski zbiorow, czyli zbior par lub
krotek. Nie oznacza mnozenia dwéch wektordw.
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5 Kombinacje liniowe i uktady rownan

Definicja 5.1. Dla vy,...,vx € Vi aq,...,a; € K wektor
vl + -+ U
nazywamy kombinacjg liniowq wektoréw vy, ..., v ze wspotczynnikami aq, ..., ag.

Wspotczynniki moga byé zerowe lub ujemne; nad C moga tez by¢ zespolone. Kombinacja jest skon-
czong suma. Jej wartoé¢ nalezy do V', poniewaz dzialania przestrzeni sa zamkniete.

Przyktad 5.1. Obliczenie kombinacji i znalezienie wspétczynnikéw
Niech u = (1,2), v = (2,—1). Wtedy
3u—2v=(3,6)—(4,-2) = (—1,8).

Odwrotne zadanie polega na znalezieniu «, 8, dla ktérych au + pv = (—1,8). Poréwnujemy wspol-
rzedne:

a+28=-1,
2a0 — = 8.

Odejmujac podwojone pierwsze réwnanie od drugiego, dostajemy —58 = 10, czyli § = —2. Stad
a=-1-23=3.

5.1 Macierz jako ukfad kolumn
Niech A € M,x,(K), a jej kolumny to ay,...,a, € K™ Dla z = (z1,...,2,)’ mamy

Ax = z1a1 + - + xpan,.

Doktadniej,
a11r1 + -+ a1pnTy a1l A1n

am1%1 + -+ QmnTn am1 Amn

Rozwiazaé Az = b to znalezé wspotezynniki, z ktérymi kolumny A sktadaja sie na wektor b.
Niewiadomych jest n, a kazda kolumna oraz prawa strona majg m wspolrzednych.

5.2 Operacje na wierszach tez uzywajg kombinacji
Operacja R; < R; + AR; zast¢puje wiersz jego kombinacjg liniowg z innym wierszem. Na przyklad
(1,2,3) —2(2,—-1,4) = (—3,4,-5).

W macierzy rozszerzonej nalezy wykonac¢ to dziatanie réwniez na wyrazie wolnym.

10
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5.3 Petny przyktad: wektor jako kombinacja trzech kolumn

Przyktad 5.2. Wyznaczenie wspétczynnikow metodag Gaussa

Szukamy x1, x2,x3 € R takich, ze

2 —1 2 9
1|1 +220| -2 4+2x3] 3 = 8
3 -1 -1 -1

Poréwnanie wspoétrzednych prowadzi do uktadu

261 —x2+ 223 =19,
I —2$2+3$3 = 8,
3rx1 —x0 —x3 = —1.

1. Zamiana wierszy i zerowanie pierwszej kolumny

2 -1 2] 9 1 —2 3] 8
1 —2 3| g | B2ty 1 9| 9
3 -1 —1]|-1 3 -1 —1]|-1
Teraz Ry < Ry — 2R1 1 R3 + R3 — 3Ry:
1 -2 3] 8
0 3 —4| -7
0 5 —10|-25

2. Zerowanie drugiej kolumny

Najpierw mnozymy trzeci wiersz przez 3, a nastepnie odejmujemy od niego 5Rs. Laczny efekt
zapisujemy jako Rs3 <— 3R3 — bRa:

1 -2 3 8
0o 3 -4 -7
0 0 —-10|—40

3. Podstawianie wsteczne

—10z3 = —40 = x3 =4, 3rxg — 16 = -7 = x9 =3,
1 —2:-343-4=8 = z1=2.

Kazda niewiadoma zostala wyznaczona jednoznacznie. Otrzymujemy

9 2 -1 2
8 |1 =211|+3-2]+4]| 3
-1 3 -1 -1

Sprawdzenie: (4,2,6) + (—3,—6,—3) + (8,12, —4) = (9,8, —1).

11
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6 Powtoka liniowa

6.1 Powtoka skonczonego uktadu wektorow

Definicja 6.1. Powlokg liniowg wektordéw vy,...,vr € V nazywamy zbiér
spang{vi,..., vk} = {a1v1 + -+ apug : ai,...,a € K}
Spotyka sie tez zapis ling (v1, ..., vx). Wektory v1, ..., v rozpinajg ten zbidr.

Kazdy v; nalezy do powtoki: wybieramy jego wspolczynnik réwny 1, a pozostate réwne 0. Zerujac
wszystkie wspotezynniki, otrzymujemy Oy .

Przyktad 6.1. Powfoka jednego wektora

Dla v = (1,1) € R?
spang{v} = {(t,t) : t € R}.

To cala prosta przez zero, takze w kierunku przeciwnym do v. Dopisanie 2v nie zmienia powloki,
poniewaz av + (2v) = (a + 28)v. Dla v = 0 powloka jest natomiast zbiorem {0}.

Przyktad 6.2. Dwa wektory rozpinajace ptaszczyzne
Niech e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) w R3. Wtedy

aey + 562 = (O[,B,O), SpanR{elae2} = {(CL‘,y,O) 1XL,Y € R}
Wektor (3, —2,0) = 3e; — 2e3 nalezy do powloki. Wektor (3, —2, 1) do niej nie nalezy, bo jego trzecia

wspolrzedna nie jest zerem.

T2 €3

1 Z1

Y

T2
span{v} span{ey, es}

Powloka niezerowego wektora oraz ptaszczyzna xs = 0 w przestrzeni tréjwymiarowe;.

Dwa wektory bedace wielokrotno$ciami jednego niezerowego wektora nadal rozpinaja tylko prosta.
Sama liczba podanych wektoréw nie okresla ksztaltu powloki.

12
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6.2 Powtoka dowolnego zbioru
Dla S C V definiujemy
k
spang S = Zajvj tk>0,v,€8, aj €K
j=1
Suma dla k& = 0 jest suma pusta i oznacza 0y . Dzieki temu
spang @ = {0y }.

Nawet gdy S jest nieskoniczony, pojedynczy wektor powloki jest skonczona kombinacjg elementéw
S. Nie wprowadzamy tu sum nieskonczonych.

Przyktad 6.3. Odcinek i jego powtoka

Niech S = {(t,t) : 1 <t < 2} C R?. Kazda kombinacja jego punktéw ma réwne wspéirzedne, wiec
span S C {(a,a) : a € R}. Poniewaz (1,1) € S, kazdy (a,a) = a(1, 1) nalezy do powloki. Zatem

span S = {(a,a) : a € R}.

Odcinek nie zawiera zera; jego powloka zawiera zero i cata prosta.

Przyktad 6.4. Maty obszar moze rozpinac cata ptaszczyzne

Niech
S ={(@y): (w—1%+ (17 < 1},
W zbiorze S leza u = (1,1) i v = (5, 1), bo ich odleglosci od (1,1) to 0 i 1/4 < 1/2. Mamy

(1,0) = 4v — 4u, (0,1) = 5u — 4v.
Dla dowolnych a,b € R otrzymujemy wiec

(a,b) = a(4v — 4u) 4+ b(5u — 4v) = (—4a + 5b)u + (4a — 4b)w.

Kazdy wektor plaszczyzny jest kombinacja dwoch elementéw S, zatem | spang S = RZ|.

span .S

span S = R?
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7 Podprzestrzenie liniowe

Definicja 7.1. Podzbiér W C V jest podprzestrzenig liniowq, jesli z dzialaniami odziedziczonymi
z V inad tym samym cialem K sam jest przestrzenia liniows.

Nie wybieramy nowych dziatan na W. Dodajemy i skalujemy tak samo jak w V.

Twierdzenie 7.2 (Kryterium podprzestrzeni). Podzbiér W C V jest podprzestrzenia wtedy i tylko
wtedy, gdy

1. W +# a;

2. dla wszystkich u,v € W zachodzi u+v € W;

3. dla wszystkich u € W i A € K zachodzi Au € W.

Dowdd. Jesli W jest przestrzenia, warunki wynikaja z definicji. Odwrotnie, wybierzmy w € W,
co wolno zrobi¢ dzieki niepustosci. Wtedy Oy = Ogw € W, a dla kazdego v € W mamy —u =

(—1)u € W. Dzialania pozostaja w W dzieki warunkom 2 i 3. Pozostale aksjomaty sa réwnosciami
juz prawdziwymi w V', wiec zachodza réwniez dla wektorow z W. Zatem W jest przestrzenia. [

Wygodna wersja w jednym warunku

Wystarczy sprawdzi¢ 0y € W oraz
au+ pveW dla wszystkich u,v € W, «a, 8 € K.

Biorac o = 8 = 1, otrzymujemy zamkniecie na sume; biorac 8 = 0, otrzymujemy zamkniecie
na skalowanie.

Przyktad 7.1. Ptaszczyzna dana ré6wnaniem jednorodnym

Rozwazmy W = {(z,y,2) € R : x + 2y — 2 = 0}. Wektor zerowy nalezy do W. Jesli u,v € W, to
dla o, 8 € R

(qur + Bu1) + 2(auz + Bra) — (aus + Buz) = alur + 2uz — ug3)
+ ,3(’1}1 + 2u9 — ’U3) =0.

Zatem au + fv € W, wiec W jest podprzestrzenig. Z réwnania x = —2y + z, po przyjeciu y = s,
z = t, dostajemy

W ={(-2s+1,s,t) : s,t € R} =spang{(—-2,1,0),(1,0,1)}.

14
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7.1 Geometria i kontrprzyktady

Zawsze podprzestrzeniami V sa {0y} i samo V. W R? kazda prosta przechodzaca przez zero jest
podprzestrzenia: jesli ma postaé¢ L = {tv : t € R}, to

sv+tv=(s+t)veL, A(tv) = (Mt)v € L.

Tak samo proste przez zero w R? i plaszczyzny zawierajace zero sa podprzestrzeniami. Przesuniecie
ich poza zero zmienia sytuacje.

Przyktad 7.2. Prosta przez zero i prosta przesunieta

Zbiér Ly = {(z,2z) : x € R} to span{(1,2)}. Natomiast L; = {(z,2x + 1) : x € R} nie zawiera
(0,0), wiec nie jest podprzestrzenia. Ponadto (0,1) € Ly, ale (0,1) 4+ (0,1) = (0,2) ¢ L;.

Y
8

Roéwnolegle proste: Ly jest podprzestrzenia, a Ly jest jej przesunieciem.

Przyktad 7.3. Zawieranie zera nie wystarcza

Zbior obu osi
S={(z,0): 2 € R}U{(0,y) : y € R}

zawiera zero i jest zamkniety na mnozenie przez skalar. Jednak (1,0),(0,1) € S, a (1,0) 4+ (0,1) =
(1,1) ¢ S. Nie jest wiec podprzestrzenia. Unia U UW dwd6ch podprzestrzeni nie musi byé podprze-
strzenia.

Przyktad 7.4. Zamkniecie na dodawanie tez nie wystarcza

Pierwsza ¢wiartka z brzegiem @ = {(z,y) : © > 0, y > 0} zawiera zero i sumy swoich elementéw.
Ale (1,0) € @, podczas gdy (—1)(1,0) = (—1,0) ¢ Q. Warunek skalowania trzeba sprawdzaé dla
wszystkich skalaréw, takze ujemnych.
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7.2 Podprzestrzenie funkcji i rozwigzan réwnan

Przyktad 7.5. Funkcje parzyste

Niech E = {f € R®: f(—t) = f(t) dla kazdego t € R}. Funkcja zerowa jest parzysta. Dla f,g € E
oraz a, 3 € R

(af +Pg)(=t) = af(=t) + Bg(=t) = af(t) + By(t) = (af + Bg)(D).

Zatem E jest podprzestrzenia. Na przyklad 2t — 3cost jest parzysta, bo jest kombinacja dwéch
funkcji parzystych.

Przyktad 7.6. Warunek na warto$¢ wielomianu

W przestrzeni R[t]<o rozwazmy
W ={p:p(1) =0}
Wielomian zerowy nalezy do W. Jesli p(1) = q(1) =0, to (ap+ 8q)(1) = ap(1) + Bq(1) = 0. Zatem
W jest podprzestrzenia. Aby opisaé¢ wszystkie jej elementy, piszemy p(t) = a + bt + ct?. Warunek
a+b+c=0 daje
p(t) = (=b—c) + bt +ct® = b(t — 1) + c(t* — 1),

czyli

W = spang{t — 1, — 1}.

Zbiér wielomianéw spelniajacych p(1) = 1 nie jest podprzestrzenia, poniewaz nie zawiera wielomianu
zerowego. Takze zbiér wielomianéw dokiadnie stopnia 2 nie jest podprzestrzenia.

Twierdzenie 7.3 (Rozwiazania ukladu jednorodnego). Dla kazdej macierzy A € My, xn(K) zbiér
ker A= {z € K" : Az =0}
jest podprzestrzenia K™.

Dowdd. Mamy A0 = 0. Jesli Au = Av = 0, to z dzialani wspotrzednymi A(au+p5v) = cAu+5Av = 0.
Stosujemy kryterium podprzestrzeni. O

Przyktad 7.7. Prosta rozwigzan jednorodnych i jej przesuniecie

Uklad z —y =0,y — 2 = 0 daje x = y = z = t, wiec jego rozwiazania to span{(1,1,1)}. Po zmianie
pierwszego réwnania na x — y = 1 otrzymujemy

(x,y,2) = (1 +t,t,t) =(1,0,0) +¢(1,1,1), teR.

Ten zbiér nie jest podprzestrzenia, bo nie zawiera zera. Ogolnie dla b # 0 zbidér rozwiazan Az = b
nie jest podprzestrzenia, niezaleznie od tego, czy jest pusty, czy niepusty.
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8 Powfoka jako najmniejsza podprzestrzen

Twierdzenie 8.1. Dla dowolnego S C V zbiér spang S jest podprzestrzenia zawierajaca S. Jest
najmniejsza taka podprzestrzenig w sensie zawierania.

Dowdd. Wektor zerowy nalezy do powloki jako suma pusta. Je$li u = Zle a;s;iv = Eﬁ:l bjt;,
gdzie s;,t; € S, to
k

¢
au + fu = Z(aai)si + Z(ﬁbj)tj

i=1 j=1

jest skoniczong kombinacja elementéw S. Kryterium podprzestrzeni pokazuje, ze span S jest pod-
przestrzenia. Kazdy s € S nalezy do niej jako 1 - s.

Niech teraz W bedzie dowolna podprzestrzenia z S C W. Zamkniecie W na skalowanie i skonczone
sumy daje Y a;s; € W, a wiec span S C W. O

8.1 Opis za pomocg przeciecia

Oznaczmy przez W rodzine wszystkich podprzestrzeni W C V' zawierajacych S. Rodzina jest nie-
pusta, poniewaz V € W. Wtedy

spang S = ﬂ W.
wew

7 poprzedniego twierdzenia spanS C W dla kazdego W € W, co daje jedno zawieranie. Z dru-
giej strony span .S samo nalezy do W, wiec przeciecie calej rodziny jest zawarte takze w span.S.
Otrzymujemy réwnosé.

Przyktad 8.1. Dopisanie zbednego wektora nie zmienia powfoki

Wezmy v = (1,1,0), v = (1,0,1), w = (2,1,1) = utv. Kazda kombinacja trzech wektoréw upraszcza
sie do kombinacji dwoch:
au+ v +yw = (a+y)u+ (8 + ).

Stad span{u,v,w} = span{u,v}. Ponadto
su+tv=(s+t,s,t),

wiec wspélng powloka jest plaszczyzna = y+ z. Wektor (3, 1,2) = u+ 2v do niej nalezy, a (3,1, 1)
nie nalezy, bo 3 # 1+ 1.

Dwie przydatne konsekwencje

SCT = spanS CspanT, span(span S) = span S.

Powiekszenie zbioru generatoréw moze powigkszy¢ powloke; ponowne branie powloki nie zmie-
nia juz otrzymanej podprzestrzeni.
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A Najwazniejsze pojecia i schematy rozwigzan

Trzy poziomy opisu

Przestrzen liniowa: zbiér, cialo i dwa dzialania spelniajace aksjomaty.

Kombinacja liniowa: pojedynczy wektor Z;?:l o V;.

Powloka liniowa: zbiér wszystkich skonczonych kombinacji wybranych wektoréw; najmniej-
sza podprzestrzen, ktéra je zawiera.

Jak sprawdzi¢ podprzestrzen?

1. Ustal V, cialo K i dziatania.
2. Sprawdz, czy Oy € W. Jesli nie, odpowiedz jest negatywna.
3. Wez dowolne u,v € W i dowolne «, 8 € K.

4. Wykaz, ze au + v spelnia warunek definiujacy W.

Aby dowiesé, ze zbidr nie jest podprzestrzenia, wystarczy jeden kontrprzyktad naruszajacy konieczny
warunek. Aby dowie$é, ze nig jest, trzeba sprawdzi¢ warunek dla dowolnych wektoréw i skalaréw.

Jak sprawdzi¢ przynalezno$¢ do powtoki?
Zapisz
a1v1 + -+ apug = b.

Poréwnaj wspotrzedne, wspoélczynniki wielomianéw lub wartosci funkcji, zaleznie od rodzaju wek-
toréw. Jedli istnieja odpowiednie wspdlezynniki, to b € span{v,...,v;}. Sprzeczny uktad oznacza
brak przynaleznosci. Samo przedstawienie nie zawsze jest jednoznaczne.

Przyktady do zapamietania

Zbior i dzialania Wniosek

K™, dzialania wspdélrzednymi Przestrzen nad K.

KX, dzialania punktowe Przestrzen funkcji nad K.

Ry, 2@y =2y, \Ox = 2 Przestrzen nad R; jej wektorem zerowym jest 1.

{z: Az =0} Podprzestrzenl przestrzeni niewiadomych.

Prosta przez zero w R? Podprzestrzen; prosta przesunieta poza zero nia nie
jest.

span S, takze dla S = & Podprzestrzeii; span @ = {0y }.

Dwa zera. Ogu = Oy, N0y = 0y. Wektor przeciwny. (—1)u = —u.

Réwnania i kolumny. Ax = b ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy b nalezy do powloki
kolumn A.
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