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Od niezaleznosci do wspétrzednych

Niezalezno$¢ oznacza brak niepotrzebnych wektoréw. Baza laczy niezaleznoéé¢ z mozliwoscia
opisania calej przestrzeni. Wspétrzedne podajg ten opis, a wymiar méwi, ile wektoréw musi
mie¢ kazda baza.
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Oznaczenia i zakres

V' jest przestrzenia liniowa nad ciatem K, zwykle R lub C. Wektory zapisujemy jako kolumny
lub krotki; 0 oznacza wektor zerowy. spang{vi,..., v} to zbiér wszystkich kombinacji linio-
wych podanych wektoréw. Uktad wektorow jest uporzadkowany i moze zawiera¢ powtérzenia.
B = (b1, ...,by) oznacza uporzadkowana baze, [v]z kolumne wspéirzednych, a dimg V' wymiar
nad K. K[t|<q zawiera wielomiany stopnia co najwyzej d, w tym wielomian zerowy.

Wyktlad 6: niezaleznos¢, baza i wspoélrzedne. Wyklad 7: poréwnywanie uktadéw, rzad,
wymiar i uzupetnianie bazy.
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WYKLAD 6 | Liniowa niezalezno$¢, baza i wspétfrzedne

1 Liniowa niezaleznosc¢

Intuicja geometryczna

Dwa wektory na tej samej prostej przez zero nie daja dwdch niezaleznych kierunkéw. Jesli v £ 0
iw= M\, to
Av—w = 0.

OtrzymaliSsmy zero przy wspoélczynnikach, ktore nie sa jednoczesnie zerowe. Dla dwéch wektordw
nielezacych na jednej prostej przez zero taka relacja nie istnieje.

Przyktad 1.1. Dwa kierunki na ptaszczyznie
Dla v = (1,2), w = (—2,—4) mamy 2v + w = 0. Natomiast dla v = (1,0), z = (1, 2) ré6wnos¢
au+ Bz = (a+ §,28) = (0,0)

wymusza = 0, a nastepnie o = 0. Pierwsza para jest zalezna, druga niezalezna.

w

jeden kierunek dwa niezalezne kierunki

O zaleznosci decyduja mozliwe relacje liniowe, a nie dlugosci narysowanych strzalek.

W R3 trzy wektory lezace w jednej plaszczyznie przez zero sa zalezne. Jedli nie mieszcza sie w zad-
nej takiej plaszczyznie, sa niezalezne. Plaszczyzna musi przechodzié¢ przez zero: badamy potozenie
wektoréow, a nie dowolnych trzech punktéw.

Pytanie rozstrzygajace

Czy mozna otrzymaé wektor zerowy jako kombinacje podanych wektoréw, uzywajac choé jed-
nego niezerowego wspotczynnika?
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1.1 Definicja i pierwsze konsekwencje

Definicja 1.1. Uktad (vy,...,vg) jest liniowo niezalezny nad K, jesli
alvl+...+akvk:0 f— alzzakzo
dla wszystkich aq, . .., ar € K. Jest liniowo zalezny, jedli istnieja wspolczynniki, nie wszystkie zerowe,

dla ktérych powyzsza suma jest zerem.

Relacja z samymi zerowymi wspélczynnikami nazywa sie trywialng. Istnieje zawsze. Zaleznosé ozna-
cza istnienie relacji nietrywialnej.

Przyktad 1.2. Jeden wektor, zero i powtérzenia

Uklad (v) jest niezalezny doktadnie wtedy, gdy v # 0: dla niezerowego v réwnos¢ av = 0 daje a = 0.
Uklad zawierajacy zero jest zalezny, poniewaz mozemy wzia¢ wspélczynnik 1 przy zerze i 0 przy
pozostalych wektorach.

Jesli ten sam wektor wystepuje na dwdch pozycjach, to relacja 1-v+(—1)-v = 0 dowodzi zaleznosci.

Dziata to nad kazdym cialem, takze wtedy, gdy —1 = 1.

Uklad pusty uznajemy za liniowo niezalezny. Nie istnieje w nim zaden wspélczynnik, ktory mégltby
by¢ niezerowy; suma pusta jest réwna zeru. Jego powloka to {0}.

Przyktad 1.3. Niezalezno$¢ zalezy od ciata skalaréw

W C rozwazmy uklad (1,i). Nad R z a + bi = 0 wynika a = b = 0, wiec uklad jest niezalezny. Nad
C istnieje jednak relacja
i1-1-i=0,

ktorej wspotezynniki (i, —1) nie sa zerowe. Ten sam uklad jest wiec zalezny nad C.

Uktad a zbior
Uklad (v, v) zawiera dwie pozycje i jest zalezny. Zbior {v,v} = {v} zawiera tylko jeden element;
dla v # 0 jest niezalezny. Przy wspélrzednych znaczenie ma réwniez kolejnoéé wektorow.
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1.2 Podukfady i zalezno$¢ catego uktadu

Poduktad uktadu (vy,...,v;) otrzymujemy, wybierajac pozycje 1 < i3 < --- < iy < k. Jest nim
(Viy, - .-, 0i,). Nie zmieniamy przy tym kolejno$ci wybranych pozycji.
Twierdzenie 1.2. Jesli pewien poduklad jest liniowo zalezny, to caly uklad jest zalezny. Réwno-

waznie: kazdy podukiad uktadu liniowo niezaleznego jest niezalezny.

Dowdéd. Niech civ;, + -+ + cv;, = 0 bedzie relacja nietrywialng. Uzupeliamy jej wspoétczynniki
zerami na niewybranych pozycjach:

Crv .] = i’ﬁ
aj = . . .
{07 J ¢{Z17"'7Z5}'
Wtedy ajv1 + -+ + agvp = 0, a co najmniej jedno a; jest niezerowe. To relacja nietrywialna dla
calego uktadu. Druga wersja twierdzenia jest kontrapozycja pierwszej. O

Przyktad 1.4. Zalezna para wystarcza

Uklad
((1,0,0), (0,1,0), (2,0,0), (0,0,1))

jest zalezny, bo pierwszy i trzeci wektor spetniaja 2(1,0,0)—(2,0,0) = 0. Wsp6lezynniki calej relacji
to (2,0,—1,0). Nie trzeba rozwiazywaé¢ uktadu czterech niewiadomych.

Przyktad 1.5. Niezalezno$¢ parami nie wystarcza

Niech v; = (1,0), v2 = (0,1), v3 = (1,1). Kazda para jest niezalezna: zaden z tych niezerowych
wektorow nie jest wielokrotnoécia drugiego. Cala tréjka spetnia jednak

vy + vy —v3 =0,

wiec jest zalezna. Zaleznos¢ moze ujawni¢ sie dopiero przy uzyciu trzech lub wiekszej liczby wekto-
TOW.

Uwaga

7 zaleznodci calego uktadu nie wynika zalezno$é kazdego poduktadu. Z niezaleznosci wybranej
pary nie wynika niezaleznos¢ catego uktadu. Twierdzenie pozwala przenosi¢ niezaleznosé¢ w dét
i zalezno$¢ w gore.
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1.3 Zalezno$¢ jako mozliwo$¢ usuniecia wektora

Twierdzenie 1.3. Niepusty uklad (vy,...,vx) jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy co
najmniej jeden jego wektor jest kombinacjg liniows pozostalych.

Dowdd. Jesli - ; aju; =01 a; #0, to

2 : } : @
;0 — — ozjvj, V; = — E’Uj.
4

J# J#i
Dzielenie jest dozwolone, bo pracujemy nad cialem. Odwrotnie, z v; = > i CjVj dostajemy
> i GV — Vi = 0. Wspoétczynnik przy v; wynosi —1 # 0, wiec relacja jest nietrywialna. ]

Dla ukltadu jednoelementowego ,kombinacja pozostalych” jest suma pusta, czyli zerem. Twierdze-
nie obejmuje wiec takze uklad (0). Jesli v; jest kombinacja pozostalych, usuniecie go nie zmienia
powloki.

Przykfad 1.6. Trzy wektory w jednej ptaszczyznie
Niech v = (1,0,1), v = (0,1,1), w = (1,1,2). Mamy w = u + v, a zatem
span{u,v,w} = span{u,v} = {(s,t,s + 1) : s,t € R}.
To plaszczyzna z = x + y. Para (u,v) jest niezalezna: pierwsza i druga wspélrzedna réwnania

au + pfv =0 daja a = 5 = 0. Trdjka jest zalezna, choé¢ zadne dwa jej wektory nie sg wspotliniowe.

€3

€1

‘s . €2
trojka zalezna

tréjka niezalezna

W R3 dwa niezalezne wektory rozpinaja plaszczyzne. Trzeci daje niezalezna trojke tylko poza ta

plaszczyzna.
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2 Dotaczanie wektora do ukfadu

Twierdzenie 2.1. Niech (vy,...,v;) bedzie liniowo niezalezny i niech w € V. Wtedy
(U1,..., 05, w) jest zalezny <= w € span{vy,..., v}

Roéwnowaznie: dotaczenie w zachowuje niezaleznosé¢ doktadnie wtedy, gdy w lezy poza dotychczasowa
powloka.

Dowdd. Jesli w = Zj cjvj, to Zj cjvj —w = 0 jest relacja nietrywialng. W druga strone zalézmy,
ze
vy + - Fapug + fw =0

jest relacja nietrywialna. Gdyby 8 = 0, niezaleznos¢ poczatkowego uktadu databy ay = -+ = o = 0,
wbrew nietrywialnosci. Zatem g8 # 0 i
(651 (677
W= ——0v] — " — — U
p B

Przyktad 2.1. Sprawdzenie dowolnego trzeciego wektora

Wezmy w R?
vy = (1,0, -2), vy = (0,1,0), w = (a,b,c).

Para (v1,v9) jest niezalezna, bo avy + v = («, 8, —2a) = 0 wymusza o = = 0. Ponadto
span{vi,va} = {(s,t,—2s) : s,t € R}.

Rownosé w = svy +tve wymusza s = a, t = b, a trzecig wspolrzedng mozna dopasowacé wtedy i tylko
wtedy, gdy ¢ = —2a. Dlatego

‘ (v1,v2,w) jest niezalezny <= ¢+ 2a # 0. ‘

Dla w = (1,1, —2) mamy w = v; + ve, wiec tréjka jest zalezna. Dla w = (0,0, 1) warunek wynosi
1 #£ 0, wiec trojka jest niezalezna.

Dlaczego poczatkowy ukfad musi by¢ niezalezny?

Uklad ((1,0),(2,0)) jest zalezny. Wektor (0,1) lezy poza jego powloka, ale po dolaczeniu go
cala trojka nadal zawiera zalezng pare. Nowy wektor nie usuwa wczesniejszej zaleznosci.
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3 Badanie niezaleznosci metodg Gaussa

Dla vy, ...,v; € K™ budujemy macierz z tych wektoréw jako kolumn:
A=[vr - v

Szukamy rozwigzan uktadu jednorodnego Aav = 0. Uktad wektorow jest niezalezny doktadnie wtedy,
gdy jedynym rozwiazaniem jest a = 0. Jedli istniejg parametry swobodne, wybieramy ich wartosci
tak, aby otrzymac niezerowy wektor wspotczynnikow.

Kryterium po eliminacji
Kolumny sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdej kolumnie jest pivot. Jesli kolumn

jest wiecej niz wierszy, niezalezno$¢ jest niemozliwa. Operacje na wierszach zachowujg zbiér
rozwigzan Aa = 0.

Przyktad 3.1. Dwa wektory niezalezne w R?

Badamy v = (1,2), v2 = (=2, 3). Réwnanie ajv1 + aave = 0 ma macierz wspdlczynnikéw

1 —2\ Re«Rs—2R, (1 —2\ Re<1Rax (1 -2
2 3 0o 7 o 1/)°

Drugi wiersz daje ag = 0, pierwszy a1 — 2a9 = 0, zatem a3 = 0. Para jest niezalezna.

Przyktad 3.2. Jak odczyta¢ konkretng relacje zaleznosci?

Dla u; = (1,2), ug = (2,4) dostajemy

1 2 Ro<Ro—2R 1 2
2 4 0 0/°
Pozostaje a1 + 2a2 = 0. Przyjmujac as = ¢, mamy a3 = —2¢. Dla t = 1 otrzymujemy relacje
—2u; +ug =0.

Aby wykazaé zalezno$é, wystarczy ta jedna relacja z niezerowymi wspolczynnikami.

Uwaga o skalarach. Pierwszy przyklad jest rozpatrywany nad R. Nad cialem F7 liczba 7 jest
zerem i nie wolno przez nia dzieli¢. Wtedy druga kolumna jest réwna —2 razy pierwsza, wiec para
jest zalezna.
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4 Baza przestrzeni liniowej

Definicja 4.1. Uktad B = (b1, ...,by,) jest bazq przestrzeni V, jesli
1. jest liniowo niezalezny;
2. rozpina cala przestrzen: V = spang{bi,...,b,}.

Pierwszy warunek zapewnia brak zbednych wektoréw, a drugi mozliwos¢ opisania kazdego wektora
z V. Niezalezny uktad zawsze jest bazg swojej wlasnej powtoki, lecz nie musi byé¢ baza wiekszej
przestrzeni, w ktérej go umieszczono.

Przyktad 4.1. Baza standardowa

W K" oznaczmy przez e; wektor z 1 na pozycji j i zerami na pozostatych pozycjach. Wtedy
x=(21,...,2n)" =101+ + Tpey.

Wektory ey, ...,e, rozpinaja K". Jezeli Zj aje; = 0, to kazda wspélrzedna daje o; = 0, wigc sg

niezalezne. Uklad € = (eq, ..., e,) jest baza standardowa.
W R3 jest to
1 0 0
€1 — 0 s €y — 1 5 €3 — 0
0 0 1

Para (e, e2) jest baza ptaszczyzny z = 0, lecz nie jest baza R3. Nie da si¢ z niej zbudowaé es.
Twierdzenie 4.2. Kazdy uklad n liniowo niezaleznych wektoréw w K" jest bazg K™.

Dowdd. Macierz A z tych kolumn ma po eliminacji pivot w kazdej z n kolumn. Ma tez dokladnie
n wierszy, wiec w kazdym wierszu jest pivot. Dla dowolnej prawej strony b uktad Az = b rozwia-
zemy przez podstawianie wsteczne: nie ma wiersza o zerowej lewej stronie, ktéry mogtby wywotaé
sprzecznosé. Kazdy b jest zatem kombinacja kolumn A. O

W szczegblnoéci dwie niezalezne kolumny w R? tworza baze plaszczyzny, a trzy niezalezne kolumny
w R? tworza baze przestrzeni tréjwymiarowe;j.

Dwa warunki s3 konieczne

Niezalezna para w R? moze nie rozpinaé¢ przestrzeni. Uktad (e1,€9,€3,€1 + €3) rozpina R3, ale
jest zalezny, wiec roéwniez nie jest baza.
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4.1 Petne przedstawienie wektora w bazie ptaszczyzny
Przyktad 4.2. Baza (1,2),(—2,3)
Rozwazmy baze B = (v1,v2), gdzie v1 = (1,2), va = (—2,3). Dla dowolnego b = (b1, ba) szukamy

b = Biv1 + Bave.

Poréwnanie wspotrzednych daje

B1—2P2 = b,

201 + 382 = ba.
Odejmujemy podwojone pierwsze réwnanie od drugiego:

by — 2b
782 = by — 20y, 52=%-
Nastepnie
3b1 + 2b
B :b1+252:%2-

Znalezliémy dokladnie jedno przedstawienie dla kazdego b € R?:

by _3b1—|—2b2 1 +b2—2b1 —2
by) T 2 7 3 )"

Dla b = (5, 3) wspolczynniki wynosza 51 = 3, f2 = —1. Sprawdzenie:

3(1,2) — (—2,3) = (3,6) + (2, -3) = (5, 3).

3’1}1

—7V3

Vs b

U1

0

Wspélezynnik przy wektorze bazowym moze byé ujemny. Tutaj b = 3v; — vs.

10
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5 Wspotrzedne wektora w bazie

Twierdzenie 5.1 (Jednoznaczno$¢ przedstawienia). Jesli B = (by,...,by,) jest baza V, to kazdy
v € V ma dokladnie jedno przedstawienie

v=a1by + - + a,by,.

Dowdd. Istnienie wynika z warunku V' = span{by,...,b,}. Jezeli réwniez v = S1b1 + -+ + Bpnbn,

odejmujemy obie réwnosci:
n

0= Z(O&j - ﬁj)bj.

Jj=1

Niezaleznos¢ bazy daje oj — 3; = 0 dla kazdego j. Zatem oba zestawy wspotczynnikéw sg identyczne.
O

Definicja 5.2. Kolumne wspotczynnikow tego przedstawienia nazywamy wspotrzednymi wektora v
w uporzadkowanej bazie B:
aq
[v]p =
Qn

Wektor jest elementem V', natomiast jego kolumna wspdétrzednych nalezy do K". To rozréznienie
jest szczegdlnie wyrazne, gdy wektorami sa wielomiany lub funkcje.

Twierdzenie odwrotne. Jesli kazdy v € V ma dokladnie jedno przedstawienie wzgledem ukltadu
(b1,...,byn), to uklad jest baza. Istnienie przedstawien daje rozpinanie. Jednoznacznos$é przedstawie-
nia zera wyklucza relacje nietrywialna, wiec daje niezaleznosé.

Przyktad 5.1. Wspoétrzedne zalezg od kolejnosci

W bazie B = ((1,2), (—2,3)) wektor (5,3) ma wspétrzedne (3, —1)T. W bazie B’ = ((-2,3), (1,2))
ten sam wektor ma wspétrzedne (—1,3)7. Zmienily sie pozycje wspélezynnikéw, a nie sam wektor.

Dziatania na wspétrzednych
Dla ustalonej bazy B
[u+v]g = [ulg + [vlg, [Molg = Alv)g.

Wynika to z dodania lub przeskalowania rozwinie¢ w tej samej bazie i z jednoznacznosci wspot-

czynnikow.

Nie dodajemy kolumn zapisanych w réznych bazach bez uprzedniego sprowadzenia ich do tej samej
bazy.

11
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5.1 Wspébtrzedne w bazie nieortogonalnej

Przyktad 5.2. Baza B = ((1,1),(—1,0))

() =)+ ()= ("2")

Poréwnanie wspotrzednych daje

a=1y, ﬁ:y_a:a [U]B:<y21‘>

Rozwigzanie istnieje i jest jedyne dla kazdego (x,y), wiec B jest baza. Dla v = (3,2) otrzymujemy
[v]z = (2,—1)T, a sprawdzenie ma posta¢ 2(1,1) — (—1,0) = (3,2).

Dla v = (z,y) szukamy

Macierz bazy i kierunek przeliczania

Kolumny bazy zapisane we wspotrzednych standardowych tworza macierz

1 -1
Py = (1 . ) |
Jej mnozenie przez kolumne wspoétrzednych odtwarza wektor:
x o}
= P .
()= ()
~—~— ——
[v]g [v]5

Z otrzymanego wezesniej wzoru («, 8) = (y,y — x) wynika

= (% 1) b= bl

Bezposrednie pomnozenie obu macierzy daje macierz jednostkowa.

Y
8
Y

3 bs
Mg = (3a2)T MB = (2, _1)T

Ten sam wektor ma rézne kolumny wspélrzednych. Baza nie musi skladaé sie z wektoréw prostopadtych ani
jednostkowych.

12
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6 Bazy przestrzeni wielomianéw

6.1 Wielomiany o ograniczonym stopniu
Dla d > 0 przestrzen
K[tl<qg = {ao + art +--- +agt? : a; € K}

ma baze standardowa (1,t,...,t%). Rozpinanie wynika wprost z zapisu wielomianu. Niezaleznogé
wynika z tego, ze wielomian zerowy ma wszystkie wspotczynniki réwne zeru. Pracujemy z wielomia-
nami formalnymi, wiec poréwnujemy wspotczynniki przy odpowiednich potegach.

Przyktad 6.1. Dwie bazy wielomianéw stopnia co najwyzej jeden

W R[t]<1 wezmy
&€ =(1,1), B=(1+t1-t).

Dla p(t) = ag+ a1t wspétrzedne standardowe to (ag, a1)?. Aby wyznaczyé wspétrzedne w B, piszemy

ap +art = f1(1 +t) + B2(1 —t)
= (B1 + B2) + (b1 — P2)t.

Poréwnanie wspotczynnikow daje
B1 + B2 = ao,
B1— B2 = ay.

Dodajac i odejmujac réwnania, dostajemy

1 fag+ar
[p]B_ 2 <(I0—a1>'

Rozwigzanie jest jednoznaczne dla kazdego wielomianu, wiec B jest baza. Dla p(t) = 5 + 3t mamy
[plg = (4,1)T, poniewaz

41 +1t)+ (1 —t)=5+3t.

Przyktad 6.2. Wspétrzedne wielomianu kwadratowego

W bazie (1,t,t2) wielomian q(t) = 2 — 3t + 4t ma wspétrzedne (2, —3,4)T. W bazie o zmienionej
kolejnoéci (12,1,t) jego wspolrzedne wynosza (4,2, —3)7.

Dlaczego w przykfadzie uzyliSmy R?

Wzér dla bazy (14 ¢,1 —t) wymaga dzielenia przez 2. Nad cialem o charakterystyce 2 mamy
1+t =1—t, wicc ten uklad jest zalezny. Baza standardowa (1,t,...,t%) dziala nad kazdym
ciatem.

13
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6.2 Dlaczego cata przestrzen wielomianéw nie ma skoiiczonej bazy?

Rozwazmy K[t], czyli wielomiany bez wspdlnego ograniczenia na stopien. Zalézmy, ze skonczony
uktad (p1,...,pm) rozpina te przestrzen. Wielomiany zerowe mozna usunaé z ukladu. Same zera
nie rozpinaja 1, wiec pozostaje co najmniej jeden wielomian niezerowy. Niech

d= max degp;.
1<jim 0 B P

W kazdej kombinacji aypy +- - - + mpm wspolezynnik przy t4t! wynosi zero. Zadna taka kombinacja
nie jest réwna t?*1. To sprzecznoéé z rozpinaniem KIt].

Przestrzen K[t] nie ma skonczonej bazy. Ma natomiast baze nieskoniczona
1,263, .. ..

Kazdy wielomian uzywa tylko skonczenie wielu elementow tej bazy.

Co oznacza baza nieskonczona?

Uklad nieskoriczony jest liniowo niezalezny, gdy kazdy jego skonczony poduklad jest niezalezny.
Jest baza algebraiczna, gdy dodatkowo kazdy wektor przestrzeni jest skoriczong kombinacja jego
elementéw. Jednomiany spelniaja te warunki: kazda skonczona relacja miedzy nimi ma wszystkie
wspotczynniki zerowe, a kazdy wielomian jest skonczona suma jednomiandw.

Przyktad 6.3. Nieskoiiczona baza, lecz skonczone przedstawienie
Dla p(t) = 2 — 3t% + t* lista wspStezynnikéw wzgledem (1,¢,t2,...) to
(2,0,-3,0,1,0,0,...).

Tylko trzy pozycje sa niezerowe. Natomiast wyrazenie 1+t +t> +t3 + - - - nie jest wielomianem ani
dozwolona kombinacja liniowa w K[t].

Kontrast. W K[t]<q wystarczy d + 1 jednomianéw 1,¢,...,t%. W K[t] stopnie nie maja wspélnego
ograniczenia, wiec nie wystarczy zaden ukiad skonczony.

Dalsze twierdzenia o poréwnywaniu liczby wektoréw i konstruowaniu baz bedziemy stosowaé¢ do
uktadéw skoniczonych. W przypadku KJt] nieskoniczona baze mamy juz podana jawnie.
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WYKLAD 7 | Rzad, wymiar i konstruowanie baz

7 Poroéwnywanie liczby wektoréw

Twierdzenie 7.1 (Podstawowe oszacowanie). Niech (ei,...,es) bedzie liniowo niezalezny. Jesli
kazdy e; nalezy do span{fi,..., fi}, to s <t. Uklad (fi,..., f;) nie musi by¢ niezalezny.

Dowdd. Zapiszmy
t
ei:ZCﬁfj, i:1,...,8.
j=1
Macierz wspoétczynnikéw C' = (cj;) ma t wierszy i s kolumn. Gdyby s > ¢, uklad jednorodny

Cp = 0 mialby wiecej niewiadomych niz réwnan. Eliminacja pozostawitaby co najmniej jedna
zmienng wolna, wiec istniatoby rozwiazanie 5 # 0. Wtedy

s s t
Z /Biez' = Z 52 Z Cjifj
i=1 i=1  j=1
t s t
e Z (Z%‘iﬁi) fi= Zo‘fj = 0.
j=1 \i=1 j=1

Bytaby to relacja nietrywialna miedzy niezaleznymi e;. Sprzeczno$é dowodzi s < . O

Sens twierdzenia

W przestrzeni rozpietej przez t wektoréw nie da sie znalezé wiecej niz ¢t liniowo niezaleznych
wektorow.

Przyktad 7.1. Trzy wektory zbudowane z dwéch

Niech u; = 2p+q, ue = p — q, us = 3p. Wszystkie leza w span{p, ¢}, wiec tréjka jest zalezna. Tutaj
konkretng relacje widaé bez eliminacji:

up +up —uz = (2p+q)+(p—q) —3p=0.

Nie trzeba przy tym zaktadaé¢ niezaleznosci p, gq.

Whiosek dla baz

Jedli dwie skoniczone bazy tej samej przestrzeni maja odpowiednio s it elementéw, to s < ¢, poniewaz
pierwsza jest niezalezna, a druga ja rozpina. Zamiana rél daje t < s. Zatem s = t. To uzasadnia
pozniejsza definicje wymiaru jako liczby elementéw bazy.
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8 Ukftady réwnowazne i rzad uktfadu

8.1 Réwnowaznos$¢ uktadow

Dwa uklady nazywamy réwnowaznymi, jesli kazdy wektor jednego jest kombinacja wektoréow dru-
giego i odwrotnie. Jest to doktadnie warunek

span{vi,...,vs} = span{wy, ..., w}.

Roéwnowaznosé nie oznacza, ze uklady maja tyle samo elementéw ani ze oba sa niezalezne. Jesli
)

jednak oba skonczone ukltady sg niezalezne, podstawowe oszacowanie zastosowane w obu kierunkach

daje s =t.

Przyktad 8.1. Dwa ukfady rozpinajace te sama ptaszczyzne

Niech
1 0 1 2 0
V1 = 0 , Uy = 1 N w1 = 1 , W2 = -1 , W3 = 5
-2 0 -2 —4 0

Najpierw wyrazamy w; przez vi, va:
wy = v1 + v, wo = 201 — Vg, w3 = Hvg.

W druga strone wystarczy
1 1
Vo = 5w3, V1 = wp — 5w3.

Uklady (v1,v2) i (w1, w2, ws) sa zatem réwnowazne. Ich wspdlna powloka to
W ={(z,y,2) e R®: z = —2z}.

Para (v1,v2) jest niezalezna. Tréjka (wy,we,w3) jest zalezna; konkretna relacja wynika z

Wy = 2’[1)1 — %wg, ‘ 10w1 — 5’11)2 — 3w3 =0. ‘

Para (w1, ws) jest niezalezna: z awy + bws = (a,a + 5b, —2a) = 0 wynika a = 0, a potem b = 0. Jest
wiec inng baza tej samej plaszczyzny W.

Co pozostaje niezmienne?

Mozna dopisaé¢ wektor bedacy kombinacja pozostalych lub usuna¢ taki wektor. Powloka sie
nie zmieni, cho¢ liczba elementéw ukladu moze sie zmieni¢. Liczba wektoréw w niezaleznym
uktadzie rozpinajacym te powloke jest stata.
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8.2 Rzad i wyb6r kolumn bazowych

Definicja 8.1. Rzqd skoriczonego ukiadu to liczba wektoréow w jego maksymalnym liniowo nie-
zaleznym podukladzie. ,Maksymalny” oznacza, ze nie da sie dolaczy¢ zadnego kolejnego wektora
z rozpatrywanego uktadu, zachowujac niezaleznosé.

Taki podukiad rozpina wszystkie wektory uktadu: gdyby jakis lezal poza jego powtoka, mozna by
go dotaczy¢. Dowolne dwa maksymalne poduktady niezalezne sa zatem rownowazne, wiec maja tyle
samo elementéw. Definicja rzedu jest jednoznaczna.

Dla macierzy A = [v; - -+ vi] rzad jej kolumn to liczba pivotéw. Numery kolumn z pivotami wskazuja
niezalezny poduktad rozpinajacy wszystkie kolumny. Wektory tego podukladu odczytujemy
z macierzy przed eliminacja.

Przykfad 8.2. Rzad uktadu (w;, ws, ws)
Dla wektoréw z poprzedniego przyktadu

1 2 0 Ro+—Ro—Ry 1 2 0

A= 1 -1 5| fefet2i, -3 5
-2 -4 0 0 0 0O
Po R2<——%R21R1<—R1—2R2 dostajemy
1 0 10/3
R=10 1 -5/3
0 0 0

Sa dwa pivoty: w kolumnach 1 i 2. Rzad wynosi 2, a baza powloki jest para (wy,ws) z pierwotnej
macierzy A. Z trzeciej kolumny odczytujemy

10 5
w3 = 3 W1 — 3W2,

co po pomnozeniu przez 3 daje te sama relacje zaleznosci co poprzednio.

Dlaczego wybieramy kolumny pierwotnej macierzy?

Operacje na wierszach zachowuja réwnanie Aa = 0, wiec zachowuja wspdtczynniki relacji miedzy
kolumnami. Moga jednak zmieniaé¢ same wektory. Pierwsze dwie kolumny R to ey, ea, ktore rozpinaja
plaszczyzne z = 0. Pierwsze dwie kolumny A rozpinaja inng ptaszczyzne, z = —2x. Na przyktad e;
do niej nie nalezy.

Eliminacja wybiera numery kolumn. Baza powloki danych wektoréow sktada sie z odpowied-
nich danych wektoréw.
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9 Wymiar przestrzeni liniowej

Przestrzen nazywamy skonczenie wymiarowg, jesli ma skonczona baze. Kazdy skonczony uktad
generatoréw mozna zredukowaé¢ do bazy: usuwamy wektory bedace kombinacjami pozostaltych, az
uktad stanie sie niezalezny. Powtoka sie nie zmienia, a proces konczy sie, bo dtugos¢ uktadu maleje.

Definicja 9.1. Wymiarem skonczenie wymiarowej przestrzeni V' nad K nazywamy liczbe wektoréw
w dowolnej jej bazie. Oznaczamy ja dimg V.

Wszystkie skonczone bazy majg te sama liczbe elementow, co wynika z twierdzenia o poréwnywaniu
uktadéw. Wymiar nie zalezy wigec od wyboru bazy.

Przestrzen zerowa

dim{0} = 0. Baza {0} jest uklad pusty: jest niezalezny i ma powloke {0}. Uklad jednoelemen-
towy (0) jest zalezny i nie jest baza.

Podstawowe wymiary

Przestrzen Wymiar Przykladowa baza

K" nad K n €ly.+.,En.

K[t <a d+1 1,t,...,t%

M5 (K) mn Macierze E;; z jedna jedynka na pozycji (4, 7).
C nad R 2 1,i.

C nad C 1 1.

Kazda macierz jest jednoznacznie suma ) ; @ijEij, co uzasadnia wiersz dotyczacy macierzy.
2.

Przyktad 9.1. Zmiana ciata zmienia wymiar

W C"™ jako przestrzeni nad R baza jest
e1,ie1, ..., ep,iey.

Kazda wspoétrzedng zapisujemy jednoznacznie jako a; +ib; z rzeczywistymi a;, b;. Zatem dimg C" =
2n, podczas gdy dimc C" = n.

Przestrzen K[t] jest nieskonczenie wymiarowa. Zapis dim K[t] = oo bedzie tu oznaczal brak skon-
czonej bazy. Dla skonczonego uktadu U mamy teraz réwniez

rank U = dim span U,

poniewaz maksymalny niezalezny poduktad jest baza jego powloki.
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9.1 Kryteria bazy w przestrzeni o znanym wymiarze

Niech dimg V' = n. Z podstawowego oszacowania wynikaja dwa ograniczenia: kazdy uktad niezalezny
ma co najwyzej n wektoréw, a kazdy skoriczony uktad rozpinajacy V ma co najmniej n wektoréw.

Twierdzenie 9.2. Dla ukladu dokltadnie n wektoréow w V nastepujace warunki sa réwnowazne:

1. uktad jest baza V;
2. uktad jest liniowo niezalezny;

3. uktad rozpina V.

Dowdd. Baza spelnia pozostate warunki z definicji. Jesli uktad n wektoréw jest niezalezny, ale nie
rozpina V', mozna dotaczy¢ wektor spoza jego powtoki. Otrzymaliby$smy n+1 wektorow niezaleznych,
€O przeczy ograniczeniu.

Jedli uktad n wektorow rozpina V', ale jest zalezny, mozna usunaé¢ jeden wektor bez zmiany powtoki.
Powstalby uktad n — 1 generatorow, co przeczy drugiemu ograniczeniu. Zatem ukltad jest niezalezny.
O

Szybkie wnioski
o Wiecej niz n wektoréw w V' zawsze daje uklad zalezny.
e Mniej niz n wektoréw nie moze rozpiac¢ V.

o Kazdy uktad niezalezny, do ktérego nie mozna dolaczy¢ zadnego wektora z V', jest baza V.

Ostatni punkt wynika z kryterium dotgczania: brak mozliwosci powiekszenia ukladu oznacza, ze
kazdy wektor V' lezy juz w jego powloce. Wymiar jest zatem réwniez najwieksza mozliwa liczba
wektoréw niezaleznych.

Przyktad 9.2. Wykorzystanie znanego wymiaru

Przestrzenl R[t|<o ma wymiar 3. Cztery wielomiany 1,t,t%,1 4+t + t? sa wiec zalezne; konkretnie
ostatni jest suma trzech pierwszych. Dwa wielomiany 1,t¢ nie tworza bazy tej przestrzeni.

Uktad (1 + ¢, +t2,1%) ma trzy elementy. W relacji
a(l+t)+ B+t +~t2 =0

wspblezynniki dajg kolejno o = 0, a+ 8 = 0, f+v = 0. Zatem o = 8 = v = 0. Uklad jest niezalezny
i dzieki znanemu wymiarowi od razu wiemy, ze jest baza.
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9.2 Przyktad z parametrem: kiedy zmienia si¢ wymiar powtoki?

Przykfad 9.3. Rodzina trzech wektoréw w R?

Niech v = (1,0,1), v = (0,1,1), wy = (1,1, A), gdzie A € R. Macierz kolumn redukujemy nastepu-
jaco:

1 0 1
0 1 1
1 A 0 0 Xx=2

R3+R3—R1—R>
—_—>

Zapis nad strzatka oznacza dwa kolejne odjecia od trzeciego wiersza.
Jesdli \ # 2, sa trzy pivoty. Uklad jest niezalezny, jest baza R3, a wymiar jego powloki wynosi 3.

Jesli A = 2, mamy wy = u+ v. Rzad wynosi 2, a baza powloki jest (u,v). Powloka jest plaszczyzna
z=x+Yy.

Dla b = (z,y, z) réwnanie au + Sv + yw) = b daje
aty=z, B+y=y, (A-2y=z-z-y

Gdy A # 2, wspdlrzedne sa jednoznaczne:

z—x—y

\— 9 ) a=T—7, /B:y_,y

")/:

Gdy A = 2, przedstawienie istnieje dokladnie dla z = x +y. Wtedy v =t, a =z —t, 8 =y — t,
gdzie t € R: jest nieskonczenie wiele przedstawien.

Dla A = 31ib = (2,3,7) otrzymujemy («a,3,7) = (0,1,2). Sprawdzenie: v 4+ 2ws = (0,1,1) +
2(1,1,3) = (2,3,7).

w9 f
\% ' '
v v
0 0

Dla A = 2 trzeci wektor jest w ptaszczyznie dwoch pierwszych; dla A = 3 lezy poza nia.
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10 Wyodrebnianie i uzupetnianie bazy

Twierdzenie 10.1 (Uzupelnianie do bazy). Niech £ = (eq,...,ey,) bedzie baza V, a (fi,..., fs)
uktadem liniowo niezaleznym. Wtedy s < n i mozna dotaczyé¢ do tego ukladu n — s wektoréw
wybranych sposéréd ey, ..., e,, otrzymujac baze V.

Dowdd. Nieréwnosé s < n wynika z porownania ukltadow. Zaczynamy od niezaleznego ukladu F =
(fi,..., fs). Przegladamy kolejno ey, . . ., e,. Jedli dany e; lezy w powloce juz zachowanych wektoréw,
pomijamy go. Jesli lezy poza nia, dotaczamy go. Kryterium dotaczania gwarantuje niezalezno$¢ na
kazdym etapie.

Po zakonczeniu kazdy e; jest zachowany albo jest kombinacja wektoréw zachowanych wczesniej.
Wszystkie e; leza wiec w konicowej powtoce, ktéra musi by¢ catym V. Konicowy uklad jest niezalezny
i rozpina V', wiec jest baza. Ma n elementéw, zatem do poczatkowych s dotaczono n — s. O

Wybieranie bazy z uktadu generatoréw

Ten sam sposéb dziata, gdy zaczniemy od ukladu pustego i bedziemy przegladaé¢ skonczony uktad
generatorow (v, ..., vg).

1. Zachowaj wektor, jesli lezy poza powloka dotychczas zachowanych.
2. Pomin go, jesli juz do tej powloki nalezy.
3. Po przejrzeniu wszystkich wektoréw zachowany uklad jest baza ich powtoki.

Pominiecie wektora nie zmienia konicowej powloki, a zachowanie nowego wektora zawsze zwicksza
dtugo$é niezaleznego uktadu o jeden.

Przyktad 10.1. Przegladanie uktadu od lewej do prawej

Rozpatrzmy w R?
(070)7 (171)7 (2a2)7 (17_1)7 (37 1)

Zero pomijamy. Zachowujemy (1,1), a (2,2) = 2(1,1) pomijamy. Wektor (1, —1) nie jest wielokrot-
noscia (1, 1), wiec go zachowujemy. Ostatni wektor pomijamy, poniewaz

(3,1) =2(1,1) + (1, —1).

Otrzymana baza powtoki to ((1,1),(1,—1)). Sa to dwa niezalezne wektory w R2, wiec powloka
calego ukladu jest R?, a jego rzad wynosi 2.
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10.1 Petny przyktad uzupetniania bazy

Przykfad 10.2. Dwa ustalone wektory w R3

Niech f1 = (1,1,0), fo = (0,1,1). Relacja afi + bfa = (a,a + b,b) = 0 wymusza a = b = 0, wiec
poczatkowy uktad jest niezalezny. Jego powloka to

{(s,s+1t,t):s,t e R} ={(z,y,2) :y=2x+ z}.
Przegladamy baze standardowa eq, es, e3.
1. e; = (1,0,0) nie spelnia y = = + 2z, bo 0 # 1. Dolaczamy e;. Uklad (fi, f2,€1) jest niezalezny.
2. eg = f1 — e1, wiec jest juz w powloce. Pomijamy go.
3. e3 = fo — f1 + €1, wiec réwniez jest w powltoce. Pomijamy go.

Otrzymujemy baze

‘B = (flaf2ae].) = ((17 170)a (07 17 1)7 (17070))"

Do dwoch niezaleznych wektoréw dotaczyliSmy doktadnie jeden.

Sprawdzenie rozpinania i wyznaczenie wspétrzednych
Dla dowolnego w = (z,y, z) réwnanie

w=uafi +bfs+ce1=(a+c,a+b,b)

daje kolejno
b=z, a=y—z, c=x—y+z.

Zatem

r—y+z

Dla w = (2,3, 4) otrzymujemy wspétrzedne (—1,4,3)7. Kontrola:

—fi+4fo+3e;1 =(—1,-1,0) + (0,4,4) + (3,0,0) = (2, 3,4).

Uzupetnienie nie musi byé jedyne

Mozna tez dotaczy¢ eg, poniewaz nie lezy w poczatkowej plaszczyznie. Uktad (f1, fa, e2) réwniez
jest baza: ey = f1 —eq i es = fo — e2. Obie bazy zachowuja dwa zadane wektory, lecz maja inny
trzeci element.

22



Wojciech Domitrz | Algebra Liniowa z Geometrig 1 Wyktady 6-7

11 Bazy i wymiary podprzestrzeni

Twierdzenie 11.1. Jesli W jest podprzestrzenig skonczenie wymiarowej przestrzeni V', to W ma
skoniczong baze, dim W < dim V), a kazda baze W mozna uzupetni¢ do bazy V.

Dowdd. Dla W = {0} bierzemy baze pusta. W przeciwnym razie wybieramy w W niezerowy wektor
i dotaczamy kolejne wektory z W spoza dotychczasowej powloki, dopdki to mozliwe. Niezalezny
uktad w V ma co najwyzej dim V' elementow, wiec proces musi sie skonczy¢. Na koncu powtoka jest
calym W a otrzymany uklad jest jego baza. Jest on niezalezny rowniez w V, wiec ma dtugosé co
najwyzej dim V i moze zosta¢ uzupelniony na mocy poprzedniego twierdzenia. O

W szczegodlnodcei kazda podprzestrzen K™ ma skoriczona baze. Jesli W C V i dimW = dimV < oo,
to W = V: baza W jest wtedy uktadem dim V' wektoréw niezaleznych w V', wiec rozpina V.

Przykfad 11.1. Baza przestrzeni rozwigzan w R*

Niech
W:{xeR4:x1+x2+x3+w4:0, zo — 23 =0}

Jest to podprzestrzen, bo warunki sa jednorodnymi réwnaniami liniowymi. Przyjmujemy x3 = s,
x4 = t. Wowcezas ©9 = s, x1 = —2s — t, zatem

x=(-2s—t,s,s1t)=s(-2,1,1,0)+¢t(-1,0,0,1).
fi };

Wektory f1, fo rozpinaja W. Sa tez niezalezne: trzecia i czwarta wspotrzedna rownania afi +bfs = 0
daja a = b = 0. Dlatego (f1, f2) jest baza W, a .

Mozemy uzupetnié te baze do (f1, fo, e1, e2) w R*. Istotnie,
afi +bfs+cer +deg =(—2a—b+ec, a+d, a, b).

Jedli wynik jest zerem, ostatnie dwie wspélrzedne daja a = b = 0, a pierwsze dwie ¢ = d = 0. Mamy
cztery niezalezne wektory w R%, wiec jest to baza.

Dwie czesci dowodu, ze znaleziono baze

7 parametryzacji wynika rozpinanie zbioru rozwiazan. Nalezy jeszcze uzasadni¢ niezalez-
nos$¢ wektoréw przy parametrach. W powyzszym przykladzie robia to wspotrzedne odpowia-
dajace zmiennym swobodnym.
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A Zestawienie definicji i metod

Pojecie Warunek lub znaczenie

Niezaleznosé > ; 0v; = 0 wymusza wszystkie a; = 0.

Zaleznosc¢ Istnieje relacja ) jovj =02z cho¢ jednym niezerowym wspotczynnikiem.

Baza V Uktad niezalezny i rozpinajacy V.

Wspélrzedne W = (a1,...,00)T, gdy v = > bj.

Rzad uktadu Liczba wektoréw w maksymalnym niezaleznym podukladzie; wymiar po-
wloki.

Wymiar V Liczba elementow dowolnej skonczonej bazy, jesli taka baza istnieje.

Niezaleznos$¢ i wybieranie bazy z kolumn

Zbuduj A = [v1 --- wvg] i rozwiaz Aa = 0. Same zerowe wspOlczynniki oznaczaja niezaleznosé.
Niezerowe rozwiazanie podaje relacje zaleznosci. Po eliminacji kolumny z pivotami wskazuja baze
powtoki; wybierz kolumny o tych numerach z pierwotnej macierzy.

Wspotrzedne

Zapisz v = a1b1 + - - - + apby 1 rozwiaz réwnania na wspélczynniki. Sprawdz wynik przez ponowne
ztozenie wektora. Dla bazy B w K", z macierza kolumn Pg, zachodzi

[v]g = Ps[v]g, [U]B:Pzal[v]g-

Wymiar i uzupetnianie bazy
Jezeli dim V' = n, to niezalezny uklad ma co najwyzej n elementéw, a uklad rozpinajacy co najmniej

n. Dla dokladnie n wektoréw wystarczy sprawdzi¢ jeden z dwéch warunkéw bazy. Uklad niezalezny
uzupelniaj, dotaczajac wektory spoza jego aktualnej powloki.

Sytuacje brzegowe

& jest niezalezny i jest baza {0}. Uklad zawierajacy wektor zerowy lub powtoérzenie jest zalezny.
Kazdy podukiad niezaleznego uktadu jest niezalezny; niezaleznosé parami nie wystarcza dla
calego uktadu. Zawsze ustal ciato skalaréw.

Wielomiany. dimg K[t]<q = d + 1, z baza (1,t,...,t%). Przestrzen K[t] ma nieskoticzona baze
jednomianow, lecz nie ma bazy skonczonej.
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