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Algebra Liniowa z Geometrig 1

Rzad macierzy

Wyktad 8

Rzad wierszowy i kolumnowy

Twierdzenie Kroneckera—Capellego

1 0 -1 4 Lo 10 -1 4
eliminacja Gaussa 3
02 3 O > 01 35 0
1 2 2 4 00 0 O
A R

Dwa pivoty = rzad réwny 2

Jedna liczba, trzy interpretacje

Rzad jest maksymalng liczba liniowo niezaleznych kolumn. Te sama wartos¢ daje maksymal-

na liczba niezaleznych wierszy oraz liczba pivotéw po eliminacji. Poréwnanie rzedu macierzy
uktadu i macierzy uzupelnionej rozstrzyga, czy uklad ma rozwiazanie.

Definicje, pelne dowody, obliczenia krok po kroku i interpretacje geometryczne.
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Oznaczenia

K oznacza ciato skalaréw. Twierdzenia sa prawdziwe nad dowolnym ciatem; przyktady liczbowe
i rysunki, o ile nie zaznaczono inaczej, dotycza R.

A € K™*" ma m wierszy i n kolumn. AY) € K™ to jej j-ta kolumna, a Ay € K™ to jej i-ty
wiersz. span oznacza powloke liniowa, a dim wymiar przestrzeni.

Col(A) jest przestrzenia rozpieta przez kolumny, Row(A) przestrzenia rozpieta przez wiersze.
W ukladzie Ax = b wektor niewiadomych ma n wspoélrzednych, a prawa strona b ma m
wspolrzednych. Macierz uzupelniona zapisujemy jako [A | b].

Cel wyktadu

Najpierw obliczymy osobno wymiar przestrzeni kolumn i wierszy. Nastepnie udowodnimy, ze oba
wymiary zawsze sg rowne. Na koricu wykorzystamy te wspélng wartosé¢ do badania uktadéw réwnan:
ich zgodnosci, liczby zmiennych swobodnych i postaci wszystkich rozwigzan.
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1 Macierz, ukfad réwnan i dwie przestrzenie

Niech A = (a;;) € K™*", z € K" i b € K™. Uklad m réwnai z n niewiadomymi

a1121 + - -+ + a1pTy = by,

Am1T1 + -+ ATy = by

ma zapis macierzowy Ax = b. Po rozpisaniu mnozenia przez kolumny otrzymujemy

$1A(1)+---+$RA(n)=b.

Rozwiazanie uktadu jest wiec wyborem wspétczynnikéw kombinacji kolumn, ktéra daje wektor b.
Definicja 1.1. Przestrzen kolumn i przestrzern wierszy macierzy A to
Col(A) = spang {AM, ... A} C K™,
ROW(A) = spanK{A(l), cee ,A(m)} c K™,

Ich wymiary nazywamy odpowiednio rzedem kolumnowym ri(A) = dim Col(A) i rzedem wierszowym
rw(A) = dim Row(A).

Rzad uktadu wektoréw to liczba wektorow w jego maksymalnym liniowo niezaleznym poduktadzie.
Taki poduktad jest bazg powtoki wszystkich wektoréw. Poniewaz kolumn jest n i lezg one w K™,

0 < rg(A4) < min(m,n).
Ten sam argument dla wierszy daje 0 < r,(A4) < min(m,n).
Przyktad 1.1. Macierz zerowa i jednostkowa
W macierzy zerowej wszystkie kolumny i wiersze sa zerowe, wiec obie powloki maja wymiar 0. Dla

macierzy jednostkowej I, kolumny i wiersze tworza bazy standardowe K”; oba rzedy wynosza n.

Uwaga na przestrzen otaczajaca

Kolumna ma m wspélrzednych, a wiersz n. W macierzy prostokatnej przestrzenie Col(A)
i Row(A) leza zwykle w réznych przestrzeniach. Twierdzenie o réwnosci rzedéw bedzie doty-
czyto ich wymiaréw.
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2 Dwa przyktady obliczania rzedéw

Przyktad 2.1. Macierz o czterech wierszach i dwéch kolumnach

Rozwazmy nad R

1 2 1 2
2 0 2 0
B=10o 30 a=(o] 273
-1 0 -1 0
1. Kolumny
Jesli acq + Beo =0, to
a+2p8 0
2c 10
35 1o
- 0
Czwarta wspolrzedna daje o = 0, a trzecia § = 0. Kolumny sa niezalezne. Poniewaz jest ich

dokladnie dwie,
rp(B) =2, (c1,¢2) jest baza Col(B).

2. Wiersze

Oznaczmy wiersze przez
1 :(172)3 r2 = (270)7 7“3:(0,3), T4 = (_LO)'

Wiersze 19,73 sa niezalezne, bo ars + fr3 = (2a,38) = 0 daje a = § = 0. Pozostale wiersze sa ich

kombinacjami:
1
L= 57"2 + 57“3, T4 = —57“2.

Zatem Row(B) = R?, r,,(B) = 2, a (2, 73) jest baza przestrzeni wierszy.
3. Co oznaczaja wszystkie kombinacje kolumn?

Mamy
Col(B) = {(u + 2v, 2u, 3v, —u)T : u,v € R}.

To dwuwymiarowa podprzestrzeni R*. Rzad 2 nie oznacza, ze kolumny naleza do R?: okreéla liczbe
niezaleznych parametréw potrzebnych do opisania ich powloki.

Wynik
ri(B) = rw(B) = 2. Cztery wiersze moga zawiera¢ tylko dwa niezalezne wektory. Liczba
wierszy lub kolumn nie musi by¢ réwna rzedowi.
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Przykfad 2.2. Macierz o trzech wierszach i czterech kolumnach

Niech

1 0 4
A=|(0 2 3 0] =[c1 c2c3cql
1 2 2 4

1. Wybér niezaleznych kolumn

Pierwsze dwie kolumny to ¢; = (1,0,1)7 i ca = (0,2,2)T. Z réwnosci
acy + fez = (,26,a+26)" =0

wynika @ = § = 0. Mamy wiec co najmniej dwie niezalezne kolumny.

2. Wyrazenie pozostalych kolumn przez wybrane

Bezposrednio obliczamy

3 -1 4
—c1 + 562 =| 3 | =cs, 41 =10 | = ¢4
2 4

Wszystkie kolumny leza w span{ci, ca}, zatem

‘rk(A) =2, Col(A) = span{cy, c2}. ‘

Ich powloka ma prosty opis geometryczny:
acy + Bey = (o, 28, a +26)7, Col(A) = {(u,v,w)’ € R®: w = u +v}.
Odwrotna inkluzja wynika z wyboru a = u, 5 = v/2.

3. Badanie wierszy

Mamy
T = (1707 _1a4)7 r2 = (072’370)a r3 = (1727234) =7+ re.

7 ary + Bry = 0 pierwsza wspélrzedna daje o = 0, a druga 8 = 0. Stad

‘rw(A) =2, Row(A) = span{ry,re}. ‘

Przestrzen kolumn jest plaszczyzng w R3, a przestrzen wierszy ma wymiar 2 w R,

Jak domkna¢ obliczenie rzedu?

Zmalezienie dwoch niezaleznych wektoréw daje tylko dolne oszacowanie. Aby wykazaé rzad 2,
trzeba jeszcze uzasadnié, ze wszystkie pozostate wektory sa ich kombinacjami, albo zastosowaé
eliminacje Gaussa.
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3 Co zachowuja operacje na wierszach?

Lemat 3.1. Jezeli A’ powstaje z A przez skoficzony cigg elementarnych operacji na wierszach, to

Row(A") = Row(A), rw(A") = ry(A), ri(A") = rp(A).

Odwracalnos¢ operacji

W tabeli ¢ # j, a # 0, a A € K jest dowolne.

Operacja Operacja odwrotna

R; < R; ponowna zamiana tych wierszy
R, + aR; R, + Oé_lRi

Ri<—Ri+)\Rj Ri<—R¢—>\Rj

Dowdd. Przestrzen wierszy. Kazdy nowy wiersz jest kombinacja starych, wiec Row(A’) C
Row(A). Odwrécenie operacji daje inkluzje w przeciwna strone. Powloki sa réwne, a wiec maja ten
sam wymiar.

Zalezno$ci miedzy kolumnami. Dla kazdego x € K" zachodzi
Ar =0 <<= Az=0,

poniewaz elementarne operacje na wierszach daja réwnowazny ukitad jednorodny. Po rozpisaniu
przez kolumny:

S n A —0 = YA =0,
i=1 j=1

Zachowane sg zatem wszystkie wspoétczynniki relacji miedzy kolumnami.

Ustalmy dowolny zbiér numeréw kolumn J. Relacje w poduktadzie o numerach z J otrzymujemy,
przyjmujac x; = 0 poza J. Ten poduklad jest niezalezny w A dokladnie wtedy, gdy jest niezalezny
w A’. Najwigksza mozliwa liczba niezaleznych kolumn jest wiec taka sama. O

Réwno$¢ wymiaréw a réwnos$¢ przestrzeni

Operacje na wierszach zachowuja przestrzen wierszy, ale przestrzen kolumn moze si¢ zmienic.
Zachowane sa jej wymiar i relacje migdzy kolumnami. Dlatego numery kolumn bazowych mozna
odczytaé po eliminacji, natomiast same wektory bazowe nalezy pobraé¢ z macierzy wyjsciowe;j.
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4 Ro6wnosc rzedu wierszowego i kolumnowego

Twierdzenie 4.1. Dla kazdej macierzy A € K™*™ zachodzi

[ 7u(A) = (). |

Wspdlna wartos¢ nazywamy rzedem macierzy i oznaczamy rank A.

Dowdd. Sprowadzamy A do zredukowanej postaci schodkowej R. Niech r oznacza liczbe nie-
zerowych wierszy, a p; < --- < p, numery kolumn gléwnych. W kazdej takiej kolumnie jest jedna
jedynka wiodaca, zwana pivotem, oraz same zera poza nig. Dla przyktadowych p;1 = 2,ps =4,p3 =6
wzOr ma postaé

01 a 0 b 0
000 1 ¢ O
B=lo 0000 1] =%
000 00O
Ogolnie kolumna R®) jest wektorem standardowym e; € K™.
Rzad kolumnowy wynosi r. Kolumny gtéwne eq, . .., e, sa niezalezne, zatem ri(R) > r. Wszystkie

kolumny maja zera na pozycjach wiekszych od r, wigc leza w przestrzeni
Er:{(y1,...,yT,0,...,O)T:yz-GK}, dim E, = r.

To daje r,(R) < r, a tacznie ri(R) = r.

Rzad wierszowy wynosi 7. Niezerowe wiersze rozpinaja Row(R). Jesli
)\1R(1) + -+ )\T»R(T) =0,

to wspélrzedna o numerze p; daje \; = 0. Wiersze sa wiec niezalezne, czyli r,(R) = 7.

Z lematu 3.1 otrzymujemy
rw(A) =ry(R) =r =1(R) = ri(A).

Gdy R =0, mamy r = 0 i oba rzedy sa zerowe; ten przypadek réwniez spelnia teze. O

Konsekwencje

Rzad to liczba pivotéw, a zarazem liczba niezerowych wierszy w postaci schodkowej. Nie zalezy
od wybranej drogi eliminacji. Zawsze 0 < rank A < min(m,n), a rank A = 0 dokladnie wtedy,
gdy A = 0. Ponadto rank A7 = rank A, poniewaz transpozycja zamienia role wierszy i kolumn.
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5 Eliminacja Gaussa i wyboér baz

Do obliczenia rzedu wystarczy zwykta postaé schodkowa: pivoty nie muszg by¢ rowne 1, a nad
nimi moga wystepowaé liczby niezerowe. Postaé zredukowana dodatkowo utatwia odczytanie relacji
miedzy kolumnami.

Przyktad 5.1. Pefna redukcja macierzy z przyktadu 2.2

Wykonujemy kolejno wskazane operacje:

10 -1 4 10 —1 4
02 3 of Bl o1y 9 3
12 2 4 02 3 0

10 -1 4 10 -1 4

LTI PP I SR (N

00 0 0 00 0 0

Dwa pivoty znajduja sie w kolumnach 1 i 2, wiec rank A = 2.

Baza przestrzeni kolumn: wybieramy kolumny 1 i 2 macierzy A, czyli (1,0, 1)T, (0,2, Q)T.
Baza przestrzeni wierszy: bierzemy niezerowe wiersze R, czyli (1,0,—1,4), (0,1, %, ). Sa one
bazg tej samej przestrzeni wierszy co wiersze wyjsciowe.

Relacje: trzecia i czwarta kolumna R daja c3 = —c1 + %02, c4 = 4c;. Te same wspoétczynniki
obowigzujg dla kolumn A.

w w
c
1 1
2€2
U e €1 (A
v v

Col(4): w=u+v Col(R): w=0

Operacje na wierszach moga zmieni¢ przestrzen kolumn, zachowujac jej wymiar. Obie plaszczyzny maja
wymiar 2.



Wojciech Domitrz | Algebra Liniowa z Geometrig 1 Wyktad 8

6 Twierdzenie Kroneckera—Capellego

Macierz uzupeliona [A | b] powstaje przez dopisanie do A jednej kolumny. Jej kolumny rozpinaja
przestrzen

Col([A | b]) = span(Col(A) U {b}).

W szczegdlnosci
rank A <rank[A | b] <rank A + 1.

Dopisanie jednego wektora moze zwiekszy¢ wymiar najwyzej o jeden.

Twierdzenie 6.1 (Kroneckera—Capellego). Uklad Ax = b jest niesprzeczny, czyli ma co najmniej
jedno rozwiazanie, doktadnie wtedy, gdy

‘rankA = rank[A | b]. ‘

Dowdd. Zapis kolumnowy daje Az = b <— Z?:l :vjA(j) = b. Zatem istnienie rozwigzania jest
réwnowazne warunkowi b € Col(A).

Jezeli b € Col(A), to dopisanie b nie zmienia powloki kolumn, a wiec nie zmienia jej wymiaru.

Odwrotnie, zalézmy réwnosé rzedéw. Przestrzen Col(A) jest zawarta w Col([A | b]), a obie przestrze-
nie maja ten sam skonczony wymiar. Musza wiec by¢ réwne. Poniewaz b nalezy do drugiej z nich,

nalezy tez do pierwszej. Istniejg zatem wspoétczynniki x; dajace Az = b. O
b
__—>D |
0 0
b € Col(A) b ¢ Col(A)
rzad pozostaje réwny 2 rzad rosnie z 2 do 3

Gdy przestrzen kolumn jest ptaszczyznag w R3, prawa strona lezaca poza ta plaszczyzna nie moze byé

kombinacja kolumn.
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7 Petne rozwigzania uktadow

Przyktad 7.1. Warunek zgodnosci i dwa parametry swobodne

Dla macierzy A z przyktadu 2.2 rozwazmy ogdlng prawa strone b = (b1, bo, b3)T. Redukeja macierzy
uzupelnionej daje

10 -1 4|b ] Recrsmri [1 0 —1 4 by
002 3 0|by | el 1 g 9 3 b
12 2 4|bs 00 0 0|bg—b—bo

Operacje nad strzatka wykonujemy kolejno. Ostatni wiersz oznacza 0 = bz — by — bo, zatem

Ax = b ma rozwigzanie <= by = by + bo.

Jest to dokladnie réwnanie plaszczyzny Col(A).

Jezeli ten warunek zachodzi, to pierwsze dwa rownania majg postaé
r1 — 23 +4xg = b1, 2x9 + 3x3 = ba.

Kolumny gléwne maja numery 1, 2, wiec x1, 2 sg zmiennymi gtéwnymi. Przyjmujemy z3 = s, x4 = t.

Wtedy

b 3
1 = b1 + s — 4t, 1‘2:52—55.
OtrzymaliSmy wszystkie rozwigzania:
b1 1 —4
| b2/2 —3/2 0
T = 0 + s 1 +t 0 | s,t € R.
0 0 1

Przypadek liczbowy: b = (1,2,3)7

Mamy bz = by +bo, Wiec oba rzedy sa réwne 2. Rozwigzanie szczegdlne to xg = (1,1,0,0)7. Wektory
kierunkowe oznaczmy przez u = (1, —%, 1,007, v = (—4,0,0,1)T. Sprawdzenie w zapisie kolumno-
wym daje

A$0261+62:(1,2,3)T, AU201—%CQ+C3:O, Av = —4¢1 + ¢4 = 0.

Kazdy x = xg+ su+tv jest wiec rozwiazaniem. Parametry sa niezalezne, poniewaz trzecia i czwarta
wspélirzedna wektora su + tv to odpowiednio s i t. Zbiér rozwigzan jest plaszczyzng afiniczng w R,

10
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Przyktad 7.2. Ta sama macierz, ale sprzeczna prawa strona

Dla b = (1,2,4)7 redukcja prowadzi do

(AT ~

S O =

0 -1
2 3
0 O

S O =

1
2
1

Ostatni wiersz oznacza 0 = 1. W czeéci wspolczynnikéw sa dwa pivoty, a w macierzy uzupetnionej
trzy:
rank A = 2, rank[A | b] = 3.

Uklad nie ma rozwiazani. Geometrycznie (1,2,4)T ¢ Col(A), poniewaz 4 # 1 + 2.

Przyktad 7.3. Wiecej rownan niz niewiadomych i jedno rozwigzanie

Dla macierzy B rozwiazmy
0

T1y\ 4
) | -3

-2

S W O N

Kolejno wykonujemy R; <> R4, Ry < —Rj1, nastepnie Ry < Ry — 2R, i Ry < R4 — Ry

1 2] 0 1 0] 2
2 0| 4 00| 0
03[-3] "7 1|0 3|-3
1 0] -2 0 2|-2

1 0| 2
0 1|-1
0 0| O
0 0| O
Oba rzedy wynosza 2, czyli tyle, ile jest niewiadomych. Zatem x1 = 2, 9 = —1 to jedyne rozwiazanie.
Sprawdzenie:
1 2 0
2 0 4
o] |37 |-3
-1 0 -2

Cztery rownania sg zgodne, choé tylko dwa z nich dostarczaja niezaleznych warunkow na niewiado-
me.

Pivot w kolumnie prawej strony

Pivot w ostatniej kolumnie macierzy uzupelnionej odpowiada sprzecznemu réwnaniu 0 = ¢, ¢ #
0. Nie jest pivotem macierzy wspotczynnikow i nie odpowiada zadnej dodatkowej niewiadomej.

11
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8 Liczba i struktura rozwigzan

Niech r = rank A, gdzie A ma n kolumn. Jedli uktad jest zgodny, to po eliminacji wystepuje doktadnie
r zmiennych gléwnych oraz n — r zmiennych swobodnych. Kazdy wyboér zmiennych swobodnych
wyznacza jednoznacznie zmienne gtéwne.

Warunek Rozwigzania nad R lub C

rank[A | b] > r brak rozwigzan
rank[A | b] =r =n dokladnie jedno rozwiazanie

rank[A | b] = r <n nieskonczenie wiele; n — r niezaleznych parametréw

Uktad jednorodny i przesuniecie jego rozwigzan

Niech N(A) = {z € K" : Az = 0}. Jest to podprzestrzen, poniewaz A(au + fv) = aAu + fAv =
0 dla u,v € N(A). W ukladzie jednorodnym kazda zmienna gléwna jest kombinacja zmiennych
swobodnych. Wstawiajac kolejno 1 na jedna swobodna pozycje i 0 na pozostalte, otrzymujemy n —r
wektorow. Rozpinaja one N(A) i sa niezalezne: ich wspoétrzedne na swobodnych pozycjach tworza
baze standardows. Zatem

’dimN(A) = n—rankA.‘

Jezeli Axg = b, to
Az =b <= A(z—x0) =0, {z: Az = b} =20+ N(A).

Zbiér rozwiazan zgodnego ukladu jest przesunieciem przestrzeni rozwigzan ukladu jednorodnego;
ma n — r niezaleznych kierunkow.

Co wynika z petnego rzedu?

Pelny rzad kolumnowy: r = n. Kolumny sg niezalezne, a dla kazdej prawej strony uktad
ma najwyzej jedno rozwigzanie.

Pelny rzad wierszowy: r = m. Przestrzen kolumn jest réwna K™, wiec uktad ma rozwiazanie
dla kazdego b € K™.

Gdy m = n = r, dla kazdej prawej strony istnieje dokladnie jedno rozwiazanie.

Ciato skonczone

Nad cialem o g elementach zgodny uklad ma doktadnie ¢"~" rozwigzan: kazda zmienna swobod-
na ma ¢ mozliwych wartodci. Stwierdzenie o nieskonczenie wielu rozwiazaniach wymaga ciala
nieskonczonego.

12
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9 Przyktad z parametrami

Przyktad 9.1. Zmiana rzedu i zgodnosci uktadu
Dla A, 1 € R rozwazmy
T+ +x3 =1,
1+ Az + 23 = L,
r1 + xo + Axg = 1.
Odejmujemy pierwsze réwnanie od drugiego i od trzeciego:
11 1)1 1 1 1 1
1 A 1jp| ~ |0 A-1 0 pw—1
11 A1 0 0 A—1 0
Przypadek 1: A #1
Trzy pivoty daja rank A = rank[A | b] = 3. Mozna podzieli¢ przez A — 1; mamy

p—1 A—p
— =0 =1—29=——.
)\_17 x3 ’ T 1) N_1

To =
Dla A = 3, u = 5 otrzymujemy (—1,2,0)”. Lewe strony trzech réwnai maja wowczas wartoéci 1,5, 1.
Przypadek 2: A\=1ipu=1

Wszystkie rownania sg identyczne. Oba rzedy wynosza 1, a liczba zmiennych swobodnych to 3—1 = 2.
Wszystkie rozwiazania:

1—s—t 1 -1 -1
T = s =0 +s| 1 J+2t| 0], s,t € R.
t 0 0 1

Tworza one plaszczyzne x1 + xa + x3 = 1.

Przypadek 3: A=11ipu#1
Drugi wiersz po redukcji daje 0 = p— 1 # 0. Stad rank A = 1, rank[A | b] = 2; uklad jest sprzeczny.

Parametry rank A rank[A | b] Wynik

A # 1, dowolne p 3 3 jedno rozwiagzanie

A=1, p=1 1 1 dwa parametry swobodne
A=1, u#1 1 2 brak rozwigzan

Zasada obliczen: przed dzieleniem przez wyrazenie zalezne od parametru oddzielamy przypadek,
w ktérym to wyrazenie jest zerowe.

13
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A Zestawienie pojec¢ i metoda rozwigzywania

Pojecie Znaczenie

Col(A) powloka kolumn; podprzestrzen K™

Row(A) powloka wierszy; podprzestrzen K"

rank A wspélny wymiar przestrzeni kolumn i wierszy

Pivot pierwszy niezerowy element niezerowego wiersza postaci schodkowej
Zgodno$¢ ukladu b € Col(A), réwnowaznie rank A = rank[A | b]

Zmienne swobodne n — rank A niezaleznych parametréw w ukltadzie zgodnym

Algorytm dla Az =10

1. Zapisz [A | b] i wykonuj operacje na calych wierszach, uwzgledniajac prawa strone.

2. Sprowadz macierz do postaci schodkowej. Gdy pojawia sie parametr, sprawdz osobno wartosci
zerujace potencjalny pivot.

3. W czesdci wspdlezynnikow policz pivoty: to r = rank A.
4. Jezeli otrzymasz wiersz [0 --- 0] ¢], ¢ # 0, uklad jest sprzeczny i rank[A | b] =7 + 1.

5. W ukladzie zgodnym wybierz n — r zmiennych swobodnych i wyznacz zmienne gléwne. Zapisz
wszystkie rozwiazania w postaci x = xg + tiur + -+ + tn—rUp_p.

6. Sprawdz Axg = b i Au; = 0. Sprawdz tez, czy kazdy parametr moze byé¢ wybierany niezaleznie.

Jak wybra¢ bazy?

Przestrzen kolumn: numery kolumn z pivotami odczytaj z macierzy schodkowej, a kolumny wy-

bierz z A.

Przestrzen wierszy: wez niezerowe wiersze macierzy schodkowej. Jesli baza ma sktadaé sie z wy-
branych wierszy wyjsciowych, zastosuj metode wyboru kolumn do A7 i wréé do odpowiednich wierszy

A.

Warunki, o ktérych trzeba pamietac

Niezerowe wiersze liczymy dopiero w postaci schodkowej: w macierzy wyjéciowej moga by¢
zalezne. Liczba zmiennych gléwnych jest réwna rank A, nie rzedowi macierzy uzupelnionej
w ukladzie sprzecznym. Pelny rzad kolumnowy gwarantuje jednoznacznos¢ rozwiazania, jesli
ono istnieje; istnienie dla kazdej prawej strony wymaga pelnego rzedu wierszowego.
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