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Algebra Liniowa z Geometrig 1

Przeksztatcenia liniowe
Macierze i ich iloczyn

Wyktady 9-10

Definicje, dowody i rozwigzane przyktady
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Od obrazu bazy do rachunku macierzy

Przeksztalcenie liniowe jest wyznaczone przez obrazy wektoréw bazy. Wspotrzedne tych obra-
zéw tworza kolumny macierzy. Skladaniu przeksztatcen odpowiada mnozenie macierzy; kolej-
nos¢ czynnikéw opisuje kolejnoéé dziatania.
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Oznaczenia i podziat materiatu

V,W,U sa przestrzeniami nad tym samym cialem K. Macierz A € K™*™ ma m wierszy i n
kolumn, wiec opisuje przeksztalcenie K" — K™. AU) oznacza kolumne, a Ay wiersz. [v]g jest
kolumng wspoétrzednych w uporzadkowanej bazie B. W zapisie [T, ; baza po prawej dotyczy
dziedziny, a baza po lewej przestrzeni wartosci.

Wyktad 9: liniowo$¢, macierz przeksztalcenia, przestrzenn L(V,W). Wyktlad 10: skladanie,
iloczyn, transpozycja i rzad iloczynu. Przyktady liczbowe i rysunki dotycza R, chyba ze podano
inne cialo.
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WYKLAD 9 | Przeksztatcenia liniowe i ich macierze
1 Liniowos$¢ i przeksztatcenie zadane macierzg

Definicja 1.1. Przeksztalcenie T : V — W nazywamy liniowym nad K, jedli dla wszystkich u,v € V
i A € K zachodza warunki

T(u+v)=T(u)+T(v), T(Av) = AT(v).
Sa to odpowiednio addytywnosé i jednorodnosé.

Roéwnowaznie mozna zadaé jednej rownosci

‘T(au + Bv) = aT'(u) + BT (v) ‘

dla wszystkich u,v i a, 8 € K. Dwa warunki definicji daja ten wzdr, a podstawienia («, 5) = (1,1)
i (\,0) pozwalaja je odzyskaé.

Macierz dziata przez kombinacje swoich kolumn
Niech A = (a;;) € K™ Dla x = (z1,...,2,)] definiujemy
Ta(x) = Az =Y x;AU) e K™
j=1

Jesli y = T (z), to i-ta wspélrzedna obrazu wynosi

n
Y; = E Qi Ty, i=1,...,m.
j=1

Twierdzenie 1.2. Dla kazdej macierzy A przeksztalcenie T4 jest liniowe.

Dowdd. Korzystamy z rozdzielnoéci dziatan w K i w przestrzeni K™:

Ta(u+v) :Z(u]—i-vj AV = Zu AU +ZU] =Ta(u) +Ta(v),

J

Ta(Au) =Y () AD = )\Zu] = )\TA( ).

J

Kontrola wymiarow

A ma n kolumn, wiec wejscie ma n wspélrzednych. Kazda kolumna ma m wspdlrzednych, wiec
wynik nalezy do K. Zapis Ax oznacza mnozenie macierzy przez kolumne wspotrzednych.
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1.1 Konsekwencje definicji i testy liniowosci

Kazde przeksztalcenie liniowe spelnia

k k
T(Oy) =0w, T(-v)=-T@), T[> aju;|=> a;jT(vy).
j=1 j=1

Pierwsza réwnosé wynika z T(0 - v) = 0 - T'(v), druga z jednorodnosci dla A = —1, a trzecia
z wielokrotnego uzycia addytywnosci i jednorodnosci.

Przykfad 1.1. Wyraz staty uniemozliwia liniowo$¢
Przeksztalcenie F : R? — R2 F(z,y) = (x + 1,%), nie jest liniowe, bo F(0,0) = (1,0) # (0,0).
Ogdlniej mapa v — Av + b jest liniowa doktadnie wtedy, gdy b = 0. Dla b # 0 jest przeksztalceniem
afinicznym.
Przyktad 1.2. Warunek 7'(0) = 0 nie wystarcza
Dla G : R — R, G(z) = 2%, mamy G(0) = 0, ale

Gl4+1)=4#2=G(1)+G(1).

Z kolei H(x) = |x| narusza jednorodno$¢: H(—1) =1 # —1 = —H(1). Obie mapy sa nieliniowe.

Przyktad 1.3. Liniowo$¢ zalezy od ciata skalaréow

Sprzezenie J : C — C, J(z) = Z, jest liniowe nad R, poniewaz z +w = Z + w oraz az = az dla
a € R. Nie jest liniowe nad C:
Ji-1)=—-i#i=1J(1).

W bazie (1,1) przestrzeni C nad R jego macierz to <(1) _01>

Jak udowadniac i jak obalac¢ liniowo$¢?

Do dowodu sprawdzamy definicje dla dowolnych wektoréow i skalaréw albo przedstawiamy mape
w postaci x — Ax. Sprawdzenie kilku wartosci liczbowych nie jest dowodem. Do obalenia liniowosci
wystarczy jeden kontrprzyktad naruszajacy ktérys z warunkow.

Obrazy bazy wystarczajg

Jezeli B = (b1,...,by) jest baza i v = 3 x;b;, to T(v) = > ;2;T(b;). Znajac wszystkie
T'(b;), znamy wiec T na calej przestrzeni. Dowolny wyboér obrazéw T'(b;) € W wyznacza jedno
przeksztalcenie liniowe: jednoznaczno$¢ wspoétrzednych zapewnia, ze ten przepis jest dobrze

okreslony.
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2 Przyktady geometryczne w ptaszczyznie

Przyktad 2.1. Rzut, symetria i obrot

Rzut na o$§ Oz, symetrie wzgledem tej osi i obrét o m/2 przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara
opisuja odpowiednio

P = @0, P=(g ).
Hea) = H= (g 2.
R(z,y) = (—y, ), R=<(1) _01)-

Sa liniowe, bo kazde jest zadane mnozeniem przez macierz. Dla v = (1,2)” otrzymujemy Pv =
(1,007, Hv = (1,-2)7, Rv = (=2, 1)T.

Hv

rzut P symetria H obrét R

Liniowos¢ nie wymaga zachowania dlugosci ani katéw. Rzut moze wyslaé¢ niezerowy wektor na zero.
Przyktad 2.2. Obrét o dowolny kat i Scinanie

cosf —sind
Ry = (sin9 cos 6 >’

poniewaz wysyla e; na (cos,sinf)”, a ey na (—sinf,cos6)”. Scinanie S(z,y) = (z + y,y) ma

Obrét o kat # ma macierz

macierz <(1) i) Przeksztalca kwadrat jednostkowy w réwnolegtobok:

(0,0) = (0,0), (1,0)+ (1,0), (0,1)+— (1,1), (1,1)—(2,1).
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3 Macierz w bazach standardowych

Niech T' : K* — K™ bedzie liniowe, a ey, ...,e, baza standardowa dziedziny. Kazdy wektor ma
postaé x = Zj xje;, wiec

T(.%') = Z 1‘jT(6j>.

Wstawiamy obrazy wektoréw bazowych do kolumn macierzy:

A=[T(e1) - Tlen)] € K™*,

Wtedy T'(z) = Az dla kazdego .

Twierdzenie 3.1. Przyporzadkowanie A — T4 jest wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$cig mie-
dzy K"™*™ a przeksztalceniami liniowymi K" — K.

Dowdd. Kazda macierz daje mape liniowa. Odwrotnie, powyzsza konstrukcja daje macierz dowolnej
mapy liniowej, wiec wszystkie takie mapy sa otrzymane. Jesli T4y = Tg, to dla kazdego j

AV = Aej = Ta(ej) = Tp(e;) = Bej = BY).

Macierze maja te same kolumny, wiec A = B. O

Przyktad 3.1. Od wzoru przeksztatcenia do macierzy

Rozwazmy T : R?* — R? dane wzorem
T(.’L‘l, X2, 173) = (331 + 2x9 — x3, 3190 + 2333).

Liczymy obrazy bazy standardowej:

T(ey) = <é) T(es) = <§) O T(es) = <_21> .

Zatem

Dla z = (1,-1,2)T mamy
C(142(-1)-2\ (-3
A = (3(—1)+2-2> - < 1 )
To samo wynika z kombinacji kolumn: T'(z) = T'(e1) — T(e2) + 2T (e3) = (1,0)T —(2,3)T +2(—1,2)7.

Kolejnosc¢ i rozmiar

j-ta kolumna jest obrazem j-tego wektora bazy dziedziny. W przyktadzie sa trzy kolumny i dwa
wiersze, zgodnie z kierunkiem R3 — R2,
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4 Macierz przeksztatcenia w dowolnych bazach

Niech dim V' = n, dim W = m. Ustalmy uporzadkowane bazy B = (b1,...,by,) przestrzeni V i C =
(c1,...,cm) przestrzeni W. Kazdy obraz wektora bazowego zapisujemy w bazie C:

m
T'(b) :Zaijci, j=1,...,n.
i=1
Definicja 4.1. Macierza T' w bazach B i C jest
A=[Tle, p= [[T(bl)]c [T(bn)]c]‘
Jej j-ta kolumne tworza wspétrzedne obrazu T'(bj) w bazie przestrzeni wartosci.
Jezeli v =73, x;bj, to

n m

T(v) = ijT(bj) = ij aijc;
j=1

=1 =1

e

m n
= E E aija:j C;.
=1 \j=1

Oznaczajac y = [T'(v)]c, dostajemy y; = 3, aijx;, czyli podstawowy wzor

[T(W)le = [Tleep V)5

T
veV > T(v) e W
baza B baza C
xr = [v]z € K" >y = [T(v)], e K™
T — Ax

Obliczenie obrazu, a potem jego wspolrzednych daje ten sam wynik co pomnozenie wspolrzednych wejscia

przez macierz.

Wektor a kolumna wspotrzednych

W ogélnej przestrzeni, np. przestrzeni wielomianow, wektor v nie jest kolumna liczb. Macierz
mnozymy przez [v]z. Skrot T'(v) = Av jest wladciwy dla standardowego zapisu wspotrzednych
w K™ i K™,
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4.1 Petny przyktad w bazach niestandardowych
Przyktad 4.1. Dwie bazy i jedno przeksztatcenie
Niech T : R? — R2 T'(x,y) = (22 — y,x + 3y), oraz

B = ((17 1)7 (17 _1))7 C= ((170)’ (17 1))

Oba uklady sa bazami: uktady réwnan na wspoétczynniki maja dla dowolnego wektora jednoznaczne
rozwigzania podane ponizej.

1. Wspélrzedne w bazie C
Z (u,v) = o(1,0) + B(1,1) = (a + B, B) wynika

wole=(","):

2. Obrazy wektoréw bazy B

T(1,1) = (1,4), T(1,-1) = (3,-2).
Ich wspotrzedne w C to odpowiednio (—3,4)7 i (5, —2)7. Zatem

T, 5= <_43 _52> '

3. Zastosowanie do wektora z = (3,1)

Najpierw rozktadamy wejscie w bazie B:

(r,y) =s(1,1)+t(1l,-1)=(s+t,s—t), s=

W szczegélnosei [z]z = (2,1)T. Mnozenie daje

-3 5 2 -1
= (7 5) (1) ()
Odtwarzamy wektor w przestrzeni wartosci:

T(z) = —1(1,0) + 6(1, 1) = (5,6).

Sprawdzenie ze wzoru: 17'(3,1) =(2-3—-1,34+3-1) = (5,6).

Macierz zalezy od baz

1 3
lecz nie zmienia samej mapy. Nawet identyczno$é moze mie¢ macierz r6zng od I, gdy na wejsciu
i na wyjsciu uzywamy roéznych baz.

W bazach standardowych to samo 7" ma macierz ( > . Zmiana baz zmienia zapis liczbowy,




Wojciech Domitrz | Algebra Liniowa z Geometrig 1 Wyktady 9-10

4.2 Przeksztatcenia przestrzeni wielomianow

Przykfad 4.2. Macierz r6zniczkowania
Niech V =R[t]<s, W = R[t]<a 1 D : V — W, D(p) = p'. Rézniczkowanie jest liniowe, poniewaz
p+a) =pv+d, (W) =N
Wybieramy bazy B = (1,t,t%,13), C = (1,t,t?). Kolejne obrazy to
D(1)=0, D@t)=1, D) =2t, D) =3t

Po zapisaniu ich wspoétrzednych w kolumnach otrzymujemy

01 00
Dlecs=(0 0 2 0
00 0 3

Macierz ma rozmiar 3 x 4, poniewaz dim W = 3, dimV = 4.

Dla p(t) = 2 — t + 3t — 2t mamy

1 0100 1 -1
Pa=|5 |- Dwle=[0 02 of [ ]=[c¢
9 0 0 0 3 9 —6
Zatem D(p) = —1 + 6t — 6t2, zgodnie z bezpoérednim rézniczkowaniem. Zerowa pierwsza kolumna

wyraza fakt, ze pochodna stalej jest zerowa.

Przykfad 4.3. Warto$¢ wielomianu w ustalonym punkcie

Mapa L : Rlt]l<s — R, L(p) = p(1), jest liniowa: (ap + Bq)(1) = ap(l) + Bq(1). W bazie B =
(1,¢,t2,13) i bazie (1) przestrzeni R jej macierz to

L]=(1 11 1).
Dla powyzszego p otrzymujemy L(p) =2 — 1+ 3 — 2 = 2. Ogdlniej ewaluacja p — p(a) ma macierz

(1 a a? a3).

Ustalony punkt, zmienny wielomian

Mapa p — p(a) jest liniowa wzgledem p. Nie nalezy jej utozsamiaé z funkcja a — p(a) dla
ustalonego wielomianu; ta funkcja moze by¢ nieliniowa, np. dla p(t) = 2.
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5 Przestrzen przeksztatcen liniowych
Oznaczamy

LV,W)={T:V — W : T jest liniowe nad K}.
DlaT,S € L(V,W) i X € K definiujemy dziatlania punktowo:

(T+5)(v) =T(w) +5w),  (AT)(v) = AT (v).

Twierdzenie 5.1. Z tymi dzialaniami £(V, W) jest przestrzenia liniowa nad K.

Dowdd. Suma i wielokrotnoéé¢ skalarna sa znéw mapami liniowymi. Istotnie,

(T + 8)(on + Bv) = aT(u) + BT(v) + aS(u) + BS(v)
=a(T + 5)(u) + (T + 5)(v),
(AT)(au + fv) = AaT'(u) + AT (v)
= a(AT)(u) + B(AT)(v).

Pozostale aksjomaty wynikaja punktowo z aksjomatéw przestrzeni W. Na przyklad ((T" + S) +
F)v) =T(@)+ (S(v)+ F(v)) = (T + (S + F))(v). Wektorem zerowym jest mapa v — Oy, a prze-
ciwnym do T' mapa —71" : v — —T'(v). O

W ustalonych bazach obrazy kazdego wektora bazowego dodaja sie i skaluja wspétrzedna po wspot-
rzednej. Dlatego

T + S]CeB = [T]C%B + [S]Cel% [/\T]CeB =A [T]CeB'

Dodawanie i mnozenie macierzy przez skalar sa dane wzorami (A + B);; = a;j + bij, (AA)ij = Aajj.
Dodajemy tylko macierze tego samego rozmiaru.

Przyktad 5.1. Kombinacja liniowa dwéch map

Dla T(z,y) = (2z — y,x + 3y) i S(z,y) = (z + y,y) dostajemy

a0 3)-( )= )

Zatem (21 — S)(z,y) = (3z — 3y, 2z + by), a dla (1,2) wynik to (—3,12).

Warunek zgodnosci baz

Macierze dwoch map mozna dodaé jako macierze tych map tylko wtedy, gdy zapisano je w tych
samych bazach dziedziny i przestrzeni wartosci. Sama zgodnos¢ rozmiaréw nie wystarcza do
takiej interpretacji.

10
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6 Baza i wymiar przestrzeni przeksztafcen

Macierze bazowe

Dla 1 <i<m, 1< j <nniech E;; € K™*" oznacza macierz z jedynka na pozycji (i,7) i zerami
w pozostatych miejscach. Wtedy kazda macierz ma rozktad

A= Z ZaijEij.

i=1 j=1

Macierze E;; rozpinaja wigc K™*". Jezeli 3, ; AijEij = 0, to odezytanie pozycji (4, j) daje A;; = 0.
Sa zatem niezalezne i tworza baze liczaca mn elementéw.

Twierdzenie 6.1.
dim K™ " = mn, dim L(K",K™) = mn.

Dowdd. Pierwsza réwnoé¢ wynika z bazy (E;;). Odpowiednio$¢ A +— T4 jest liniowa i wzajemnie

jednoznaczna, wigc (Tg;;) jest baza przestrzeni map liniowych. Dokladniej, Tg,, (v) = x;e;: mapa
odczytuje j-ta wspolrzedna wejécia i umieszcza jg na i-tej pozycji wyjscia. O

Przyktad 6.1. Sze$¢ niezaleznych miejsc w macierzy 2 x 3
Baze przestrzeni R?*3 tworza

1 00 0
Ey = <0 0 0> , Eia = (0
0 0 O 0
Es = <1 0 0> , B = (0

Macierz z przyktadu 3.1 ma rozktad

_— o O =
o O
~_
&
no
[3X)
|
N
o O
SO OO
_ O
~_

1 2 -1
(O 3 2)=E11+2E12—E13+3E22+2E23-

Te same wspélezynniki opisuja rozklad mapy T' w bazie map x + xje;. Przestrzen £(R? R?) ma
wymiar 6.

Rzad macierzy i wymiar przestrzeni macierzy

Wymiar R2%3 wynosi 6, ale kazda pojedyncza macierz 2 x 3 ma rzad najwyzej 2. Sa to rézne
pojecia: pierwsza liczba opisuje swobode wyboru catej macierzy, druga wymiar powtoki jej
kolumn.

11
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6.1 Przypadek dowolnych przestrzeni skonczenie wymiarowych
Twierdzenie 6.2. Jesli dimV =n i dim W =m, to dim L(V, W) = mn.

Dowdd. Ustalmy bazy B = (by,...,b,), C = (c1,...,cm). Dla kazdej pary (i, 7) definiujemy liniowa
mape P;; przez

®i;(b;) = ci, Dij(b) =0 (k #j).-
Jest dobrze okreslona, poniewaz obrazy bazy wyznaczaja mape liniowa. Jesli v = ), by, to
@ij(v) = .eri.

Niezaleznosé. Niech Zl ; Aij®i; = 0 jako mapa. Stosujac obie strony do by, dostajemy

=1

i,J

Niezaleznosé bazy C daje \jx = 0 dla kazdego i. Poniewaz k bylo dowolne, wszystkie wspotczynniki
s zerowe.

Rozpinanie. Jesli T'(b;) = >, aijc;, to mapy T i 3, 5 a;;®;; maja te same wartosci na kazdym
wektorze bazy. Sa wiec réwne. Uklad (®;;) jest baza, a jego liczba elementéw wynosi mn. O

Przykfad 6.2. Mapa z wielomianéw do R?

Dla V = R[t]<a, W = R? wybieramy bazy (1,t,t?) i (e1,e2). Mamy dim £(V,W) = 3 -2 = 6. Dla
p(t) = ap + a1t + ast? mapy bazowe dzialaja np. tak:

®11(p) = (a0,0), P12(p) = (a1,0), P23(p) = (0,a2).

Rozwazmy
F(p) = (ag + 2a1 — az, 3ag + as).

Jej macierz i rozklad w bazie map sa nastepujace:

1 2 -1
[F]:(3 0 1>, F=®1) +2P15 — ®13 + 3Po; + Po3.

Dla p = 2 — t + 3t2 otrzymujemy F(p) = (22— 3,6+ 3) = (-3,9).

Co zalezy od wyboru baz?

Konkretne macierze i mapy bazowe ®;; zaleza od wybranych baz. Liczba mn, czyli wymiar
przestrzeni £L(V, W), jest od nich niezalezna.

12
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WYKLAD 10 | Skfadanie i dziatania na macierzach
7 Sktadanie przeksztatcen liniowych

Niech T:V — W, S : W — U. Ztozenie definiujemy wzorem
(SoT)(v)=S8(T(v)).

Najpierw dziala mapa T, potem mapa S. Warunek zgodnosci przestrzeni posredniej jest konieczny.

T S

SoT

Twierdzenie 7.1. Jezeli T € L(V,W)i S € LIW,U), to SoT € L(V,U).

Dowdd. Dla dowolnych v,w € V oraz «a, € K mamy

(SoT)(av+ pw) = S(T(aw + pw))
= S(aT(v) + BT(w))
=aS(T(v)) + BS(T(w))
=a(SoT)(v) + B(S o T)(w).

W drugim kroku korzystamy z liniowosci T, a w trzecim z liniowosci S. O

Przyktad 7.1. Obliczanie zfozenia ze wzoréw
Dla T :R? = R? T(z,y) = (x +y,2y),i S : R? = R, S(u,v) = u — v, otrzymujemy

(SoT)(z,y) =(r+y) —2y=2z—y.

Na przyktad (3,2) KN (5,4) 2y 1. Zlozenie ma dziedzine R?, a wartoéci w R. Zlozenie T o S nie jest
tutaj okreslone: wyjscie S jest liczba, a wejscie T wymaga wektora o dwéch wspotrzednych.

Czytanie od prawej do lewej

W zapisie SoT prawa mapa dziala pierwsza. Ta sama zasada bedzie obowigzywala dla iloczynu
macierzy reprezentujacych ztozenie.

13
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8 lloczyn macierzy i reguta wiersz—kolumna

Niech A € K™*" B € K™, Wtedy
K" 4 K™ 225 K-

Szukamy macierzy C' € K" zlozenia Tg o T4. Dla y = Az, 2 = By mamy

m m n
zi = E bisys = E bis § A5 T
=1 =1  j=1

Definicja 8.1. Iloczynem B i A nazywamy macierz C' = BA o elementach

m
Cz‘jzzbisasja 1§i§€, 1§]§7’L
s=1

Jest to suma iloczynéw odpowiednich elementow i-tego wiersza B i j-tej kolumny A.

Wyprowadzenie pokazuje, ze

Tpa=TpoTs,  (BAx=B(Ax)|

Uniwersalny schemat rozmiaréw

Niezaleznie od nazw czynnikéw:

=AB, (AB);j = Z ;b

mxXn nXp mxp k=1

Liczba kolumn lewego czynnika musi by¢ réwna liczbie wierszy prawego. Rozmiar wyniku wyzna-
czaja liczba wierszy lewego i liczba kolumn prawego.

Ztozenie w dowolnych bazach

Jezeli B,C,D sa bazami odpowiednio V, W, U, to

[So T]D<—B = [S]D<—C [T}C<—B'

Istotnie, najpierw obliczamy wspolrzedne T'(v) w C, a nastepnie wspélirzedne S(T'(v)) w D. Baza
posrednia musi byé ta sama w obu macierzach.

Takze nad C

W zwyklym iloczynie macierzy mnozymy a;ibyj, bez sprzegania liczb zespolonych. Regula
wiersz—kolumna nie wprowadza sprzezenia.
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8.1 Petne obliczenie iloczynu prostokatnego

Przykfad 8.1. Macierz 2 x 3 razy macierz 3 x 2

Niech
2 0
A:<(1) g _21> B=[-11
3 4

Tloczyn C' = AB ma rozmiar 2 x 2. Obliczamy osobno kazdy z czterech elementéw:
1 =1:242-(=1)+(-1)-3=2-2-3=—-3,
co=1-042-14(-1)-4=0+2—4=—2,
c21=0-24+3-(-1)4+2-3=0-3+6=3,
c0=0-0+3-14+2-4=0+34+8=11.

—3 -2
AB_(3 11).

Zatem

2 0
1 2 -1 -3 | -2
0 3 2 3 11
3 4
Pierwszy wiersz lewego czynnika i druga kolumna prawego wyznaczaja element cjo = —2.
Odczytanie ztozenia ze wzoréw
Najpierw dziata B : R? — R3:
2z

B <x> =\|-—z+y
y 3z + 4y
Nastepnie A : R? — R?, wiec

(e () - (s Bl - ()

Wspotczynniki tego wzoru sg doktadnie elementami obliczonej macierzy AB.
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8.2 Kolumny i wiersze iloczynu

Dla A € K™*" B € K"*P mamy dwa uzyteczne zapisy:

(AB)Y) = Z b AR |

(AB) (5 — z)B Z asz

Pierwszy méwi, ze kazda kolumna iloczynu jest kombinacja kolumn A. Drugi méwi, ze kazdy wiersz
iloczynu jest kombinacjag wierszy B. Oba wynikaja ze wzoru (AB);; = >, airby;, odczytanego raz
przy ustalonym j, a raz przy ustalonym 1.

Przykfad 8.2. To samo mnozenie przez kombinacje kolumn i wierszy

Dla macierzy z przyktadu 8.1 pierwsza kolumna iloczynu to
1 2 -1 -3
(o) - () (2) - ()
1 2 -1 -2
(o) + (0)++(2)- ()

Pierwszy wiersz mozna natomiast uzyskac¢ z wierszy B:

a druga:

(2,0) +2(—-1,1) — (3,4) = (—3,-2),

a drugi jako 0(2,0) + 3(—1,1) + 2(3,4) = (3,11). Wynik jest taki sam jak przy liczeniu czterech
elementéw oddzielnie.

Rozktad na iloczyny kolumny i wiersza

Mozemy tez pogrupowaé¢ sume wedlug indeksu k:

k
B =Y A"Bg,
k=1

Tutaj kolumna rozmiaru m X 1 mnozona przez wiersz 1 X p daje macierz m x p. Na przyklad
u1 _ (wmvr u1v2  uU1v3
(Ul V2 ’U3) = .
U2 U2V1  U2V2  U2V3

Wszystkie jej kolumny sa wielokrotnoéciami (u1,us)?, wiec taka macierz ma rzad najwyzej 1.

Dwie inkluzje

Z opiséw kolumn i wierszy wynika Col(AB) C Col(A) oraz Row(AB) C Row(B). Te relacje
postuzg do oszacowania rzedu iloczynu.
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9 Dlaczego mnozenie nie jest przemienne?

Juz same rozmiary moga uniemozliwi¢ zamiane kolejnosci czynnikéw:

Rozmiar A Rozmiar B Rozmiar AB Iloczyn BA

2x3 3 x4 2 x4 nie jest okreslony
2x3 3 %2 2x2 jest okresdlony, ma rozmiar 3 x 3
2x2 2x2 2x2 jest okreSlony, lecz moze by¢ rézny od AB

Przyktad 9.1. Niezerowe czynniki, zerowy iloczyn
10 0 0
=(oa) o= (10)
PQ = 1-04+40-1 1-04+0-0 _ 0 0 7
0-0+40-1 0-040-0 0 0
~(0-1+0-0 0-0+0-0\ (0 0\ _
QP_<1-1+0-0 1-0+O-0>_<1 0>_Q'
Zatem PQ # QP.

Interpretacja. Mapa @ wysyla (x,y) na (0,z), a P rzutuje na o§ Ox. Stad

Niech

Obliczamy oba iloczyny:

(,y) 5 (0,2) & (0,0),
Q

P
(z,y) = (#,0) = (0,2).
Pierwsza kolejno$é¢ usuwa caly wynik poprzedniej mapy, druga zachowuje informacje o wspélrzednej

x.

lloczyn zerowy i skracanie

Z AB = 0 nie wynika A = 0 ani B = 0, co pokazuja P, Q. Nie wolno tez skraca¢ dowolnego
niezerowego czynnika: Pls = PP = P, chociaz P #01i Is # P.
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10 Prawa dziatan na macierzach

taczno$¢ mnozenia

Twierdzenie 10.1. Dla A € K™*" B ¢ K"*P, C € KP*Y zachodzi

| A(BC) = (AB)C.|

Oba iloczyny maja rozmiar m X q.

Dowdd przez skladanie. Sktadanie funkcji jest taczne: obie strony zlozenia trzech map wysylaja x
na TA(Tp(Tc(x))). Zatem
Tao(TpoTe)=(TaoTp)oTc.

Lewa mapa ma macierz A(BC), a prawa (AB)C. Jednoznaczno$¢ macierzy tej samej mapy daje
réwnosc. O

Dowdd ze wzoru na elementy. Wszystkie sumy sg skonczone, wiec wolno zmieniaé¢ kolejnosé sumo-

wania: »
[A(BC)]U = Z aik(BC)kj = Z Z aikbkscsj
k=1 k=1 s=1
p n p
= Z <Z aikbk5> Csj = Z(AB)isCsj = [(AB)C]U
s=1 \k=1 s=1
Rownosé zachodzi na kazdej pozycji (i, 7). O

Przyktad 10.1. Dwie drogi obliczenia tego samego wyniku

Wezmy A, B z przyktadu 8.11 2 = (1, —1)T. Mnozenie najpierw macierzy przez wektor daje
2 2—4+1 -1
s (2] = (50) - ()

Najpierw obliczajac iloczyn macierzy, dostajemy

s (3 () -G - (),

Wyniki zgadzaja sie zgodnie z twierdzeniem.

Nawiasy a kolejnosc

Facznosé pozwala zmieniaé¢ nawiasy w iloczynie ABC'. Nie pozwala przestawiaé¢ czynnikéw. We
wszystkich trzech zapisach ABC, A(BC), (AB)C najpierw dziala C, potem B, a na korncu A.
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10.1 Rozdzielno$¢, skalary i macierz jednostkowa

Jesli A, B e K™*" C e K"P, D e K7™ to

(A+B)C'=AC+BC, D(A+B)=DA+DB.|

Rozdzielno$é mozna otrzymaé z dzialain na mapach liniowych. Pierwsza réwnosé odpowiada (T4 +
Tg)oTo = TaoTe+TpoTe. Druga wykorzystuje liniowosé Tp: Tpo (Ta+Tg) = TpoTa+TpoTs.

Bezposrednio dla elementéw macierzy mamy

[(A + B)C]ZJ = Z(azk + bzk ck] Z A Clj + Z bzkckja

k
[D(A+ B)lij =Y dir(ar; + bij) Z dikag; + Z ik
k

Dla dowolnego skalara A i zgodnych rozmiaréw zachodzi ponadto
AMAB) = (M)B = A(AB),

bo w sumie ) , a;rby; mozna pomnozy¢ kazdy skladnik przez A i przypisac ten czynnik do dowolnego
z dwbéch elementow.

Macierz jednostkowa

Macierz I,, ma jedynki na przekatnej i zera poza nia. Reprezentuje mape identycznosciowa x +— x.
Dla A € K™m*™

I,A=A, Al = A.

Mozna to sprawdzi¢ ze sktadania z identycznoscia albo ze wzoru na elementy: (1,,A);; = >, dikag; =
aij, (Aln)ij = D1 @ikdk; = aij. Symbol d;; jest réwny 1 dla i = j i 0 w przeciwnym razie.

Przyktad 10.2. Rozwiniecie kwadratu sumy macierzy

Dla macierzy kwadratowych tego samego rozmiaru rozdzielnos¢ daje
(A+B)?=A*+ AB+ BA+ B2

Nad R zapis A% + 2AB + B? jest réwnowazny temu wzorowi doktadnie wtedy, gdy AB = BA. Dla
P,Q z przyktadu 9.1 mamy P? = P, PQ =0, QP = Q, Q?> = 0, zatem

(P+Q)?=P+Q= G 8).

Zastapienie PQ) + QP przez 2P() daloby bledny wynik P.
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11 Transpozycja macierzy

Definicja 11.1. Dla A = (a;;) € K™*" macierz transponowana AT € K"™ jest dana przez
(AT)i; = aji.
Wiersze macierzy A stajg sie kolumnami A7 .

Na przyktad

A:(é g 21> — AT = ; g
2

Twierdzenie 11.2. Przy zgodnych rozmiarach zachodza réwnosci
(AT =4, (A+B)"=4"+B", (A" =x4T,
(AB)T = BT AT,

Dowdéd. Dwukrotna zamiana indekséw przywraca a;j. Dodawanie i mnozenie przez skalar sg wyko-
nywane po pozycjach, zatem [(A + B)T];; = aji + bji i [(AA)T]i; = Aaji.

Dla iloczynu A € K™*" B € K"*P otrzymujemy

(AB)")ij = (AB)ji = ) ajubyi
k=1

= Z BT zk AT i (BTAT)I']'.
k=1

Wynik ma rozmiar p x m, zgodnie z rozmiarem BT AT . O

Przyktad 11.1. Sprawdzenie transpozycji iloczynu
-3 3
T _

grar_ (2 -1 3 ; g _(2-2-3 0-3+6\ _ (-3 3
0 1 4 LY 04+42-4 0+3+8 2 11)-

Dla A, B z przyktadu 8.1 mamy

Kolejnos¢ czynnikdw i liczby zespolone
Transpozycja odwraca kolejno$é wszystkich czynnikéw: (A --- Ap)T = AT ... AT, Nie zmienia

jednak samych wspotczynnikow przez sprzezenie. Na przyktad (1 i)T = (1,i)T.
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12 Rzad iloczynu macierzy

Rzad macierzy jest wspélnym wymiarem przestrzeni jej kolumn i wierszy. W szczegdlnosci rank A7 =
rank A, poniewaz transpozycja zamienia te dwie przestrzenie rolami.

Twierdzenie 12.1. Dla A € K™*" B € K"*P zachodzi

rank(AB) < min(rank A, rank B).

Dowdd. Oszacowanie przez rzad A. Kazda kolumna iloczynu jest kombinacja kolumn lewego
czynnika:

(AB)Y) = Z bij(k).
k=1

Stad Col(AB) C Col(A), a wiec rank(AB) < rank A.

Oszacowanie przez rzad B. Kazdy wiersz iloczynu jest kombinacja wierszy prawego czynnika:
n
(AB)4) =Y aixB.
k=1

Zatem Row(AB) C Row(B), co daje rank(AB) < rank B. Obie nieréwnosci razem dowodza tezy. [

Drugie oszacowanie mozna réwniez otrzymac z pierwszego za pomoca transpozycji:

rank(AB) = rank((AB)T) = rank(BT AT) < rank(B”) = rank B.

Przyktad 12.1. Nieréwno$¢ moze byc ostra

Dla P, @ z przyktadu 9.1 obie macierze maja po jednej niezaleznej kolumnie, wiec rank P = rank Q =
1. Mimo to
PQ =0, rank(PQ) = 0 < 1 = min(rank P,rank Q).

Przy odwrotnej kolejnosci QP = @, wiec rank(QP) = 1. Kolejnos¢ mnozenia moze zmieni¢ takze
rzad wyniku.

Interpretacja przez przeksztatcenia

Macierz B najpierw wysyla wektory wejsciowe do przestrzeni Col(B). Nastepnie dziala A, wiec
Col(AB) = {Ay : y € Col(B)}. Czes¢ niezaleznych kierunkéw wytworzonych przez B moze
zostaé przez A wystana na zero lub staé sie zalezna. Rzad iloczynu nie musi osiggaé¢ mniejszego
z rzedow czynnikow.
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12.1 Przyktad z parametrem i interpretacja geometryczna
Przykfad 12.2. State rzedy czynnikéw, zmienny rzad iloczynu

10 A0
P_<O o)’ BA_<1 0)'

Dla kazdego A macierz By ma rzad 1: druga kolumna jest zerowa, a pierwsza (), 1)7 nigdy nie jest
zerowa. Rzad P rowniez wynosi 1.

A0 A0
PB)\<0 0), B)‘P(l O)BA.

0, \=0,
1, A£0,

Niech A € R oraz

Mnozenie daje

Stad

rank(PB)) = { rank(ByP) =1 dla kazdego .

Objaénienie geometryczne. Mamy By (z,y) = (A\z,z), wiec obrazem jest prosta span{(\,1)7}.
Gdy A = 0, jest to 0§ Oy, ktérg P wysyla w caloéci na zero. Gdy A # 0, rzut tej prostej na Ox
pokrywa calg os Oz.

Yy Y
A
B'[(?[
Bo(il
x : > T
\PBo(fl =0 PBle,l
A=0: rank(PBy)=0 A=1: rank(PB;)=1

O rzedzie ztozenia decyduje réwniez potozenie obrazu pierwszej mapy wzgledem kierunkow zerowanych
przez druga.

Whiosek z przyktadu

Zmnajomosé¢ samych liczb rank A i rank B daje oszacowanie rzedu iloczynu, ale zwykle nie wy-
znacza go jednoznacznie. Trzeba zbadaé wzajemne dziatanie obu macierzy.
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13 Przyktad taczacy caty materiat

Przyktad 13.1. Pochodna i jej wartoSci w dwoch punktach
Rozwazmy mapy

R[t]<s 5 Rlf]<1 —+R%, D) =p,  Elg) = (4(0),q(1)).

Obie sa liniowe. Przyjmujemy bazy B = (1,t,t?), C = (1,t) oraz baze standardowa & przestrzeni
R2.

1. Macierze obu etapow

Z D(1)=0,D(t) =1, D(t?)=2ti E(1) = (1,1), E(t) = (0,1) otrzymujemy

[Plecs = <8 (1) g) o Bleee= G (1)> '

2. Macierz zlozenia

Najpierw dziata D, wigc jej macierz stoi po prawej:

Eelecs=( ) (00 2)=(0 1 )

Macierz ma rozmiar 2 X 3, zgodnie z wymiarami koncowych przestrzeni.

3. Dzialanie na ogélnym wielomianie

Dla p(t) = a + bt + ct?> mamy

Bezposrednio p/(t) = b+ 2ct, wiec E(D(p)) = (p'(0),p'(1)) = (b,b + 2¢).
4. Rzad i zadanie odwrotne

Kolumny (1,1)7 i (0,2)7 sa niezalezne, zatem rzad wynosi 2. Aby otrzymaé wynik (3,7)7, rozwia-
zZujemy
b=3, b+2c=7T = c=2.

Wspoétezynnik a jest dowolny. Wszystkie rozwiazania to

p(t) =a+3t+2t>, acR.

Stata nie wptywa na pochodna. Na wektor zerowy przechodza dokladnie wielomiany state: rownania
b=0,b+2c=0dajab=c=0.
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A Zestawienie wzoréw i metod

Pojecie lub dziatanie Wz6r lub zasada

Liniowos¢ T(au+ pv) = T (u) + BT (v)

Kolumny macierzy (T <(Zj<)—8 = [T(b)].

Obraz wektora T(v)]e = [T)ep Vg

Wymiar map dim L(V, W) = (dim V)(dim W) dla wymiaréw skorniczonych
Tloczyn (AB)ij = > 1, aikbr;

Kolejnosé¢ Tap =T oTp: najpierw B, potem A
Lacznosé A(BC) = (AB)C przy zgodnych rozmiarach
Transpozycja (AT);; = aj;, (AB)T = BT AT

Rzad iloczynu rank(AB) < min(rank A, rank B)

Jak wyznaczy¢ macierz przeksztatcenia?

1.

2
3
4.
5

Zapisz dziedzine, przestrzen wartosci i obie uporzadkowane bazy.

. Oblicz obrazy wszystkich wektoréw bazy dziedziny.

. Wyraz kazdy obraz w bazie przestrzeni wartosci.

Wstaw otrzymane kolumny wspotrzednych w odpowiedniej kolejnosci.

. Sprawdz rozmiar: dim W wierszy i dim V' kolumn.

Jak mnozy¢ macierze i sprawdzaé¢ wynik?

Najpierw poréwnaj liczbe kolumn lewego czynnika z liczba wierszy prawego. Element na pozycji
(i,4) oblicz z wiersza i i kolumny j. Wynik mozna sprawdzi¢ przez kombinacje kolumn lub dzialanie
zlozenia na wektorach bazy. Do potwierdzenia réwnoéci map liniowych wystarcza sprawdzenie calej

bazy dziedziny.

Najwazniejsze warunki rachunku

Macierze map dodajemy przy tych samych bazach wejscia i wyjécia. W skladaniu musi zga-
dzaé sie baza posrednia. Lacznosé pozwala zmienia¢ nawiasy, ale nie kolejno$é¢ czynnikow.
Transpozycja odwraca kolejnosé¢ w iloczynie. Zerowy iloczyn moze mieé¢ niezerowe czynniki,
a nieréwnos¢ dla rzedu moze by¢ ostra.
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