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ROWNANIA NAVIERA-STOKESA

1
« Réwnanie ruchu — postaé wektorowa : g; T (V- V)V = —;VP +vAv +f(z, )

ov; ov; 1 Op 0% v; .
* Rownanie ruchu - postac skalarna (dlai=1,2,3): g ™ Z oz, Ui = "0 0z, T VZ: 572 + fi(z,1)

J=1

e RdAwnanie niescisliwosci: V-v=0

v(x,t) — wektor predkosci ptynu (zalezny od czasu t i pozydji x),

plx, t) - cisnienie w ptynie,
p — gestosc ptynu (zaktada sie, e jest stata),
v > () — lepkos¢ kinematyczna (okresla opér ptynu wobec ruchu),

f(x,t) - zewnetrzna sita objetosciowa dziatajaca na ptyn (np. grawitacja),

V — operator gradientu,
A - operator Laplace’a (A = V - V).

- .




ROWNANIA NRU'F RA-STOKESA

* Problem |stn|en|a | g’fadkosu rozwigzan:

W przypadku tréjwymiarowego uktadu rownan dla
danych warunkow poczatkowych nie udowodniono, ze
gtadkie rozwigzania zawsze istnieja, ani nie znaleziono
kontrprzyktadow.

* W niektorych uproszczonych przypadkach rozwigzania
sg znane, np. przeptyw jednowymiarowy lub liniowy

* W praktyce wiele problemow zwigzanych z
rownaniami Naviera-Stokesa rozwigzuje sie
numerycznie (obliczeniowa mechanika ptynéw)

wizualizacja przeptywu
turbulentnego strumienia




HIPOTEZA RIEMANNA

Hipoteza Riemanna, sformutowana w 1859 roku
przez niemieckiego matematyka Bernharda o
Riemanna.

Funkcja dzeta Riemanna {(s), zdefiniowana dla \ ]
liczb zespolonych , takich ze Re(s)>1. ‘

¢(s) = i%
n=1

Riemann zauwazyt jednak, ze funkcje dzeta
mozna rozszerzyC analitycznie na cata
ptaszczyzne zespolong (z wyjatkiem punktu s=1,
gdzie ma osobliwos¢)

Bernhard
Riemann




HIPOTEZA RIEMANNA

Zera funkcji dzeta

Funkcja dzeta ma tzw. trywialne zera w
ujemnych liczbach parzystych s=-2,-4,-6, ...

Trivial zeros

Wszystkie pozostate zera funkcji dzeta, zwane i
nietrywialnymi, lezg w tzw. pasie krytycznym : I Non-tivil zeros
O<Re(s)<1. Hipoteza Riemanna dotyczy wiasnie
tych zer.

Hipoteza Riemanna stwierdza, ze wszystkie
nietrywialne zera funkcji dzeta lezg na proste;

krytycznej Re(s)=% :
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HIPOTEZA RIEMANNA

Co do tej pory udato sie pokazac?

W 2021 roku numerycznie
zweryfikowano, ze az 1.2363x1013
nietrywialnych zer funkcji dzeta lezy
na prostej krytycznej. Ponadto
udowodniono, ze co hajmniej 40%

wszystkich nietrywialnych zer tej
funkcji znajduje sie na tej proste;j.
Wyniki te Swiadczg za prawdziwoscia
hipotezy, cho¢ ogdlny dowdd
pozostaje nadal otwartym
wyzwaniem.




HIPOTEZA RIEMANNA

Zastosowania Hipotezy Riemanna:

* Prawdziwos¢ hipotezy Riemanna
pozwalataby na wzmocnienie pewnych
nierownosci dotyczgcych liczb pierwszych.
Jest ona rowniez rownowazna twierdzeniu
okreslajgcym liczbe liczb pierwszych w
przedziale od 1 do n.

* Rozwigzanie hipotezy miatoby gteboki wptyw
na wigle innych dziedzin teorti liczb, takich

i’ak analiza funkcji arytmetycznych, badanie
iczb pierwszych blizniaczych

e Zrozumienie rozktadu liczb pierwszych ma
znaczenie praktyczne w algorytmach
kryptograficznych, ktore wykorzyllostuja
trudnosc faktoryzacji duzych liczb.




HIPOTEZA POINCAREGO

e Zwarte, orientowalne rozmaitosci
dwuwymiarowe (w przestrzeni
trojwymiarowej) — znane od ponad stu lat
(powierzchnie, ktore maja dwie strony, a za
to nie majg ani brzegu, ani zadnych naktuc
czy rozciec)

* S3 jednoznacznie opisane liczba dziur g:
g = 0 —sfera §?,
g =1—torus T?,
g = 2 — podwadjny torus,
g = 3 — potrdjny torus itd.

* = otrzymujemy klasyfikacje z doktadnoscia
do homeomorfizmu

» Zwarte, orientowalne rozmaitosci |

dwuwymiarowe (w przestrzeni
trojwymiarowej) — znane od ponad stu lat
(powierzchnie, ktdre maja dwie strony, a za |
to nie majg ani brzegu, ani zadnych naktué
czy rozciec) \

* S3 jednoznacznie opisane liczbg dziur g:

g =0-sfera §?,
g=1-torus T?,

g = 2 — podwajny torus,
g =3 — potrojny torus itd.

* = otrzymujemy klasyfikacje z doktadnoscia

do homeomorfizmu




HIPOTEZA POINCAREGO

e Spoérdd tych powierzchni dwuwymiarowych jedynie sfera $? jest jednospdjna (ma te
wtasnosc, ze kazdg potozong na niej krzywg zamknietg mozna w sposob ciggty, bez
rozrywania, zdeformowac do punktu)

* Kazda dwuwymiarowa zwarta i jednospojna rozmaitos¢ topologiczna bez brzegu jest
homeomorficzna ze sferg dwuwymiarowa S?, czyli brzegiem tréjwymiarowej kuli.

* 1904 Henri Poincare:

, Kazda tréjwymiarowa zwarta i jednospdjna rozmaitosc topologiczna bez brzegu jest

homeomorficzna ze sferg tréjwymiarowa S3 , czyli brzegiem czterowymiarowej kuli. ”




HIPOTEZA POINCAREGO

e Analogiczne hipotezy dla wyzszych wymiaréw

e n=>5-dowdd w 1961 roku (Stephen Smale — otrzymat medal Fieldsa)

* n=4-dowdd w 1982 roku (Michael Freedmann — otrzymat medal Fieldsa)
e n = 3 —wcigz pozostawata nierozwigzana

Pracedlan = 3

William Thurston (koniec lat 70.)— koncepcja geometrii na rozmaitosciach tréojwymiarowych

Twierdzenie o geometryzacji - kazda zwarta trojwymiarowa rozmaitosc topologiczna moze bycC podzielona na
czesci (przy uzyciu sfer i torusow), z ktorych kazda posiada jedng z oSmiu mozliwych struktur geometrycznych.
Hipoteza Poincar’ego jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenie o geometryzacji

Medal Fieldsa w 1982 roku (ale dowdd twierdzenia pozostawat niepetny)

1982 — Richard Hammilton
* Metoda przeptywu Ricciego - narzedzie do badania struktury tréjwymiarowych rozmaitosci




HIPOTEZA POINCAREGO

e Grigorij Perelmann (2002 - 2003)

* Rozwinat i ulepszyt idee Hamiltona
(Wprowadzenie metod radzenia sobie z
osobliwosciami przeptywu Ricciego)

e Uzycie przeptywu Ricciego do udowodnienia
twierdzenia o geometryzacji Thurstona, co
jednoczesnie potwierdzito hipoteze Poincarégo.

* Przedstawit dowdd w serii trzech artykutow
internetowych

e 2006 — Medal Fieldsa (nie przyjat)

* Nagroda Instytu Claya w wysokosci miliona
dolarow (nie przyjat)




_fﬂ_T_E?" 'lr.ﬂllﬂl

Hipoteza zostata zaproponowana
przez Willlama Hodge'a w 1941 r,
zaprezentowana na
Miedzynarodowym Kongresie
Matematykow w 1950 r.

Zaktada, ze fragmenty niektorych
specjalnych typow przestrzeni zwane
cyklami Hodge’'a sg kombinacjami

geometrycznymi cykli algebraicznych.

& T8
", "‘{ J

~William Hodge
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W latach 60. 1 70. XX wieku za sprawg
Alexandre’a Grothendiecka oraz jego
wspotpracownikow, takich jak Jean-
Pierre Serre | Plerre Deligne, mozliwe
byto lepsze zrozumienie aspektow
algebraicznych hipotezy. Delighe
whniost szczegolnie wazny wkitad,

| udowadniajac szczegolne przypadki
hipotezy Hodge'a.

Pierre Deligne




TEORIA YANGA-MILLSA

Sformutowanie: Udowodnic, ze dla dowolnej zwartej prostej grupy cechowania, istnieje nietrywialna kwantowa
teoria pola Yanga-Millsa na czterowymiarowej przestrzeni euklidesowej, posiadajgca luke masowa.

Pojecia:

* Grupa cechowania to grupa symetrii takich przeksztatcen
matematycznych na obiektach teorii, ktére nie zmieniajg
zadnych mierzalnych wielkosci fizycznych. Z punktu widzenia
fizyki teoretycznej wazne jest to, czy dana grupa cechowania
jest przemienna czy nieprzemienna.

Teoria Yanga-Millsa to nieabelowa (nieprzemienna) kwantowa
teoria pola podobna do tej, ktéra lezy u podstaw Modelu
Standardowego fizyki czastek. Zostata zaproponowana w 1954
roku.

Luka masowa w kwantowej teorii pola to roznica energii
miedzy prdoznig, a najnizszym stanem o wyzszej energii.




TEORIA YANGA-MILLSA

Sformutowanie: Udowodnic, ze dla dowolnej zwartej prostej grupy cechowania, istnieje nietrywialna kwantowa
teoria pola Yanga-Millsa na czterowymiarowej przestrzeni euklidesowej, posiadajgca luke masowa.

Zatem rozwigzanie problemu wymaga:
 Udowodnienia, ze teoria Yanga-Millsa istnieje i spetnia
standardy scistosci charakteryzujgce wspoitczesng fizyke

matematyczng, w szczegolnosci konstruktywnga teorie pola
kwantowego.

 Udowodnienia, ze masa wszystkich czgstek pola sitowego
przewidywanego przez teorie jest scisle dodatnia.




POTEZA BIRGHA | SWINNERTONA-DYER!

W 1965 roku Birch i Swinnerton-Dyer
sformutowali hipoteze, ktdéra tgczy geometrie | o~ o~ Y ‘
krzywych eliptycznych z teorig liczb. 0 L VLU A
Hipoteza ta mowi o liczbie rozwigzan pewnych ; \
rownan diofantycznych w zbiorze liczb o / —~
wymiernych z zachowaniem pewnej funkcji. O { L__,,.-.\ ':-.\ .
Zgodnie z hipoteza, jesli wartos¢ tej funkcji w S \
punkcie s=1 wynosi 0, to istnieje I 4
nieskonczenie wiele rozwigzan wymiernych. ::j: /\ :ﬁi__ﬁ
Jesli natomiast warto$¢ funkcji w tym punkcie \ N\
jest rézna od 0O, liczba rozwigzan wymiernych 7 Ve
jest skoriczona. / /

\..__,_\ \\\\ \\
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Hipoteza zostata czesciowo udowodniona
w okreslonych przypadkach, dla pewnych
szczegolnych krzywych eliptycznych nad
liczbami wymiernymi. Jednak ogolny
dowdd pozostaje nierozstrzygniety.

TR

Potwierdzenie jej prawdziwosci
dostarczytoby gtebszego zrozumienia
zagadnien z teorii liczb. Ponadto, wyniki tej
hipotezy majg zastosowanie w kryptografii,
gdzie krzywe eliptyczne sg wykorzystywane
w algorytmach szyfrowania, zapewniajgc
bezpieczenstwo cyfrowych transakgciji.

IIPOTEZA BIRGHA | SWINNERTONA-DYERA

ve=x’+ax+b




* Zaproponowana w 1971

* P - klasa problemdéw, ktére mozna rozwigzaé¢ w czasie wielomianowym 0 (n*)

* NP - klasa problemow, dla ktérych, majac juz gotowe rozwigzanie, mozna je
zweryfikowaé w czasie wielomianowym 0 (n*)

e PCNP Right now
e Czy NPC P (czyliNP=P)?

NP

EASY TO CHECK
HARD TO SOLVE P =NP

EASY TO CHECK
P EASY TO SOLVE

EASY TO SOLVE




Na przyktadzie uogdlnionego sudoku

* PROBLEM:

Majac niekompletna plansze sudoku o rozmiarze n? X n?, czy |
istnieje przynajmniej jedno prawidtowe rozwigzanie, w

ktorym kazdy wiersz, kolumna i kwadrat n X n zawiera liczby
od 1 do n??

* majac podang propozycje rozwigzania, " tatwo” jest
zweryfikowac czy jest ono prawidtowe

nie wiadomo, czy istnieje algorytm dziatajgcy w czasie
wielomianowym, ktory potrafi poprawnie odpowiedziec
"tak" lub "nie" dla wszystkich przypadkow tego problemu

dlatego uogdlnione sudoku nalezy do klasy NP (szybko
weryfikowalne) i moze, ale nie musi naleze¢ do klasy P
(szybko rozwigzywalne)
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