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1 Etapy tworzenia oprogramowania

1.1 Sformulowanie i analiza problemu

Punktem wyjscia naszych rozwazan jest pewne zagadnienie. Problem ten moze by¢ bardzo
og6lnej natury, np. numerycznej, logicznej, spolecznej czy nawet egzystencjalnej. Oto kilka
przyktadow:

— obliczenie wartoSci jakiego$ wyrazenia arytmetycznego,

— znalezienie rozwigzania uktadu 10000 réwnan ré6zniczkowych,

— zaplanowanie najkrotszej trasy podrézy od miasta X do miasta Y,

— postawienie diagnozy medycznej na podstawie listy objawéw chorobowych,

— rozpoznanie twarzy przyjaciot na zdjeciu,

— dokonanie predykcji wartosci indeksu gietdowego,

— zaliczenie przedmiotu Algorytmy i Podstawy Programowania,

— rozwiazanie dylematu filozoficznego, np. czym jest szczgscie i jak by¢ szczesliwym?

Znalezienie rozwigzania danego problemu jest czgsto dla nas bardzo istotne. Rzecz jasna,
kluczowym pytaniem jest: jak to zrobic?
Sytuacje tg obrazuje rys.[l]

PROBLEM ]

m

ROZWIAZANIE

Rysunek 1: Punkt wyjScia naszych rozwazan.

Po dos¢ abstrakcyjnym sformutowaniu problemu przechodzimy do jego analizy. Tutaj do-
precyzowujemy, o co nam naprawde chodzi, co rozumiemy pod pewnymi pojeciami, jakich
wynikéw si¢ spodziewamy i do czego ewentualnie moga one si¢ nam przydac.

W przypadku pewnych zagadnien (np. matematycznych) zadanie czasem wydaje si¢ wzgled-
nie proste. Wszystkie pojecia maja swoja definicje formalna, mozna udowodnic, ze pewne kroki
prowadza do spodziewanych wynikéw, ktére sa jednoznaczne itd.

Jednakze inne zagadnienia moga przyttacza¢ swoja ztozonoScia. Na przyklad ,,zaliczenie
przedmiotu AiPP” wymaga okreslenia, jaki stan koficowy jest pozadany (ocena bardzo dobra?),
jakie czynnosci sg kluczowe do osiagnigcia rozwigzania (udziat ¢wiczeniach i1 laboratoriach,
stuchanie wyktadu, zadawanie pytan, dyskusje na konsultacjach), jakie czynniki moga wptywac
na powodzenie na poszczegdlnych etapach nauki (czytanie ksiazek, wspdlna nauka?), a jakie je
wrecz uniemozliwiaé (codzienne imprezy? brak pradu w akademiku? popsuty komputer?).
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1.1.1 Komputery

Istotng cecha niektérych problemoéw jest to, ze nadaja si¢ do rozwiagzania za pomoca kompu-
tera. Wbrew pozorom, jak pokazuje rozwéj wspdiczesnej informatyki, takich zagadnien jest
wcale niemato. Czgsto tez mamy do czynienia z sytuacja, w ktérej komputery moga pomadc
uzyskaé rozwiazanie czeSciowe lub zgrubne przyblizenie rozwiazania, ktére moze by¢ lepsze
niz zupetny brak rozwiazania.

Czesto styszymy o niesamowitych ,,0siagnieciach” komputeréw, np. wygraniu w szachy
z mistrzem $wiata, uczestnictwie w pelnym podchwytliwych pytan teleturnieju Jeopardy! (pier-
wowzo6r niegdy$ emitowanego w Polsce Va Banque), samodzielnym sterowaniu pojazdem ko-
smicznym, wirtualng obstuga klienta w banku itp. Wyobraznig¢ o ich potedze podsycaja od kil-
kudziesigciu lat opowiadania science-fiction, ktérych autorzy przepowiadaja, ze te maszyny —
kiedyS — beda potrafity zrobi¢ prawie wszystko, co jest do pomyslenia.

Niestety, oprocz tego, komputery podlegaja trzem nastgpujacym ograniczeniom. By tatwiej
mozna bylo je sobie uzmystowi¢, postuzymy si¢ analogia z dziedziny motoryzacji.

— Komputer ma ograniczong moc obliczeniowa. Kazda instrukcja wykonuje si¢ przez pe-
wien czas. Im bardziej ztozone zadanie, tym jego rozwiazywanie trwa dtuzej. Wraz z roz-
wojem techniki, sytuacja ta jednak si¢ poprawia. (Samochody maja np. ograniczong pred-
ko$¢, ograniczone przyspieszenie).

— Komputer ,,rozumie” okreslony jezyk (jezyki), do ktérego syntaktyki (sktadni) trzeba sig¢
dostosowad, ktorego konstrukcje trzeba poznaé, by mdc si¢ z nim ,,dogadac”. Jezyki sa
zdefiniowane formalnie za pomoca SciSle okreslonej gramatyki. Nie toleruje on najczg-
Sciej zadnych odstepstw lub toleruje tylko nieliczne. (W samochodach, aby zwigkszy¢
obroty silnika, nalezy wykona¢ jedna $ciSle okreslona czynno$¢ — wcisnaé mocniej pe-
dal gazu. Nic nie da uSmiechnigcie si¢ badZ proby sympatycznej konwersacji na temat
zalet jazdy z inng predkoscia).

— Komputer ograniczony jest ponadto przez tzw. czynnik ludzki. potrafi zrobi¢ tylko tyle
(i az tyle), ile mu sami doktadnie powiemy, co ma zrobi¢, krok po kroku, instrukcja po
instrukcji. Nie domysli sig, co tak naprawde nam chodzi po gltowie. Kazdy rozkaz mu wy-
dawany ma bowiem okreslona semantyke (znaczenie). On jedynie potrafi go postusznie
wykonac. (Samochdd zawiezie nas gdzie chcemy, jesli bedziemy odpowiednio postugi-
wac si¢ kierownica i innymi przyrzadami. Nie bedzie protestowat, gdy skrecimy nie na
tym skrzyzowaniu, co trzeba).

Celem gtéwnym naszych wszystkich rozwazan jest wigc takie poznanie natury i jezyka kom-
puteréw, by mogty zrobi¢ doktadnie to, co my chcemy.

Na poczatek, dla porzadku, przedyskutujemy definicj¢ obiektu naszych zainteresowan. Ot6z
stowo komputer pochodzi od tacinskiego czasownika computare, ktéry po prostu oznacza obli-
czaé. Jednak powiedzenie, ze komputer zajmuje si¢ tylko obliczaniem, to stanowczo za waskie
spojrzenie.

Definicja 1. Komputer to programowalne urzadzenie elektroniczne stuzace do przetwarzania
informacji.
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Az cztery stowa w tej definicji wymagaja wyjasnienia. Programowalno$¢ to oméwiona po-
wyzej zdolno$¢ do przyjmowania, interpretowania i wykonywania wydawanych polecen zgod-
nie z zasadami syntaktyki i semantyki uzywanego jezyka.

Po drugie, pomimo wykonywania licznych préb m.in. przez biologéw molekularnych i fi-
zykoéw kwantowych, wspoétczesne komputery to w znakomitej wigkszosci maszyny elektro-
niczne. O implikacjach tego faktu dowiemy si¢ wigcej z drugiego wyktadu poSwigconego or-
ganizacji i dziataniu tych urzadzefi.

Dalej, jednostke informacji rozumiemy jako ciag liczb lub symboli. Oto kilka przyktadéw:
6 (liczba naturalna), PRAWDA (warto$¢ logiczna), "STUDENT MiNI” (napis, czyli ciag zna-
kéw drukowanych), 3,14159 (liczba rzeczywista), (4,-3,-6,34) (ciag liczb naturalnych), 011100
(ciag liczb binarnych), ("WARSZAWA”, 52°13°56”N, 21°00°30”E) (wspoirzgdne GPS pew-
nego miejsca na mapie).

Wartym zanotowania faktem jest to, iz wiele obiektow spotykanych na co dziefi moze miec
swoje reprezentacje w postaci ciagdéw liczb lub symboli. Czgsto te reprezentacje nie musza
odzwierciedla¢ ich wszystkich cech, lecz tylko te, ktére sa potrzebne w danym zagadnieniu.
Ciag (”Jola Kowalska”, "Matematyka Il rok™, 4,92, 21142) moze by¢ wystarczajaca informacja
dla pani z dziekanatu, by przyznaé pewnej studentce stypendium naukowe. W tym przypadku
kolor oczu Joli jest zbednym szczegétem.

I wreszcie, przetwarzanie informacji to wykonywanie réznych dziatan na liczbach (np.
operacje arytmetyczne, porownania) lub symbolach (np. zamiana elementéw, faczenie ciagdw).
Rodzaje wykonywanych operacji sa SciSle okreslone, co nie znaczy, Zze nie mozna probowac
samodzielnie tworzy¢ nowych na podstawie tych, ktére juz sa dla nas dostgpne.

242 — 4
T<e — FALSZ
"KATA’® ("STREFA”/(E~~0)) — “KATASTROFA”

sa przyktadowymi operacjami przetwarzajacymi, odpowiednio: liczby naturalne, wartosci lo-
giczne i napisy.

Ciag operacji, ktére potrafi wykona¢ komputer, nazywamy programem komputerowym.

Informacje wejSciowe ]
PROBLEM

PROGRAM

[ ROZWIAZANIE

Informacje wyjsSciowe ]

Rysunek 2: Rozwiazanie problemu za pomoca programu komputerowego.
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Przyjrzyjmy si¢ diagramowi na rys. [2l Ot6z problem, ktéry da si¢ rozwiaza¢ za pomoca
komputera posiada dwie istotne cechy:

a) daje si¢ wyrazi¢ w postaci pewnych danych (informacji) wejSciowych,

b) istnieje dla niego program komputerowy, przetwarzajacy dane wejSciowe w taki sposob,
ze informacje wyjSciowe moga zostaé przyjete jako reprezentacja poszukiwanego roz-
wigzania.

1.2 Projektowanie

Po etapie analizy wstgpnej nastgpuje etap projektowania algorytmow.

Definicja 2. Algorytm to abstrakcyjny przepis (proces, metoda, ,,instrukcja obstugi”) pozwa-
lajacy na uzyskanie, za pomoca skoniczonej liczby dziatan, oczekiwanych danych wyjsciowych
na podstawie poprawnych danych wejsciowych.

Przyktadowym algorytmem ,,z zZycia” jest przepis na ciasto marchewkowe przedstawiony
w tab.

Widzimy, jak wyglada zapisany algorytm. Wazna umiejgtnoscia, ktora bedziemy ¢wiczyc,
jest odpowiednie jego przeczytanie. Dobrze to opisat D. E. Knuth (2002, s. 4):

Na wstepie trzeba jasno powiedzieé, ze algorytmy to nie beletrystyka. Nie nalezy
czytac ich ciurkiem. Z algorytmem jest tak, ze jak nie zobaczysz, to nie uwierzysz.
Najlepsza metoda poznania algorytmu jest wyprébowanie go.

A zatem — do kuchni!

Oto najistotniejsze cechy algorytmu (por. Knuth, 2002, s. 4):
— skoniczono$¢ — wykonanie algorytmu musi zatrzymac si¢ po skoniczonej liczbie krokdw;

— dobre zdefiniowanie — kazdy krok algorytmu musi by¢ opisany precyzyjne, Scisle i jed-
noznacznie, tj. by¢ sformutowanym na takim poziomie ogdlnosci, by kazdy, kto bedzie
go czytal, byt w stanie zrozumiec, jak go wykonac;

— Scisle okreslone dane wejsciowe pochodzace z odpowiednio okres§lonych zbioréw;

— dane wyjsciowe, czyli warto$ci powiazane z danymi wejSciowymi, powinny odpowiadac
specyfikacji oczekiwanego poprawnego rozwiazania;

— efektywno$¢ — w algorytmie powinno unika¢ si¢ operacji niepotrzebnie wydtuzajacych
czas wykonania, w miar¢ mozliwos$ci nalezy zastgpowaé je prostszymi badz w ogoéle je
usuwac.

'Przepis ten pochodzi z serwisu Kwestia Smaku:
http://www.kwestiasmaku.com/desery/ciasta/ciasto_marchewkowe/przepis.html.
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Tablica 1: Przepis na ciasto marchewkowe.

Dane wejsciowe: Ciasto: 2 jaja, 200 g brazowego cukru, 150 ml oleju roslinnego, 200 g
drobno startej marchewki, 50 g posiekanych orzechéw wloskich, 75 g drobno pokrojo-
nego ananasa (Swiezego lub z puszki), 50 g wiérkéw kokosowych, 200 g maki, po 1 ty-
zeczce: cynamonu, sody, soli, 1/2 tyzeczki proszku do pieczenia. Polewa: 400 g cukru
pudru (mozna mniej), 100 g kremowego serka, np. Philadelphia, 50 g masta.

Dane wyjSciowe: Ciasto marchewkowe.

Wykonanie:
Polewa:

a) Mikserem ucieram serek wraz z mastem.

b) Dodaje cukier puder, w 3 czeSciach, caty czas ucierajac pomiedzy kolejnymi par-
tiami.

c) Wstawiam do lodéwki, aby polewa lekko stezata.

Ciasto:

a) Ubijam jajka do podwojenia objetosci. Dodaje cukier i dalej ubijam az masa bg-
dzie gtadka i puszysta. Wciaz ubijajac na wysokich obrotach, dolewam ciagtym,
cieniutkim strumieniem ole;.

b) Do powstatej masy dodaj¢ marchewke, ananasa, orzechy, widrki kokosowe i deli-
katnie mieszam.

¢) Dodaj¢ przesiang make, cynamon, sodg, proszek do pieczenia i sol, delikatnie tacze
wszystkie sktadniki. Przektadam do matej formy 21 x 21 cm, wylozonej papierem
do pieczenia.

d) Pieke przez 1 godzing, w piekarniku nagrzanym do 150 stopni.

e) Wystudzone ciasto przekrawam poziomo na 2 czgsci. Spdd smaruje 1/3 ilosci po-
lewy. Przykrywam gora ciasta i smaruj¢ reszta polewy. Wstawiam do lodéwki.

AiPP-I, s. 6.



Wyglada na to, ze nasz przepis na ciasto marchewkowe posiada wszystkie te cechy. Wykonujac
powyzsze czynnoS$ci ciasto to uda nam si¢ kiedys$ zjes¢ (a wigc jest skoniczony). Wszystkie
czynnoS$ci sa zrozumiate nawet dla mato wprawionej gospodyni. Dane wejsciowe i wyjSciowe
sa dobrze wyspecyfikowane. Sam proces przygotowania jest efektywny (nie kaze np. kucharce
umalowac si¢ w trakcie mieszania sktadnikéw badz pojechac¢ na zagraniczna wycieczke).

Jeden program rozwiazujacy rozpatrywany problem moze zawierac realizacj¢ wielu algo-
rytmow, np. gdy ztozono$¢ zagadnienia wymaga podzielenia go na kilka podprobleméw. I tak
zdolna kucharka wykonujaca program ,,obiad” powinna podzieli¢ swa pracg na podprogramy
,10sOt”,  kotlet schabowy z frytkami” oraz ,,ciasto marchewkowe”,

Wazne jest, ze algorytm nie musi by¢ wyrazony za pomoca jezyka zrozumialego przez kom-
puter. Taki spos6éb opisu algorytméw nazywa si¢ czgsto pseudokodem. Stanowi on etap po-
Sredni migdzy analiza problemu a implementacja, opisana w kolejnym paragrafie. Ma on nam
po prostu pomdc w bardziej formalnym podejsciu do tworzenia programu.

Dla przyktadu, w przytoczonym powyzej przepisie, nie jest doktadnie wyttumaczone —
krok po kroku — co oznacza ,,pieke przez jedna godzing”. Wszak wymaga ono wielu czynno-
Sci (wlaczenie piekarnika, rozgrzanie, pilnowanie ustawionego zegarka itp.). Jednakze, jak juz
wspomnieliSmy, czynnos$¢ ta jest dobrze zdefiniowana.

Jakby tego bylo mato, moze istnie¢ wiele algorytméw stuzacych do rozwigzania tego sa-
mego problemu! Przyjrzyjmy si¢ nastgpujacemu przyktadowi.

1.2.1 Przyklad: Problem miodego Gaussa

Szeroko znana jest historia Karola Gaussa, z ktérym miat problemy jego nauczyciel mate-
matyki. Aby zaja¢ czym$ mtodego chlopca, profesor kazal mu wyznaczyé sume liczb a,a +
1,...,b, gdzie a,b € N (oryginalnie bylo to a = 11 b = 100). Zapewne myslat on, ze tamten
uzyje algorytmu I i spedzi nad tym troche czasu.

Algorytm I wyznaczania sumy kolejnych liczb naturalnych.

// Wejscie: a,beN (a<b)
// Wyjscie: a+a+1+..4+beN

niech suma,i € N;
suma = 0;

dla (: = a,a+1,...,b)
{

suma = suma + 1,

}

zwr6é¢ suma jako wynik;

Jednakze sprytny Gauss zauwazyl, zea +a+ 1+ .-+ b = ‘ITH’(b — a + 1). Dzigki temu
znalazt on bardzo szybko rozwiazanie korzystajac z algorytmu II.
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Algorytm II wyznaczania sumy kolejnych liczb naturalnych.

// Wejscie: a,b€N (a<b)
// Wyjscie: a+a+1+..+beN

niech suma € N;
suma = “(b—a-+1);
Zzwr6é¢ suma jako wynik ;

Zauwazmy, ze obydwa algorytmy rozwiazuja poprawnie to samo zagadnienie. Jednakze
inna jest liczba operacji arytmetycznych (4, —, *, /) potrzebna do uzyskania oczekiwanego wy-
niku. Ponizsza tabelka zestawia t¢ miarg efektywnosci obydwu rozwiazan dla réznych danych
wejsciowych. Zauwazmy, ze w przypadku pierwszego algorytmu liczba wykonywanych ope-
racji dodawania jest rowna (b — a + 1) [instrukcja suma = suma + i] + (b — a) [dodawanie
wystepuje takze w petli dla. . . ].

Tablica 2: Liczba operacji arytmetycznych potrzebna do znalezienia rozwigzania problemu mlo-
dego Gaussa.

b Alg.1 Alg. 1l

10 19 5
100 199 5
1000 1999 5

e el | ™)

Charakteryzacja efektywnosci algorytmdéw zajmuje si¢ dziedzina zwana analiza algoryt-
mow. Czerpie ona szeroko z wynikéw takich dzialéw jak matematyka dyskretna czy rachunek
prawdopodobienstwa. Z jej elementami zapoznamy si¢ podczas innych wyktadow.

1.3 Implementacja

Na kolejnym etapie, abstrakcyjne algorytmy zapisane czgsto w postaci pseudokodu (np. za po-
moca jezyka polskiego) nalezy zapisa¢ w formie, ktora jest zrozumiata nie tylko przez nas, ale
i przez komputer. Nadto, nalezy dokona¢ scalenia (powiazania) podrozwigzah w jeden spdjny
projekt.

Intuicyjnie, tutaj wreszcie ttumaczymy komputerowi, co doktadnie chcemy, by zrobit, tzn.
go programujemy. Efektem naszej pracy bedzie kod Zrédtowy programu.

Formalnie rzecz ujmujac, zbior zasad okreSlajacych, jaki ciag symboli tworzy kod Zré-
dlowy programu, nazywamy jezykiem programowania. Reguly skladniowe (ang. syntax) sci-
Sle okreslaja, ktore (i tylko ktére) wyrazenia sa poprawne. Reguly znaczeniowe (ang. seman-
tics) okreslaja precyzyjnie, jak komputer ma rozumie¢ dane wyrazenia. Dziedzing zajmujaca
si¢ analizg jezykOw programowania jest lingwistyka matematyczna.

Podczas tego wykladu bedziemy poznawac jezyk C++, zaprojektowany ok. 1983 r. przez
B. Stroustrupa (aktualny standard: ISO/IEC 14882:2003). Jezyk ten powstal jako rozwinigcie
jezyka C i jest przedstawicielem klasy jezykéw cechujacych si¢ podobng don sktadnia. Wsréd
innych podobnych mozna wymieni¢ inne popularne narzgdzia, takie jak Java, C#, PHP czy
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JavaScript. Widzimy zatem, ze C++ jest tylko jedng z wielu mozliwosci wydawania polecen
komputerowi, jednakze sposréd innych wyrdznia si¢ on zwigzloscia, efektywnoscia i wzgledna
fatwosScia nauki.

Kod Zrédtowy zapisujemy zwykle w postaci kilku plikow tekstowych (tzw. plikow zZrédto-
wych, ang. source files). Pliki te mozna edytowaé za pomoca dowolnego edytora tekstowego,
np. Notatnik systemu Windows. Mimo to wygodniejsze jest korzystanie z calych Srodowisk
programistycznych. My podczas laboratoriéw bedziemy uzywac Microsoft Visual C++ﬂ

I wreszcie narzgdziem, ktére pozwala przetworzy¢ pliki Zrédlowe (zrozumiate przez czlo-
wieka 1 komputer) na kod maszynowy programu komputerowego (zrozumiaty tylko przez kom-
puter) nazywamy kompilatorem (ang. compiler).

1.4 Testowanie

Gotowy program nalezy przetestowacé, to znaczy sprawdzié, czy doktadnie robi to, o co nam
chodzito. Jest to, niestety, czesto najbardziej zmudny etap tworzenia oprogramowania. Jesli co$
nie dziala, jak powinno, nalezy wréci¢ do ktéregos z poprzednich etapéw i1 naprawi¢ biedy.

Warto zwrdci¢ uwage, ze przyczyn niepoprawnego dziatania nalezy zawsze szuka¢ w swo-
jej pracy, a nie liczy¢ na to, ze jakis chochlik robi nam na zto$¢. Jak powiedzieliSmy, komputer
robi tylko to, co my mu kazemy. Zatem jesli mu nakazaliSmy wykona¢ instrukcje, ktérej skut-
kéw ubocznych nie jesteSmy do konca pewni, jest to nasza odpowiedzialno$¢, zeby te skutki
opanowac.

1.5 Eksploatacja

Gdy program jest przetestowany, moze stuzy¢ do rozwiagzywania wyjSciowego problemu (wyj-
Sciowych probleméw). Czasem zdarza sig¢, ze na tym etapie dochodzimy do wniosku, iz czego$
nam brakuje Iub ze nie jest to do korica, o co nam na poczatku chodzito. Wtedy oczywiscie
pozostaje znow powrét do wezesniejszych etapow pracy.

Jak widac¢, nauka programowania komputeréw moze nam pomoc rozwiaza¢ wiele proble-
mow, ktérych rozwigzanie bez nich byloby czesto niedostgpne. Poza tym jest wspaniatg roz-
rywka!

1.6 Podsumowanie

OmoéwiliSmy nastgpujace etapy tworzenia oprogramowania, ktére sa niezbgdne do rozwigzania
zagadnien za pomoca komputera:

— sformulowanie i analiza problemu,
— projektowanie,

implementacja,
testowanie,
eksploatacja.

Do pobrania bezptatnie ze strony http://www.microsoft.com/express/Downloads/.
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Efekty pracy po kazdym z etapow podsumowuje rys. 3

Godne polecenia rozwinigcie omawianego tematu mozna znalezé w ksiazce Harela (2001,
s. 9-31).

PROBLEM

Analiza IDEE

Projektowanie ALGORYTMY ]

Implementacja [ KOD ZRODLOW Y ]

Testowanie - POPRAWNY PROGRAM |

, [ROZWIAZANIE]
Eksploatacja

Rysunek 3: Efekty pracy po kazdym z etapéw tworzenia oprogramowania.
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2 Cwiczenia

Zadanie 1.1. Dany jest algorytm Euklidesa znajdywania najwigkszego wspdélnego dzielnika
(NWD) dwéch liczb a,b € Z,0 < a < b.

// Wejscie: 0<a<b
//  Wyjscie: NWD(a,b)

niech ce N;
dopodki (a#0)

c = reszta z dzielenia b przez a;
b = a;
a = c;

zwro¢ b jako wynik;

Przesledz dziatanie algorytmu Euklidesa (jakie wartoSci przyjmuja zmienne a, b, c w kaz-
dym kroku) znajdywania najwigkszego wspdlnego dzielnika dla nastgpujacych par liczb

a) 42, 56, c) 199, 544,
b) 192, 348, d) 2166, 6099.

Zadanie 1.2. Pokaz, w jaki spos6b za pomoca ciaggu przypisan mozna przestawi¢ wartoSci
dwéch zmiennych (a, b), by otrzymac (b, a).

Zadanie 1.3. Pokaz, w jaki sposéb za pomoca ciagu przypisafi mozna przestawi¢ wartoSci
trzech zmiennych (a, b, ¢), by otrzymac (c, a, b).

Zadanie 1.4. Pokaz, w jaki spos6b za pomoca ciagu przypisan mozna przestawi¢ wartosci
czterech zmiennych (a, b, ¢, d), by otrzymac (¢, d, b, a).

Zadanie 1.5. Dany jest ciag n liczb rzeczywistych x = (z[0], z[1], ..., z[n — 1]) (umawiamy
si¢, ze elementy ciagéw numerujemy od 0). Rozwazmy ich $rednia arytmetyczna, okreSlong
jako

L5 ot = L 0] 4 aft) + - + 2l — 1)),

n = n

Rozwazmy nastepujacy algorytm stuzacy do jej wyznaczania.

// Wejscie: n>0 oraz z[0,z[1],...,z[n—1 €R

// Wyjscie: Srednia arytmetyczna elementéw x[0],z[1],...,z[n —1])
niech sredniaarytm e R;

niech i e N;

sredniaarytm = 0;
dla (i=0,1,...,n—1)

sredniaarytm = sredniaarytm + x[i];
sredniaarytm = sredniaarytm /| n;

Zwro¢ sredniaarytm jako wynik;
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Wyznacz za pomoca powyzszego algorytmu warto$¢ Sredniej arytmetycznej dla ciagéw (1, —1,
2,0, —2) oraz (34,2, —3,4,3,5).

Zadanie 1.6. Dany jest ciag n dodatnich liczb rzeczywistych x = (z[0], z[1],...,z[n — 1])
(r6znych od 0). Napisz algorytm, ktéry wyznaczy ich Sredniag harmoniczna, okreslong jako
n . n
" ﬁ C 120+ 1z + -+ 1z[n — 1]

Wyznacz za pomoca tego algorytmu warto$¢ Sredniej harmonicznej dla ciagéw (1,4,2,3,1)
oraz (10,2,3,4).

* Zadanie 1.7. Dany jest ciag n liczb rzeczywistych x = (z[0], z[1],. .., z[n — 1]). Rozwazmy
tzw. sume kwadratéw odchylen elementéw od ich Sredniej arytmetycznej, okreslong jako

SKO(x) — HZ_O (x[i] - (iéx[j])) |

Rozwazmy nastgpujacy algorytm stuzacy do wyznaczania SKO.

)

w

// Wejscie: n>0 oraz z[0],z[1],...,z[n —1] € R
// Wyjscie: SKO(z[0],z[1],...,z[n—1])

niech sko, sredniaarytmeR;

niech i,jcN;

sko = 0;

dla (i=0,1,...,n—1)

{
sredniaarytm = 0;
dla (j=0,1,...,n—1)
{

sredniaarytm = sredniaarytm + x[j];

}

sredniaarytm = sredniaarytm /| n;

sko = sko + (x[i] — sredniaarytm)*x(x[i] — sredniaarytm),;

}

zwr6é¢ sko jako wynik;

a) Wyznacz za pomoca powyzszego algorytmu wartos¢ SKO dlax = (5,3, 1,7, —2).

b) Policz, ile tacznie operacji arytmetycznych (+, —, %, /) potrzebnych jest do wyznaczenia
SKO dla ciagéw wejsciowych o n = 5,10, 100, 1000, 10000 elementach. Wyraz te¢ liczbe
jako funkcj¢ dlugosci ciagu wejsciowego n.

c) Zastandw sig, jak usprawnié powyzszy algorytm, by nie wykonywaé wielokrotnie zbgd-
nych obliczen. Ile teraz bedzie potrzebnych operacji arytmetycznych?
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3 Wskazowki i odpowiedzi do ¢wiczen

Odpowiedz do zadania 1.1
NWD(42,56) = 14.

a=42, b=56, c=0
a=42, b=56, c=14
a=42, b=42, c=14
a=14, b=42, c=14
a=14, b=42, c=14
a=14, b=42, c=0
a=14, b=14, c=0
a=0, b=14, c=0

: a=0, b=14, c=0
Wynik: 14

OO 0 J U W O J U

NWD(192,348) = 12.

a=192, b=348, c=0
a=192, b=348, c=156
a=192, b=192, c=156
a=156, b=192, c=156
a=156, b=192, c=156
a=156, b=192, c=36
a=156, b=156, c=36
a=36, b=156, c=36
a=36, b=156, c=36
a=36, b=156, c=12
a=36, b=36, c=12
a=12, b=36, c=12
a=12, b=36, c=12
a=12, b=36, c=0
a=12, b=12, c=0
a=0, b=12, c=0

: a=0, b=12, c=0
Wynik: 12

OO 00 J U1 W O 1 U1 W 0 J U1 W 6 J U

NWD(199, 544) = 1.
NWD(2166, 6099) = 57.

Odpowiedz do zadania (1.2

// Wejscie: (a,b)

// Wyjscie: (a’,b’)=(b,a)
niech x — zmienna pomocnicza;
x=a;, a =b; b= x;
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Odpowiedz do zadania (1.3

// Wejscie: (a,b,c)
2| // Wyjscie: (a’,b’,c’)=(c,a,b)

niech x — zmienna pomocnicza;
x = b;
b = a;
a = c;
c = X;

Odpowiedz do zadania (1.4

// Wejscie: (a,b,c,d)
// Wyjscie: (a’,b’,c’,d’)=(c,d,b,a)

niech x — zmienna pomocnicza;
C;
b,
d;

QU & o & =

Odpowiedz do zadania (1.5
Wynik dla (1, —1,2,0,—2): 0.
Wynik dla (34,2, —3,4,3,5): 8,1.

Odpowiedz do zadania (1.6
Wynik dla (1,4,2,3,1): &.

Wynik dla (10,2, 3,4): 22,

Odpowiedz do zadania (1.7

SKO(5,3,—1,7,—2) = 59,2.

Podany algorytm wymaga n® + 5n operacji arytmetycznych. Nie jest on efektywny, gdyz
mozna go tatwo usprawnic tak, by potrzebnych byto 5n + 1 dziatan (4, —, x, /).
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1 Historia i organizacja wspolczesnych komputerow

1.1 Zarys historii informatyki

Historia informatyki nieodtacznie zwiazana jest z historia matematyki, a w szczegd6lnosci za-
gadnieniem zapisu liczb i rachunkami. Najwazniejszym powodem powstania komputeréw byto,
jak tatwo si¢ domysli¢, wspomaganie wykonywania zmudnych obliczen.

Oto wybdr istotniejszych wydarzen, ktére pomoga nam rzuci¢ §wiatto na przedmiot naszych
zainteresowan.

— Ok. 2400 . p.n.e. uzywany jest juz w Babilonii kamienny pierwowzor liczydta, na ktérym
rysowano piaskiem (specjaliSci umiejacy korzysta¢ z tego urzadzenia nie byli liczni).
Podobne przyrzady w Grecji 1 Rzymie pojawity si¢ dopiero ok. V-IV w. p.n.e. Tzw. abaki,
ztobione w drewnie, pozwalaty dokonywac obliczen w systemie dziesigtnym.

— Ok. V w. p.n.e. indyjski uczony Panini sformalizowat teoretyczne reguty gramatyki san-
skrytu. Mozna ten fakt uwazac za pierwsze badanie teoretyczne w dziedzinie lingwistyki.

— Pierwszy znany nam algorytm przypisywany jest Euklidesowi (ok. 400-300 r. p.n.e.).
Opisat on operacje, ktérych wykonanie krok po kroku pozwala wyznaczy¢ najwigkszy
wspdlny dzielnik dwdch liczb.

— Matematyk arabski Al Kwarizmi (IX w.) okresla reguly podstawowych operacji arytme-
tycznych dla liczb dziesigtnych. Od jego nazwiska powstaje potem pojecie algorytmu.

— W 1614 r. John Napier (szkocki teolog 1 matematyk) znalazt zastosowanie logarytméw
do wykonywania szybkich operacji mnozenia (zastapit je dodawaniem). W roku 1622
William Oughtred stworzyt suwak logarytmiczny, ktory jeszcze bardziej utatwit wykony-
wanie obliczen.

— W. Schickard (1623 r. ) oraz B. Pascal (1645 r.) tworza pierwsze mechaniczne sumatory.

— Jacques Jacquard (ok. 1801 r.) skonstruowatl krosno tkackie sterowane dziurkowanymi
kartami. Bylo to pierwsze sterowane programowo urzadzenie w dziejach techniki. Po-
dobny ideowo sposéb dziatania mialy pianole (pot. XIX w.), czyli automatycznie stero-
wane pianina.

— Do czaséw Charlesa Babbage’a jednak zadne urzadzenie stuzace do wykonywania obli-
czef nie byto programowalne. Ok. 1837-1839 r. opisat on wigc wymyslong przez siebie
»maszyng analityczng” (parowa!), ktéra to umozliwiata. Byta to jednak tylko koncepcja
teoretyczna, nigdy nie udato si¢ jej zbudowaé. Pomagajaca mu Ada Lovelace moze by¢
uznana za pierwsza programistke.

— H. Hollerith (1890) — maszyna wspomagajaca spis powszechny w USA.

— Niemiecki inzynier w 1918 r. patentuje maszyne¢ szyfrujaca Enigma. (Nota bene polski
matematyk Marian Rejewski w 1934 r. tamie jej kod jako pierwszy).
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— W 1936 r. Alan Turing i Alonzo Church definiuja formalnie algorytm jako ciag instrukcji
matematycznych. Okreslaja dzigki temu to, co daje si¢ policzy¢. Kleene stawia pdzniej
tzw. hipotez¢ Churcha-Turinga, ktéra méwi o tym, ze jesli dla jakiego$ problemu istnieje
efektywny algorytm korzystajacy z nieograniczonych zasobdw, to da si¢ go wykonaé
na stworzonym przez nich prostym modelu komputera: Kazdy problem, ktory moze by¢
intuicyjnie uznany za obliczalny, jest rozwiqzywalny przez maszyne Turinga (tutaj jednak
pojawia si¢ problem, co moze by¢ uznane za ,,intuicyjnie obliczalne”).

— Claude E. Shannon w swojej pracy magisterskiej w 1937 r. opisuje mozliwos¢ uzycia
elektronicznych przetacznikéw do wykonywania operacji logicznych (algebra Boole’a).
Jego praca teoretyczna staje si¢ podstawa konstrukcji wszystkich wspétczesnych kompu-
teréw elektronicznych.

— W latach 40’ XX w. w Wielkiej Brytanii, USA i Niemczech powstaja pierwsze kompu-
tery elektroniczne, np. Z1, Z3, Colossus, Mark I, ENIAC (zob. rys. , EDVAC, EDSAC.
Pobieraja bardzo duze iloSci energii elektrycznej i potrzebuja duzych przestrzeni. Np.
ENIAC miat mas¢ ponad 27 ton, zawieral okoto 18 000 lamp elektronowych i zajmowat
powierzchnie ok. 140 m2. Byly bardzo wolne, np. Z3 wykonywat jedno mnozenie w 3
sekundy. Pierwsze zastosowanie: famanie szyfréw, obliczanie trajektorii lotow balistycz-
nych.

— W 1947 r. Grace Hopper odkrywa pierwszego robaka (ang. bug) komputerowego w kom-
puterze Harvard Mark II — dostownie!

— W migdzyczasie okazuje si¢, ze komputery nie musza by¢ wykorzystywane tylko w ce-
lach przyspieszania oblicze. Powstaja teoretyczne podstawy informatyki (np. Turing,
von Neumann). Zapoczatkowywane sa nowe kierunki badawcze, m.in. sztuczna inteli-
gencja (por. np. stynny test Turinga sprawdzajacy ,,inteligencj¢” maszyny).

— Pierwszy kompilator jezyka Fortran zostaje uruchomiony w 1957 r. Kompilator jezyka
LISP powstaje rok pdznie;j.

— Informatyka staje si¢ dyscypling akademicka dopiero w latach szescdziesiatych XX w.
(wytyczne programowe ACM). Pierwszy wydziat informatyki powstat na Uniwersytecie
Purdue w 1962 r. Pierwszy doktorat w tej dziedzinie zostat obroniony juz w 1965 r.

— W 1969 r. nastgpuje pierwsze polaczenie sieciowe pomigdzy komputerami w ramach pro-
jektu ARPAnet (prekursora Internetu). Poczatkowo ma ono mie¢ giéwnie zastosowanie
wojskowe.

— Dalej rozwdj nastgpuje bardzo szybko: powstaja bardzo wazne algorytmy (np. wyszu-
kiwanie najkrotszych Sciezek w grafie Dijkstry, sortowanie szybkie Hoara itp.), teoria
relacyjnych baz danych, okienkowe wielozadaniowe systemy operacyjne, nowe jezyki
programowania, systemy rozproszone i wiele, wiele innych. . .

— Wspbtczesnie komputer osobisty (o mocy kilka miliardéw razy wigkszej niz ENIAC)
podtaczony do sieci Internet znajdziemy w prawie kazdym domu, a elementy informatyki
wyktadane s juz w szkotach podstawowych!

AiPP-11, s. 3.



Rysunek 1: Komputer ENIAC, zrédlo: http://www.ifj.edu.pl/str/psk/img/eniac4.jpg.

Wielu znaczacych informatykow XX wieku bylo z wyksztalcenia matematykami. Informa-
tyka teoretyczna byta poczatkowo poddziatem matematyki. Z czasem dopiero stata si¢ samo-
stanowiaca dziedzing akademicka. Nie oznacza to oczywiscie, ze obszary badan obu dyscyplin
sa roztaczne.

Mozna pokusi¢ si¢ o nastgpujaca klasyfikacje gtéwnych kierunkéw badan w informatyceﬁ

a) Matematyczne podstawy informatyki

i. Kryptografia (kodowanie informacji niejawne;j)
ii. Teoria graféw (np. algorytmy znajdywania najkrétszych Sciezek, algorytmy koloro-
wania grafow)
iii. Logika (w tym logika wielowartoSciowa, logika rozmyta)
iv. Teoria typéw (analiza formalna typéw danych, m.in. badane sa efekty zwiazane
z bezpieczenstwem programow)

b) Teoria obliczen

i. Teoria automatéw (analiza abstrakcyjnych maszyn i probleméw, ktére mozna z ich
pomoca rozwigzac)
ii. Teoria obliczalnosci (co jest obliczalne?)
iii. Teoria ztozonoS$ci obliczeniowej (ktére problemy sa ,.latwo” rozwigzywalne?)

¢) Algorytmy i struktury danych

1. Analiza algorytmoéw (ze wzgledu na czas dziatania i potrzebne zasoby)
ii. Projektowanie algorytmoéw
iii. Struktury danych (organizacja informacji)
iv. Algorytmy genetyczne (znajdywanie rozwiazan przyblizonych probleméw optyma-
lizacyjnych)

"Por. http://www.newworldencyclopedia.org/entry/Computer_science
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d) Jezyki programowania i kompilatory

i. Kompilatory (budowa i optymalizacja programéw przetwarzajacych kod w danym
jezyku na kod maszynowy)
il. Jezyki programowania (formalne paradygmaty jezykow, wlasnosci jezykow)

e) Bazy danych

1. Teoria baz danych (m.in. systemy relacyjne, obiektowe)
ii. Data mining (wydobywanie wiedzy z baz danych)

f) Systemy réwnolegte i rozproszone

1. Systemy réwnolegle (bada wykonywanie jednoczesnych obliczen przez wiele pro-
cesorow)
ii. Systemy rozproszone (rozwigzywanie tego samego problemu z uzyciem wielu kom-
puteréw polaczonych w siec)
1. Sieci komputerowe (algorytmy i protokoty zapewniajace niezawodny przesyt da-
nych pomigdzy komputerami)

g) Architektura komputeréw

1. Architektura komputeréw (projektowanie, organizacja komputeréw, takze z punktu
widzenia elektroniki)

ii. Systemy operacyjne (systemy zarzadzajace zasobami komputera i pozwalajace uru-
chamiac¢ inne programy)

h) Inzynieria oprogramowania

i. Metody formalne (np. automatyczne testowanie programow)
ii. Inzynieria (zasady tworzenia dobrych programoéw, zasady organizacji procesu ana-
lizy, projektowania, implementacji i testowania programow)

1) Sztuczna inteligencja

i. Sztuczna inteligencja (systemy, ktére wydaja si¢ cechowac inteligencja)
ii. Automatyczne wnioskowanie (imitacja zdolnosci samodzielnego rozumowania)
iii. Robotyka (projektowanie i konstrukcja robotéw i algorytméw nimi sterujacych)
iv. Uczenie si¢ maszynowe (tworzenie zestawOw regut w oparciu o informacje wej-
Sciowe)
J) Grafika komputerowa
i. Podstawy grafiki komputerowej (algorytmy generowania i filtrowania obrazéw)
ii. Przetwarzanie obrazéw (wydobywanie informacji z obrazéw)

iii. Interakcja cztowiek-komputer (zagadnienia tzw. interfejséw stuzacych do komuni-
kacji z komputerem)

Do tej listy mozna tez dopisaé¢ wiele dziedzin z tzw. pogranicza informatyki, np. zbiory
rozmyte, bioinformatyke, statystyke obliczeniowq itd.
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Na koniec tego paragrafu warto zwréci¢ uwage (cho¢ zdania na ten temat sa podzielone), ze
to, co okre§lamy mianem informatyki czy tez nauk informacyjnych, jest przez wielu uzna-
wane za pojecie szersze od angielskiego computer science, czyli nauk o komputerach. Informa-
tyka jest wigc ogélnym przedmiotem dociekan dotyczacych przetwarzania informacji, w tym
rowniez przy uzyciu urzadzen elektronicznych. ,,Informatyka jest nauka o komputerach w takim
stopniu jak astronomia nauka o teleskopach” (Dijkstra).

1.2 Organizacja komputerow

Jak zdazyliSmy nadmieni¢, podstawy teoretyczne dziatania wspétczesnych elektronicznych kom-
puteréw zawarte zostaly w pracy C. Shannona (1937 r.). Moga by¢ one pojmowane jako zestaw
odpowiednio sterowanych przelacznikéw, tzw. bitéw (ang. binary digits). Stany tych przetacz-
nikéw moga by¢ dwa:

— prad nie plynie (co oznaczamy jako 0),

— prad ptynie (co oznaczamy przez 1).

Na wspotczesny komputer osobisty (PC) sktadaja si¢:

a) jednostka obliczeniowa (CPU, od ang. central processing unit):

— jednostki arytmetyczno-logiczne (ALU, ang. arithmetic and logical units),
— jednostka do obliczent zmiennopozycyjnych (FPU, ang. floating point unit),
— uktady sterujace (CU, ang. control units),

— rejestry (akumulatory), petnigce funkcj¢ pamigci podrecznej;
b) pamig¢ RAM (od ang. random access memory) — zawiera dane i program,
¢) urzadzenia wejSciowe (ang. input devices),
d) urzadzenia wyjSciowe (ang. output devices).

Jest to tzw. architektura von Neumanna (por. rys. [2). Najwazniejsza jej cecha jest to, ze
w pamigci operacyjnej znajduja si¢ zaréwno instrukcje programow, jak i dane; to od kontekstu
zalezy, jak powinny by¢ one interpretowane.

Rysunek 2: Architektura wspétczesnych komputeréw osobistych.
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2 Reprezentacje liczb catkowitych

Rozwazmy najpierw reprezentacje nieujemnych liczb catkowitych. Systemy liczbowe mozna
podzieli¢ na pozycyjne i addytywne. Oto przyktady kazdego z nich.

Pozycyjne systemy liczbowe:

a) system dziesigtny (decymalny, indyjsko-arabski) — o podstawie 10,
b) system dwdjkowy (binarny) — o podstawie 2,

c) system szesnastkowy (heksadecymalny) — o podstawie 16,

d) ...

Addytywne systemy liczbowe:

a) system rzymski,
b) system szescdziesigtkowy (Mezopotamia).

Nas szczegdlnie beda interesowal systemy pozycyjne, w tym uzywany na co dzien system
dziesigtny.

2.1 System dziesietny

System dziesigtny (decymalny, ang. decimal), przyjety w Europie od XVI w., to pozycyjny
system liczbowy o podstawie 10. Do zapisu liczb uzywa si¢ w nim nastgpujacych symboli
(cyfr): 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Jako przyktad rozwazmy liczbe 1945, (przyrostek ;o wskazuje, ze chodzi nam o liczbe
w systemie dziesigtnym). Jak w kazdym systemie pozycyjnym istotne jest tu, na ktérej pozycji
stoi kazda z cyfr.

1945,

= 1 0

+ 9 0 O

+ 4 0

+ 5
1945,

= 1 x 1000

+ 9 x100

+ 4 x10

+ 5 x1
1 9 4 5 10

= 1 x 103

+ 9 x 10?2

+ 4 x 10!

+ 5 x10°
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Numeracje pozycji cyfr zaczynamy od 0. Dalej oznaczamy je w kierunku od prawej do
lewej, czyli od najmniej do najbardziej znaczace;j.

1945,

= x10°

+ 9 x10?

+ 14 x 10!

+ b5 x10°
3 2 1 0

Ogodlnie rzecz biorac, majac dang liczbe n cyfrowa, zapisang jako cigg cyfr dziesigtnych
bp—1bn_2...b1by, gdzie b; € {0,1,...,9}dlai =0,1,...,n— 1, jej wartos¢ mozna okresli¢ za
pomoca wzoru

n—1
> b x 10"
=0

Liczbg 10 wystgpujaca we wzorze nazywamy podstawa systemu.

Jak tatwo si¢ domysli¢, mozna wprowadzi¢ systemy pozycyjne o innych podstawach. My
szczegoblnie skupimy si¢ na systemach o podstawie 2 1 16, ktdre sa przydatne z punktu widzenia
informatyki.

2.2 System dwojkowy

Dwaéjkowy pozycyjny system liczbowy (binarny, ang. binary) to system pozycyjny o podsta-
wie 2. Uzywanymi wen symbolami (cyframi) sa tylko 0, 1. Zauwazmy, ze cyfry te maja ,,prze-
tacznikowa” interpretacje: prad nie ptynie/plynie, przetacznik wytaczony/wiaczony. Zatem n
cyfrowa liczba w tym systemie moze opisywac stan n przetacznikow naraz.

Jako przyktad rozpatrzmy liczbg 1010015.

101001,

x 25
0 x 24
1 x 23

x 22

0 x 2!
1 x2°

101001,

X 32
0 x16
1 X8
x4
0 X2
1 x1

+ + + + +
(—]

+ + + + +
<
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Zatem 1010015 = 3219 + 819 + 119 = 4149. Jest to przyktad konwersji (zamiany) podstawy

liczby dwdjkowej na dziesigtna.

Przy dokonywaniu operacji na liczbach binarnych przydatna moze si¢ okazaé tablica [I]

przedstawiajaca wybrane potegi liczby 2.

Tablica 1: Wybrane potegi liczby 2.

i 2
0 1
1 2
2 4
3 8
4 16
5 32
6 64
7 128
8 256
9 512

10 1024
11 2048
12 4096
13 8192
14 16384
15 32768
16 65536
31 2147483648
32 4294967296
63 | 9223372036854775 808
64 | 18446744 073709551616

Konwersja liczb do systemu dziesigtnego jest stosunkowo prosta. Przyjrzyjmy si¢ jak prze-
ksztalcié liczbe dziesigtna na dwéjkowa. Listing[I|podaje algorytm, ktéry moze by¢ w tym celu

wykorzystany.

Dla przyktadu, rozwazmy liczbe 1945;,. Tablica [2] opisuje kolejno wszystkie kroki po-

trzebne do uzyskania wyniku w postaci dwojkowej. Mozemy z niej odczytad, iz 1945, =

111100110015.
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[*]

Listing 1: Konwersja liczby dziesigtnej na dwdjkowa.

// Wejscie: liczba k€ N.

// WyjsScie: postac¢ tej liczby w systemie dwdjkowym (kolejne

cyfry beda ,,wypisywane’ '’ w kolejnosci od lewej do prawej).
niech i — najwigksza liczba naturalna taka, Ze k> 2
dopoki (i >0)
{
jesli (k>2")
{
wypisz (1) ;
k=k—2,
}
w_przeciwnym_przypadku
wypisz (0) ;
1=141—1;
}
// (wynik zostat ,,wypisany )

Tablica 2: Przyktad — konwersja liczby 19453 na dwojkowa.

k 2 i |

1945 | 2048
1945 | 1024 10 | 1
1945-1024= 921 | 512 9 1
921-512= 409 | 256 8| 1
409-256= 153 | 128 7| 1
153-128= 25| 64 60
25| 32 5|0
250 16 4|1
25-16= 9 8 3|1
9-8= 1 4 210
1 2 110
1 1 01
1-1= 0 1

2.3 System szesnastkowy

System szesnastkowy (heksadecymalny, ang. hexadecimal) jest systemem pozycyjnym o pod-
stawie 16. Uzywanymi symbolami (cyframi) sa: 0,1,...,9,A,B,C,D,E,F. Jak widzimy, wykorzy-
stywaé bedziemy takze kolejne litery alfabetu.

Jak mozna zauwazy¢, liczba w postaci dwojkowej prezentuje si¢ na kartce lub na ekranie
dosy¢. .. okazale. Jako ze jest to czasem problematyczne, w zastosowaniach informatycznych
zwyklo si¢ zapisywac liczby wlasnie jako szesnastkowe, gdyz 16 = 2%. Dzigki temu mozna
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Tablica 3: Cyfry systemu szesnastkowego i ich wartoSci w systemie dwéjkowym oraz dziesigt-
nym.

BIN DEC HEX BIN DEC HEX
0000 0 0 1000 8 8
0001 1 1 1001 9 9
0010 2 2 1010 10 A
0011 3 3 1011 11 B
0100 4 4 1100 12 C
0101 5 5 1101 13 D
0110 6 6 1110 14 E
0111 7 7 1111 15 F

uzy¢ jednego symbolu zamiast 4 w systemie dwéjkowym. Fakt ten sprawia réwniez, ze kon-
wersja z systemu binarnego na heksadecymalny i odwrotnie jest bardzo prosta.
Tablica[3|przedstawia cyfry systemu szesnastkowego i ich wartosci w systemie dwéjkowym
oraz dziesigtnym.
Zatem, np. 1011110, = 5Ey4, gdyz grupujac kolejne cyfry dwéjkowe czworkami, od prawej
do lewej, otrzymujemy

Podobnie postepujemy dokonujac konwersji w przeciwna strong, np. 2D = 1011015, bowiem

0010 1101
A~
2 D 16-

Jak widzimy, dla uproszczenia zapisu poczatkowe zera mozemy pomijaé bez straty znaczenia
(wyjatek w § [2.4]1).

Na koniec, konwersji na i z postaci dziesigtnej mozemy dokonywaé za posrednictwem opa-
nowanej juz przez nas postaci binarne;j.

2.4 System U2 reprezentacji liczb ze znakiem

Interesujacym jest pytanie, w jaki sposéb mozna reprezentowa¢ w komputerze liczby ze zna-
kiem, np. —1001,? Jak widzimy, znak jest nowym (trzecim) symbolem, a elektroniczny prze-
tacznik moze znajdowac si¢ tylko w dwoch stanach.

Sposrod kilku mozliwosci rozwiazania tego problemu, obecnie w wigkszoSci komputeréw
osobistych uzywany jest tzw. kod uzupekien do dwaéch, czyli kod U2. Niewatpliwa jego do-
datkowa zaleta jest to, iz pozwala na bardzo tatwa realizacjg¢ operacji dodawania i odejmowania
(zob. ¢wiczenia).

W tej notacji najstarszy bit determinuje znak liczby. I tak:

— najstarszy bit réwny 0 oznacza liczbg nieujemna, a z kolei
— najstarszy bit rowny 1 liczbg ujemna.
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Jesli dana jest n cyfrowa liczba w systemie U2 postaci b,—1b,,_5 . . . biby, gdzie b; € {0,1}
dlai =0,1,...,n — 1, to jej warto§¢ wyznaczamy nastgpujaco:

n—2
—bn,1 X 2”71 + Z bz X 2Z
i=0
Zatem dla liczby n bitowej najstarszy bit mnozymy nie przez 2", lecz przez —2" .
Dla przyktadu, 01105 = 110, oraz

1011lys = -1 x224+0x224+1x2'+1x2°=—-5,, = —101,.

Co wazne, tutaj najstarszego bitu rownego 0 nie mozna dowolnie pomijaé¢ w zapisie. Mamy
bowiem 0b,,_5 . ..byu2 # bn_2...bous. Jednakze, 0b,,_5 ...bgys = 00...0b,_5...bgys. Z dru-
giej strony, mozna udowodni¢, ze réwniez 1b,,_5...bgys = 11...1b,_5 ... bgys.

Eatwo pokazaé, ze uzycie k bitéw pozwala na zapis liczb —2%~1 ... 2¥=1 — 1 np. liczby 8
bitowe w systemie U2 moga mie¢ warto$ci od —128 do 127.

3 Reprezentacje liczb rzeczywistych

Ostatnim waznym dla nas zagadnieniem jest problem reprezentacji liczb rzeczywistych, a wia-
Sciwie odpowiedniego jego podzbioru, przydatnego podczas dokonywania obliczeri. Rozwa-
zymy tutaj tzw. reprezentacj¢ staloprzecinkowa i zmiennoprzecinkowa. Ta ostatnio jest po-
wszechnie uzywana we wspoélczesnych komputerach.

3.1 System staloprzecinkowy

W reprezentacji staloprzecinkowej liczb rzeczywistych w systemie dwéjkowym liczba bitéw
uzywanych do zapisu czgsci ,,dziesigtnej” 1 czgSci utamkowej jest z géry ustalona.

Rozpatrzmy liczbe postaci b, 10, o ... bg,bk_1 ... bg. Jest to liczba n bitowa, w ktdrej na
czeg$¢ utamkowa przypada k& bitéw. Jej warto§€¢ mozna wyznaczy¢ ze wzoru

n—1
Z b, X Qi_k.
=0

Tym samym np. 1011,1015 = 8 + 2+ 1 + 3 + 5 = 112 ;. Niestety, ustalenie liczby k z géry
uniemozliwia przyblizanie liczb o (relatywnie) duzej i matej wartoSci z zadowalajaca doktad-
noscia.

3.2 System zmiennoprzecinkowy

Wspétczesne komputery osobiste sa w stanie przechowywac i przetwarzac liczby o dtugosci

doktadnie 8 (tzw. bajt, ang. byte), 16,32,64 lub nawet 128 bitéw. Wiasnos¢ ta umozliwia zdefi-

niowanie postaci zmiennopozycyjnej liczb rzeczywistych (ang. floating-point numbers).
Reprezentowana liczba jest przechowywana w pamigci wg nastgpujacego schematu:

r=sxXmx 2°

gdzie:
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— s € {0,1} — znak (1 bit, interpretowany jako —1%),
— m — mantysa (odpowiednio znormalizowana),
— ¢ — wykladnik.

Liczba cyfr mantysy i wyktadnika jest ustalona z goéry, np. w komputerach osobistych jest
to 23+8 (32 bitowa) badz 52+11 (64 bitowa liczba zmiennoprzecinkowa).

Doktadne oméwienie zagadnienia reprezentacji i arytmetyki liczb zmiennopozycyjnych wy-
kracza poza ramy naszego wyktadu. Wigcej szczegdtéw, w tym rachunek btedoéw arytmetyki
tych liczb, przedstawiony bgdzie na wyktadzie z metod numerycznyckﬂ

Warto jednak zapamigta¢ kilka probleméw zwigzanych z uzyciem liczb zmiennopozycyj-
nych.

a) Nie da si¢ reprezentowaé calego zbioru liczb rzeczywistych, a tylko jego podzbidr (a
nawet wtasciwie jest to podzbior liczb wymiernych!). Wszystkie liczby sa zaokraglane
do najblizszej reprezentowalne;.

b) Arytmetyka zmiennoprzecinkowa nie spetnia w pewnych szczegdlnych przypadkach wia-
sno$ci tacznosci 1 rozdzielnosci.

¢) Dodatkowo, w tym systemie zdefiniowane sa trzy specjalne elementy:

— 00 (Inf, ang. infinity),
— —0o0 (—=Inf),
— nie-liczba (NaN, ang. not a number).

Np. 1/0 = Inf, 0/0 = NaN.

2Zainteresowanym osobom mozna poleci¢ angielskojezyczny artykut: D. Goldberg, What Every Computer
Scientist Should Know About Floating-Point Arithmetic, ACM Computing Surveys 21(1), 1991, 5-48. Do pobrania
ze strony http://dlc.sun.com/pdf/800-7895/800-7895.pdf.
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4 Cwiczenia

Zadanie 2.1. Przedstaw nastgpujace liczby catkowite nieujemne w postaci binarnej, dziesigtnej
i szesnastkowej: 1010, 1810, 1816, 1012, 10110, 101167 ABCDEFlG, 6413531210, 1101011110012,
FFFFF0C246.

Zadanie 2.2. Dana jest n cyfrowa liczba w systemie U2 zapisana jako ciag cyfr b, _1b,_o ... b1bo,
gdzie b; € {0,1} dlai =0,1,...,n — 1. Pokaz, ze powielenie pierwszej cyfry dowolna liczbg
razy nie zmienia wartosci danej liczby, tzn. b, _1b,_o...b1bg = b, _1b_1 ... by_1b,_o ... b1bg.

Zadanie 2.3. Przedstaw nastgpujace liczby dane w notacji U2 jako liczby dziesigtne: 10111100,
00111001, 1000000111001011.

Zadanie 2.4. Przedstaw nastgpujace liczby dziesigtne w notacji U2 (do zapisu uzyj 8, 16 lub
32 bitéw): —12, 54, —128, —129, 53263, —32000, —56321, —3263411.

* Zadanie 2.5. Rozwazmy operacje dodawania i odejmowania liczb nieujemnych w reprezenta-
cji binarnej. Oblicz wartos$¢ nastgpujacych wyrazen korzystajac z metody analogicznej do spo-
sobu ,,szkolnego” (dodawania i odejmowanie stupkami). Pamietaj jednak, ze np. 15 4+ 1o = 10,.

a) 1000, + 1115, e) 11115 — 00015,

b) 1000, + 11115, f) 10002 — 0001o,

¢) 11101104 4 111001115, g) 10101010, — 111015,

d) 111115 + 111111115, h) 110011015 — 100101115.

* Zadanie 2.6. Okazuje si¢, ze liczby w systemie U2 mozna dodawac i odejmowaé ta sama
metoda, co liczby nieujemne w reprezentacji binarnej. Oblicz warto$¢ nastgpujacych wyrazen
1 sprawdzZ otrzymane wyniki, przeksztalcajac je do postaci dziesigtnej. Uwaga: operacji dokonuj
na dwéch liczbach n bitowych, a wynik podaj réwniez jako n bitowy.

a) 1000ys + 0111ys, d) 110011015 — 1001011 1ys.
b) 10110110y, + 11100111 s, e) 10001101y — 0101011 1ys.
¢) 10101010y, — 00011101y,

* Zadanie 2.7. Niech dana bgdzie liczba w postaci U2. Pokaz, ze aby uzyskac liczbg do niej
przeciwna, nalezy odwrdéci¢ wartosci jej bitdow (dokonac ich negacji, tzn. zamieniC zera na je-
dynki i odwrotnie) i doda¢ do wyniku warto$¢ 1. Ile wynosza wartoSci 0101y, 1001y91 01119
po dokonaniu tych operacji? SprawdZ uzyskane rezultaty za pomoca konwersji tych liczb do
systemu dziesigtnego.
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5 Wskazowki do ¢wiczen

Odpowiedz do zadania [2.1

a) 1050 = 10105 = Ays.

b) 1810 = 100105 = 1245.

) 1815 = 110005 = 241,.

d) 1015 = 550 = 516.

e) 101, = 11001015 = 655.

f) 101;5 = 1000000015 = 2571.

g) ABCDEF;4 = 101010111100110111101111, = 112593755.
h) 64135312, = 11110100101010000010010000, = 3D2A0901s.
i) 1101011110015 = D79, = 3449;,.

j) FFFFF0C26 = 111111111111111111110000110000105 = 42949633944,.

Odpowiedz do zadania

a) 10111100y, = —68.
b) 00111001ye = 5710.
¢) 1000000111001011ye = —32309.

Odpowiedz do zadania 2.4

a) —12;0 = 11110100ys.

b) 5410 = 00110110ps.

¢) —128;5 = 10000000y

d) —129;0 = 1111111101111111s.

e) 53263, = 00000000000000001101000000001111ys.

f) —32000;0 = 11111111111111111000001100000000ys.
g) —563215 = 1111111111111111001000111111111 1.
h) —3263411,0 = 11111111110011100011010001001101 5.

Odpowiedz do zadania

a) 1000y + 1115 = 1111,.
b) 10005 + 11115 = 10111,.
¢) 1110110, + 11100111, = 1010111015, gdyz

1 1

+ 1
=10

—_| = = =
O = -
— OO
—lo o -~
—_—| = = =
O = -
— | D

d) 111115 + 111111115 = 100011110,.
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e) 11115 — 00015 = 1110s.
f) 1000, — 00015 = 1115.
g) 101010105 — 111015 = 100011015, gdyz
S -1
1 01 01 010
- I 11 0 1
=1 0 0 0 1 1 0 1
h) 110011015 — 100101115 = 1101104, gdyz
a0 A
1 1.0 0 1 1 01
-1 0 01 0 1 1 1
=001 1 0 1 10
Odpowiedz do zadania 2.6
a) 1OOOU2 + 0111U2 - 1111U2 = —110 = —810 + 710.
b) 10110110y2+11100111ye = 110011101y, = 10011101y = —99190 = — 7410+ (—25)10.
¢) 10101010y — 00011101ye = 10001101ye = —11519 = —8619 — 2910.
d) 11001101y — 10010111y = 00110110y = 5419 = —5139 — (—10549).

e)

10001101U2_01010111U2 = 00110110U2 = 5410 7& —11510—8710 = —20210' Wystapllo
tzw. przepelnienie, czyli przekroczenie zakresu wartosci dla liczby 8-bitowej (ale mamy
28 — 20219 = 54,0). Mozna zapisaé operandy na wigkszej liczbie bitéw, np. szesnastu:

1111111110001101y9 — 0000000001010111 52 = 1111111100110110y2 = —2024.

Aby lepiej zrozumie€ to zjawisko, rozwaz ,.kolejne” 4 bitowe liczby w systemie U2.

U2 DEC
0000 0
0001 1
0010 2
0011 3
0100 4
0101 5
0110 6
0111 7
1000 -8
1001 -7
1010 -6
1011 -5
1100 -4
1101 -3
1110 -2
1111 -1
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1 Deklaracja zmiennych w C++

W poprzednich rozdziatach, czytajac pseudokody algorytméw, czesto napotykaliSmy na in-
strukcje podobna do nastgpujace;.

niech xceR;

Tym samym mieli$my na mysli ,,niech od tej pory x bedzie zmienng ze zbioru liczb rzeczywi-
stych”.

Instrukcja tego typu to tzw. deklaracja zmiennej. Zmienna stuzy do przechowywania do-
wolnych wartos$ci ze zbioru, z ktérego pochodzi. Taki zbiér nazywamy typem zmiennej (w przy-
padku powyzszego x byto to R).

Mamy dwie mozliwosci uzycia zmiennej: mozemy jej przypisa¢ wartos¢ badZ przecho-
wywang wen warto$¢ odczytaé. W tym sensie zmienng mozna poréwnac do szuflady, ktéra
ma swoja etykietke (nazwe, identyfikator), jednoznacznie ja identyfikujaca. Do takiej szuflady
mozna co$ wtozy¢ (jednocze$nie pozbywajac si¢ wczesniejszej zawartosci) badz coS z niej wy-
jac.

Dzigki zmiennym pisane przez nas programy (ale takze np. twierdzenia matematyczne) nie
opisuja jednego, konkretnego przypadku szczegdlnego pewnego interesujacego nas problemu,
lecz wszystkie mozliwe w danym kontekscie. Dzigki takiemu mechanizmowi mamy wigc moz-
liwos$¢ uogoélniania naszych wynikéw. Przyktadowo, ciag twierdzen

Twierdzenie 1. Pole kota o promieniu 1 wynosi .
Twierdzenie 2. Pole kota o promieniu 2 wynosi 4.
Twierdzenie 3. ...

przez kazdego matematyka (nawet przysztego matematyka) bytby uznany, fagodnie rzecz uj-
mujac, za nieudany zart. Jednakze uogdlnienie powyzszych wynikéw przez odwotanie si¢ do
de facto zadeklarowanej zmiennej sprawia, ze wynik staje si¢ interesujacy.

Twierdzenie 4. Niech r € R... Pole kota o promieniu r wynosi 7r>.

Zauwazmy, ze w matematyce zdanie deklarujace zmienng ,,Niech r € R, .” nie musi si¢
pojawia¢ w takiej formie. Wigkszo$¢ autoréw podchodzi do tego, rzecz jasna, w sposob ela-
styczny. Mimo to, piszac np. ,,Pole kota o promieniu 7 > 0 wynosi 772.” badZ nawet ,,Pole kota
o promieniu  wynosi 772.”, domy§lamy sie, ze chodzi wtasnie o powyzsza konstrukcje.

Wiemy juz, ze komputery jednak nie sa tak domyslne jak my. W jezyku C++ wszystkie
zmienne musza zostaé¢ zadeklarowane przed ich pierwszym uzyciem. Skladnia najprostsze;j
instrukcji stuzacej do osiagnigcia tego celu jest SciSle okreslona:

typ ident;

gdzie typ jest typem zmiennej (§[1.1), a ident jej identyfikatorem (§ [I.2).

Deklaracja zmiennej powoduje przydzielenie jej pewnego miejsca w pamigci RAM kom-
putera (wigcej szczeg6tow na ten temat na wykladzie o wskaZnikach). Warto zapamigtaé, ze
zmienna nie jest inicjowana automatycznie. Dopdki nie przypiszemy jej jawnie jakiej$ warto-
$ci, bedzie przechowywacé ,,smieci”.
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Uwaga

Kazda instrukcja w C++ musi by¢ zakonczona Srednikiem!

1.1 Typy liczbowe proste

W niniejszym paragrafie oméwimy dostgpne w jezyku C++ typy zmiennych liczbowych (s3 to
tzw. typy proste).

1.1.1 Typy calkowite

Wsréd typéw catkowitych wyrézniamy:

Nazwa typu | Liczba bitéwﬂ ‘

char 8 bitow
short 16 bitow
int 32 bity
long long 64 bity

My najczgsciej bedziemy korzysta¢ z typu int. Jest to liczba 32-bitowa w systemie U2.
Zatem moze by¢ ona traktowana jako zbiér int = {23!, —23t + 1 ... 23 — 1} C Z.

Co wigcej, do kazdego z ww. typéw mozna zastosowaé modyfikator unsigned — wtedy
otrzymujemy liczbg nieujemna (w zwyktym systemie binarnym). np. unsigned int = {0, 1, ...,
232 — 1},

Stale catkowite, np. 0, —5, 15210, sa reprezentantami typu int danymi w postaci dzie-
sigtnej. Co wigcej, mozna uzywac stalych w postaci szesnastkowej, poprzedzajac liczby przed-
rostkiem Ox, np. 0x53a353 czy tez Oxabcdef, oraz 6semkowej, korzystajac z przedrostka 0, np.
0777. Nie ma, niestety, mozliwosci definiowania bezposrednio statych w postaci dwdjkowe;.

1.1.2 Typy zmiennoprzecinkowe

Z kolei wsréd typéw zmiennoprzecinkowych wyrézniamy:

Nazwa typu | Liczba bitéw!

float 32 bity
double 64 bity

Mam float C R, double C R. W przypadku liczby 32 bitowej najmniejsza reprezen-
towalna warto$¢ dodatnia to ok. 1,18 x 1073, a najwigksza — ok. 3,4 x 1038, Dla liczby 64
bitowej mamy odpowiednio ok. 2,23 x 10739 i 1,80 x 1038,

Stale zmiennoprzecinkowe wprowadzamy podajac zawsze czg$¢ dziesigtng i czg¢$¢ ulam-
kowa rozdzielong kropka (nawet gdy czg$¢ utamkowa jest réwna 0), np. 3.14159, 1.0 albo
—0.000001. Domyslnie naleza one do typu double. Dodatkowo, liczby takie mozna wprowa-
dza¢ w formie notacji naukowej, uzywajac do tego celu separatora e, ktéry oznacza ,razy
dziesie¢ do potegi”. I tak liczba —2.32¢—4 jest stala o warto$ci —2,32 x 1074

'Podana liczba bitéw dotyczy Microsoft Visual C++.
2Przypomnijmy, ze typy zmiennopozycyjne przechowuja tez wartosci specjalne: Inf, —~Inf oraz NaN.
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1.1.3 Typ logiczny

Oprécz powyzszych, wsréd typow prostych, dostepny jest jeszcze typ bool, stuzacy do repre-
zentowania zbioru wartoSci logicznych.

Zmienna tego typu moze znajdowac si¢ w dwoch stanach, okreslonych przez state logiczne
true (prawda) oraz false (falsz).

1.2 Identyfikatory

Kazda zmienna musi mie¢ jaka$ nazwe, aby mozna si¢ bylo do niej odwotaé. Identyfikatory
moga si¢ sktadac z nastgpujacych znakdw:

abcdefghijklmnopgrstuvwzixyz
ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWIXY Z _

oraz z ponizszych, pod warunkiem, ze nie sa one pierwszym znakiem identyfikatora:
012345672829

Zatem przyktadami poprawnych identyfikatoréw sa: i, suma, wyrazenieZeWzoru32, 2mla
oraz zmienna_pomocniczal. Z kolei zgodnie z podang reguta np. 3523aaa, ala ma kota oraz
:—) nie moga by¢ identyfikatorami.

Identyfikatorami nie moga by¢ tez zarezerwowane stlowa kluczowe (np. int, double). Dla-
tego specjalnie wyrdzniamy je w tym tekscie pogrubiong czcionka.

Uwaga
W jezyku C++ wielkos¢ liter ma znaczenie! Np. [ oraz i to identyfikatory dwo6ch réznych
zmiennych. Z tego tez powodu identyfikator Int nie jest tozsamy z typem int.

Na koniec naszych rozwazan o identyfikatorach pewna rada praktyczna. Dobra praktyka jest
nadawanie takich nazw zmiennym, by w pewnym sensie byly samoobjasniajace si¢. Zmienne
poleKwadratu, delta, wspX w pewnych kontekstach posiadaja te ceche. Czesto uzywamy tez
identyfikatoréw i, j, k jako licznikéw w petlach. Z drugiej strony, np. zmienna albo ratunku
niezbyt jasno méwia do czego same moga stuzy¢.

2 Operatory

2.1 Operator przypisania

Operator przypisania, =, stuzy do nadania zmiennej wartosci. Sktadnia:

ident = wyr;

gdzie ident to identyfikator zmiennej, ktérej wartoS¢ chcemy ustali¢, a wyr to wyrazenie (ang.
expression), ktérego wykonanie (obliczenie, ewaluacja) zwraca pewna warto$¢ odpowiedniego
typu. Wyrazeniami moga by¢ m.in.

— stata catkowita, zmiennoprzecinkowa, logiczna (np. 7, —4.le7, false),
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— identyfikator zmiennej badzZ statej symbolicznej (wartosS¢ zostanie z niej pobrana),

— warto$¢ zwracana przez funkcje (wigcej o funkcjach w kolejnych wyktadach),

— wynik zastosowania operatoréw arytmetycznych, logicznych, relacyjnych lub bitowych
(zob. § i dalej) na innych Wyraieniaclﬂ

Przesledzmy ponizszy kod.

int i; // deklaracja zmiennej

int j;

i = 4; // przypisanie wartoSci 4, czytaj: i staje sieg 4
j = 1i; /¥ przypisanie wartosci takiej ,

jakq aktualnie przechowuje zmienna i */

cout << j; // wypisze na ekran "4"

Uwaga

Tekst drukowany kursywa i szarg czcionka to komentarze. Komentarze sa albo zawarte
miedzy znakami /* 1 */ (1 wtedy moga zajmowac wiele wierszy kodu), albo nastepuja po znakach
/I (1 wtedy siggaja do konca aktualnego wiersza).

Tres¢ komentarzy jest ignorowana przez kompilator i nie ma wplywu na wykonanie pro-
gramu. Jednakze opisywanie tworzonego kodu jest bardzo dobrym nawykiem, bo sprawia, ze
jest on bardziej zrozumiaty dla jego czytelnika.

Uwaga

W jezyku C++ istnieje specjalny obiekt o nazwie cout, umozliwiajacy wypisywanie war-
toSci zmiennych r6znych typéw na ekran monitora (a doktadnie, na tzw. standardowe wyjscie).
Drukowang zmienng ,,wysyta” si¢ do niego za pomoca operatora <<.

Istnieje jeszcze inny sposéb przypisywania wartoSci zmiennym, dzigki ktéremu dane nie
muszg by¢ okreSlone podczas pisania kodu. Informacje te mozna okresli¢ w trakcie dziatania
programu. Mozna o nie bowiem poprosi¢ uzytkownika, aby je podat za pomoca klawiatury (za
posrednictwem obiektu cin 1 operatora >>).

int x;
cout << "Podaj wartos¢ x: ";
cin >> x; /% wczytanie wartosSci x z tzw. standardowego wejscia

(domySslnie jest to klawiatura komputera) x/
<< x << endl;

1

cout << "Teraz x='

Przy okazji omawiania operatora przypisania, warto wspomnie¢ o mozliwosci definiowania
statych symbolicznych, wedtug sktadni:

const typ ident = wartos¢;

3Zauwazmy, ze definicja wyrazenia jest rekurencyjna; dziatania na wyrazeniach tez s3 wyrazeniami.
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Przy tworzeniu stalej symbolicznej nalezy od razu przypisac jej warto$¢. Cechg zasadnicza
stalych jest to, ze raz zainicjowane, nie moga by¢ péZniej zmienione (warto je stosowaé, by
wyeliminowaé mozliwo$¢ pomytki programisty).

Przyklady:

const int dlugoscCiagu = 10;

const double pi = 3.14159;

const double G = 6.67428¢e¢—11; /« 1o samo, co 667428 x 10711, «/
pi = 4.3623; // btad — pi jest "tylko do odczytu"

2.2 Operatory rzutowania. Hierarchia typow

Zastandwmy sig, co si¢ stanie, jesli zechcemy przypisa¢ zmiennej jednego typu warto$¢ innego
typu. Rozwazmy inny przyklad:

double x; // deklaracja zmiennej
int i = 4, j; /x deklaracja dwdch zmiennych ,
zmienna 1 zostanie zainicjowana wartoSciq 4,

zmienna j jest niezainicjowana x/

X = 1i; /x inny typ! niejawna konwersja na 4.0,

tzw. promocja x/

x = 3.14159;
j = x; // btaqd! (typ docelowy jest stabszy)
j = (int)x; // jawna konwersja (tzw. rzutowanie) — teraz OK

" "

cout << j << ", << x; // wypisze na ekran "3, 3.14159"

Przypisanie wartosci typu double do zmiennej typu int zakoniczy si¢ bledem kompilacji.
Jest to spowodowane tym, ze w tym miejscu moglaby wystapic¢ utrata informacji. W jezyku
C++ obowiazuje nastgpujaca hierarchia typow:

typ logiczny typy catkowite typy zmiennoprzecinkowe

=
bool C char C short C int C long long € float C double .

Promocja typu, czyli konwersja na typ silniejszy, bardziej ,,pojemny”, odbywa si¢ automa-
tycznie. Dlatego w powyzszym kodzie instrukcja x=i; wykona si¢ poprawnie.

Z drugiej strony, rzutowanie do stabszego typu musi by¢ zawsze jawne! Nalezy expli-
cité powiedzie¢ kompilatorowi, ze postgpujemy Swiadomie. Stuzy do tego tzw. operator rzu-
towania. Taki operator umieszczamy przed rzutowanym wyrazeniem. Oprocz zastosowanej
w powyzszym przyktadzie sktadni (typ)wyrazenie, dostgpne sa dodatkowo dwie rownowazne:
typ(wyraZenie) oraz static_cast <typ>(wyrazenie).
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Warto zapamigtac, ze w przypadku rzutowania typu zmiennopozycyjnego do catkowitolicz-
bowego nastgpuje obcigcie czeSci utamkowej, np. (int)3.14 da w wyniku 3, a (int)—3.14 za$
warto$¢ —3.

Z kolei dla konwersji do typu (bool), warto$¢ réwna 0 da zawsze wynik false, a r6zna od
0 bedzie przeksztalcona na true.

Uwaga

Przy konwersji typu bool do catkowitoliczbowego warto$¢ true zostaje zamieniona zawsze
na 1, a false na O.

2.3 Operatory arytmetyczne

Wsréd operatoréw arytmetycznych mozna wyrézni¢ operatory binarne (wymagajace dwéch
operandéw) oraz unarne (przyjmujace jeden operand). Mozna je (poza wyszczegdélnionymi wy-
jatkami) stosowaé dla wyrazen typu catkowitego i zmiennoprzecinkowego.

Dostgpne operatory binarne przedstawia ponizsza tabela.

Operator Znaczenie

+ dodawanie
— odejmowanie
* mnozenie
dzielenie
% reszta z dzielenia (tylko catkowite)

Uwaga

W C++ nie ma operatora potggowania!

Przyktady:

[*]

w

[

cout << 2+2 << endl;

cout << 3.0/2.0 << endl;

cout << 3/2 << endl;

cout << 7%4 << endl;

cout << 1/0.0 << endl; /¥ uzgodnienie typéw — to samo, co
1.0/0.0 x/

Jak widzimy, zastosowanie operatoréw do wyrazen dwéch réznych typéw powoduje konwersje
operandu o typie stabszym do typu silniejszego operandu. Wynikiem wykonania rozpatrywanej

czesci kodu bedzie:

4

1.5

1 (dlaczego?)
3

Inf
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Zajmijmy si¢ teraz operatorami unarnymi.

Operator Znaczenie ‘

+ unarny plus (nic nie robi)
— unarny minus (zmiana znaku na przeciwny)

Przyktad:
int i = —4; // zmiana znaku statej 4
i = —i; // zmiana znaku zmiennej i
slcout << i; // wynik: 4

Ponadto zdefiniowane sa jeszcze dwa operatory unarne, ktére mozna zastosowac tylko do
zmiennych typu catkowitego. Operator inkrementacji (++) stuzy do zwigkszania wartosci zmien-
nej o 1, a operator dekrementacji (——) zmniejszania o 1.

Zdefiniowane sg az dwa warianty powyzszych operatoréw: przedrostkowy (ang. prefix) oraz
przyrostkowy (ang. suffix), co — nie wiedzie¢ czemu — powoduje rokrocznie przerazenie stu-
denckiej braci.

A przeciez zasada jest bardzo prosta! W przypadku operatora inkrementacji/dekrementacji
przedrostkowego, wartoscig calego wyrazenia jest wartoS¢ zmienionej zmiennej (operator ten
dziala tak, jakby najpierw aktualizowatl stan zmiennej, a potem zwracal swoja warto§¢ w wy-
niku). Z kolei dla operatora przyrostkowego wartoScia wyrazenia jest stan zmiennej sprzed
zmiany (najpierw zwraca warto$¢ zmiennej, potem aktualizuje jej stan).

Poswigémy kilka chwil na przeanalizowanie nastgpujacego przyktadu.

int i =5, j = 9;

| —J; // wynik: j==8, to samo to j = j—I;

o // j==7, to samo to j = j—1;
= ++i; // wynik: i==6, j==6 (przedrostkowy)

= i++; // j==6, i==7 (przyrostkowy)

j = ++100; // btqd, 100 jest statlq

Zatem j = ++i; mozna zapisaC jako dwie instrukcje: i = i+1; j = i;
Z drugiej strony, j = i++; jest rOwnowazne operacjom: j = i; i = i+l;

Niewatpliwa zaleta tych dwdch operatoréw jest mozliwos¢ napisania zwigztego fragmentu
kodu. Niestety, jak widaé, odbywa si¢ to kosztem czytelnosci.

2.4 Operatory relacyjne

Operatory relacyjne stuza do poré6wnywania wartosci innych wyrazer. Wynikiem takiego po-
roéwnania jest wynik typu bool. Sa to operatory binarne.
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Operator Znaczenie

== czy rowne?

I= czy rézne?

< czy mniejsze?

<= czy nie wigksze?
> czy wigksze?

>= czy nie mniejsze?

Nie nalezy myli¢ operatora poréwnania (==) i operatora przypisania (=) — jest to czgsty
btad.

Przyktady:

bool wl = 1==1; // true
int w2 = 2>=3; // 0, czyli (int)false
bool w3 = (0.0 == (((le34 + le—34) — 1e34) — le—34)); // false!

// Uwaga na porownywanie liczb zmiennoprzecinkowych — btedy!

2.5 Operatory logiczne

Operatory logiczne stuza do dziatain na wyrazeniach typu bool (lub takich, ktére sa sprowa-
dzalne do bool).

Operator Znaczenie ‘

! negacja (unarny)
Il alternatywa (lub)
&& koniunkcja (i)

Wyniki powyzszych dziatan na wszystkich mozliwych wartoSciach operandéw zestawione
sa w ponizszych tzw. tablicach prawdy.

’ ! H ‘ ’ I H false ‘ true ‘ ’ && H false ‘ true ‘
false true false || false | true false || false | false
true false true true | true true false | true

Kilka przyktad6éw:
bool wl = (!true); // false
bool w2 = (1<2 |l O0<1l); // true —> (true |l false)
bool w3 = (1.0 && 0.0); // false —> (true && false)

Uwaga

Okazuje sig¢, ze komputery sa czasem leniwe. W przypadku wyrazen sktadajacych sig¢
z wielu podwyrazen logicznych, obliczane jest tylko to, co jest potrzebne do ustalenia wyniku.
I tak w przypadku koniunkc;ji, jesli jeden operand ma wartos$¢ false, to wyznaczanie wartoSci
drugiego jest niepotrzebne. Podobnie jest dla alternatywy i jednego operandu prawdziwego. Na
przyktad:
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int a = 0;

bool p = (true || (++a==0)); // leniwy

cout << a,; // a==0

bool ¢ = (true && (++a==0)); // tutaj juzi musi policzyc
cout << a,; // a==

2.6 Operatory bitowe

Operatory logiczne dziataja na poszczegdlnych bitach operandéw typu catkowitego (jak juz
zdazyliSmy si¢ przekonad, kazda informacja, w tym i liczby, sa przechowywane w pamigci
komputera jako ciag bitéw). Zwracany wynik jest tez liczba catkowita.

Operator Znaczenie ‘

bitowa negacja (unarny)
bitowa alternatywa
bitowa koniunkcja

> 2 —

bitowa alternatywa wylaczajaca (albo, ang. exclusive-or)
<<k przesunigcie w lewo o k bitow (ang. shift-left)
>>k przesunigcie w prawo o k bitow (ang. shift-right)

Operator bitowej negacji zamienia kazdy bit liczby na przeciwny. Operatory bitowej alter-
natywy, koniunkcji i alternatywy wyltaczajacej zestawiaja bity na odpowiadajacych sobie pozy-
cjach dwoéch operandéw, wedlug nastgpujacych regut.

Np. 0xb6 ™ 0x5f == Oxe9, gdyz

1 01 1 0110
A0 1T 01T 1 1 1 1
111010 01

Operatory przesunigcia zmieniaja pozycje bitow w liczbie. Bity, ktére nie ,,mieszcza si¢”
sa tracone. W przypadku operatora <<, na zwalnianych pozycjach wstawiane sg zera. Operator
>> wstawia za$ na zwalnianych pozycjach bit znaku. Dla przyktadu, dokonajmy przesunigcia
bitéw liczby 8 bitowej o 3 pozycje w lewo.

wynik
10101011 10101011000
Oxab <<3 == 0x58

Oto kolejne przyktady:
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int pl =11 2; // 3, bo 00000001 | 00000010 —> 00000011
int p2 = ~0xf0; // 15, bo ~11110000 —> 00001111
int p3 =0xb ~ 5; // 14, bo 00001011 ~ 000000101—> 00001110
int p4d =5 << 2; // 20, bo 00000101 << 2 —> 00010100
int p5 =7 > 1; // 3, bo 00000111 >> 1 —> 00000011
int p6 = —128 >> 4;// -8, bo 10000000 >> 4 —> [1111000

Uwaga: n<<k réwnowazne jest (o ile nie nastapi przepetnienie) n x 2¥, a n>>k réwnowazne
jest catkowitoliczbowej operacji n x 2* (k krotne dzielenie catkowite przez 2).

Uwaga

Zauwazmy, ze operatory << i >> maja inne znaczenie w przypadku uzycia ich na obiek-
tach, odpowiednio, cout 1 cin. Jest to praktyczny przyklad zastosowania tzw. przecigzania ope-
ratoréw, czyli zréznicowania ich znaczenia w zaleznoSci od kontekstu. Wigcej na ten temat
dowiemy si¢ na Il semestrze.

2.7 Operatory faczone

Dla skrécenia zapisu, zostaly tez wprowadzone tzw. operatory laczone, faczace operacje aryt-
metyczne lub bitowe i przypisanie:

+=, —=, %=, =, %=, |5, &=, "=, <<=, >>=.

Np. x += 10; znaczy to samo, cox = x + 10;

2.8 Priorytety operatorow

W niektérych z powyzszych przyktadéw zaobserwowaliSmy, ze w jednym wyrazeniu mozna
uzywac wielu operatoréw. Kolejno$¢ wykonywania dziatan jest jednak Scisle okre§lona. Mozna
ja wymusi¢ za pomoca nawiasOw okragtych (...).

DomysSlnie jednak wyrazenia obliczane sa wedtug priorytetow, zestawionych w kolejnosci
od najwigkszego do najmniejszego w tab. [T} W przypadku operatoréw o tym samym priorytecie,
operacje wykonywane sa w kolejnosci od lewej do prawe;.

Przyktady:
int p/ = 2+4%3/2; // pl = (2+((4%3)/2));
pl += 2>3 == ltrue; /« pl += ((2>3) == (!true));
czyli to samo, co pl++; x/
cout << pl; // 9
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Tablica 1: Priorytety operatoréw.

13 || ++, —— (przyrostkowe)

12 || ++, —— (przedrostkowe), +, — (unarne), !, ~
11 %, /, %

10 || +, —

9| <<, >

8| < <=, > >=

7| ==, =

6| &

5 A

4\ |

3| &&

20l

1| = +=, —=, %=, /=, %=, |=, &=, "=, <<=, >>=
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3 C(Cwiczenia

Zadanie 3.1. Wyraz nastgpujace liczby zmiennoprzecinkowe dane w notacji naukowej w zwy-
ktej postaci dziesigtne;.

a) 4.21eo, c) 2.314e—4,
b) 1.95323¢2, d) 4.235532¢-2.

Zadanie 3.2. Wyznacz warto$¢ nastgpujacych wyrazen. Ponadto okresl typ zwracany przez
kazde z nich.

a) 10.0+15.0/2+4.3, f) 10+17/3.0+4,
b) 10.0+15/2+4.3, g) 3*x4%06+6,

c) 3.0x4/6+6, h) 3.0x4%06+6,
d) 20.0-2/6+3, 1) 10+17%3+4.

e) 10+17%3+4,

Zadanie 3.3. Dane sa 3 zmienne zadeklarowane w spos6b nastgpujacy.

double a = 10.6, b = 13.9, ¢ = —3.42;

Oblicz wartos$¢ ponizszych wyrazefi.

a) int(a), e) int(a+b)*c,
b) int(c), f) double(int(a+b)/int(c)),
¢) int(a+b), g) double(int(a))/c.

d) int(a)+b+c,

Zadanie 3.4. Korzystajac z przeksztatcen logicznych (np. praw De Morgana, praw rozdzielno-
Sci) upro$¢ nastgpujace wyrazenia (zaktadamy, ze a,b,c,d sa typu double, a p,q,r typu bool).

a) !(!p), e) !(a>=b && b>=c && a>=c),
b) !p &&lq, f) (a>b && a<c)ll (a<c && a>d),
c) Wp Il g I 'r), g pll p.

d) !(b>a && b<c),

Zadanie 3.5. Jaki wynik dadza nastgpujace operacje bitowe wykonane na danych typu short?

a) OxOFCD | 0xFFFF, e) 14 << 4,
b) 364 & 0x323, f) Oxf5a3 >> 8,
c) ~163, g) 0x3a9f >>17.

d) OxFC93 * 0x201D,

Zadanie 3.6. Niech dana bgdzie zmienna typu int. W jaki spos6b dokona¢ zmiany znaku war-
tosci tej zmiennej na przeciwny nie uzywajac operatora —?
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Zadanie 3.7. Policyjny fotoradar emituje fale elektromagnetyczne o czgstotliwosci f. Hz. Wia-
zka tych fal jest odbijana od nadjezdzajacego z predkoscia v samochodu i, jako ze auto jest w ru-
chu, powraca do urzadzenia ze zmieniona czg¢stotliwoscia f, Hz. Polscy funkcjonariusze testuja
wtasnie najnowszy model brytyjskiej ,,suszarki”. Zwiazek pomigdzy omawianymi zmiennymi
mozna wyrazi¢ rOwnaniem

f o f e

fot fe

Predkos¢ jednak jest podawana w milach na godzine. Wiedzac, ze 1 mila to 1609,344 m, napisz

v = 6,685 x 108

fragment kodu w jezyku C++, ktéry dla danego f. i f, poda predkos¢ nadjezdzajacego samo-
chodu w km/h. Ponadto wypisz na ekran warto$¢ logiczng méwiaca, czy zostata przekroczona
dopuszczalna predkos$¢, wynoszaca w tym miejscu 50 km/h.

Jaki bedzie wynik dzialania tej procedury dla f, = 2 x 10! Hz i f, = 2.0000004 x 10
Hz?

* Zadanie 3.8. Danych jest 6 zmiennych ax,ay,bx,by,cx,cy typu double, reprezentujacych
wspélrzedne 3 punktéw w R?: a = (ax,ay), b = (bx,by), ¢ = (cx,cy). Napisz fragment kodu,
ktéry wyznaczy kwadrat promienia okrggu przechodzacego przez a, b i c. Dany jest on wzorem

, la—c]*|b—c|’|la—b]?
 4|(a—c)x(b—c)]2 "’

gdzie np. |a — b| = \/(ax — bx)? 4 (ay — by)? oraz a x b = axby — aybx.

Zadanie 3.9. Dane sa a,b,c,d,e, f € R takie, ze ukltad dwu réwnan liniowych wzgledem
niewiadomych z,y € R:
ar +by = c,
{ dr+ey = f.
jest oznaczony. Zaproponuj fragment kodu w jezyku C++, ktéry wyznaczy jego rozwiazanie,
tzn. obliczy warto$¢ zmiennych x,y na podstawie pewnych wartosci zmiennych a,b,c,d,e,f.
Do reprezentacji liczb rzeczywistych uzyj typu double.
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4 Wskazowki do ¢wiczen

Odpowiedz do zadania

a) 10.0+15.0/2+4.3 ==21.8 (double).
b) 10.0+15/2+4.3 == 21.3 (double).
¢) 3.044/6+6 == 8.0 (double).

d) 20.0—2/6+3 == 23.0 (double).

e) 10+17+3+4 == 65 (int).

f) 10+17/3.0+4 =~ 19.6667 (double).
g) 3+4%6+6 == 6 (int).

h) 3.0+4%6+6 — btad kompilacj.

i) 10+17%3+4 == 16 (int).

Odpowiedz do zadania

a) OxOFCD | OxFFFF == —1 (OxFFFF).

b) 364 & 0x323 == 288 (0x0120).

c) ~163 == —164 (OxFF5C) (dlaczego -1647).
d) OxFC93 ~ 0x201D == —9074 (0xDCS8E).
e) 14 << 4 ==224 (0x00E0).

f) Oxf5a3 >> 8 == OxFFF5 (bit znaku == 1).
g) 0x3a9f >>7 == 117 (0x0075).

Wskazéwka do zadania Zmienna typu int jest reprezentowana w kodzie U2.

Odpowiedz do zadania 3.8

// Dane wejSciowe :

double ax = ..., ay = ...; // wspdlrzedne punktu a.
double bx = ..., by = ..., // wspdlrzegdne punkiu b.
double cx = ..., ¢cy = ..., // wspolrzegdne punkiu c.

// Dane wyjsciowe :

double r2; // kwadrat promienia okregu przech. przez a,b,c.
double amcx = ax—cx; //a—c —— wsp. x

double amcy = ay—cy; //a—c —— wsp. vy

double bmcx = bx—cx; //b—c —— wsp. x

double bmcy = by—cy; //b—c —— wsp. v

double a_c = amcxxamcx+amcyxamcy; //|a— c|?

double b_c = bmcxxbmcx+bmcyxbmcy; //|b— c|?

double a_b = (ax—bx)*(ax—bx)+(ay—by)*(ay—by); //|a—b|?
double ilwekt = amcxxbmcy — amcyxbmcx;

r2 = a_cxb_cxa_bl/4.0/ilwekt/ilwekt;
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1 Bezposrednie nastepstwo instrukcji

PoznaliSmy juz nastgpujace zagadnienia:

deklaracja zmiennych 1 statych nazwanych,

— przypisywanie wartosci,

— obliczanie wartoSci wyrazen z uzyciem operatorow,

wypisywanie wartoSci zmiennych na ekran i wczytywanie ich wartosci z klawiatury.

Zauwazmy, ze do tej pory nasz kod w jezyku C++ nie miat zadnych rozgatezien. Wszyst-
kie instrukcje byty wykonywane jedna po drugiej. Owo tzw. bezpoSrednie nastgpstwo mozna
zobrazowaé jak na rys. [I| Jest to tak zwany schemat blokowy algorytmu (ang. control flow
diagram, czyli schemat przeptywu sterowania).

l instrukcja 1 I

an

l instrukcja n |

Rysunek 1: Schemat blokowy bezposredniego nastgpstwa instrukcji.

W kolejnych paragrafach poznamy konstrukcje, ktére pozwola nam zmieniac przebieg pro-
gramu. Dzigki temu begdziemy mogli dostosowywaé jego dziatanie do réznych szczegdlnych
przypadkow w zaleznos$ci od wartosci przetwarzanych danych.

2 Instrukcja warunkowa

Podczas zmagania si¢ z réznymi problemami prawie zawsze spotykamy sytuacje, gdy musimy
dokona¢ jakiego§ wyboru. Na przykiad, rozwiazujac réwnanie kwadratowe inaczej postgpu-
jemy, gdy ma ono dwa pierwiastki rzeczywiste, a inaczej, gdy nie ma ich wcale. Policjant
mierzacy fotoradarem predkos$¢ nadjezdzajacego samochodu inaczej postapi, gdy stwierdzi, ze
dopuszczalna predkos¢ zostata przekroczona o 50 km/h, niz gdyby si¢ okazato, ze kierowca je-
dzie prawidtowo. Student przed sesja glowi sig, czy przytozy¢ si¢ bardziej do programowania,
algebry, do obu na raz (jedynie stuszna koncepcja) czy tez daé sobie spokdj i iS¢ na imprezg itp.

W jezyku C++ takim mechanizmem uzywanym do dokonywania wybordw jest instrukcja
warunkowa if (od ang. jesli). Wykonuje ona pewien fragment kodu wtedy i tylko wtedy, gdy
pewien dany warunek logiczny jest spetniony. Jej sktadnia jest nastgpujaca.

if (warunek) instrukcjaT ;
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gdzie warunek (koniecznie ujety w nawiasy!) jest pewnym wyrazeniem sprowadzalnym do typu
bool. Stosowny schemat blokowy przedstawia rys.

?

true false

l instrukcjaT I

Rysunek 2: Schemat blokowy instrukcji warunkowe;j if.

Jesli warunek nie jest spetniony, mozliwe jest wykonanie innej instrukcji poprzez dodanie
stowa kluczowego else (od ang. w przeciwnym przypadku) wedtug sktadni (por. rys. [3)):

if (warunek) instrukcjaT ;
else instrukcjaF ;

?

true false

l instrukcjaT I l instrukcjaF I

Rysunek 3: Schemat blokowy instrukcji warunkowe;j if. .. else.

Jezeli chcemy wykonaé warunkowo kilka instrukcji, tworzymy w tym celu tzw. blok in-
strukcji, ograniczony nawiasami klamrowymi {... }. Aby zwigkszy¢ czytelno$¢ kodu, instruk-
cje w bloku powinni$my wyroézni¢ wcigciem. Jest to jedna z zasad dobrego pisania programéw.

Rozwazmy przykiad, w ktérym wyznaczane jest minimum z dwodch liczb catkowitych.
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[*]

o

int x, y;
cin >> x >> y; // wprowad? x i y z klawiatury

if (x < vy) // tutaj nie ma Srednika!
cout << x;

else // tutaj nie ma Srednika!
cout << y;

Instrukcje warunkowe mozna, rzecz jasna, zagniezdzac. Oto przyktad stuzacy do znajdywa-
nia minimum z trzech liczb.

int x, y, z;
cin >> x >> y >> z7;

if (x <y) { // klamerka moze si¢ znaleZé tei w osobnym wierszu
if (z < x)
cout << z,;

else
cout << x;
}
else
{
if (z <y)
cout << z;
else
cout << y;
}

Z zagniezdzaniem instrukcji warunkowych trzeba jednak uwazac. Stowo kluczowe else do-
tyczy najblizszej instrukcji if . Zatem ponizszy kod zostanie wykonany przez komputer inaczej
niz sugeruja to wcigcia.

int x, y, z;
cin >> x >> y >> z7;

if (x !'= 0)
if (y >0&& z > 0)
cout << yxz/x;
else // else dotyczy if (y > 0 && z > 0)
coutr << ":—(";

Aby dostosowac ten kod do widocznej intencji programisty, nalezatoby objaé fragment
if (y>0 &&z>0) cout <<yxz/x;

nawiasami klamrowymi.
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3 Petle

Oproécz instrukcji warunkowej if, rozgaleziajacej przebieg sterowania ,,w dét”’, mozemy sko-
rzystac z tzw. petli. Umozliwiaja one wykonywanie tej samej instrukcji badZ bloku instrukcji
wielokrotnie, by¢ moze na innych danych, dopdki pewien warunek logiczny jest spetniony.

Pomyst ten jest oczywiscie bliski naszemu zyciu. Petle znajduja zastosowanie, jesli zacho-
dzi konieczno$¢ np. wykonania pewnych podobnych operacji na kazdym z elementéw danego
zbioru. Np. zyczac sobie zsumowac wydatki poczynione na przyjemnosci podczas kazdego dnia
wakacji, rozpatrujemy dzien pierwszy, potem dziefi drugi, a potem dzien trzeci, a potem itd.,
czyli tak naprawde dzien i-ty, gdzie ¢« = 1,2,...,n. Dalej, a ilez to razy styszeliSmy stowa
madrej mamy ,,dopoki (!nauczysz_si¢) zostajesz_w_domu;”. To jest rowniez przyktad (nieko-
niecznie Swiadomie uzytej) petli.

W jezyku C++ zdefiniowane zostaly trzy instrukcje realizujace tego typu ideg.

— while,
— for oraz
— do ... while.

Przyjrzymy si¢ im doktadnie w ponizszych podrozdziatach.

3.1 Petla while

Najprostsza konstrukcja realizujaca petle jest instrukcja while. Sktadnia:

while (warunek) instrukcja;

gdzie warunek jest pewnym wyrazeniem sprowadzalnym do typu bool. Najlepiej bedzie, gdy
istnieje mozliwos$¢ jego zmiany na skutek wykonywania podanej instrukcji . W przeciwnym
wypadku stworzymy program, ktéry nigdy si¢ nie zatrzyma.

Schemat blokowy przedstawionej petli zobrazowany jest na rys. 4}

?

true false

l instrukcja I

Rysunek 4: Schemat blokowy petli while.
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Tak samo jak w przypadku instrukcji if, zamiast pojedynczej instrukcji we wszystkich oma-
wianych petlach moze pojawi€ si¢ caty ich blok, ujety w nawiasy klamrowe.

Uwaga

Sam $rednik (;) jest instrukcja pusta, dlatego petla

while (true) ;

bedzie w nieskoriczonos¢ nie robié nic. Nie bierzmy z niej przyktadu.

Oto sposéb na wypisanie na ekran kolejno liczb 1,2,...,100 i zsumowanie ich wartoSci
(przypomnijmy sobie w tym miejscu problem mtodego Gaussa z pierwszego wyktadu).

| int [ = 1;
ol int suma = 0;

s while (i<=100) // ten warunek nie bedzie kiedys spetniony ...

s

6 cout << I << endl;

7 suma += 1i;

8 i++; /% ...gdyz jest zaleziny od wartosci zmiennej i,
9 ktora sie w tym miejscu zmienia */

0| }

2| cout << "Suma=" << suma << endl;

3.2 Petla for

W pewnych zastosowaniach mamy czasem do czynienia z nastgpujacym schematem.

instrukcjaP; // instrukcja inicjujqgca
while (warunek)
{
instrukcjaX ;
instrukcjaA; // instrukcja aktualizujqgca

Zauwazmy, ze przebiega on wedlug nastgpujacego schematu. Najpierw przygotuj si¢ przed
wykonaniem pewnej pracy, wykonujac inicjujaca instrukcjeP . Potem, dopoki warunek pozo-
staje spelniony, wykonuj instrukcjeX, jednakze aktualizujac za pomoca instrukcjiA pewne
dane przed kazda kolejng iteracja.

Taka konstrukcj¢ mozna zapisaé réwnowaznie, korzystajac z petli for, ktérej schemat blo-
kowy przedstawia rys.[5] A oto jej sktadnia.

for (instrukcjaP; warunek; instrukcjaA)
instrukcjaX;
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instrukcjaP

true false

1

[ instrukcjaX J [ instrukcjaA J

Rysunek 5: Schemat blokowy petli for.

Wréémy na chwile do przyktadu oméwionego w poprzednim paragrafie. Mozna go takze
rozwigzac, korzystajac z wprowadzonej wiasnie petli.

int suma = 0;

for (int i=1; i<=100; ++1i)

{

cout << i << endl;
suma += 1;

cout << "Suma=" << suma << endl;

Jesli chcemy umiesci¢ wigcej niz jedna instrukcje inicjujaca badZ aktualizujaca, nalezy
kazda z nich oddzieli¢ przecinkiem (nie Srednikiem, ani nie tworzy¢ dlan bloku). Zatem ten
kod jest rownowazny ponizszemu, chociaz traci on znacznie na czytelnosci.

int suma = 0; /+ chcemy, by ta zmienna byla dostegpna réowniez

po zakonczeniu dziatania petli for ... x/

for (int i=1; i<=100; suma += i, ++i) // albo nawet suma += i++
cout << I << endl;

cout << "Suma=" << suma << endl;

3.3 Petla do...while

Inna odmiang petli jest konstrukcja do . .. while, okreslona wedtug sktadni:
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do
instrukcja;

while (warunek);

Jak wida¢ na schemacie blokowym (rys.[0), uzywamy jej, gdy chcemy zapewnié, ze instrukcja
zostanie wykonana co najmniej jeden raz.

l instrukcja I

true false

—
(GXD)

Rysunek 6: Schemat blokowy petli do. . . while.

A oto kolejna wersja rozpatrywanego przez nas przyktadu.

int i = 1, suma = 0;
do
{
suma += I
cout << i << endl;
++1;
}
while (i<=100);

3.4 breaki continue

W pewnych (dos¢ rzadkich) szczegdlnych przypadkach zachodzi koniecznoS$¢ natychmiastowe;j
zmiany przebiegu wykonywania petli.

Instrukcja break stuzy do natychmiastowego wyjscia z petli (niezaleznie od wartoSci wa-
runku testowego).

Z kolei instrukcja continue stuzy do przejscia do kolejnej iteracji petli (ignorowane sg in-
strukcje nastgpujace po continue). W przypadku petli for instrukcja aktualizujaca jest jednak
wykonywana.

Schemat blokowy z rys. 7] przedstawia zmiang przebiegu programu za pomoca omawianych
instrukcji na przyktadzie petli for.
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true false

break - ] con!:inue
] "7~ instrukcjaA

Rysunek 7: Instrukcje break i continue a pgtla for.

W przypadku zastosowania kilku petli zagniezdzonych, instrukcje te dotycza tylko jednej
(wewngtrznej) petli.
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4 Cwiczenia
Zadanie 4.1. Wyraz nastgpujace petle dane w sposob opisowy za pomoca instrukcji for.

a)dla:=0,1,...,n — 1 wypisz 7 (dla pewnego n € N),

b) dlat =n,n—1,...,0 wypisz ¢ (dla pewnego n € N),

c)dlaj=1,3,...,2k — 1 wypisz j (dla pewnego k € N),

d) dla:=1,2,4,7,...,n wypisz ¢ (dla pewnego n € N),

e) dlaj =1,2,4,8,16,...n wypisz j (dla pewnego n € N),

f) dlaj=1,2,4,8,16,...,2% wypisz j (dla pewnego k € N),

g dlax=a,a+9d,a+ 20,...,0wypisz x (dla pewnych a,b,6 € R,a < b, > 0).

Zadanie 4.2. Zaprogramuj w jezyku C++ algorytm Euklidesa do wyznaczania najwigkszego
wspdlnego dzielnika dwdéch liczb (zob. zestaw zadan nr 1).

Zadanie 4.3. Sposrod liczb 1,2,...,100 wypisz na ekran wszystkie podzielne przez 7, tzn.
7,14,21,. ...

Zadanie 4.4. Sposréd liczb 1,2,...,100 wypisz na ekran wszystkie podzielne przez 2 lecz
niepodzielne przez 5, tzn. 2,4,6,8,12, ....

Zadanie 4.5. Sposrdd liczb 1,2, ..., 100 wypisz na ekran co druga podzielng przez 5 lub po-
dzielng przez 7, tzn. 5, 10, 15, 21, 28, ....

* Zadanie 4.6. Napisz fragment kodu, ktéry sprawdzi, czy nastgpujace liczby sa pierwsze:
7,93,97,6687,6689, 6691.

Zadanie 4.7. Napisz fragment kodu, ktéry znajduje minimum z danych liczb catkowitych do-
datnich. Liczby odczytuj z klawiatury, poki uzytkownik nie wprowadzi 0.

Zadanie 4.8. Napisz fragment kodu, ktéry znajduje réznic¢ migdzy maksimum a minimum
z danych liczb rzeczywistych nieujemnych. Liczby odczytuj z klawiatury, poki uzytkownik nie
wprowadzi liczby ujemne;.

Zadanie 4.9. Napisz fragment kodu, ktéry aproksymuje warto$¢ liczby 7 za pomoca wzoru

4<1 1+1 1+ >
T ——+_-—c+... ).
3 5 7

Wypisz kolejne przyblizenia korzystajac z 1, 2, 3, . . . , 25 poczatkowych wyrazéw tego szeregu.

Zadanie 4.10. Napisz fragment kodu, ktéry aproksymuje wartos¢ liczby e za pomoca wzoru

~1 1 1 1
e~ +ﬂ+§+§+”"
gdzie n! = 1 x 2 x -+ x n. Wypisz wynik dopiero wtedy, gdy r6znica pomigdzy kolejnymi

wyrazami szeregu bedzie mniejsza niz 1077,

Zadanie 4.11. Napisz fragmenty kodu, ktére postuza do wyznaczenia wartosci nastgpujacych
wyrazen.
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a) 2" dla pewnego n € N,

b) 224,

o) 4 i

d) 112, 5.

e) e® o~ S0 2T dla pewnego = € R,

n=0 pl
f) In(1+ ) ~ 300 %x” dla pewnego = € [—1,1],

g) sinz ~ 3109 ((2;}3:)!:(:2”“ dla pewnego = € R,

h) cosz ~ 1 ((;i))T 22" dla pewnego = € R,

100 (2n)!
n=0 47(n!)2(2n+1)

i) arcsinx ~ 2?1 dla pewnego x € (—1,1).

Przypomnijmy, ze zgodnie z umowa np. 30,3 = 1+ 2+ --- + 10 oraz np. [[_; -= =

i=1 i+1
L2 ..xb
5 X 3 X X G-

Zadanie 4.12. Korzystajac ze wzoru na przyblizong wartos$¢ funkcji sin podanego w zad. |4.11]
utworz kod, ktéry wydrukuje tablice przyblizonych wartosci sin z dla x = %71’, E=0,1,...,n
1 pewnego n, np. n = 10. Wynik niech bedzie postaci podobnej do ponizsze;.

X sin (x)
0.0000000 0.0000000
0.3141593 0.3090170

3.1415927 0.0000000

Zadanie 4.13. Pobierz warto$ci zmiennych a,b typu double z klawiatury. Beda one definio-
wac rOwnanie wzgledem niewiadomej x € R postaci a x + b = 0. Zaproponuj fragment kodu
w jezyku C++, ktéry wyznaczy jego rozwiazanie. Poprawnie identyfikuj przypadek, gdy dane
réwnanie nie jest rOwnaniem liniowym.

Zadanie 4.14. Dla danych a, b, ¢, d, e, f € R zaproponuj kod w jezyku C++ do rozwiazywania
uktadu dwéch réwnari liniowych wzgledem niewiadomych z, y € R:

ar +by = c,
de +ey = f.

Algorytm ten powinien poprawnie identyfikowac przypadki (np. wypisujac stosowny komuni-
kat na ekranie), w ktdrych dany uktad jest sprzeczny badZ nieoznaczony. Wspétczynniki uktadu
pobierz z klawiatury. Do reprezentacji zbioru R uzyj typu double.

* Zadanie 4.15. Napisz fragmenty kodu, ktére sprawdza, czy nastgpujace zdania logiczne sa

tautologiami.
a) pA-p, d) =(pAq) < —pV g,
b) =(—p) & p, e) pV(gAT) <= (pVa A(pVr),
¢) pVgepVg, H(peqge @V A(-pVg).

* Zadanie 4.16. Dla danej zmiennej typu int napisz program, ktéry wypisze na ekran jej war-
toS¢ w postaci binarne;j.
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5 Wskazowki do ¢wiczen
Wskazéwka do zadania Dla liczby k co najwyzej nalezy sprawdzi¢, czy dzieli si¢ ona bez
reszty przez kazda z liczb 2,3, ..., Vk.

Wskazéwka do zadania Uzyj zagniezdzonych petli for do sprawdzenia wszystkich
mozliwych podstawien warto$ci logicznych pod zmienne p, g, r:

for (int p=0; p<=1; ++p) // bool(0) to false, bool(l) to true
for (int ¢g=0; g<=1; ++q)
for (int r=0; r<=1; ++r)

// sprawdzenie warunku ...

Tutaj moze si¢ przydac (ale nie musi) instrukcja break.

Wskazéwka do zadania Liczba typu int jest 32 bitowa. Nalezy uzy¢ petli, ktéra bedzie
w kazdej iteracji wypisywac wartos$¢ kolejnego bitu (0 Iub 1). Wyrazenie x & (1<<k) przyj-
muje warto$¢ 0, gdy k-ty bit jest rowny 0 oraz warto$¢ rézng od 0, gdy k-ty bit jest rowny 1
(dlaczego?).
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1 Tablice jednowymiarowe

Do tej pory przechowywaliSmy dane uzywajac pojedynczych zmiennych. Byty to tzw. zmienne
skalarne (atomowe). Jedna jednostka danych odpowiadata pojedynczej zmienne;.

Czesto jednak mamy dany caly ciag zmiennych tego samego typu. Dla przyktadu, rozwazmy
fragment programu dokonujacy podsumowania rocznych zarobkéw pewnej doktorantki.

w

w

IS

double zarobkil , zarobki2 , /+ ... «/, zarobkil2;
// deklaracja 12 zmiennych
zarobkil = 1399.0; // styczen

zarobki2 = 1493.0; // luty
/7.

zarobkil2 = 999.99; // grudzien
double suma = 0.0;

suma += zarobkil ;

suma += zarobki2 ;

/...

suma += zarobkil?2

n n

cout << "Zarobitam w 2010 r. << suma << zt. "

Dochdéd z kazdego miesiaca przechowywany jest w oddzielnej zmiennej. Wszystkie z nich
sa tego samego typu. Latwo zauwazyc, ze nie jest to zbyt wygodne.

W tym wyktadzie zajmiemy si¢ tablicami jednowymiarowymi o ustalonym rozmiarze.
Tablice jednowymiarowe (ang. one-dimensional arrays) sa reprezentacja znanych nam obiek-
tow matematycznych: ciagéw skonczonych badz wektoréw.

Deklaracja tablicy jednowymiarowej nastgpuje wedtug ponizszej sktadni:

typ identyfikator|[rozmiar ];

gdzie rozmiar € N, rozmiar>0, jest stala (!).

Dostep do elementéw tablicy odbywa si¢ za pomoca operatora indeksowania [-]. Elementy
sa numerowane od 0 do n — 1, gdzie n to rozmiar tablicy. Na przyktad:

int ¢[5]; // deklaracja tablicy (5 elementéw typu int)

// t[0] to pierwszy element (!)
// t[4] to ostatni element (!)

Operator indeksowania przyjmuje jako parametr dowolna warto$¢ catkowita (np. stata badz
wyrazenie arytmetyczne). Kazdy element tablicy traktujemy tak, jakby byt zwykta zmienna,
z ktéra do tej pory mieliSmy do czynienia.

Uwaga

W jezyku C++ nie ma mechanizméw sprawdzania poprawnosci indeksow! Nastepujacy
kod najczg¢sciej nie spowoduje natychmiastowego wystapienia bigdu.
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[*]

)

int ¢[5];
t[—100]
t[10000]

151235 /7 :—(
253265 // :—(

Jednakze, zmieni on wartoS¢ komoérek pamigci wykorzystywanych przez inne funkcje. Skutki
tego dziatania moga si¢ objawi¢ w innym miejscu programu, powodujac nieprzewidywalne
i trudne do wykrycia biedy.

Wigcej na temat tego zagadnienia w wykladzie dotyczacym dynamicznego przydziatu pa-
migci.

Wréémy do przykiadu dotyczacego naszej zaradnej kolezanki. Oto w jaki sposdb mozna
wykorzystaé tablice do podsumowania jej zarobkdw. Zauwazmy analogi¢ pomigdzy tym a po-
przednim fragmentem kodu.

[*]

w

~

=)

[~

I

double zarobki[12]; // deklaracja 12 elementowej tablicy

zarobki[0] = 1399.0;, // styczen
zarobki[1] = 1493.0; // luty
/7.
zarobki|[11]

999.99; // grudzien

double suma = 0.0;
for (int i=0; i<=11; ++i) // rozwai wszystkie elementy ...
suma += zarobkilil];

cout << "Zarobitam w 2010 r. " << suma << zt . ";

Przetworzenie calej tablicy za pomoca petli for i dokonanie na kazdym elemencie tej samej
operacji arytmetycznej sprawia, ze kod staje si¢ bardziej zwigzly i czytelny. Z drugiej strony,
nietrudno go teraz byloby poprawié tak, zeby np. uwzglednial zarobki z catego okresu jej stu-
didw.

Ponadto, dla wygody, przy tworzeniu tablicy mozna przypisa¢ wartosci jej elementom w na-
stepujacy sposob:

typ identyfikator|[n] = {
wartos¢0 , wartosé¢l , /... x/, wartosén

)i

Pozwala to jeszcze bardziej uprosci¢ program dla naszej doktorantki:

const int n = 12; /« stata! =/
double zarobki[n] = { 1399.0, 1493.0, /+... %/, 999.99 };

double suma = 0.0;
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for (int i=0; i<n; ++1i)
suma += zarobkili];

n "

cout << "Zarobitam w 2010 r. << suma << zt. "

O tablicach dowolnego rozmiaru (nie definiowanego z gory na etapie pisania kodu) oraz
sposobach przekazywania tablic innym funkcjom dowiemy si¢ wigcej z wyktadu na temat dy-
namicznej alokacji pamigci.

Na marginesie, aby wypisaé zawartos¢ catej tablicy, mozna uzy¢ nastgpujacego fragmentu
kodu:

const int n = ...;
int tabn] = { ... };

for (int i=0; i<n; ++1i)
cout << t|i] << endl;

Z drugiej strony, aby wczyta¢ elementy tablicy z klawiatury, mozna napisaé:

const int n = ...;
int rabn];

n n 1

cout << "Podaj wartos$ci << n << elementow ." << endl;

for (int i=0; i<n; ++1i)
cin >> t[i];

2 Sortowanie tablic

Rozpatrzmy problem sortowania tablic jednowymiarowych. Jest to jedno z ciekawszych za-
gadnien, ktére pojawilo si¢ na poczatku rozwoju informatyki teoretycznej, a w ktérym zastoso-
wanie znajduja wtasnie tablice. Mozna je sformalizowa¢ w sposéb nastgpujacy.

Dana jest tablica ¢ rozmiaru n zawierajaca elementy, ktére mozna poréwnywac za pomoca
operatora relacyjnego <=. Nalezy zmieni¢ kolejnos¢ (tj. dokonaé permutacji) elementéw ¢ tak,
by zachodzito

t[0] <=1t[1], t[1] <=1¢[2], ..., ¢t[n—2]<=t[n—1].

Oczywi$cie rozwigzanie takiego problemu nie musi by¢ jednoznaczne. Dla tablic zawiera-
jacych elementy 7[i] i ¢[j] takie, ze dla i#j zachodzi t[i] <= t[j] oraz t[j] <= t[i], moze
istnie¢ wiele rozwiazan spetniajacych powyzszy warunek.

W niniejszym paragrafie oméwimy trzy elementarne algorytmy:

a) sortowanie przez wybor,
b) sortowanie przez wstawianie,
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¢) sortowanie babelkowe.

Cechuja si¢ one tym, ze w pesymistycznym (,,najgorszym’) przypadku liczba operacji poréw-
nan elementéw tablicy jest proporcjonalna do n?. Inng wazna cecha, ktéra poddamy analizie,
bedzie liczba potrzebnych przestawien tych elementow.

Bardziej wydajne (i bardziej ztozone, np. sortowanie szybkie, przez taczenie, przez kop-
cowanie) algorytmy beda omowione w semestrze III. Niektore z nich wymagaja co najwyzej
knlog, poréwnan dla pewnego k.

2.1 Sortowanie przez wyboér

W algorytmie sortowania przez wybér (ang. selection sort) dokonujemy wyboru elementu naj-
mniejszego sposrdd jeszcze nieposortowanych, poki cala tablica nie zostanie uporzadkowana.
Ide¢ te¢ formalizuje nastepujacy pseudokod:

dla i=0,1,...,n-2
{
// t[0], ..., t[i—1] saq uporzgqdkowane wzgledem <=
// (nadto, sq juzi na swoich ostatecznych miejscach)
j = indeks najmniejszego elementu
sposrod t[i], ..., t[ln—1];
zamien elementy t[i] i t[j];
}

Jako przyktad rozwazmy, krok po kroku, przebieg sortowania tablicy int 7[5] = {4,1,3,5,2};
Kolejne iteracje dziatania tego algorytmu ilustruja rys.

W kroku I (rys. [I) mamy i==0. Dokonujac wyboru elementu najmniejszego sposréd ¢ [0],
..., t[4] otrzymujemy j==1. Zamieniamy wigc elementy ¢ [0] i #[1] miejscami.

W kroku II (rys. [2) mamy i==1. Wybor najmniejszego elementu wsréd ¢ [1], ..., 1[4] daje
Jj==4 Zamieniamy miejscami zatem ¢[1] 1 7[4].

Dalej (rys. [3]), i==2. Elementem najmniejszym sposréd #[2], ..., t[4] jest ¢[j] dla j==
Zamieniamy miejscami zatem niezbyt sensownie ¢ [2] i #[2]. Komputer, na szczgscie, zrobi to
bez grymasu.

W ostatnim kroku (rys. ) i==3 1 j==4, dzigki czemu mozemy uzyskac ostateczne rozwia-
zanie (rys. [5)).

Implementacje sortowania przez wybor w jezyku C++ 1 analizg liczby poréwnan oraz prze-
stawien elementéw pozostawiamy jako ¢wiczenie.
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0 1 2 3 4
N
4 1 3 5 2
0 1 2 3 4

Rysunek 1: Sortowanie przez wybdér — przykiad — iteracja I.
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1 4 3 5 2
0 1 2 3 4

Rysunek 2: Sortowanie przez wybor — przyktad — iteracja II.

AiPP-V,s. 7.



Rysunek 3: Sortowanie przez wybdér — przyktad — iteracja III.
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Rysunek 4: Sortowanie przez wybor — przyktad — iteracja I'V.

Rysunek 5: Sortowanie przez wybor — przyktad — rozwiazanie.
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2.2 Sortowanie przez wstawianie

Algorytm sortowania przez wstawianie (ang. insertion sort) jest metoda czgsto stosowang
w praktyce do porzadkowania matej liczby elementéw (do ok. 20-30) ze wzgledu na swa pro-
stotg 1 szybkos$¢ dziatania.

W niniejszej metodzie w i-tym kroku elementy ¢ [0], ..., #[i—1] sa juz wstgpnie upo-
rzadkowane wzgledem relacji <=. Pomigdzy nie wstawiamy ¢[ i | tak, by nie zaburzy¢ porzadku.

Formalnie rzecz ujmujac, idea ta moze by¢ wyrazona za pomoca pseudokodu:

dla i=1,2,... ,n-1

{
// t[0], ..., t[i—1] sq uporzaqdkowane wzgledem <=
// (ale niekoniecznie jest to ich ostateczne miejsce)
j = indeks takiego elementu sposrod t[0],...,¢t[i], Ze
t[k] <= t[i] dla kaZidego k < j oraz
t[1] > t[i] dla kazZdego | > j;
wstaw t[i] przed t[j];
}

gdzie przez operacje ,,wstaw t[i] przed t[j]”,dla0 < j < i rozumiemy ciag dziatan, majacy
na celu przestawienie kolejnosci elementéw tablicy:

t[0] t[j—1] t[j] t[i—1] t[i] tli+1] t[n—1]
tak, by uzyskac:
t[0] t[j—1] t[i] t[j] tl[i—1] | t[i+1] t[n—1]

Powyzszy pseudokod moze by¢ wyrazony w nastgpujacej rOwnowaznej formie:

dla i=1,2,... ,n—-1

{
// t[0], ..., t[i—1] sq uporzaqdkowane wzgledem <=
// (ale niekoniecznie jest to ich ostateczne miejsce)
znajdz najwiegksze j ze zbioru {0,...,i} takie,6 Ze
j == 0 lub t[j—1] <= t[i];
wstaw t[i] przed t[j];
}

Jako przyklad rozpatrzmy znéw tablicg int 7[5] = {4,1,3,5,2};
Przebieg kolejnych wykonywanych krokéw przedstawiaja rys. [6H9)}

Implementacj¢ sortowania przez wstawianie i analiz¢ liczby poréwnar oraz przestawien
elementéw pozostawiamy jako ¢wiczenie.
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0 1 2 3 4
—

4 1 3 5 2
0 1 2 3 4

Rysunek 6: Sortowanie przez wstawianie — przyktad — iteracja I.
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0 1 2 3 4
.

1 4 3 5 2

0 1 2 3 4

Rysunek 7: Sortowanie przez wstawianie — przyktad — iteracja II.
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1 3 4 5 2
0 1 2 3 4
1 3 4 2
0 1 2 4

1

Rysunek 8: Sortowanie przez wstawianie — przyktad — iteracja III.
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Rysunek 9: Sortowanie przez wstawianie — przyktad — iteracja I'V.
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2.3 Sortowanie babelkowe

Sortowanie babelkowe (ang. bubble sort) jest interesujacym przyktadem algorytmu pojawia-
jacego sig¢ w wigkszosci podrgcznikéw akademickich dotyczacych podstawowych sposobow
sortowania tablic, ktéry jednakze prawie wcale nie jest stosowany w praktyce. Jego wydajnos¢
jest bowiem bardzo staba w poréwnaniu do dwoch metod opisanych powyzej. Z drugiej strony,
posiada on sympatyczna ,.hydrologiczna” (nautyczna?) interpretacje, ktora urzeka wielu wykta-
dowcow, w tym 1 skromnego autora niniejszego opracowania. Tak umotywowani, przystapmy
wigc do zapoznania si¢ z nim.

W tym algorytmie poréwnywane sa elementy tylko ze sobg bezposrednio sasiadujace. Jesli
okaze sig, ze nie zachowuja one odpowiedniej kolejnosci wzglgdem relacji <=, element ,,cigz-
szy” wypychany jest ,,w gor¢”, niczym pecherzyk powietrza (tytutowy babelek) pod powierzch-
nig wody.

A oto pseudokod:
dla i=n—1,...,1
{
dla j=0,...,i—1
{
// porownuj elementy parami
jesli (t[j] > t[j+1])
zamien t[j] i t[j+1];
// tzmn. "wypchnij" ciegiszego "babelka" w gore
}
// tutaj elementy t[i],...,t[n—1] sq jui na swoich miejscach
}

Dla przyktadu rozpatrzmy ponownie tablicg int 7[5] = {4,1,3,5,2};
Przebieg kolejnych wykonywanych krokéw przedstawiaja rys. [TOHI4]

Implementacje sortowania babelkowego w jezyku C++ 1 analize liczby poréwnan oraz prze-
stawien elementéw pozostawiamy jako ¢wiczenie.
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Rysunek 10: Sortowanie babelkowe — przykitad — krok 1.
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Rysunek 11: Sortowanie babelkowe — przyktad — krok II.
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Rysunek 12: Sortowanie babelkowe — przyktad — krok III.
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Rysunek 13: Sortowanie babelkowe — przyktad — krok IV.
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Rysunek 14: Sortowanie babelkowe — przyktad — rozwiazanie.
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3 C(Cwiczenia

Zadanie 5.1. Niech dana bedzie tablica zadeklarowana jako int fab[n], dla pewnego n. Napisz
kod, ktéry przesunie kazdy element o indeksie > 0 o jedna komoérke w lewo, a element pierwszy
wstawi na miejsce ostatniego.

Zadanie 5.2. Za pomoca tylko jednej petli for znajdZ w tablicy double rab[n] element naj-
mniejszy 1 najwigkszy.

Zadanie 5.3. Napisz fragment kodu, ktéry w tablicy bool fab[n] zliczy, ile razy wystgpuje
warto$¢ true oraz dokona negacji wszystkich elementow.

Zadanie 5.4. Napisz kod, ktéry znajduje najmniejszy element w tablicy int tab[n]. Nastgpnie
wypetnij tym elementem wszystkie komérki o parzystych indeksach oraz elementem przeciw-
nym do niego komorki o indeksach nieparzystych.

Zadanie 5.5. Dla danej tablicy liczb rzeczywistych ¢ rozmiaru n napisz kod, ktéry wyznaczy
warto$¢ Sredniej arytmetycznej wszystkich elementéw, danej wzorem % St elil.

Zadanie 5.6. Niech dany bedzie n-elementowy ciag liczb rzeczywistych a = (aq, aq, . .., a,).
Srednia geometryczng nazywamy warto$é

Napisz program, ktéry wczyta do tablicy n = 8 wartoSci z klawiatury oraz nastgpnie policzy
wartos$¢ ich Sredniej geometrycznej.

Zadanie 5.7. Niech dany bedzie n-elementowy ciag liczb rzeczywistych a = (aq, as, . . ., a,).
grednia wazong wzgledem wektora wag w = (wy, wy, . .., w,) o elementach nieujemnych oraz
takiego, ze Y " ; w; = 1, nazywamy wartoS¢

WMW(a) = Z a;wj.
i=1

Napisz program, ktory dla n = 5 wczyta z klawiatury wektor wag w 1 sprawdzi, czy spetnia on
postawione wyzej zatozenia oraz wyznaczy wartos¢ Sredniej wazonej ciagu (—2, —1,0,1,2).

Zadanie 5.8. Niech dany bedzie n-elementowy ciag liczb rzeczywistych a = (aq, aq, . .., a,).
Operatorem maks-min wzgledem wektora wag w = (wy, ws, .. ., w,) sktadajacego si¢ z war-
toSci rzeczywistych, nazywamy warto$¢
MaxMiny (a) = max (min{a;, w;}) .
i=1,2,....n
Napisz program, ktéry dla n = 5 wczyta z klawiatury ciag a, nastgpnie wyznaczy warto$¢
operatora maks-min wzglgdem wektora wag (1,2,...,n).
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Zadanie 5.9. Niech dany bedzie wektor o elementach rzeczywistych x = (xy, ..., z,). Napisz
program, ktéry wczyta wartosci jego elementéw z klawiatury (dla n = 9) oraz policzy warto$¢

n
x| = \[>_ a7
=1

Zadanie 5.10. Niech dane beda dwa n-elementowe wektory o elementach rzeczywistych x =
(x1,...,2,) 1y = (Y1,---,Yn). Napisz program, ktéry wczyta wartosci ich elementéw z kla-
wiatury (dla n = 5) oraz policzy wartoS¢ ich odlegtoSci w metryce supremum, wg wzoru

jego normy euklidesowej, wg wzoru

=, ax |z — yil.

A (X, y)

Zadanie 5.11. Niech dany bedzie wielomian rzeczywisty stopnia n, w(z) = w[0]z°+w[1]x! +
...w[n]z", w[n] # 0, ktérego wspétczynniki przechowywane sa w n + 1 wymiarowej tablicy
o elementach typu double. Napisz program, ktéry wczytuje wartoS¢ wspotczynnikow dlan = 3
oraz warto$¢ = i wyznacza warto$¢ w(x) wg powyzszego Wzoru.

* Zadanie 5.12. Zmodyfikuj program z zad. tak, by korzystat z bardziej efektywnego
obliczeniowo wzoru na warto$¢ w(x), zwanego schematem Hornera:

w(z) = (- (((wlnlz + win—1]) z + wn—2])  + wn—3]) - - - ) = + w[0].

* Zadanie 5.13. Niech dane beda wielomiany w(z) i v(x) stopnia, odpowiednio, n i m. Napisz
program, ktéry wyznaczy wartosci wspétczynnikéw wielomianu u(z) stopnia n 4+ m, bedacego
iloczynem wielomianéw w i v. Dokonaj obliczefi dla w(z) = z* + 42* — z + 2 oraz v(z) =
z* + 2 + 10.

Zadanie 5.14. Zaimplementuj algorytm sortowania przez wybor dla danej tablicy o n elemen-
tach typu int. Oblicz, ile jest potrzebnych operacji poréwnan oraz przestawien elementéw w za-
leznosci od n.

Zadanie 5.15. Zaimplementuj algorytm sortowania przez wstawianie dla danej tablicy o n ele-
mentach typu int. Oblicz, ile jest potrzebnych operacji poréwnan oraz przestawien elementow
w zaleznoSci od n dla tablicy juz posortowanej oraz dla tablicy posortowanej w kolejnosci od-
wrotnej.

Zadanie 5.16. Zaimplementuj algorytm sortowania babelkowego dla danej tablicy o n ele-
mentach typu int. Oblicz, ile jest potrzebnych operacji poréwnan oraz przestawien elementéw
w zaleznoSci od n dla tablicy juz posortowanej oraz dla tablicy posortowanej w kolejnosci od-
wrotne;.

* Zadanie 5.17. Dana jest tablica o n>1 elementach typu double. Napisz funkcje¢, ktéra ob-
liczy wariancj¢ jej elementdw uzywajac tylko jednej petli for. Wariancja elementéw ciagu
x = (x1,...,x,) dana jest wzorem

s*(x) = (v — %)%, (1)

1

1 n
n—1:z

gdzie X jest Srednig arytmetyczng ciagu x.
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4 Wskazowki do ¢wiczen

Odpowiedz do zadania[5.13
u(z) = 28 + 27 + 425 + 325 + 112* + 223 + 4022 — 102 + 20.

Odpowiedz do zadania [5.14

il void zamien(int& x, int& y)

|1

3 int r = x;

4 X =Yy,

5 y = t;

o }

,

s)int main ()

ol {

10 // .

1 const int n = ...;

12 int r[n] = { ... };

13

14 for (int i=0; i<n—1; ++1i)

15 {

16 // znajdi indeks najmn. el. sposrod t[i], ..., t[n—1];
17 int ] = i,

18 for (int k=i+1; k<n; ++k)

19 if (t[k] < t[j]) // pordéwnanie elementéw
20 Jj = k;

21

2 zamien(t[i], t[j]); // zamiana elementdow
23 }

24 //

25|}

Analiza liczby poréwnan elementéw. Liczba ta jest ta sama niezaleznie od kolejnosci da-
nych wejsciowych i wynosi (n — 1)+ (n —2)+---+1=n(n—1)/2 =n?*/2 —n/2.

Liczba zamian elementéw w powyzszej implementacji jest rOwniez niezalezna od permu-
tacji danych wejsciowych i wynosi n — 1. W prosty sposéb mozna zmniejszyC tg liczbe tak,
by w przypadku ciggu juz posortowanego nie wykonywaé zadnych przestawien.

Odpowiedz do zadania [5.15
Przyktadowa implementacja:

i|int main ()

2| {
3 // ..
4 const int n = ...;
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int r[n] = { ... };

for (int i=1; i<n; ++i)
{
// znajdi najwiegksze j ze zbioru
// j == 0 lub t[i] > t[j—1];
int j;
for (j=i; j>0: j—)
if (r[j—1] <= t[i])
break
// wstaw t[i] przed t[j];
for (int k = i—1; k>=j; k—)
zamien (t[k], tlk+1]);
}
//

[0,..., i)

// pordéownanie

// zamiana

takie ,

ze

Dla danych juz posortowanych liczba poréwnan wykonywanych przez powyzszy kod wy-

nosi n — 1, a liczba przestawien 0.

Dla danych odwrotnie posortowanych liczba przestawien 1 porownan réwna jest 1 + 2 +

o+ (n—1)=n(n—-1)/2.

Odpowiedz do zadania

int main()

{
//
const int n = ...;
int r[n] = { ... };
for (int i=n—1; i>0; —i)
{
for (int j=0; j<i; ++j)
{
// porownuj elementy parami
if (1[j] > 1[j+1])
zamien(t[jl, t[j+1]);
}
}
//
}

// porownanie

// zamiana

Liczba poréwnan jest niezalezna od permutacji ciagu wejsciowego i wynosi (n — 1) + (n —

2)+---+1=n(n—-1)/2.
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Liczba przestawien dla danych posortowanych wynosi 0. Dla danych odwrotnie posortowa-
nych réwna jest n(n — 1)/2.

Wskazéwka do zadania Nalezy znalez¢ wzory (tzw. rekurencyjne) na Srednig arytme-
tyczna i wariancj¢ k£ poczatkowych elementéw ciagu, zalezne od elementu z; oraz Sredniej
arytmetycznej i wariancji elementéw (xq, ..., T 1).
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1 Funkcje

1.1 main()

Najprostszy petny kod Zrédlowy dziatajacego programu w jezyku C++ mozna zapisa¢ w spos6b
nastepujacy.

int main ()

{

3 return 0; // zakoiczenie programu (,,sukces )

[*]

Kazdy program w jezyku C++ musi zawiera¢ definicj¢ obiektu o nazwie main(), inaczej jego
kompilacja nie zakonczy si¢ powodzeniem. main() (od ang. gtowny) stanowi punkt startowy
kazdego programu. Instrukcje w nim zawarte zostaja wykonane jako pierwsze.

De facto, obiekt ten jest funkcja.

W niniejszej czgsci materialéw przyjrzymy si¢ sposobom deklaracji i uzycia funkcji, ktére
stosuje si¢, aby uproscié podprogram giéwny i zwigkszy¢ czytelnos¢ kodu.

Uwaga
Znakomita wigkszo$¢ pisanych przez nas programéw bedzie jednak wpisywac si¢ w poniz-
szy schemat.

#include <iostream> // Wczyitanie biblioteki
2 // systemowej iostream
siusing namespace std; // Udostepnienie zawartych

4 // w niej narzedzi

sl int main ()

71 {

8 // kod

9 //

10

1 return 0; // zakoiczenie programu (,,sukces )
2| }

Zwré¢my uwage na dwie pierwsze instrukcje. Stuza one do wcezytania i udostgpnienia biblio-
teki 1ostream, w ktorej zawarte sa m.in. definicje obiektow cout i1 cin. Dzigki nim mozemy
wypisywa¢ komunikaty na ekranie oraz pobiera¢ dane z klawiatury.

1.2 Definiowanie funkcji

Na etapie projektowania programu czgsto mozna wyrézni¢ wiele moduléw (czgsci, podpro-
gramow), z ktérych kazda jest odpowiedzialna za pewna logicznie wyodrgbniona, niezalezng
czynno$¢. Fragmenty moga cechowac si¢ dowolna ztozonoScia. Moga same np. skladaé sig
z kolejnych podmodutéw.
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Zadaniem programisty jest powigzanie tych fragmentéw w spdjna cato$¢, m.in. poprzez
zorganizowanie odpowiedniego przeptywu sterowania i wymiany informacji (proces taki moze
przypomina¢ budowanie domku z klockéw réznych ksztattéw).

Rozwazmy dwa przyktadowe zalazki programéw, obrazujace pewne sytuacje z tzw. zycia.
Najpierw przyjrzyjmy si¢ czynnoSciom potrzebnym do uruchomienia samochodu.

int main ()
{
3 ustawFotel () ;

4 ustawLusterka () ;

5 zapnijPasy () ;

6 przekrelKluczyk () ;
7 sprawdZKontrolki () ;

[*]

8 witqgezSwiatta () ;
9 return 0;

0| }

Programiscie, ktéry wyr6znit ciag czynnosci potrzebnych do wykonania pewnego zadania po-
zostaje tylko szczegétowe okreslenie (implementacja), na czym one polegaja. Zauwazmy, ze
dzigki takiemu sformutowaniu rozwiagzania mozliwe jest tatwiejsze zapanowanie nad ztozono-

Scia kodu.
Drugi przyktad dotyczy organizacji nauki w semestrze pewnego pilnego studenta.

i int main ()
2 {
3 /7.
4 do {
5 if (dzieriTygodnia == niedziela)
6 continue ;
.

8 pouczSieTroche () ;
9
10 if (zmeczony) {
I if (godzinNaukiDzis > 5)
12 mozeszWreszcielS¢NaRandke () ;
13 else
14 odpocznijChwile () ;
15 }
16 } while (!nauczony);
17 //
i8] }

Najprostszym praktycznym sposobem podziatu programu na moduly jest uzycie funkcj

'W semestrze II poznamy jeszcze inny sposéb, pozwalajacy na pisanie naprawde duzych programéw: tzw.
programowanie obiektowe.
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Funkcja to odpowiednio wydzielony fragment kodu, wykonujacy pewne instrukcje, do kto-
rego mozna si¢ odwotywac z innych miejsc programu.

Projektujac funkcj¢ nalezy wziaé pod uwage, jak ma ona wchodzi¢ w interakcj¢ z innymi
funkcjami (np. main()), to znaczy jakiego typu dane wejSciowe powinna ona przyjac i jakiego
typu dane wyjsciowe beda wynikiem jej dziatania.

Bezposrednim skutkiem dziatania funkcji jest uzyskanie jakiej$ konkretnej wartosci na
wyjsciu (moze to tez by¢ ,.nic”, ktdre jest reprezentowane przez typ void). Skutkiem posred-
nim dziatania funkcji moze by¢ zmiana kontekstu, tj. stanu komputera (np. wypisanie czego$
na ekran). Idea ta zostata zobrazowana na rys. [I}

Rysunek 1: Schemat przeptywu danych w funkcjach.

WEJSCIE FUNKCIJA WYJSCIE ]

KONTEKST ]

Sktadnia definicji funkcji:

typZwracany nazwaFunkcji(listaArgumentow ) // (nagtowek)

{
// kod funkcji (ciato)

}

gdzie:

— typZwracany to przeciwdziedzina, np. int, bool, void itp.,

— nazwaFunkcji jest identyfikatorem (zob. wyktad o deklaracji zmiennych),

— a listaArgumentow deklaruje dziedzing, tj. parametry wejSciowe (tak jak deklaruje sig¢
zmienne), oddzielajac je przecinkami.

Do zwracania wartosci przez funkcje (nalezacych do okreslonej przeciwdziedziny) stuzy
instrukcja return. Dziata ona podobnie jak break w przypadku petli, tj. natychmiast przerywa
wykonywanie funkcji, w ktérej aktualnie znajduje si¢ sterowanie. Dzigki temu nastgpuje powrot
do miejsca, w ktérym nastapito wywotanie danej funkcji.

Jak juz wspomnieliSmy, za typZwracany mozna przyjac tez void, czyli ,,nic” ({)). Jedynym
skutkiem dzialania takiej funkcji jest zmiana kontekstu. W tym przypadku instrukcja return
moze zosta¢ pominigta. Po wykonaniu ostatniej instrukcji nastgpuje automatyczny powrét do
funkcji wywolujace;.

1.3 Definicja a deklaracja

Rozpatrzmy definicj¢ funkcji stuzacej do wyznaczania kwadratu liczby rzeczywistej. Wyrazmy
ja za pomoca notacji matematycznej.
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Niech

kwadrat : R — R
nazwa funkcji dziedzina przeciwdziedzina
taka, ze
kwadrat(z) := z x x.
Pierwsza czg$¢ — ,,Niech...” — powyzszej definicji nazywa si¢ deklaracja (prototypem).

Za jego pomocg orzekamy, ze mamy zamiar okresli¢ funkcje o danej nazwie, posiadajaca pewna
dziedzing 1 pewna przeciwdziedzing. W tym momencie nie wiadomo jednak jeszcze, co i jak
doktadnie taka funkcja ma robic.

Dlatego dalej — ,taka, ze ...” — nastgpuje wlasciwa czesS¢ definicji, ktéra podaje do-
ktadny sposéb (algorytm) przetworzenia danych wejsciowych celem uzyskania spodziewanego
wyniku.

Powyzsza definicja okresla to postgpowanie w nastgpujacy sposob.

a) Wez argument wejsciowy (bedacy liczba rzeczywista). Niech w tym kontekscie bedzie on
identyfikowany jako x (réwnie dobrze mdgiby to by¢ kazdy inny symbol, np. y, a, €24).

b) Wyznacz warto$¢ iloczynu = X x.

¢) Rezultat obliczen z p. b) (liczbg rzeczywista) zwrd¢ jako wynik.

Przyjrzyjmy si¢ implementacji rozpatrywanej funkcji i jej przyktadowemu zastosowaniu.

#include <iostream >
using namespace std;

// ,,Niech... "~
double kwadrat(double x)
{ // ,,taka , Ze...
return xxx;

int main() // funkcja bezargumeniowa
{
double y = 0.5;
cout << kwadrat(y) << endl; // wywotanie funkcji
cout << kwadrat(2.0) << endl;
return 0;

Jako ze program czytany jest (przez nas jak i przez kompilator) od géry do dotu, definicja
kazdej funkcji musi si¢ pojawiC przed jej pierwszym uzyciem.

Jednakze czasem dobrze jest (np. dla czytelnosci) umiesci¢ ja w innym miejscu (ponizej,
w innymi pliku itp.). Mozna to zrobié, pod warunkiem, ze obiektom z niej korzystajacym udo-
stepnimy jej deklaracje. Intuicyjnie, innym obiektom wystarczy przekaza¢ informacje, ze dana
funkcja istnieje. Doktadna specyfikacja jej dziatania nie jest im de facto potrzebna.

Deklaracji funkcji dokonujemy przez podanie jej nagtéwka zakoniczonego Srednikiem w miej-
scu, w ktérym nie zostata ona jeszcze uzyta (ale poza inng funkcja), wedtug sktadni:
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typZwracany nazwaFunkcji(listaArgumentow ) ;

Co wazne, w deklaracji musimy uzy¢ takiej samej nazwy funkcji oraz typoéw argumentow wej-
Sciowych i wyjsciowych jak w definicji (ktéra ostatecznie musi si¢ gdzie$ pojawié). Nazwy tych

argumentéw moga by¢ jednak inne, a nawet moga zosta¢ pominigte.

Dlatego nasz przyktad réwniez mdgtby by¢ zapisany tak:

#include <iostream >
using namespace std;

double kwadrat(double); // deklaracja
int main()

{
double x = kwadrat(2.0);

cout << x << endl;
cout << kwadrat(x)+kwadrat(8.0) << endl;
cout << kwadrat(kwadrat(0.5)) << endl;

return 0O;

double kwadrat(double x) // definicja
{

return xxx;

Uwaga

Warto mieé na uwadze, ze instrukcja

cout << kwadrat(kwadrat(0.5));

zostanie wykonana w spos6b podobny do nastgpujacego:

double zmiennaPomocniczal = kwadrat(0.5);

double zmiennaPomocnicza2 = kwadrat(zmiennaPomocniczal) ;

cout << zmiennaPomocnicza?l ;

Wartosci posrednie sg obliczanie i odktadane ,,na boku”. Tym samym, podanie funkcji kwadrat
(czy dowolnej innej przyjmujacej jako parametr typ double) jako argumentu ,.kwadrat(0.5)”

jest tozsame z przekazaniem jej wartoSci 0.25.

Jest to o tyle istotne, iz w przeciwnym przypadku ,.kwadrat(0.5)” musiatby by¢ wyliczony
dwukrotnie (mamy przeciez return xxx; w definicji). Nic takiego si¢ jednak nie dzieje.
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1.4 Biblioteki funkcji

Zbidr funkcji podrecznych mozna umiesci¢ w osobnych plikach, tworzac tzw. biblioteke funk-
cji. Dzigki temu program staje si¢ bardziej czytelny, mozna tatwiej zapanowaé nad jego zlo-
zonoscia, a ponadto otrzymujemy sposobnos$¢ wykorzystania pewnego kodu ponownie w przy-
sztoSci. Jest to wazne, gdyz raz napisany i przetestowany zestaw funkcji oszczgdza nam sporo

pracy.
Aby zatem stworzy¢ biblioteke, tworzymy najczesciej dwa dodatkowe pliki.

— plik nagtéwkowy (ang. header file), nazwabiblioteki.h — zawierajacy tylko de-
klaracje funkcji,

— plik zrédlowy (ang. source file), nazwabiblioteki.cpp — zawierajacy tylko defi-
nicje funkcji.

Plik nagtéwkowy nalezy dotaczy¢ do wszystkich plikow, ktére wykorzystuja funkcje z danej
biblioteki (réwniez do pliku Zrédlowego biblioteki) za pomoca dyrektywy:

#include "nazwabiblioteki.h"

Zwroémy uwage, ze nazwa naszej biblioteki, znajdujacej si¢ wraz z innymi plikami two-
rzonego projektu, ujeta jest w cudzystowy, a nie w nawiasy tréjkatne (ktére taduja biblioteki
systemowe).

Zauwazmy, ze podczas laboratoriéw juz korzystaliSmy z jednej biblioteki. Byt to zestaw
funkcji stuzacy do rysowania. W funkcji main() wywotywaliSmy je celem stworzenia ciesza-
cych oczy obrazkéw. Z pomoca jednej biblioteki mozna by bylo napisa¢ bardzo duzo progra-
mow, jeden rysujacy np. domek, drugi kotka itd.

Dla ilustracji przyjrzymy si¢, jak wygladalby program sktadajacy si¢ z biblioteki zawieraja-
cej dwie nastgpujace funkcje dane w notacji matematyczne;j.

Niech
min : Z X 7 — 7.,
max : Z X 7 — 7.,
takie, ze
min(n, m) n dlan < m,
Yl m dlam < n,
oraz

n dlan > m,
m dlam > n.

Oto zawarto$¢ pliku podreczna. h.

#pragma once // na poczqtku kaidego pliku nagltowkowego!

int min(int i, int j);
int max(int i, int j);
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Uwaga

Dyrektywa

#pragma once

powinna si¢ znaleZ¢ na poczatku kazdego pliku nagléwkowego. Zapobiega to ponownemu do-
taczeniu tego pliku, jesli i inne biblioteki korzystaja z dane;.
Ta dyrektywa jest dostgpna tylko w kompilatorze Visual C++. W innych narzedziach uzy-

skanie tego efektu jest nieco bardziej skomplikowane:

#ifndef _ PODRECZNA_H
#define _ PODRECZNA_H

// deklaracje . ...

#endif

Definicje funkcji z naszej biblioteki znajda si¢ w pliku podreczna . cpp.

#include "podreczna.h" /« dolqcz plik z deklaracjami */

int min(int x, int y) /x nazwy parametrow nie muszq by¢ takie

same jak w deklaracji x/

{
if (x <= y) return x;
else return y;
}
int max(int w, int z)
{
if (w>= z2)
return w;
return z;
}

Gdy biblioteka jest gotowa, mozna przystapi¢ do napisania funkcji gtéwnej, ktora bedzie
positkowa¢ si¢ nimi do wtasnych celéw. Oto zawartos¢ pliku program. cpp.

#include <iostream > /x dotqcz biblioteke systemowqg x/
using namespace std;

#include "podreczna.h" /« dolqcz wtasng biblioteke =/

int main(void) // tak tez moina zadeklarowad

// funkcje bezargumentowq
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int x, y;

n

cout << "Podaj dwie liczby. ";
cin >> x >> y; // wczytaj z klawiatury

cout << "Max=" << max(x,y) << endl;
cout << "Min=" << min(x,y) << endl;

return O;

2 Przeglad funkcji w bibliotekach systemowych

Elementem standardu jezyka C++ jest tez wiele przydatnych bibliotek systemowych zawieraja-
cych czgsto wykorzystywane funkcje. Ponizej oméwimy te, ktdre interesowac nas bgda najbar-

dzie;j.

2.1 Funkcje matematyczne

Biblioteka <cmath> udostgpnia wybrane funkcje matematyczneﬂ Ich przeglad zamieszczamy

w tab. [T} [2]i[3
Tablica 1: Funkcje trygonometryczne dostgpne w bibliotece <cmath>.
’ Deklaracja ‘ Znaczenie
double cos(double); cosinus (argument w rad.)
double sin (double); sinus (argument w rad.)
double tan(double); tangens (argument w rad.)
double acos(double); arcus cosinus (wynik w rad.)
double asin (double); arcus sinus (wynik w rad.)
double atan(double); arcus tangens (wynik w rad.)
double atan2(double y, double x); arcus tangens y/x (wynik w rad.)

Dla przypomnienia, funkcja ,,sufit” okreslona jest jako
[x] = {mini € Z : i > z},
a funkcja ,,podloga” za$ jako

|z] = {maxi € Z :i < z}.

ZPelna dokumentacja biblioteki <cmath> w jezyku angielskim dostepna jest do pobrania ze strony

http://www.cplusplus.com/reference/clibrary/cmath/.
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Tablica 2: Funkcja wyktadnicza, logarytm, potggowanie w bibliotece <cmath>.

Deklaracja ‘ Znaczenie

double exp(double); funkcja wyktadnicza
double /og(double); logarytm naturalny
double log10(double); logarytm dziesigtny
double sgrt (double); pierwiastek kwadratowy
double pow(double x, double y); Y

Tablica 3: Funkcje dodatkowe w bibliotece <cmath>.

’ Deklaracja Znaczenie
double fabs(double); warto$¢ bezwzgledna
double ceil (double); ,sufit”
double floor (double); ,podtoga”

2.2 Liczby pseudolosowe

W bibliotece < cstdlib> znajduja si¢ funkcje stuzace do generowania liczb pseudolosowych.
Zawarta jest tam funkcja, dajaca za pomoca czysto algebraicznych metod w wyniku liczby,
ktére mozna traktowaé jako (ktére wygladaja jak) liczby losowe.

Generator nalezy zainicjowac przed uzyciem funkcja void srand(int z), gdzie z>1 to tzw.
ziarno. Jedno ziarno generuje zawsze ten sam ciag liczb. Mozna takze uzy¢ aktualnego czasu
systemowego do zainicjowania generatora. Dzigki temu podczas kazdego kolejnego urucho-
mienia programu otrzymamy inny ciag.

#include <cstdlib >

#include <ctime> // tu znajduje si¢ funkcja time ()
/...
srand (time (0)); // za kazdym razem inne liczby
//
Funkcja
int rand() ;

generuje catkowite liczby losowe z rozktadu dyskretnego jednostajnego okreslonego na zbiorze
{0,1,...,RAND_MAX — 1}.
Jednostajno$¢ oznacza, ze prawdopodobienstwo ,,wylosowania” kazdej z liczb jest takie samo.

Uwaga
RAND_MAX jest statg zdefiniowang w bibliotece < cstdlib >.
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Jesli chcemy uzyskac liczbe np. ze zbioru {1, 2, 3}, mozemy napisacﬂ

cout << (rand() % 3) + 1;

Z kolei, by uzyskac liczbe rzeczywista z przedziatu [0, 1), piszemy

cout << ((double)rand() / (double)RAND_MAX) ;

Uwaga

Korzystajac z wlasnorgcznie napisanej funkcji generujacej liczbe rzeczywista € [0, 1]

double los01 ()

{
return ((double)rand() / (double)RAND _MAX) ;

}

tatwo napisa¢ funkcje ,,losujaca” liczbg ze zbioru {a,a + 1,...,b}, gdzie a,b € Z:

int /osAB(int a, int b)

{
double ab = los01 () *x(b—a+1)+a; // liczba rzeczywista
// z przedziatu [a,b+1)
return (int)(floor(ab)); // ,,podtoga’’ z ab
}

2.3 Asercje

Biblioteka cassert udostgpnia funkcj¢ o nastgpujacej deklaracji:

void assert(bool);

Umozliwia ona sprawdzenie dowolnego warunku logicznego. Jesli nie jest on spetniony,
nastapi zakonczenie programu. W przeciwnym wypadku nic si¢ nie stanie.

Taka funkcja moze by¢ szczegdlnie przydatna przy testowaniu programu. Zabezpiecza ona
m.in. przed danymi, ktére teoretycznie nie powinny si¢ w danym miejscu pojawic.

Dla przyktadu rozpatrzmy ,,bezpieczna” funkcje wyznaczajaca pierwiastek z nieujemnej
liczby rzeczywiste;.

#include <cassert >
#include <cmath>

double pierwiastek (double x)

{

3Podana metoda nie cechuje sie zbyt dobrymi wiasnosciami statystycznymi. Szczegéty poznamy jednak do-
piero na laboratoriach ze statystyki matematycznej w semestrze VI.
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\\ Dane: x>0
\\ Wynik: /x

assert (x>=0); // jesSli nie, to btqd — zakorczenie programu

return sqrt(x);

Uwaga

Sprawdzanie wszelkich warunkéw za pomoca assert () mozna wytaczy¢ globalnie za po-

mocg dyrektywy

#define NDEBUG

umieszczonej na poczatku pliku Zrédlowego badZ nagtéwkowego.
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3 C(Cwiczenia

Zadanie 6.1. Napisz funkcj¢ parzysta, ktéra sprawdza czy dany argument typu int jest liczba
parzysta czy nieparzysta. Zwr6é¢ wynik typu bool.

Zadanie 6.2. Napisz funkcje silnia, ktora dla danego n € N zwraca warto§¢ 1 X 2 X -+ - X n.
Zadanie 6.3. Napisz funkcje max, ktéra dla danych a, b, ¢ € Z zwraca ich maksimum.

Zadanie 6.4. Napisz funkcje med, ktéra znajduje mediang (warto$¢ Srodkowa) trzech liczb
rzeczywistych, np. med(4,2,7) = 41imed(1,2,3) = 2.

Zadanie 6.5. Napisz funkcje nwd zwracajaca najwigkszy wsp6lny dzielnik dwoch liczb natu-
ralnych.

Zadanie 6.6. Napisz funkcj¢ N\Ww zwracajaca najmniejsza wspolng wielokrotno$¢ dwoch liczb
naturalnych.

Zadanie 6.7. Napisz funkcj¢ o nazwie bmi, ktéra jako argument przyjmuje wzrost (w m)
i wage (w kg) pacjenta, a jako wynik zwraca jego wskaznik masy ciala (BMI), okreslony jako
BMI = waga/wzrost?. (Ciekawostka: wg WHO BMI od 18,5 do 25,0 jest uznawana za warto$¢
prawidiowa.)

Zadanie 6.8. Napisz funkcje odl, ktora przyjmuje wspotrzedne rzeczywiste dwoch punktow x/,
v1,x2,y21izwracaich odlegtos¢ euklidesowa dang wzorem |x—y| = \/ (xI —yI)? + (x2 — y2)2.

Zadanie 6.9. Napisz funkcje¢ odlsup, ktéra przyjmuje wspétrzedne rzeczywiste dwéch punk-
tow x1,yl,x2,y2 i zwraca ich odlegto$¢ w metryce supremum, tj.

dm(xa Y) = max{|XJ _y]|7 |XZ _y2|}

Zadanie 6.10. Napisz funkcje odILp, ktéra przyjmuje wspéirzedne rzeczywiste dwéch punk-
tow x1,yl,x2,y2 i zwraca ich odlegtos¢ w metryce L, gdzie p € [1, 00) jest takze parametrem
funkcji, wg wzoru

1% = yllp = {5l — yIPP + |2 — y2Jr.

Zadanie 6.11. >°7°, ~— Ly ' jest rozwinigciem funkcji In (z + 1) dla (—1, 1] w szereg Taylora.
Napisz funkcje Iognat02, ktéra dla danego x € (0, 2] zwraca przyblizenie wartosci In z, a dla
z ¢ (0, 2] warto§¢ NaN.

Zadanie 6.12. Wiemy, ze szereg > _-° # dla |x| < 1 jest zbiezny i jego suma réwna
jest v/1 + z. Napisz funkcje pierw02, ktéra dla danej liczby rzeczywistej = € [0, 2] znajduje
przyblizenie jej pierwiastka na podstawie podanego wzoru, a dla liczb x ¢ [0, 2] zwraca NaN.

Zadanie 6.13. Dane sa rozwinigcia nastgpujacych funkcji w szereg Taylora.
a) e =3 1 ~ dla pewnego z € R,

b) sing = > 1% (2;};),:1:2”“ dla pewnego = € R,
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¢) cosx = Y100 %x% dla pewnego z € R,

100 (2n)!

% monrannt o dlapewnego x € (—1,1).

d) arcsinx =),

Napisz funkcje w C++, ktore przyblizaja wartosci powyzszych sum badz zwracaja NaN dla
argumentéw poza obszarem zbieznosci.

Zadanie 6.14. Napisz funkcj¢ zaokr, ktora dla liczby = € R wyznacza jej zaokraglenie dzie-
sigtne — z doktadnoscia do podanej liczby cyfr dziesigtnych k — jako |z 10*+0,5| /10, gdzie
| u] jest funkcja ,,podtoga”.

Zadanie 6.15. Niech dane beda a,b,c typu double. Zmienne te definiuja rownanie wzgledem
niewiadomej x € R postaci
ax’ +br+c=0.

Zaproponuj funkcje w jezyku C++, ktdra wyznaczy jego rozwigzanie 1 wypisze wynik na ekran.
Poprawnie identyfikuj przypadki, gdy dane rownanie nie ma rozwigzan w R, a takze, gdy nie
jest ono réwnaniem kwadratowym.

Zadanie 6.16. Napisz funkcj¢ implementujaca gre w ,,Zgadulg”. Losuje ona liczbg catkowita
z zakresu od 1 do 100. Uzytkownik prébuje odgadnac liczbe wprowadzajac swe typy z klawia-
tury, poki jej nie zgadnie. Za kazdym razem otrzymuje komunikat zwrotny, np. ,,za mato” badz
,»za duzo”.

Zadanie 6.17. Napisz funkcj¢ implementujaca gre w ,,Zgadulg” zawierajaca elementy ,,sztucz-
nej inteligencji”. Losuje ona liczbg catkowita z zakresu od 1 do 100. Nastgpnie komputer sam
prébuje odgadnad te liczbe, przy okazji wypisujac swe typy na ekranie. Zaproponuj prosty algo-
rytm, ktory (nie oszukujac!) znajdzie poprawne rozwiazanie w Srednio jak najmniejszej liczbie
krokow.
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4 Wskazowki do ¢wiczen

Wskazéwka do zadania By znalez¢ przyblizenie wartosci funkcji albo rozpatrz tylko
n poczatkowych wyrazéw szeregu, np. n = 30, albo przerwij obliczenia dopiero, gdy modut
kolejnego dodawanego wyrazu jest mniejszy niz zalozone §, np. § = 107°.
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1 Rozszerzenie wiadomosSci o funkcjach

W niniejszym paragrafie rozszerzymy nasza wiedzg¢ zwiazang z funkcjami o bardziej zaawan-
sowane zagadnienia.

1.1 Zasieg zmiennych

Przyjrzyjmy si¢ zasiegowi definiowanych przez nas zmiennych. Zasigg okreSla, jak dlugo dany
obiekt istnieje 1 w jaki spos6b dane zmienne sa widoczne z innych miejsc programu.

Wszystkie zmienne, ktére definiujemy wewnatrz kazdej funkcji to tzw. zmienne lokalne.
Tworzone sa one, gdy nastgpuje wywotanie funkcji, a usuwane, gdy nastgpuje jej opuszczenie.

Zmienne lokalne nie sg wspotdzielone migdzy funkcjami. I tak, zmienna x w funkcji f() to
zmienna inna niz x w funkcji g(). Funkcja nie ma mozliwoS$ci bezposredniego odwolania sig¢
do zmiennej lokalnej innej funkcji, nawet przez si¢ wywotywanej. Zatem jedynym sposobem
na wymian¢ danych migdzy funkcjami jest zastosowanie parametréw wejsciowych i wartosci
zwracanych.

Parametry funkcji spetniaja role zmiennych lokalnych, ktérych wartosci sa przypisywane
automatycznie przy wywotaniu funkcji.

Przyjrzyjmy sig rys. [I}

IS 8 Al h
) int f(int n, int m)
X int x = 8; { n
y L---|int y = 4; | int x =nxm;  F---- m
z int z = f(x, y); return x; X
32 ) D

Rysunek 1: Zasigg zmiennych.

Jak powiedzieliSmy, x po lewej i x po prawej to dwie r6zne zmienne. Zmienne lokalne 7,
m,x sa tworzone na uzytek wewnetrzny aktualnego wywotania funkcji f(). Maja one ,,pomdc”
funkcji w spetnieniu swego zadania, jakim jest uzyskanie na wyjSciu pewnej wartosci, ktora
jest konieczna do dziatania bloku kodu po lewej stronie. Zmienne te zostang skasowane zaraz
po tym, gdy funkcja zakonczy swoje dzialanie (nie sa one juz do niczego potrzebne). W tym
sensie mozna traktowaé taka funkcj¢ jako czarna skrzynke, gdyz to, jakie procesy wewnatrz
niej zachodza, nie ma bezposredniego wptywu na obiekt, ktéry positkuje si¢ f() do osiagnigcia
swoich celow.

x1y saprzekazane do f() przez wartos¢. To znaczy, ze parametry sg obliczane przed wywo-
taniem (w tym przypadku pobierane sa po prostu wartosci przechowywane w tych zmiennych),
a wyniki tych operacji sa kopiowane do argumentéw wejsciowych. Widoczne sa one w f() jako
zmienne lokalne, odpowiednio, 7 i m.

Z wartoscia zwracang za pomoca instrukcji return kompilator postgpuje w sposob analo-
giczny, tzn. nie przekazuje obiektu x jako takiego, lecz wartos$¢, ktéra on przechowuje. Jesli
w tym miejscu staloby np. zlozone wyrazenie arytmetyczne albo stata, reguta ta bytaby oczy-
wiscie zachowana.
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Uwaga

Warto zapamigtaé, ze zmienne przekazywane przez warto$¢ sa kopiowane, co w przy-
padku wielu wywotan funkcji na duzych obiektach (nalezacych do ztozonych struktur danych,
zob. wyktad X) moze by¢ czasochtonne.

Ponadto, zmienne lokalne nie sg przypisane na stale samym funkcjom, tylko ich wywo-
taniom. Obiekty utworzone dla jednego wywotania funkcji sa niezalezne od zmiennych dla
innych wywotan. Jest to bardzo istotne w przypadku techniki zwanej rekurencja, ktéra polega
na tym, ze funkcja wywotuje siebie sama. Wigcej szczegdétow podamy w kolejnej czgsci niniej-
szego wyktladu.

Uwaga

W jezyku C++ dostgpne sa takze zmienne globalne. Jednakze stosowanie ich nie jest zale-
cane. Nie bedziemy ich zatem omawiac.

1.2 Przekazywanie parametrow przez referencje

Standardowo parametry wejSciowe funkcji zachowuja si¢ jak zmienne lokalne — ich zmiana
nie jest odzwierciedlona ,,na zewnatrz”.

Rozwazmy nastgpujacy przykiad.

void zamien(int x, int y)

{

int r = x;
X =y;
y = 1;

int main ()

{

int n =1, m = 2;

zamien(n, m);, // przekazanie parametirow przez wariosc
// (skopiowanie wartoSci)

cout << n << ", " << m << endl;

return 0;

Wynikiem tej operacji jest, rzecz jasna, napis 1, 2 na ekranie. Funkcja zamien() z punktu
widzenia main() nie robi zupelnie nic.

W pewnych szczegdlnych przypadkach uzasadnione jest zatem przekazywanie parametrow
w inny spos6b — przez referencje (odniesienie). Dokonuje si¢ tego poprzez dodanie znaku &
po nazwie typu zmiennej na liScie parametréw funkcji, wg sktadni:
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typ& identyfikator

Przekazanie parametréw przez referencj¢ umozliwia nadanie bezposredniego dostgpu (row-
niez do zapisu) do zmiennych lokalnych funkcji wywotujacej (by¢ moze pod inng nazwa).
Obiekty te nie sq kopiowane; udostgpniane sg takie, jakie sa (lecz by¢ moze pod inng nazwa).

Co wazne, w taki sposéb mozna tylko przekaza¢ zmienna! Przekazanie wartosci zwracanej
przez jaka$ inng funkcje, statej albo ztozonego wyrazenia arytmetycznego zakonczyloby sig
niepowodzeniem.

Tym samym dopiero teraz mozemy przedstawié prawidlowa wersje funkcji zamien().

il void zamien(int& x, int& y)

2| {

3 int r = x;
4 X =y

5 y = t;

o }

slint main ()

ol {

10 intnzl,m:Z;

1 zamien(n, m);, // przekazanie parametrow przez referencje
12 cout << n << ", " << m << endl;

13 return O;

14}

Zmienna n widoczna jest tutaj pod nazwa x. Jest to jednak de facto ta sama zmienna — sa
to dwa rézne odniesienia do tej samej, wspotdzielonej komodrki pamigci.
Uzyskujemy prawidtowy wynik: 2, 1.

Istnieje jeszcze jedno wazne zastosowanie zmiennych przekazywanych przez referencje.
Moze ono stuzy¢ do obejscia ograniczenia zwigzanego z tym, ze funkcja za pomoca instrukcji
return moze zwréci¢ co najwyzej jedna wartos¢.

Popatrzmy na ponizszy przyktad. Jest to funkcja zwracajaca cze¢S¢ catkowita ilorazu oraz reszte
z dzielenia dwoch liczb.

ilvoid iloreszta (int x, int y, int& iloraz , int& reszta)
) {

3 iloraz = x | y;

4 reszta = x % y;

5| }

6

Jlint main ()

s| {

9 int n =7, m= 2, // wejscie

10 int i, r; /*x zmienne , ktore wykorzystamy

AiPP-VII, s. 4.



w

do przekazania wyniku x/
iloreszta(n, m, i, r);
cout << n << "=" << i << "x" << m <<
return 0O;

n

+" << r;

Wynikiem tego programu bedzie wigc 7=3+2+1.

1.3 Parametry domyS$lne funkcji

Parametry domyslne to argumenty, ktérych jawne pominigcie przy wywotaniu funkcji powo-
duje, ze zostaje im przypisana pewna z gory ustalona wartosc.
Sktadnia deklaracji parametru domys$lnego:

typ identyfikator = wartos¢

Parametry z warto$ciami domySlnymi moga by¢ tylko przekazywane przez wartos¢é. Moga
si¢ one pojawic tylko na koncu listy parametréw (moze by¢ ich wiele).

Jesli rozdziela si¢ definicje 1 deklaracje funkcji, parametry domyslne powinny si¢ pojawic
tylko w jednym miejscu w kodzie programu. Jednakze dla czytelnosci lepiej jest, gdy pojawiaja
si¢ w deklaracji.

Oto kilka przyktadéw prawidtowych deklaracji funkcji:

— void f(int x=3);

— void f(int x=3, int y=2, int z=5);
— void f(int x, int y=3, int z=2);
— void f(int x, int y, int z=2);

— void f(int& x, int y=2);

Nieprawidlowe deklaracje funkcji:

— void f(int x, int y=3, int z);
— void f(int x=3, int y);
— void f(int x, int& y=2);

Dla ilustracji rozwazmy funkcj¢ wyznaczajaca pierwiastek liczby rzeczywistej, domysinie
0 podstawie 2.

#include <cmath>

double pierwiastek (double x, double p=2)
{ // pierwiastek , domysSinie kwadratowy
assert(p >= 1);
return pow(x, 1.0/p);
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int main(void)

{
cout << pierwiastek (10) << endl; // 3.162278
cout << pierwiastek (10, 2.0) << endl; // 3.162278
cout << pierwiastek (10, 3.0) << endl; // 2.154435
return 0;

1.4 Przeciazanie funkcji

W jezyku C++ mozna nadawac te same nazwy (identyfikatory) r6znym funkcjom, pod warun-
kiem, Ze réznig si¢ one co najmniej typem lub liczba parametréw. Jest to tzw. przeciazanie
funkcji (ang. function overloading). Funkcje takie moga si¢ r6zni¢ zwracanym typem, nie jest
to jednak warunek dostateczny rozrézniania funkcji przeciazonych od siebie.

Ma to sens, gdy funkcje wykonuja podobne (w sensie interpretacyjnym) czynnoSci, jed-
nakze na danych r6znego typu.

Oto kilka przyktadéw:

int modul (int x);
double modul(double x);

void f();
int f(int x, int y=2);
int f(int x); // Btqd! — szczegdlny przypadek powyZiszego

bool g(int x, int y);
char g(int x, int y); // Btgqd! — nie rozniq sig argumentami

2 Rekurencja

Z rekurencja (badz rekursja, ang. recursion) mamy do czynienia wtedy, gdy w definicji pew-
nego obiektu pojawia si¢ odniesienie do niego samego.

Rozwazmy najpierw rys. 2] Przedstawia on pewna znana, zacna dame, trzymajaca obraz,
ktéry przedstawia ja sama trzymajaca obraz, na ktérym znajduje si¢ ona sama trzymajaca ob-
raz... Podobny efekt mogliby$my uzyskac filmujac kamerg telewizor pokazujacy to, co wtasnie
nagrywa kamera.

A teraz popatrzmy na rys. [3|przedstawiajacy prosty fraktal. Przypatrujac si¢ dtuzej tej struk-
turze widzimy, ze ma ona bardzo prosta konstrukcje. Wydaje si¢, ze narysowanie ksztattu ta-
kiego drzewa odbywa si¢ nastgpujaco. Rysujemy odcinek o pewnej dtugosci. Nastgpnie ob-
réciwszy si¢ nieco w lewo/prawo, rysujemy nieco krétszy odcinek. W punktach, w ktérych
zakonczyliSmy rysowanie, czynimy podobnie itd.
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Rysunek 2: Rekurencyjna Mona Lisa. Zrédlo: http://www.dominiek.eu/blog/wp-
content/uploads/2007/11/megamonalisa_recursion.jpg.

Rysunek 3: Fraktalne drzewo. Zrédto: http://diffusedproductions.net/images/fractal-tree2.jpg.

W przypadku jezykéw programowania méwimy o rekurencji, gdy funkcja wywoluje sama
siebie. Jednakze takie postgpowanie spowodowatoby byé moze zawieszenie si¢ komputera.
Istotna cecha rekurencji jest wigc warunek stopu, czyli zdefiniowanie przypadku, w ktérym
zaglebianie si¢ rekurencyjne zostaje przerwane.

Uwaga

Kazde wywotanie rekurencyjne powoduje utworzenie nowego zestawu zmiennych lokal-
nych!

Rekurencja, jak widzimy, jest bardzo prosta technika, ktérej opanowanie pozwoli nam two-
rzy¢ bardzo ciekawe i czgsto tatwe do zaprogramowania algorytmy. Wiele bowiem obiektéw
(np. matematycznych) jest wtasnie ze swej natury zdefiniowana rekurencyjnie.

W ponizszych paragrafach rozwazymy kilka ciekawych przyktadéw takich zagadnier.
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2.1 Przyklad: silnia

W ponizszej definicji silni pojawia si¢ odniesienie do. .. silni. Zauwazmy jednak, ze obiekt ten
jest dobrze okreslony, gdyz podany zostat warunek stopu.

o = 1,

nl = n(n—1!dlan > 0.

Funkcje w jezyku C++ stuzaca do obliczenia silni mozna napisac, bazujac wprost na defini-
Cjl.

fint silnia (int n)

2| {

3 assert(n >= 0);
4 if (n == 0) return 1;
5 else return nxsilnia(n—1);

Dla poréwnania przyjrzyjmy si¢, jak by mogta wyglada¢ analogiczna funkcja nierekuren-
cyjna.

fint silnia2 (int n)

2| {

3 assert(n >= 0);

4 int w = 1;

5 for (int i=1; i<=n; ++i)
6 w k= 1[;

7 return w;

To, ktéra wersje uwazamy za czytelniejsza, zalezy oczywiscie od nas samych.

2.2 Przyklad: NWD

PoznaliSmy juz algorytm wyznaczania najwigkszego wspdlnego dzielnika dwéch liczb natural-

nych. Okazuje si¢, ze NWD mozna takze okresli¢ ponizszym réwnaniem rekurencyjnym. Niech
1<n<m.

m dlan =0

NWD = ’

(m,m) { NWD(m mod n,n) dlan > 0.

Przektada si¢ ona bezposrednio na nastgpujacy kod w C++.

ijint nwd(int n, int m)

2 {

3 assert(n >>m&& n >= 0);
4 if (n == 0) return m;
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5 else return nwd(m % n, n);

o| }

2.3 Przyklad: wieze z Hanoi

Danych jest n krazkéw o réznych Srednicach oraz trzy stupki. Poczatkowo wszystkie krazki
znajduja si¢ na stupku nr 1, w kolejnosci od najwickszego (dot) do najmniejszego (goéra). Sytu-
acje wyjSciowq dla n = 4 przedstawia rys. {4

all

Rysunek 4: Sytuacja wyjSciowa dla 4 krazkéw w problemie wiez z Hanoi.

Cel: przeniesienie wszystkich krazkow na stupek nr 3.
Zasada #1: krazki przenosimy pojedynczo.
Zasada #2: krazek o wigkszej Srednicy nie moze si¢ znaleZ¢ na mniejszym.

Zastandwmy sig, jak by mogt wygladac algorytm stuzacy do rozwigzywania tego problemu.
Niech bedzie to funkcja Hanoi(k, A, B, C), ktora przektada k krazkéw ze stupka A na stupek C
z wykorzystaniem stupka pomocniczego B, gdzie A,B,C € {1, 2, 3}. Wykonywany ruch bgdzie
wypisywany na ekranie.

Aby przenies¢ n klockéw ze stupka A na C, nalezy przestawi¢ n — 1 mniejszych elementéw
na stupek pomocniczy B, przenies¢ n-ty krazek na C i potem pozostate n—1 krazkéw przestawic
z B na C. Jest to, rzecz jasna, sformutowanie zawierajace elementy rekurencji.

Wywotanie poczatkowe: Hanoi(n, 1, 2, 3).

Kod w jezyku C++:
void Hanoi(int k, int A, int B, int C)
{

]

if (k>0) // warunek stopu

{

s Hanoi(k—1, A, C, B);

6 cout << A << "—>" << "C" << endl;
7 Hanoi(k—1, B, A, C);

w

FS
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Ciekawym zagadnieniem jest wyznaczenie liczby przestawien potrzebnych do rozwigzania
tamigtéwki. W zaproponowanym algorytmie jest to:

L) = 1,
Lin) = Ln—1)4+1+L(n—1)dlan > 0.

Mozna pokazaé, ze jest to optymalna liczba przestawien.
Rozwiazmy powyzsze réwnanie rekurencyjne, aby uzyskac posta¢ jawna rozwigzania:

L(n) = 2L(n—1)+1,
Lin)+1 = 2(L(n—1)+1).

Zauwazmy, ze L(n) + 1 tworzy ciag geometryczny o ilorazie 2. Zatem

L(1)+1 = 2,
L(2)+1 = 4,
LB3)+1 = 8§,
Ln)+1 = 2"
Wiec
L(n)=2"—1.

Zagadka Wiez z Hanoi stala si¢ znana w XIX wieku dzigki matematykowi E. Lucasowi. Jak
glosi tybetanska legenda, mnisi w §wiatyni Brahmy rozwiazuja tg tamigtéwke przesuwajac 64
ztote krazki. Podobno, gdy skoricza oni swe zmagania, nastapi koniec §wiata. Zaktadajac jed-
nak, ze nawet gdyby wykonanie jednego ruchu zajmowato 1 sekunde, to na petne rozwiazanie
potrzeba by wtedy az 24 — 1 = 18446744073709551615 sekund, czyli okolo 584542 miliardéw
lat. To ponad 400 razy dtuzej niz szacowany wiek Wszech§wiata!

2.4 Przyklad: liczby Fibonacciego

Jako ostatni problem rozpatrzmy réwnanie, do ktérego doszedt Leonard z Pizy (1202), rozwa-
zajac rozmnazanie si¢ krolikow.

Sformutowat on nastepujacy uproszczony model szacowania liczby par w populacji. Na
poczatku mamy dang jedng parg krolikow. Para osiaga ptodnos¢ po uptynigciu jednej jednostki
czasu od narodzenia. Z kazdej plodnej pary rodzi si¢ w kolejnej jednostce jedna para potomstwa.

Liczbg par krélikow w populacji w chwili n mozna opisa¢ za pomoca tzw. liczb Fibonac-
ciego.

F() = 1,
F(1) = 1,
F(n) = Fn—1)4+F(n—2)dlan > 1.

W wyniku otrzymujemy zatem ciag 1,1,2,3,5,8,13,21,34,....

Bezposrednie przetozenie powyzszego réwnania na kod w C++ moze wygladac jak nizej.
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[*]

int fibrek(int n)

{
if (n > 1) return fibrek(n—1)+fibrek(n—2);
else return 1;

Bezposredni algorytm rekurencyjny jest jednak nieefektywny! Przypatrzmy sig, w jaki spo-
sOb przebiega wywotanie dla fibrek (5):

(5);
(4);
(3) 7
fibrek (2)
fibrek (1)
fibrek (0)
fibrek (1) ;
fibrek (2);
(1)
(0)
(3)
(2)
(1)
(0)
(1)

.
14
.
14

.
14

fibrek
fibrek
fibrek
fibrek

.
14
.
14
14
14
.
14
.
14

7
Wigkszos¢ wartosci jest niepotrzebnie liczona wielokrotnie.

Rozwazmy, ile jest potrzebnych operacji arytmetycznych (dodawanie) potrzebnych do zna-
lezienia F;, za pomoca powyzszej funkcji. Liczbe t¢ mozna opisa¢ réwnaniem:

L(0) = o,
L(1) = 0,
L(n) = Ln—1)+L(n—2)+1dlan > 1.

Rozpatrujac kilka kolejnych wyrazéw, zauwazamy, ze L(n) = F(n — 1) — 1 dlan > 0.

Okazuje sig, ze dla duzych n, L(n) jest proporcjonalne do ¢ dla pewnej statej c. Zatem
liczba krokéw potrzebnych do uzyskania n-tej liczby Fibonacciego algorytmem rekurencyj-
nym ros$nie wyktadniczo, tj. bardzo szybko. Dla przyktadu czas potrzebny do policzenia F), na
komputerze autora tych refleksji to 1,4 s, dla Fy5 to juz 15,1 s, a dla Fj, to az 2 minuty i 47 s.

Tym razem okazuje si¢ jednak, ze rozwiazanie rekurencyjne jest nieefektywne. Zatem po-
zostaje jedynie uzycie wersji iteracyjnej, ktére wykorzystuje tylko co najwyzej n operacji aryt-
metycznych!
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3 C(Cwiczenia

Zadanie 7.1. Mozna pokazac¢, ze > 77, f—, jestrozwinigciem funkcji e” w szereg Taylora. Napisz
dwie wersje funkcji Exp, ktore dla danego x € R znajduja przyblizenie jego eksponensu na
podstawie podanego wzoru.

a) W jednej rozpatrz tylko n poczatkowych wyrazéw szeregu, np. n = 30,
b) W drugiej przerwij obliczenia dopiero, gdy modut kolejnego dodawanego wyrazu jest
mniejszy niz zatozone §, np. § = 107°.

Rada: Niech n i § beda parametrami funkcji z wartoSciami domysSInymi.

Zadanie 7.2. Napisz kilka przeciazonych wersji funkcji swap, ktére przestawiaja wartosci
dwoéch argumentow wejsciowych o typach int, double i bool.

Zadanie 7.3. Napisz nierekurencyjna funkcje stuzaca do znalezienie n-tej liczby Fibonacciego.

Zadanie 7.4. Napisz funkcje swap, ktéra za pomoca ciagu przypisan przestawia wartosci czte-
rech zmiennych rzeczywistych (a, b, ¢, d), tak by na wyjsciu otrzyma¢ (¢, b, d, a).

Zadanie 7.5. Napisz funkcje sort, ktéra porzadkuje niemalejaco wartosci trzech argumentow
wejsciowych (liczby catkowite).

Zadanie 7.6. Zaproponuj funkcje wyznaczajacej wartoS¢ tzw. funkcji 91 McCarthy’ego.

M(n) = n — 10 dlan > 100,
| M(M(n+11)) dlan < 100.

Ciekawostka: okazuje sig, ze M (n) = 91 dla kazdego n < 101 oraz M (n) = M(n) — 10 dla
n > 101.
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1 Dynamiczna alokacja pamieci

1.1 Organizacja pamieci komputera

Jak juz wiemy, w pamieci operacyjnej komputera przechowywane sa zaréwno programy jak
i dane. Jej jednostka podstawowa jest komérka o rozmiarze jednego bajta. Kazda komoérka
pamigci posiada swdj adres. Reprezentowany jest on we wspoétczesnych komputerach jako 32-
lub 64-bitowa liczba catkowita (bez znaku).

Z punktu widzenia kazdego programu mozna wyr6zni¢ nastgpujacy podzial puli adresowej
pamigci (w architekturze von Neumanna):

— kod programu — dane interpretowane sa jako instrukcje procesora,

— stos — przechowywane sg warto$ci zmiennych lokalnych funkcji,

sterta — znajduja si¢ dane dynamicznie przydzielane na prosbg programu (zob. dalej),
cze$¢ niedostepna — zarzadzana przez system operacyjny (m.in. dane innych progra-
mow).

Zatem kazdy program przechowuje informacje potrzebne do wykonywania swych czynno-
Sci na stosie (ang. stack) i stercie (ang. heap).

Stos jest czgscig pamigci operacyjnej, na ktérej dane sa umieszczane i kasowane w porzadku
,-ostatni na wejsciu, pierwszy na wyjsciu” (LIFO, ang. last-in-first-out, zob. rys.[I)). Umieszcza-
nie 1 kasowanie danych na stosie odbywa si¢ automatycznie. Kazda wywotywana funkcja two-
rzy na stosie miejsce dla swoich zmiennych lokalnych. Gdy funkcja koniczy dziatanie, usuwa
z niego dane (to dlatego zmienne lokalne przestaja wtedy istniec).

—

Poczatek stosu - - -

Rysunek 1: Umieszczanie 1 kasowanie danych na stosie.
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1.2 Wskazniki

Kazda zmienna ma przyporzadkowang komoérke (badz komorki) pamieci, w ktorej przechowuje
swoje dane, np. zmienna typu int zajmuje 4 takie komorki (4 bajty).

Fizyczny adres zmiennej (czyli numer komoérki) mozna sprawdzi¢ za pomoca operatora &.

int x;
cout << "x znajduje si¢ pod adresem " << &x;
// np. 0Oxe3d30dbc

Istnieje specjalny typ danych do przechowywania informacji o adresach innych zmiennych,
zwany wskazZnikami. Sktadnia deklaracji wskaznika na zmienna typu typ (czyli deklaracji
zmiennej przechowujacej adres w pamigci jakiej$ jednostki danych typu typ) jest nastgpujaca:

typ+ zmienna; // % oznacza: wskainik

Uwaga

Istnieje specjalne miejsce w pamigci o adresie O (NULL), do ktérego odwotanie si¢ powo-
duje wystapienie biedu. Czgsto uzywa si¢ tego adresu np. dla niezainicjowanych wskaznikow
w celu oznaczenia, ze nie wskazuja one ,,nigdzie”.

Na wskaznikach zostal okreSlony tzw. operator wyluskania, *, dzigki ktéremu mozemy
odczytac, co si¢ znajduje pod danym adresem pamigci.

Przyjrzyjmy si¢ ponizszemu przyktadowi. Tworzone sa dwie zmienne, jedna typu catkowi-
tego, a druga wskaznikowa. Ich rozmieszczenie w pamigci (na stosie, sa to bowiem zmienne
lokalne jakiej$ funkcji) przedstawia rys. 2] Kazda z tych zmiennych umieszczona jest pod pew-
nym adresem w pamigci RAM. Poczatkowy numer komoérki mozna oddczytaé za pomoca ope-
ratora &.

Listing 1: ,,Wyluskanie” danych spod danego adresu.

int x = 100;
ints wskx = &x;

i cout << wskx << endl; // np. 0xdf590544
cout << s=wskx << endl; // 100

Wypisanie wartosci wskaznika oznacza wypisanie adresu, na ktory wskazuje. Wypisanie ,,wylu-
skanego” wskaZnika za$ powoduje wydrukowanie warto$ci komoérki pamigci, na ktéra pokazuje
wskaznik. Jako ze zmienna typu int ma rozmiar 4 bajtéw, adres nastgpnej zmiennej (wskx) jest
0 4 jednostki wigkszy od adresu x.
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(int*) 0xdf590544
wskx :
0xdf590548 - - - - :
. (int) 100

sy 0xdf590544 - - - -

Rysunek 2: Zawarto$¢ pamigci w programie [1]

Aby jeszcze lepiej zrozumie¢ omawiane zagadnienie, rozwazmy fragment kolejnego pro-
gramu.

Listing 2: Proste operacje z uzyciem wskaznikow.

int x, y;
intx w;
siw = &x;
sw = 1;
silw = &y
*w = 2;

Zawarto$¢ pamigci po wykonaniu kolejnych linii kodu przedstawia rys. 3] Tym razem za po-
mocg operatora wytuskania zapisujemy dane do komérek pamigci, na ktére pokazuje wskaznik
w.
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W (int*) ?
0xdf590508 - - -
y (int) ?
0xdf590504 - - -
x (int) ?
0xdf590500- - -
W (int*) 0xdf590500
0xdf590508 - - - :
y (int) ?
0xdf590504 - - -
x (int) ?
++ 0xdf590500- - -
W (int*) 0xdf590500
0xdf590508 - - - §
y (int) ?
0xdf590504- - -
X - {(int) 1
<+ 0xdf590500- - -
W (int*) 0xdf590504
0xdf590508 - - - §
y (int) ?
s+ 0xdf590504- - -
: X (int) 1
0xdf590500- - -
W (int*) 0xdf590504
0xdf590508 - - - §
y (int) 2
#++d Oxdf590504- - -
: x - {(int) 1
0xdf590500- - -

Rysunek 3: Zawarto$¢ pamieci po wykonaniu kolejnych linii kodu z przyktadu 2]
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1.3 Tablice a wskazniki

Zapewne ciekawi nas, w jaki sposéb zorganizowana jest pami¢C na stosie, gdy deklarowane sa
tablice jednowymiarowe. Mozemy to sprawdzi¢ w nastgpujacy sposob.

Listing 3: Organizacja pamigci dla tablic.

int r[3] = {1,2,3};
cout << &t // np. 0x9b64e300

Kolejne elementy tablicy w pamigci zawsze nastepuja po sobie (tablica tworzy spojny ciag
bajtéw), zob. rys. 4]

AN
(2] (int) 3
0x9b64308 - - - -
t[1] (int) 2
0x9b64304 - - - -
£[0] (int) 1
| JEITIIS > 0x9b64e300 - - - -
VAV

Rysunek 4: Organizacja pamieci w przypadku tablic w przyktadzie 3]

Ponadto, zwré¢my uwage na to, co si¢ dzieje, gdy wykonamy nastgpujacy kod.

cout << &t // np. 0x9b64e300—znajduje sie tu
cout << t; // 0x9b64e300—wskazuje tu
cout << &t[0]; // 0x9b64e300—tu pierwszy element

Okazuje si¢, ze zmienng tablicowa (dotyczy to tablic o statym rozmiarze) mozna traktowac jako
wskaznik (ale nie odwrotnie).

Typ int [3] (szczegélowy) jest sprowadzalny do typu int: (uniwersalny). Synonimem int
jest int [], ktory oznacza ,,jakas tablica”, ,,wskaznik na jakis ciag (by¢ moze jednoelementowy)
danych typu int”. Dlatego tez zapis ¢ i t[0] jest r6wnowazny. Co wigcej, *(7+k) znaczy to
samo, co t[k].

Z powyzszych uwag wynika, ze tablicg (dowolnego) rozmiaru mozna przekazaé funkcji
wtlasnie za pomoca wskaznika. Koniecznie jednak trzeba pamigtac, aby takze dostarczy¢ funkcji
rozmiar tablicy, bowiem wskaznik to tylko adres pierwszego elementu.

Przyktad: funkcja wyznaczajaca sume elementow tablicy.

double suma(doublex ¢, int n) // albo ,,double[]
{
double s = 0.0;
for (int i=0; i<n; ++1i)
s += t[i];
return s;
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int main(void)

{
double punkty[4] = { 10.0, 11.0, 12.0, 9.5 } ;
cout << suma(punkty , 4); // przekazanie tablicy do funkcji
return O;

}

Na marginesie, powyzsza funkcja moze by¢ zapisana réwniez w dwoch nastgpujacych po-
staciach. Nie jest to jednak zalecany sposéb pisania kodu, gdyz trudno zrozumieé intencjg jego
autora.

double suma(doublex 7, int n)

{
double s = 0.0;
for (int i=0; i<n; ++1i)
s += x(t+i); // ROBI SIE GORACO!!! :—)
return s;
}
double suma(doublex ¢, int n)
{
double s = 0.0;
for (int i=0; i<n; ++1i)
s 4= x(t++); // OLABOGA!!!
return s;
}

1.4 Przydzial i zwalnianie pamieci ze sterty

Oprocz $cisle okre§lonej na etapie pisania programu iloSci danych na stosie, mozna réwniez
dysponowac pamigcia na stercie. Czgs$¢ tej pamigci jest przydzielana (alokowana) dynamicznie
podczas dziatania programu za pomoca operatora new. Po uzyciu nalezy ja zwolni¢ za pomoca
operatora delete.

Uwaga

Zaalokowany obiekt bedzie istnial w pamigci nawet po wyjsciu z funkcji, w ktérej go
stworzyliSmy! Dlatego nalezy pamigtaé, aby go usunaé w pewnym miejscu kodu.

Oto sktadnia instrukcji stuzacych do alokacji 1 dealokacji pamigci na jeden obiekt.

typx obiekt = new obiekt; // przydzial (zwraca wskaZnik)
/L
delete obiekt; // zwolnienie

AiPP-VIIL s. 7.




Tworzonemu pojedynczemu obiektowi mozna od razu przypisa¢ wartos¢, np.

intx n = new int(7);

Mozna réwniez przydzieli¢ pamig¢ na wiele obiektéw nastgpujacych po sobie, czyli na ta-

blice.

int n = 4; // tutaj jui nie musi byé stala

typ+ obiekt = new obiekt[n]; // przydzial (zwraca wskaZnik)
//

delete [] obiekt; // zwolnienie

Elementom tak tworzonej tablicy nie mozna niestety przypisac¢ od razu wartosci. Trzeba w tym
celu skorzystac np. z operatora przypisania.

Oto fragment kodu, ktéry napisat tata Jasia celem zmotywowania go do nauki.

int n;
double+ godzinyNauki;

cout << "Ile dni si¢ uczyleS do kolokwium?";
cin >> n;

godzinyNauki = new double([n]; // witworz tablice o n elementach
cout << "Ile godzin si¢ uczyte$§ kazdego dnia?";
for (int i=0; i<n; i++)

cin >> godzinyNauki[i];

// ...
cout << "I tak za malo :—)";

delete []| godzinyNauki; // tablica juz nie jest potrzebna dalej

Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do tablic z poprzedniego wyktadu tym razem n nie jest stalq.
Rozmiar tablicy zostaje ustalony na etapie dzialania programu. Pobierany jest on z klawiatury,
uzalezniajac go od zyczenia jego uzytkownika.

2 Lancuchy znakéw

Do tej pory nie zastanawialiSmy si¢ wspdlnie, w jaki spos6b mozna reprezentowaé w naszych
programach napisy. Czesto sa one nam potrzebne, np. gdy chcemy zakomunikowac co§ waz-
nego uzytkownikowi czy tez przechowac badz przetworzy¢ informacje o nienumerycznym cha-
rakterze.
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2.1 Kod ASCII

Pojedyncze znaki drukowane przechowywane sa najczeSciej jako typ char (ang. character).
OczywiScie pamigtamy, ze tego typu uzywaliSmy do przechowywania bajtéw, czyli 8 bitowych
liczb catkowitych.

Istnieje ogdlnie przyjeta umowa (standard), ze liczbom z zakresu 0—127 odpowiadajq Scisle
okreslone znaki, tzw. kod ASCII (ang. American Standard Code for Information Interchange).
Zestawiaja je tablice [1H4]

Szczgsliwie w jezyku C++ nie musimy pamigtaé, ktéra liczba odpowiada jakiemu sym-
bolowi. Aby uzyska¢ wartos¢ liczbowa symbolu drukowanego, nalezy uja¢ go w pojedyncze
cudzystowy.

char ¢/ = "A’;

char c¢2 = ’\n’; // znak nowej linii

cout << cl << ¢c2; // "A" i przejsScie do nowej linii
cout << (int)cl << (char)59 << (int)c2; // "65;13"

Jak widzimy, domyS§lnie wypisanie na ekran zmiennej typu char jest réwnowazne z wydruko-
waniem symbolu. Mozna to zachowanie zmieni¢, rzutujac ja na typ int.

Ponadto, przygladajac si¢ uwazniej tablicy ASCII, warto zanotowa¢ nastgpujace prawidto-
wosci.

— Mamy nastepujacy porzadek leksykograficzny: A" < 'B’ <...<'Z' <'a’ <'Db’
<..<'z'’.

Symbol cyfry c € {0,1,...,9} mozna uzyskac za pomoca wyrazenia ' 0’ +c.

Kod ASCII n-tej wielkiej litery alfabetu tacifiskiego to ” A’ +n—-1.

Kod ASCII n-tej matej litery alfabetu tacinskiego to 7 a’ +n-1.

— Zamiana litery 1 na malg liter¢ nastgpuje za pomoca operacji 1+32 == 1+0x20.
— Zamiana litery 1 na wielka liter¢ nastgpuje za pomocg operacji 1-32 == 1-0x20.

Pozostale symbole odpowiadajace wartoSciom liczbowym (0x80-0xFF) nie sa okreslone
przez standard ASCII. Zdefiniowane sa one przez inne kodowania, np. CP-1250 (Windows)
badz ISO-8859-2 (Internet, Linux) zawieraja polskie znaki diakrytyczne. Jak widzimy, sprawa
polskich ,,ogonkéw” jest nieco skomplikowana. Zatem na poczatkowym etapie pro-
gramowania uzywajmy tylko liter alfabetu lacinskiego w programach,
ktore przetwarzaja napisy.

Uwaga

Istnieja jeszcze inne standardy kodowania, zwane UNICODE (UTF-8, UTF-16, ...), w kt6-
rych jednemu znakowi niekoniecznie musi odpowiadac jeden bajt. Obstuga ich jednak jest nieco

skomplikowana, zatem nie bedziemy si¢ nimi zajmowa¢ w tym wyktadzie.
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Tablica 1: Kod ASCII cz. I — znaki kontrolne

DEC HEX Znaczenie DEC HEX Znak
0 00  Null (\0) 16 10  Data Link Escape
1 01  Start Of Heading 17 11 Device Control 1
2 02  Start of Text 18 12 Device Control 2
3 03  End of Text 19 13 Device Control 3
4 04  End of Transmission 20 14 Device Control 4
5 05  Enquiry 21 15  Negative Acknowledge
6 06  Acknowledge 22 16  Synchronous Idle
7 07 Bell (\a) 23 17  End of Transmission Block
8 08  Backspace (\b) 24 18  Cancel
9 09  Horizontal Tab 25 19  End of Medium
10 0OA  Line Feed (\r) 26 1A Substitute
11 0B  Vertical Tab (\t) 27 IB  Escape
12 0C  Form Feed 28 1C  File Separator
13 0D  Carriage Return (\n) 29 1D  Group Separator
14 OE  Shift Out 30 1E  Record Separator
15 OF  Shift In 31 IF  Unit Separator

Tablica 2: Kod ASCII cz. 11
DEC HEX Znaczenie DEC HEX Znak

32 20 Spacja 48 30 0
33 21 ! 49 31 1
34 22 50 32 2
35 23 # 51 33 3
36 24 3 52 34 4
3725 % 53 35 5
38 26 & 54 36 6
39 27 55 37 7
40 28 56 38 8
41 29 ) 57 39 9
42 2A % 58 3A

43 2B+ 59 3B

4 20 60 3C <
45 2D - 61 3D =
46 2B . 62 3E >
47  2F |/ 63 3F 9
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Tablica 3: Kod ASCII cz. II1

DEC HEX Znaczenie

DEC HEX Znak

64 40 @ 80 50 P
65 41 A 81 51 Q
66 42 B 82 52 R
67 43 C 83 53 S
68 44 D 84 54 T
69 45 E 85 55 U
70 46 F 86 56 'V
71 47 G 87 57 W
72 48 H 88 58 X
73 49 1 89 59 Y
74 4A ] 90 5A Z
75 4B K 91 5B |
76 4C L 92 5C \
77 4D M 93 5D ]
78 4E N 94 SE A
79 4F O 95 5F  _
Tablica 4: Kod ASCII cz. IV
DEC HEX Znaczenie DEC HEX Znak
96 60 112 70 p
97 61 a 113 71 q
98 62 b 114 72 r
99 63 ¢ 115 73 s
100 64 d 116 74t
101 65 e 117 75 u
102 66 f 118 76 v
103 67 g 119 77w
104 68 h 120 78 X
105 69 i 121 79 vy
106  6A ] 122 7TA z
107 6B k 123 B {
108 6C 1 124 7C |
109 6D m 125 7D }
110 6E n 126 TE ~
111 6F o 127 7F  Delete
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2.2 Reprezentacja napisow

Wiemy juz, w jaki spos6b obstugiwac pojedyncze znaki. Najprostszym sposobem reprezento-
wania ciagéw symboli drukowanych, czyli napisow, sa tablice elementéw typu char zakon-
czone umownie bajtem o wartoSci zero (znak *\0’).

Napisy mozna utworzy¢ uzywajac cudzystowow (" ... "). Sa to jednak tablice tylko do od-
czytu. Nie wiadomo bowiem, w jakim miejscu w pamigci zostang one umieszczone.

chars napisl = "Pewien napis."; // 13 znakéw + bajt 0
// x=prawiex rownowaznie:
char napis2[14] =

{ P>, ’e’, W', 71, ’e’, 'n’, >~

B LR ] ) B 2 ’

b
n’, ‘a’, ‘p’, 'i’, ’s’, 7.7, \0O" };

// Znaki w zmiennej napisl sq tylko do odczytu!
napisl [1]
napis2 1]

'k’ // nie wiadomo co sig¢ stanie

'k’ /7 ok

2.3 Operacje na lancuchach znakéw

Jako ze napisy sa zwyktymi tablicami, implementacja podstawowych operacji na nich jest dos¢
prosta. W niniejszym paragrafie rozwazymy kilka z nich, reszt¢ pozostawiajac jako ¢wiczenie.
Najpierw przyjrzymy si¢ wypisywaniu.

chars napis = "Jaki§ napis."; // tablica znakéw zakorczona

zerem

// Zatem :
cout << napis;

// Jest rownowazne:

int i=0;

while (napis[i] '= \O0’) // dopdki nie koniec napisu
cout << napis|[il];
++1;

Dtugos¢ napisu mozna sprawdzi¢ w nastgpujacy sposob.

int dlug (char+ napis)
// Zwraca dtugos¢ napisu (bez bajtu zerowego). Zgodnie
// z umowq, mimo Ze jest to tablica, potrafimy jednak

// sprawdzié , gdzie sig¢ ona konczy
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int (=0;
while (napis[i] '= 0)
++1;

return i;

Ostatnim przyktadem bedzie tworzenie dynamicznie alokowanej kopii napisu.

char= kopia(char+ napis)

{

int n = dlug(napis);
chars nowy = new char[n+1]; // o jeden bajt wigcej!

// nie zapominamy o skopiowaniu bajtu zerowego!
for (int i=0; i<n+1; ++1i)

nowyl[i] = napis|[il];

return nowy; // dalej nie zapomnijmy o dealokacji pamigci

2.4 Biblioteka cstring

Biblioteka <cstring> definiuje wiele funkcji przetwarzajacych tancuchy znakéw ﬂ Wybrane
funkcje zestawia tab. [5]

' Zobacz angielskojezyczna dokumentacje dostepna pod adresem http://www.cplusplus.com/reference/

clibrary/cstring/.
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Tablica 5: Wybrane funkcje biblioteki <cstring>.

Deklaracja Opis
int strlen (char: nap); Zwraca dlugo$¢ napisu.
char: strepy (chars cel, char+ zrodlo); Kopiuje napisy. Uwaga: dtugosc ta-

blicy cel nie moze by¢ mniejsza niz
dtugos¢ napisu zrodlo+1.

char: strncpy (chars cel, charx zrodlo, int n); Kopiuje co najwyzej n znakéw
z jednego napisu do drugiego.

char: strcat (chars cel, charx zrodlo); Faczy napisy cel 1 zrodlo.

char: strncat (chars cel, charx zrodlo, int n); Dotacza do cel co najwyzej n zna-

kéw z napisu zrodlo.

int stremp(chars napl, chars nap2); Por6wnuje napisy. Zwraca 0, je-
Sli sa identyczne. Zwraca wartoS¢
dodatnia, jeSli napl jest wigkszy
(w porzadku leksykograficznym)
niz nap?2.

int strncmp(chars= napl, chars nap2, int n); Poréwnuje co najwyzej n pierw-
szych znakéw napisow.

char: strchr (chars nap, char znak); Zwraca podnapis rozpoczynajacy
si¢ od pierwszego wystapienia da-
nego znaku.

char: strrchr (char: nap, char znak); Zwraca podnapis rozpoczynajacy
si¢ od ostatniego wystapienia da-
nego znaku.

char: strstr (chars napl, chars nap2); Zwraca podnapis rozpoczynajacy
si¢ od pierwszego wystapienia pod-

napisu nap2 w napisie napl.
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3 C(Cwiczenia

Zadanie 8.1. Zaimplementuj samodzielnie funkcje z biblioteki <cstring>: strlen (), strcpy
O, strncpy (), strcat (), strncat (), stremp(), strstr (), strchr (), strrchr ().

Zadanie 8.2. Napisz funkcje, ktéra w danym taincuchu znakéw zamieni wszystkie mate litery
alfabetu tacinskiego na wielkie.

Zadanie 8.3. Napisz funkcje, ktora usunie wszystkie znaki odstepéw (spacje) z korica danego
taficucha znakow.

Zadanie 8.4. Napisz funkcje¢, ktéra usunie wszystkie znaki odstepéw (spacje) z poczatku da-
nego taicucha znakéw.

Zadanie 8.5. Napisz funkcje, ktéra usunie z danego napisu wszystkie znaki niebedace cyframi
badz kropka.

Zadanie 8.6. Napisz funkcje, ktéra odwrdéci kolejnosé znakéw w danym napisie.

Zadanie 8.7. Napisz funkcje, ktéra jako parametr przyjmuje dwa taiicuchy znakéw i zwraca
nowy, dynamicznie alokowany napis bgdacy ich potaczeniem, np. dla "ala" 1 "ola" wynikiem
powinno by¢ " alaola ".

Zadanie 8.8. Napisz funkcje, ktéra oblicza, ile razy w danym napisie wystgpuje dany znak.

Zadanie 8.9. Napisz funkcje, ktéra oblicza, ile razy w danym napisie wystgpuje dany inny
taiicuch znakéw, np. w "ababbababa" faficuch "aba" wystgpuje 3 razy.

Zadanie 8.10. Napisz funkcje, ktéra dla danej liczby int zwrdci dynamicznie alokowany tan-
cuch znakow, sktadajacy si¢ z symboli O lub 1, przechowujacy binarng reprezentacj¢ argumentu.

Zadanie 8.11. Napisz funkcje, ktéra dla danego taficucha znakéw, sktadajacego sig¢ z symboli O
lub 1, reprezentujacego pewna liczbg¢ w postaci binarnej, zwrdci jej wartos¢ jako zmienng typu
int.

Zadanie 8.12. Napisz funkcje, ktora dla danego tanicucha znakéw, sktadajacego si¢ z symboli O
lub 1, reprezentujacego pewna liczbe w postaci binarnej, zwréci dynamicznie alokowany napis
przechowujacy jej szesnastkowa reprezentacje.

Zadanie 8.13. Palindro to ciag liter, ktdre sa takie same niezaleznie od tego, czy czytamy
je od przodu czy od tylu, np. kobytamamatybok, mozejutrotadamasamadatortujezom, ikarta-
patraki. Napisz funkcje sprawdzajaca czy dany napis jest palindromem. Zwrd¢ warto$¢ typu
bool.

2Zob. http://www.palindromy.pl.
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1 Reprezentacja macierzy

Dana jest macierz okreS§lona nad pewnym zbiorem

11 a2 - Aim

Q21 Q22 --° Ay,
A=

An1 Ap2 - Apm

gdzie n — liczba wierszy, m — liczba kolumn.

Macierze moga by¢ wygodnie reprezentowane w jezyku C++ na dwa sposoby:

— jako tablice tablic,

— jako tablice jednowymiarowe.

Preferujemy tutaj sposéb pierwszy. Pomimo nieco zawitego tworzenia i usuwania tego typu
obiektow, zapewnia on bardzo wygodny dostgp do poszczegdlnych elementow.

int n = ...; // liczba wierszy
int m= ...; // liczba kolumn

"

typ*xx A; // tablica o elementach typu "typ %
A = new typx[n];
for (int i=0; i<n; ++1i)

Ali] = new typ[m];
// A to n—elementowa tablica tablic m—elementowych
// teraz np. A[O0][3] to element w I wierszu i IV kolumnie ....
for (int i=0; i<n; ++1i)

delete [] A[i];
delete [] A;

Z drugiej strony, macierze mozemy reprezentowac za pomoca jednowymiarowych tablic.
Latwo si¢ je tworzy, jednak odwotywanie si¢ do elementéw jest doS¢ skomplikowane.

int n = ...; // liczba wierszy
int m= ...; // liczba kolumn
typx A; // jednowymiarowa tablica
A = new typ|[n*xm];

// teraz np. A[lxn+3] to element w Il wierszu i IV kolumnie ....

delete [] A;
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2 Przykladowe algorytmy z wykorzystaniem macierzy

Omoéwimy teraz nastepujace przyktadowe algorytmy:

a) dodawanie macierzy,
b) mnozenie macierzy,
¢) rozwiazywanie uktadéw réwnan liniowych metoda eliminacji Gaussa.

Bedziemy rozpatrywac macierze o wartoSciach rzeczywistych (reprezentowanych przez typ
double).

2.1 Dodawanie macierzy

Dane sa dwie macierze A, B typu n x m. Wynikiem dodawania A + B jest macierz:

ailr iz - Qim b1 by - blm
A21 Q22 -+ Agm bai by -+ oy
+
Ap1 Ap2 - Apm bnl bn2 e bnm
a1 +b11 ag+bia - aym + b
a1 +ba1 aga +bay - agm + bopy
an1 + bnl An2 + bn2 0 Apm + bnm

Oto kod funkc;ji stuzacej do dodawania macierzy.

void dodaj(doublexx A, doublexx B, int n, int m,
doublexx C)

{
/x A, B — macierze wejSciowe typu nxm
C — macierz wynikowa typu nxm (pamieé jui przydzielona)
*/
assert(n > 0 & m > 0);
for (int i=0; i<n; ++1i)
for (int j=0; j<m; ++j)
Clilljl = A[illjl + BlLillJj]l;
}
Uwaga

Zamiana kolejnosci petli wewngtrznej i zewngtrznej

for (int j=0; j<m; ++j)
for (int i=0; i<n; ++1i)
Clilljl = ALillj] + BLillj]1;s
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w przypadku macierzy duzych rozmiaréw powoduje, ze program moze wykonywac si¢ wolnie;j.
Na komputerze skromnego autora niniejszego skryptu dla macierzy 10000 x 10000 czas wyko-
nywania ro$nie z 2.7 az do 24.1 sekundy. Drugie rozwiazanie nie wykorzystuje bowiem w petni
szybkiej pamieci podrecznej komputera.

2.2 Mnozenie macierzy

Niech A — macierz typu n X m oraz B — macierz typu m X r. Wynikiem mnozenia macierzy
A - B jest macierz C' typu n x r, dla ktérej

m
Cij = Z aikbkj7
k=1

gdzie 1 <7< n, 1< j<r(por.rys.[I).

¥
5

Rysunek 1: Ilustracja algorytmu mnozenia macierzy.

A oto kod funkcji stuzacej do wyznaczenia iloczynu dwoch macierzy.

void mnoz(doublexx A, doublexx B, int n, int m, int r,
doublexx C)

{
/x A — macierz wejSciowa typu nxm
B — macierz wejSciowa typu mxr
C — macierz wynikowa typu nxr (pamieé jui przydzielona)
x/
assert(n > 0 & m > 0 & r > 0);
for (int i=0; i<n; ++1i)
for (int j=0; j<r; ++j)
{
Clilljl = 0;
for (int k=0; k<m; ++k)
Clilljl += A[illk] = BLkI[j];
}
}
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2.3 Rozwiazywanie ukladéw réwnan liniowych
Dany jest oznaczony uktad réwnan postaci
Ax = b,

gdzie A jest macierza typu n X n, b jest n-elementowym wektorem wyrazéw wolnych oraz x
jest n-elementowym wektorem niewiadomych.
Rozpatrywany uktad réwnan mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci.

aix Qa2 - Aip X1 by
a21 Q22 -+ QAa2p X2 by
Ap1 Ap2 - App Tp bn

Uproszczona metoda eliminacji Gaussa polega na sprowadzeniu macierzy rozszerzonej
[A|b] do postaci schodkowej [A'|b]:

/ / / / / /
Ay Q1o Q13 0 Qyp a1, b
/ / ! / /
0 Qoo Qo3 *°+ Qgp asn by
/ / / /
0 0 ags -+ az,4 asn by
/ / /
0 0 0 e an—l,n—l an—l,n n—1
/ /
| 0 0 o --- 0 U, b,

Dokonuje si¢ tego za pomoca nastgpujacych tzw. operacji elementarnych:

a) pomnozenie dowolnego wiersza macierzy rozszerzonej przez niezerowa stata,
b) dodanie do dowolnego wiersza kombinacji liniowej pozostatych wierszy.

Nastepnie uzyskuje si¢ wartosci wektora wynikowego x korzystajac z eliminacji wstecznej:
1 / - /
Ty =— b — Z a; xTj | -
Qi k=i+1

dla kolejnychi =n,n —1,...,1.

Rozpatrzmy przykltadowa implementacje tej metody w jezyku C++.

void schodkowa(doublexx A, doublex b, int n);
void eliminwst(doublexx A, doublex b, int n, doublex x);

/void gauss (doublexx A, doublex b, int n, doublex x)
s {
assert(n > 0);
schodkowa (A, b, n);
eliminwst(A, b, n, x);
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Funkcja sprowadzajaca macierz do postaci schodkowe;j:

void schodkowa(doublexx A, doublex b,
{

int n)

1=0;

kazdego

for (int
{ /% dla

i<n;, ++1i)

wiersza */
assert (Ali][i]!=0.0);//jesli
// assert(fabs(A[i][i]) > le—10);

nie=>macierz

//

for (int j=i+1; j<n; ++j)
{7/

wiersz j:=(wiersz

for (int k=i; k<n; ++k)
Aljllk] —= A[jILil/ALiTLi]+<ALi][k];

bljl —= AljILil/ALi ][ i]«b[i];

J)-ALJI[i]J/A[i]][i]*x(wiersz

osobliwa

lepiej

i)

Eliminacja wsteczna:

void eliminwst(doublexx A, doublex b, int n,

{

for (int i=n—1; i>=0; —i)

| x[i] = blil;
for (int k=i+1; k<n; ++k)
{ x[i] —= A[i][k] = x[k];
J}C[i] /= Ali]lil;

}

doublex x)
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3 C(Cwiczenia

Zadanie 9.1. Dana jest macierz A typu n X m o wartosciach rzeczywistych oraz liczba k € R.
Napisz funkcje, ktéra wyznaczy wartosé kA, czyli implementujaca mnozenie macierzy przez
skalar.

Zadanie 9.2. Dana jest macierz A typu n X m o wartoSciach rzeczywistych oraz wektor b €
R™. Napisz funkcjg, ktéra zwréci macierz [A|b], czyli A rozszerzong o nowa kolumne, ktérej
wartoS$ci pobrane sa z b.

Zadanie 9.3. Dana jest macierz A typu n X m o warto$ciach rzeczywistych oraz wektor
b € R™. Napisz funkcje, ktéra zwrdci macierz A rozszerzong o nowy wiersz, ktérego war-
tosci pobrane sa z b.

Zadanie 9.4. Dana jest macierz A typu 2 x 2 o wartosciach rzeczywistych. Napisz funkcje,
ktora zwrdci wyznacznik danej macierzy.

Zadanie 9.5. Dana jest macierz A typu 3 x 3 o warto$ciach rzeczywistych. Napisz funkcje,
ktora zwrdci wyznacznik danej macierzy.

* Zadanie 9.6. Dana jest macierz kwadratowa A o 4 wierszach i 4 kolumnach zawierajaca
wartoSci rzeczywiste. Napisz rekurencyjna funkcje, ktéra zwréci wyznacznik danej macierzy.
Skorzystaj wprost z definicji wyznacznika. Uwaga: taka metoda jest zbyt wolna, by korzystaé
z niej w praktyce.

Zadanie 9.7. Napisz funkcje, ktéra rozwiazuje uktad 2 réwnan liniowych korzystajac z metody
Cramera. Poprawnie identyfikuj przypadki, w ktérych dany uktad nie jest oznaczony.

Zadanie 9.8. Napisz funkcje, ktéra rozwiazuje uktad 3 réwnan liniowych korzystajac z metody
Cramera. Poprawnie identyfikuj przypadki, w ktérych dany uktad nie jest oznaczony.

Zadanie 9.9. Dana jest macierz A o warto$ciach catkowitych. Napisz funkcje, ktéra zwrdci jej
transpozycje.

Zadanie 9.10. Dana jest macierz A typu n x m o wartos$ciach catkowitych. Napisz funkcje,
ktéra dla danego 0 < ¢ < ni0 < j < m zwrdci podmacierz powstata przez usunigcie z A
i-tego wiersza 1 j-tej kolumny.

Zadanie 9.11. Dana jest kwadratowa macierz A o wartosciach catkowitych. Napisz funkcje,
ktéra sprawdzi, czy macierz jest symetryczna. Zwro¢ wynik typu bool.

Zadanie 9.12. Dana jest macierz kwadratowa A o wartosciach rzeczywistych typu n xn. Napisz
funkcje, ktéra zwrdci jej slad, okreslony jako

tr(A) =an +ax + -+ apy, = Zaiz‘-
i=1

Zadanie 9.13. Dla danej macierzy kwadratowej A napisz funkcje, ktora zwrdci jej diagonalg
w postaci tablicy jednowymiarowe;j.
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Zadanie 9.14. Dla danej macierzy kwadratowej A napisz funkcje, ktéra zwrdci jej macierz
diagonalna, czyli macierz z wyzerowanymi wszystkimi elementami poza przekatna.

Zadanie 9.15. Kwadratem tacinskim stopnia » nazywamy macierz kwadratowa typu n X n
o elementach ze zbioru {1,2,...,n} taka, ze zaden wiersz ani zadna kolumna nie zawieraja
dwéch takich samych warto$ci. Napisz funkcje¢, ktéra sprawdza, czy dana macierz jest kwadra-
tem tacinskim. Zwré¢ wynik typu bool.

Zadanie 9.16. Kwadratem magicznym stopnia n nazywamy macierz kwadratowa typu n X n
o elementach ze zbioru liczb naturalnych taka, ze sumy elementéw w kazdym wierszu, w kazde;j
kolumnie i na kazdej z dwoch przekatnych sa takie same. Napisz funkcjeg, ktora sprawdza, czy
dana macierz jest kwadratem magicznym. Zwr6¢ wynik typu bool.
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4 Wskazowki do ¢wiczen

Wskazéwka do zadania Wyznacznik macierzy 4 X 4 mozna policzy¢ ze wzoru
4 . .
det A = Z(_1)1+]aij det AiJ,
i=1
gdzie j jest dowolna liczba ze zbioru {1, 2, 3,4}, a A; ; jest podmacierza 3 x 3 powstata przez

opuszczenie i-tego wiersza i j-tej kolumny. Do wyznaczenia det A; ; mozna skorzysta¢ z nieco
zmodyfikowanej funkcji z poprzedniego zadania, ktérej nalezy przekazac A, ¢ oraz j.

AiPP-IX, s. 9.
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1 Struktury w jezyku C++

Do tej pory omawialiSmy nastgpujace ogdlne typy zmiennych: zmienne skalarne, tablicowe

1 wskaznikowe.

W jezyku C++ mozemy tworzy¢ wilasne typy zlozone bgdace reprezentacja iloczynu ska-

larnego r6znych innych zbioréw (typéw). Sa to tzw. struktury. Oto sktadnia ich definicji:

struct NazwaNowegoTypu
{
typl nazwaPolal
typ2 nazwaPola2;
/]
typN nazwaPolaN ;

}; // konieczny Srednik!

Zmienne typu ztozonego deklarujemy w standardowy sposéb, czyli np.

nazwaStruktury identyfikator;

Do poszczegdlnych pél struktury mozemy odwotaé si¢ za pomoca kropki, np.

identyfikator .nazwaPola

Pola zmiennej typu ztozonego traktujemy jak zwykle zmienne odpowiednich typow.

Przyktad: struktura reprezentujaca zbiér N x R.

struct NR
{

int polen;
double poler;
}s

int main()

{
NR x; // tzn. x€NxXxR

x.polen = 1;
x.poler = 3.14;

cout << x; // BLAD! operacja niezdefiniowana
cout << x.polen; // OK

return 0;

Oczywiscie mozna tez tworzy¢ tablice 1 wskazniki do obiektow tego typu:
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int main()
{
NR x[3]; // tablica
x[0].polen = 100;
x[0].poler 100.0;
/7.
NRx wska = &x[1];
// ... itp.
return 0;

Rozwazmy teraz nastgpujace funkcje:

void fI(NR a)

// a przekazana przez wartoS¢ — kopiowana
cout << a.polen << " " << a.poler;
}
void f2 (NR& a)
// a przekazana przez referencjeg — niekopiowana
cout << a.polen << " " << a.poler;

Jak juz wiemy, przekazanie zmiennej przez referencj¢ jest wydajniejsze niz podanie jej przez

warto$¢. W pierwszym przypadku nie zostanie utworzona jej kopia. Jednakze zmiany wprowa-

dzone w przekazanych obiektach beda widoczne na zewnatrz funkcji.
Idac dalej tym §ladem, rozpatrzmy 2 kolejne funkcje.

void f3 (const NR& a)

{
// a przekazana przez referencjeg — niekopiowana
// + zabezpieczona przed zmiang
cout << a.polen << " " << a.poler;
}
void f4 (NRx a)
{
// a przekazana przez wskainik — niekopiowana
cout << (*xa).polen << " " << (xa).poler;
// rownowazny zapis (!)
cout << a—>polen << " " << a—>poler;
}
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W funkcji f3 () dodatkowo zabezpieczyliSmy obiekt przed przypadkowa zmiana za pomoca
modyfikatora const.

Jak widzimy, przekazanie zmiennej przez wskaznik w tym kontekScie jest rOwnowazne
przekazaniu jej przez referencjg¢. Dostep do pdl struktury przekazanej przez wskaznik mozemy
uzyskaé za pomocg operatora —>, ktory jest bardzo wygodny.

2 Podstawowe abstrakcyjne struktury danych

W niniejszym paragrafie oméwimy nastgpujace dynamiczne abstrakcyjne struktury danych:

a) listy jednokierunkowe,
b) stosy,

¢) kolejki,

d) kolejki priorytetowe,
e) listy dwukierunkowe,
f) drzewa binarne.

Stuza one do przechowywania r6znego rodzaju danych. Kazda z nich charakteryzuje si¢ innymi
wlasciwosciami. Np. lista jednokierunkowa pozwala bardzo szybko dodawac¢ nowe elementy
do zbioru, a w kolejce priorytetowej mamy tatwy dostep do danych uporzadkowanych.

Dla uproszczenia w omawianych strukturach danych bedziemy przechowywali jeden ele-
ment typu int.

2.1 Lista jednokierunkowa

Lista kierunkowa (ang. linked list), podobnie jak tablica, stuzy do przechowywania elementéw
tego samego typu. W odréznieniu jednak od tablicy nie ma ona z géry ustalonego rozmiaru.
Pozwala na efektywne wstawianie i usuwanie elementéw. Odbywa si¢ to kosztem czasu ich
wyszukiwania.

Dane przechowywane sa w wezlach nastepujacej postaci:

struct wezel

int elem; // element(y), ktéry przechowujemy w weZle
wezelx nast; // wskaZnik na nastgpny element

}s

Wezty umieszczone sa w réznych (dowolnych) miejscach w pamigci. Kazdy z nich jest osobno
przydzielany dynamicznie.

Lista sktada si¢ z weztéw potaczonych ze soba w kierunku od pierwszego do ostatniego
elementu. Zatem dodatkowo nalezy zapamigtac, gdzie lezy pierwszy element:

wezelx pocz; // tzw. gtowa listy

Schemat przyktadowej listy jednokierunkowej przechowujacej elementy 3, 5 oraz 7 przed-
stawia rys. [I Zwré¢my uwage na to, w jaki sposob wezty moga by¢ rozlokowane w pamieci.
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o ........
..... >
3
pOCZ -
7
...... o .
NULL
MV
— (1nt)5
—— t(wezel*) 0xff0001cd -
<> Oxffabc508 - - - - . :
(int) 3 :
§ (wezel*) Oxffabc508 :
ke Oxffabe500 - - - : :
S Y N :
............................. B
(int) 7
: (WezZel) (v, :
"> 0xff000lcd - - - :
AN :
pocz }(wezel*) 0xffabc500 §
0xdf590544 - - - ; :
AN : =
.......................................................................... NULL

Rysunek 1: Przyktadowa lista jednokierunkowa przechowujaca elementy 3,5,7. Schemat gra-
ficzny 1 organizacja pamigci.

Przyjrzymy si¢ implementacji nastgpujacych operacji:

sprawdzenie, czy dany element wystepuje na liscie,

wstawienie elementu na poczatek listy,

wstawienie elementu na koniec listy,
usunigcie elementu z poczatku listy,
usunigcie elementu z kornca listy.

Uwaga

Nalezy zwrdécié szczegdlna uwage na przypadek, gdy lista poczatkowo jest pusta (gdy pocz
== NULL)!

2.1.1 Wyszukiwanie elementu

Na rys. [2] i [3] znajdziemy ilustracje, krok po kroku, w jaki sposéb przebiega wyszukiwanie
elementéw 5 oraz 2 na liScie zawierajacej (3,5,7).
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5
..... O
3
pocz ... o
wsk 7
..... O
NULL
5
..... O
3
pocz ... o
wsk 7
L o .........
NULL

Rysunek 2: Wyszukiwanie elementu 5 w liScie jednokierunkowe;.
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o. .
3
pocz ... o
wsk 7
O ........
NULL
5
o. .
3
pocz ... o
wsk 7
O ........
NULL
5
o. .
3
pocz ... o
7
O ........
wsk NULL
5
o. .
3
pocz ... o
7
o ........
wsk oy
NULL

Rysunek 3: Wyszukiwanie elementu 2 w liScie jednokierunkowe;.
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W pierwszym przypadku element zostaje odnaleziony juz w drugim kroku. W kolejnym
stwierdzamy, Ze nie ma go wcale na danej liScie.

Zauwazmy, ze korzystamy tutaj z dodatkowego wskaznika, za pomoca ktérego poruszamy
si¢ po odwiedzanych weztach. Wskaznik ten rozpoczyna swoje poszukiwania od glowy listy.
Jest to bowiem jedyny dostepny bezposrednio element. Do kazdego kolejnego dostajemy si¢ za
pomoca pola nast.

Oto iteracyjna wersja funkcji formalizujacej powyzsze kroki.

bool szukaj(wezelx pocz, int x)

{

wezelx wsk = pocz;
while (wsk != NULL)
{
if (wsk—>elem == x)
return true; // znaleziony
else
wsk = wsk—>nast; // przejdi do nastepnego wezla
}
return false; // doszlismy do koica listy
}
Wywotanie:

[*]

szukaj(pocz, x);

Podany wyzej algorytm mozna réwniez zapisa¢ rOwnowaznie w formie rekurencyjne;j.

bool szukaj2(wezel*x wsk, int x)

{
if (wsk == NULL)
return false; // doszlismy do korca listy
else if (wsk—>elem == x)
return true; // znaleziony
else
return szukaj2 (wsk—>nast, x); // szukaj dalej
}
Wywolanie:

szukaj2 (pocz, x);

2.1.2 Wstawianie elementu

Najpierw zajmijmy si¢ wstawianiem elementu na poczatek listy. Rys. ] ilustruje kolejne kroki
potrzebne do utworzenia listy (6,3,5,7) z listy (3,5,7). Zwr6¢my uwage, ze po dokonaniu tej
operacji zmienia si¢ gtowa listy.
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7
..... O
NULL
POCT - .
6 7
O.. ..... O .........
nowy NULL
pocz _
6 7
o.. ..... o .........
nowy NULL

Rysunek 4: Wstawianie elementu 6 na poczatek listy jednokierunkowe;j.
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Oto kod stosownej funkcji w jezyku C++. Zauwazmy, ze pierwszym parametrem jest refe-
rencja na zmienna wskaznikowa. Przekazujemy tutaj gtowe listy, ktéra bedzie zmieniona przez

10

te funkcje.
void wstawpocz(wezelx& pocz, int x)
wezel+x nowy = new wezel;
nowy—>elem = x;
nowy—>nast = pocz; /¥ wskazuj na to, na co wskazuje pocz,
moze by¢é NULL %/
pocz = nowy, /x teraz lista zaczyna sig
od nowego wezta =/

Rozwazmy teraz, w jaki sposéb wstawi¢ element na koniec listy. Rys. [3i [6] ilustruja, w jaki
spos6b utworzy¢ liste (3,5,7,1), majac dang liste (3,5,7). Zauwazmy, ze pierwszym krokiem,
jaki nalezy wykonaé, jest przej$cie na koniec listy. Tutaj korzystamy z dwéch dodatkowych
wskaznikow.

Ponizsza funkcja implementuje interesujaca nas operacje. Zauwazmy, Ze pierwszym pa-
rametrem jest referencja do wskaznika. Jezeli lista jest pusta, przekazana gtowa moze zosta

zmieniona.

void wstawkon (wezelx& pocz, int x)

{
wezelx nowy = new wezel;
nowy—>elem = Xx;
nowy—>nast = NULL;

if (pocz == NULL) // czy lista pusta?
pocz = nowy;
else

{

wezelx wsk = pocz;
while (wsk—>nast '= NULL)
wsk = wsk—>nast; // przejdi na ostaini element

wsk—>nast = nowy; // nowy ostatni element

A oto réwnowazna wersja rekurencyjna.
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5
..... o -~
3
pocz ... o
wsk
NULL
5
..... O ~
3
POCT - o
wsk ‘
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5
..... o -~
3
pocz ... o
wsk NULL

Rysunek 5: Wstawianie elementu 1 na koniec listy jednokierunkowe;j cz. 1.
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..... Oy
3 i
pocz ........ o Enowy...> Ot
7
..... o
wask NULL
5
..... N ISAN
3 1
pocz --...... o1 nowy | Ot
7
..... O..-
wsk * NULL

Rysunek 6: Wstawianie elementu 1 na koniec listy jednokierunkowej cz. II.

void wstawkon2 (wezelx& wsk, int x)

{
if (wsk !'= NULL)
wstawkon2 (wsk—>nast , x); // idZ dalej
else
{
wsk = new wezel;
wsk—>elem = x;
wsk—>nast = NULL;
}
}

2.1.3 Usuwanie elementu

Podobnie jak wyzej, i tutaj rozpatrzymy dwa przypadki, w ktérych usuwany element znajduje
si¢ na poczatku badZ na koncu listy.

Rys. [/| przedstawia mozliwy sposéb usuwania elementow z poczatku listy jednokierunko-
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Rysunek 7: Usunigcie elementu z poczatku listy jednokierunkowe;.
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wej. Implementacj¢ tej operacji w C++ przedstawia ponizszy kod. Zauwazmy, ze po jej do-
konaniu mozliwe jest osiagnigcie stanu glowa == NULL, co oznacza, ze usuni¢ty element byt
jedynym.

)

w

FS

)

w

void usunpocz(wezelx& pocz)
{
if (pocz != NULL)
{
wezelx wsk = pocz;
pocz = pocz—>nast;
delete wsk;

Zastandwmy sig teraz, w jaki spos6b dokona¢ wykasowania ostatniego elementu.
Rys. [§|przedstawia krok po kroku kolejne dziatania. Formalizuje je nastepujacy kod w C++.

void usunkon(wezelx& pocz)
{
if (pocz == NULL)
return ; // lista pusta
else if (pocz—>nast == NULL)
{ // tylko jeden element

delete pocz;

pocz = NULL;

}

else

{ // > 1 element
wezelx wsk = pocz;
// przejdi na przedostatni element
while (wsk—>nast—>nast != NULL)

wsk = wsk—>nast;

delete wsk—>nast;
wsk—>nast = NULL;

}

AiPP-X, s. 14.




5
o. .
3
pocz ... O
wsk - 7
O. N S
NULL
5
O. .
3
pocz ... O
wsk - 7
. o X T
NULL
5
O. .
3
pocz ... O
wsk ‘
...)
NULL
5
O. P
3
pocz ... O
wsk ‘
NULL

Rysunek 8: Usunigcie elementu z korica listy jednokierunkowe;.
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Omawiang procedur¢ mozna zapisa rowniez w postaci rekurencyjnej.

)

void usunkon2 (wezelx& wsk)
{
if (wsk == NULL) return; // lista byla pusta
else if (wsk—>nast == NULL) // jestesmy na korcu
{
delete wsk;
wsk = NULL;
}
else // idziemy dalej
usunkon2 (wsk—>nast) ;

2.1.4 Uwaga na temat wydajnosci

Poréwnajmy na koniec dwie struktury danych: list¢ jednokierunkowa oraz zwykta tablicg jed-
nowymiarowa, przechowujace n elementéw. Ponizsza tabela zestawia liczbg elementéw, ktore
nalezy rozpatrze¢, aby méc zrealizowaé podstawowe operacje.

Operacja Tablica Lista

Dostep do i-tego elementu 1 1
Wyszukiwanie <n <n
Wstawianie na poczatek n 1

n n (%)

n 1

n n

Wstawianie na koniec
Kasowanie z poczatku
Kasowanie z konca

(*) Liczbe operacji potrzebnych do wstawienia elementu na koniec listy mozna zredukowac
do 1 jesli dodatkowo bedziemy przechowywaé wskaznik na koniec listy. Wymaga to jednak
przerobienia wszystkich funkcji.

Zauwazmy, ze dostep do poszczegdlnych elementéw w tablicy jest natychmiastowy. Z kolei
lista ma t¢ zaletg, iz szybko pozwala zwigksza¢ badZ zmniejsza¢ swdj rozmiar. Nie wymaga
ona bowiem kopiowania wszystkich elementéw za kazdym razem.

2.2 Stos

Stos (ang. stack) jest strukturg danych typu LIFO (ang. last-in-first-out), tzn. elementy sa zdej-
mowane z niej w kolejnosci odwrotnej niz byty na niej umieszczane.
Stos udostepnia tylko dwie operacje:

— umies¢ (ang. push) — wstawia element na poczatek stosu,
— wyjmij (ang. pop) — usuwa i zwraca element z poczatku stosu.

Bardzo tatwo jest zaimplementowaé stos z uzyciem juz poznanych algorytmow dla listy
jednokierunkowej. Dlatego pozostawiamy go jako ¢wiczenie.
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2.3 Kolejka

Kolejka (ang. queue) jest strukturg danych typu FIFO (ang. first-in-first-out), czyli elementy sa
udostgpniane w tej samej kolejnosci, w jakiej byly w niej umieszczane. Udostgpnia ona dwie
nastgpujace operacje:

— umies¢ (ang. enqueue) — wstawia element na koniec kolejki,
— wyjmij (ang. dequeue) — usuwa i zwraca element z poczatku kolejki.

Ze wzgledéw wydajnoSciowych kolejke dobrze jest implementowad jako listg jednokierun-
kowa, w ktorej przechowuje si¢ dodatkowo wskaznik na ostatni element. Jej implementacje
pozostawiamy jako ¢wiczenie.

2.4 Kolejka priorytetowa

Jako kolejne éwiczenie pozostawiamy takze implementacj¢ tzw. kolejki priorytetowej (ang.
priority queue), ktora jest modyfikacja listy jednokierunkowej. Przechowuje ona elementy wg
porzadku <= (bez duplikatéw). Udostgpnia nastgpujace operacje:

— wstawienie elementu wg porzadku <=,
— pobranie elementu najmniejszego,
— usunigcie elementu najmniejszego.

2.5 Lista dwukierunkowa

Lista dwukierunkowa pozwala na bardzo szybkie wstawianie i usuwanie elementéw zaréwno
z konica, jak 1 z poczatku listy. Dodatkowo pozwala na przegladanie elementéw w kierunku
przeciwnym. Dane przechowywane sa w wezlach nastgpujacej postaci:

struct wezel
int elem; // elemeni(y), kitory przechowujemy w weZle
wezelx nast;, // wskaZnik na nastepny element
wezelx poprz; // wskainik na poprzedni element

}s

Nalezy rzecz jasna zapamigtaé wskaznik na pierwszy (pocz) 1 wskaznik na ostatni (kon)
element listy dwukierunkowe;.

Przyktadowa lista dwukierunkowa (3,5,7) przedstawiona jest na rys. [9]
Jako ze jej implementacja jest do$¢ podobna do omawianych juz konstrukcji, pozostawiamy
ja jako ¢wiczenie.

2.6 Drzewo binarne

Drzewo poszukiwan binarnych (BST, ang. binary search tree) jest dynamiczna abstrakcyjna
strukturg danych, ktéra przechowuje dane uporzadkowane wzglgdem relacji <=. Umozliwia ono
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Rysunek 9: Przyktadowa lista dwukierunkowa.

czesto dos¢ szybkie wyszukiwanie elementéw. Dla danych losowych oczekiwana liczba opera-
cji koniecznych do znalezienia danej wartosci jest rzedu log, n (logarytm jest funkcja, ktéra
dos¢ wolno zwigksza swe wartoSci wraz ze wzrostem warto$ci argumentu, np. log, 1000 ~ 10,
a log, 10000 ~ 13). Niestety, w przypadku pesymistycznym liczba ta ro$nie do n, gdzie n
to rozmiar przechowywanego zbioru danych. Na zajeciach w III semestrze dowiemy sig, jak
rownowazy¢ drzewa w taki sposéb, aby wyszukiwanie bylo zawsze efektywne.

Dane w drzewie binarnym przechowywane sa w weztach zdefiniowanych nastgpujaco:

struct wezel

{
int elem; // celemeni(y), kitory przechowujemy w weZle
wezelx lewy;, // wskaZnik na lewe poddrzewo (lewego potomka)
wezelx prawy; // wskaZinik na prawe poddrzewo (prawego
potomka )
1

Zatem kazdy wezet ma co najwyzej dwoch potomkow.

Drzewo jest struktura acykliczna, tzn. wychodzac z dowolnego wezta za pomoca wskazni-
kéw, nie da si¢ do niego wrécic¢. Ponadto, jesli istnieje Sciezka pomigdzy weztami v i w, jest
ona okreslona jednoznacznie.

Poczatek drzewa okresla wezel zwany korzeniem (ang. roor). Nie da si¢ do niego dojs¢é
z zadnego innego wezla (inaczej: nie ma on rodzica). Ponadto, drzewo jest spéjne, tzn. z korze-
nia mozna doj$¢ do kazdego innego wezta. Wezly, ktére nie maja potomkow, zwane sg inaczej
liSémi.

Rozpatrzmy dowolny wezet v. Wazna cechg drzewa jest to, ze

a) wszystkie elementy w jego lewym poddrzewie sa nie wigksze niz element przechowy-
wany w wezle v,

b) wszystkie elementy w jego prawym poddrzewie sa wigksze niz element przechowywany
W .

Czesto rozpatruje si¢ drzewa (i tak czynimy w tym przypadku), w ktérych zabronione jest prze-
chowywanie duplikatow elementow.

Rozwazymy nastgpujace operacje na drzewie binarnym.
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— wyszukiwanie zadanego elementu,
— wypisywanie elementéw wg porzadku <=,
wstawianie,

usuwanie.

2.6.1 Wyszukiwanie elementu

Rys. [I0]ilustruje krok po kroku wyszukiwanie elementu 2 w drzewie sktadajacym si¢ z elemen-

6w {1,2,3,5,6,8}.

Uwaga

ZwréEmy uwage, ze istnieje wiele postaci drzew binarnych, ktére mogtyby stuzy¢ do prze-

chowywania powyzszego zbioru wartosci. W szczegdlnosci drzewo takie mogtoby si¢ zredu-

kowac do listy, np. jesli zaden z wezléw nie miatby lewego badZ prawego poddrzewa. W tym

przypadku wyszukiwanie moze wymagac przejrzenia wszystkich elementéw.

Oto wersja iteracyjna funkcji stuzacej do wyszukiwania elementéw o zadanej wartosci.

iibool szukaj(wezelx korzen, int x)

2 {

3 wezelx wsk = korzen;

4 while (wsk != NULL)

5 {

6 if (x == wsk—>elem) return true;
7 else if (x < wsk—>elem) wsk

8 else wsk

1 return false; // nie znaleziono

wsk—>lewy ;
wsk—>prawy ;

Ponizej znajduje si¢ rownowazna funkcja rekurencyjna.

i|bool szukaj2 (wezelx wsk, int x)

2 {

3 if (wsk == NULL) return
4 else if (x == wsk—>elem) return
5 else if (x < wsk—>elem) return
6 else return
|}

false ;

true ;

szukaj2 (wsk—>lewy ,x);
szukaj2 (wsk—>prawy ,x) ;
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2<6 korzen

2<3 korzen

2>1 korzen

Rysunek 10: Wyszukiwanie elementu 2 w przyktadowym drzewie binarnym.
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2.6.2 Wypisywanie wszystkich elementéw wg porzadku

Procedura wypisujaca wszystkie elementy przechowywane w drzewie uwzgledniajaca porzadek
<= jest ze swej natury rekurencyjna. Skoro wartosci w lewym poddrzewie danego wezta sa
mniejsze (przypominany, omijamy duplikaty) od warto$ci w danym wezZle, dajmy na to, v, przed
wypisaniem wartosci w v nalezy wypisa¢ wartosci w lewym poddrzewie v.

Implementacja wyszukiwania jest do$¢ prosta.

void wypisz(wezelx wsk)

{

3 if (wsk == NULL) return; // iu nie ma nic do roboty

)

5 wypisz (wsk—>lewy) ; // najpierw lewe poddrzewo
6 cout << wsk—>elem // teraz wypisywanie
7 wypisz (wsk—>prawy); // a potem prawe poddrzewo

2.6.3 Wstawianie elementu

Wstawianie elementu 4 do przyktadowego drzewa binarnego ilustruje rys. [T1]

Najprosciej wstawi¢ element jako 1i$¢. Zatem najpierw nalezy znalezé wezet, do ktérego
nowy element bedziemy doczepiaé jako potomka. Oto wersja rekurencyjna stosownej funkcji:

void wstaw (wezelx& wsk, int x)

{
3 if (wsk == NULL)
4 { // tutaj bedzie nowy lis¢

)

s wsk = new wezel;

6 wsk—>elem = x;

7 wsk—>lewy = NULL;

8 wsk—>prawy = NULL;

9 }

10 else if (x == wsk—>elem) return; // nic nie rob

1 else if (x < wsk—>elem) return wstaw(wsk—>lewy, x);
12 else return wstaw (wsk—>prawy, x);

2.6.4 Usuwanie elementu

Usuwanie elementu z drzewa jest do$¢ skomplikowane. Musimy rozpatrzec trzy przypadki:
a) lis¢ — po prostu usunac,

b) wezet z jednym potomkiem — zastapi¢ potomkiem,
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[*]

korzen

Rysunek 11: Wstawianie elementu do przyktadowego drzewa binarnego.

¢) wezel v z dwoma potomkami — zastgpi¢ lewym (prawym) dzieckiem (ozn. w). Lewe
(prawe) poddrzewo w pozostaje bez zmian. Prawe (lewe) poddrzewo v staje si¢ prawym
(lewym) poddrzewem w. Prawe (lewe) poddrzewo w zostaje doczepione za elementem
najmniejszym (najwigkszym) w prawym (lewym) poddrzewie v.

Zainteresowanym przedstawiamy przyktadowa implementacjg.

void usun(wezelx& wsk,

{
if (
else
else
else

if (wsk—>lewy

wsk
if (x
if (x
{

wezelx usuwany
wsk =

int x) //

rekurencyjna

NULL) return; // elementu brak
< wsk—>elem) usun(wsk—>lewy, x);

> wsk—>elem) usun(wsk—>prawy, Xx);

danego

NULL) {
wsk ;
//

wsk—>prawy ; zastqp prawym, nawet jesli NULL

delete usuwany;
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else if (wsk—>prawy == NULL) {
wezel+ usuwany = wsk;
wsk = wsk—>lewy; // lewy nie jest NULL;
delete usuwany;

}

else

{ 7/ ma obydwu potomkoéw

// zastagqpimy "sprytnie" usuwany wezelt jego prawym

potomkiem

// znajdi najwiekszy element mniejszy nii usuwany—>
elem

wezelx wsk2 = wsk—>lewy;

while (wsk2—>prawy != NULL)
wsk2 = wsk2—>prawy;

// elementy wieksze od wsk2—>elem , ale mniejsze niz

// wsk—>prawy—>elem bedq "adoptowane" przez wsk2,

// ktore bedzie sig znajdowadé gdziesS w lewym podrzewie

wsk
wsk2—>prawy = wsk—>prawy—>lewy ;

// powigkszone lewe wsk podrzewo przenosimy jako lewe
poddrzewo

// prawego potomka wsk, zZeby wtlasnosci drzewa

// binarnego zostaty zachowane

wsk—>prawy—>lewy = wsk—>lewy ;

// zapamigetaj element usuwany

wezelx usuwany = wsk;

// prawy potomek usuwanego wskakuje na miejsce swego
rodzica

wsk = wsk—>prawy;

delete usuwany;
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Podziekowania. Serdecznie dzigkuj¢ Jowicie Haci, Kasi Fokow i Michatowi Degbskiemu za
pomoc w udoskonaleniu niniejszych materiatow.
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3 C(Cwiczenia

Zadanie 10.1. Napisz samodzielnie pelny program w jezyku C++, ktéry implementuje i testuje
(w funkcji main()) nastgpujace operacje na liScie jednokierunkowej przechowujacej wartosci
typu double:

a) Wyznaczenie sumy warto$ci wszystkich elementow.

b) Wyznaczenie sumy wartosci co drugiego elementu.

¢) Wyszukiwanie danego elementu.

d) Wstawienie elementu na poczatek listy.

e) Wstawienie elementu na koniec listy.

f) Wstawienie elementu na i-tg pozycje listy.

g) Usuwanie elementu z poczatku listy. Usuwany element jest zwracany przez funkcje.

h) Usuwanie elementu z konica listy. Usuwany element jest zwracany przez funkcje.

i) Usuwanie elementu o zadanej wartosci. Zwracana jest warto$¢ logiczna w zaleznosci od
tego, czy element znajdowat si¢ na liscie, czy nie.

J) Usuwanie i-tego w kolejnoSci elementu. Usuwany element jest zwracany przez funkcje.

Zadanie 10.2. Rozwiaz powyzsze zadanie, implementujac list¢ jednokierunkowa, ktéra dodat-
kowo przechowuje wskaznik na ostatni element.

Zadanie 10.3. Rozwiaz powyzsze zadanie, implementujac liste dwukierunkowa.

Zadanie 10.4. Dla danych dwdch list jednokierunkowych napisz funkcje, ktéra je potaczy, np.
dla (1,2,5,4) oraz (3,2,5) sprawi, ze I lista bedzie postaci (1,2,5,4,3,2,5), a Il zostanie skasowana.

Zadanie 10.5. Napisz samodzielnie petny program w jezyku C++, ktéry implementuje i testuje
(w funkcji main()) stos (LIFO) zawierajacy dane typu int.

Zadanie 10.6. Napisz samodzielnie pelny program w jezyku C++, ktéry implementuje i testuje
(w funkcji main()) zwyklta kolejke (FIFO) zawierajaca dane typu charx (napisy).

* Zadanie 10.7. Zaimplementuj operacje enqueue() i dequeue() zwyktej kolejki (FIFO) typu
int korzystajac tylko z dwdch gotowych stoséw.

Zadanie 10.8. Napisz samodzielnie pelny program w jezyku C++, ktéry implementuje i testuje
(w funkcji main()) kolejke¢ priorytetowa zawierajaca dane typu int.

Zadanie 10.9. Napisz funkcje, ktéra wykorzysta kolejke priorytetowa do posortowania danej
tablicy o elementach typu int.

Zadanie 10.10. Napisz samodzielnie pelny program w jezyku C++, ktéry implementuje i te-
stuje (w funkcji main()) nastgpujace operacje na drzewie binarnym przechowujacym wartoSci
typu double:

a) Wyszukiwanie danego elementu.

b) Zwrdcenie elementu najmniejszego.

¢) Zwrocenie elementu najwigkszego.

d) Wypisanie wszystkich elementéw w kolejnosci od najmniejszego do najwigkszego.

e) Wstawianie danego elementu. JeSli wstawiany element znajduje si¢ juz w drzewie nie
nalezy wstawia¢ jego duplikatu.

f) Usuwanie danego elementu. Usuwany element jest zwracany przez funkcje.
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4 Wskazowki do ¢wiczen

Wskazéwka do zadania Dane s stosy A oraz B.

Operacja enqueue(): odi6z element na stos A.

Operacja dequeue(): zdejmij element ze stosu B. Jesli stos jest pusty, przerzu¢ na niego
wszystkie elementy ze stosu A korzystajac z metod pop() i push().
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