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((,X)  -  wektor losowy charakteryzujący losowo wybrane ryzyko z portfela 

(  -  profil (parametr) ryzyka opisujący zróżnicowanie portfela 

X  -  wypłata (strata, wysokość roszczenia danego ryzyka) 

Pind :=  (((( = E(X(()  -  składka indywidualna 

Pkol :=  EX = E(((( =  
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(, X1, X2, ..., Xn, Xn+1,..., 

gdzie 

·     (   ma dystrybuantę U 

·     X1, X2, ...    są warunkowo niezależne pod warunkiem ( = (, o dystrybuancie F(, skąd 

F(x1,x2,..., xn,() =  
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Stwierdzenie.   Wypłaty Xi, Xj są dodatnio skorelowane (o ile nie są deterministyczne) 

Dowód. 
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Definicja (składki bayesowskiej)   Niech 
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Twierdzenie.   Składka bayesowska jest estymatorem bayesowskim (((( ze względu na kwadratową funkcję straty. 

Dowód. 
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Twierdzenie 1. (o błędach średniokwadratowych składek) 
·                          
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Przykłady składek bayesowskich 

I. Mieszanina rozkładu Poissona i Gamma -  (przykład Bischel’a, 1964) 

Założenia i oznaczenia: 

·   Nj  =  liczba szkód kierowcy w j-tym roku ubezpieczenia 

·   Xj  =  łączna wypłata w j-tym roku 

·    (1)      
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·    (2)  N1, N2, ... , Nn są warunkowo niezależne pod warunkiem  ( = (, oraz 
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(b)       
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Twierdzenie 2.    Przy założeniach  (1), (2) 

(i)                
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(ii)               
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Uwagi.  

·          Pind = CFind,   Pkol = CFkol ,   PBayes = CFBayes 

·                     
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wzrost (  (  zmniejszenie zróżnicowania ryzyk (zmniejszenie niejednorodności portfela) 
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Stąd i z tw. (iv)  
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Dowód twierdzenia 2. 

·   (i) i (ii) jest bezpośrednią konsekwencją zał. (1), (2) modelu. 

·   (iii)  
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Zatem trzeba znaleźć rozkład a posteriori  (  pod warunkiem  N1 = n1, .... , Nn = nn
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(iv)   Z tw. 1 o błędach średniokwadratowych odpowiednich estymatorów składki (u nas szkodowości) bayesowskiej: 
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Stąd  (iv)  wynika z powyższego wzoru i uwag po twierdzeniu 2: 
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Estymacja parametrów strukturalnych (param. rozkładu ()
Estymator bayesowski  
[image: image35.wmf]n

N

N

E

+

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

Q

=

Q

·

-

b

g

~

  zależy od rozkładu U jedynie poprzez  ( , ( . 

Dane (Bischel – liczby szkód komunikacyjnych w Szwajcarii, 1961 r.):   

	k
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	Łącznie

	# polis o k szkodach
	103704
	14075
	1766
	255
	45
	6
	2
	119853


Wylosowano niezależnie 119853 kierowców: 

((1, N(1)), ((2, N(2)), ... , ((I, N(I)),  I = 119853,  iid

((i, N(i)) ~ ((, N),  ( ~ ((( ,(),   N(( = ( ~ Poisson(()

Estymacja (, (   metodą momentów:
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Empiryczny estymator bayesowski profilu ryzyka ( = 
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 Stąd  N ~ ujemny dwumianowy z parametrami  (,  p.
Porównanie zaobserwowanych liczebności szkód z symulowanymi próbkami z rozkładów:  

·    Poissona   z   (0 = 0,155

·    Ujemnego dwumianowego z  (0  =  1,001,   (0  = 6,458 

	k
	N(i)
	Poisson
	Ujemny dwumianowy

	0
	       103 704
	    102 629
	                103 757

	1
	         14 075
	      15 922
	                  13 934

	2
	           1 766
	        1 234
	                    1 871

	3
	              255
	             64
	                       251

	4
	                45
	               3
	                         34

	5
	                  6
	               0
	                           5

	6
	                  2
	               0
	                           1

	Łącznie 
	       119 853
	    119 853
	                119 853


Wyznaczenie składki na bazie przyjętego modelu i empirycznego estymatora bayesowskiego szkodowości indywidualnej: pierwszy system Bonus-Malus (Bischel 1964): 

składka indywidualna =  (Bonus-Malus factor = 
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 ) ( składka dla kierowcy o średniej szkodowości (0 = 0,155. 

II.        Uogólnienie modelu:  Poisson-Gamma 

Zróżnicowanie rozkładu a priori profilu ryzyka pomiędzy grupami ryzyk, okresami ubezpieczenia, np. w ubezpieczeniach komunikacyjnych zależnie od regionu geograficznego, przebiegu samochodu, w ubezpieczeniach grupowych na życie lub wypadkowych zależnie od struktury wieku, płci w grupie. 

Założenia równoważne zał. (2) w modelu I (Poisson-Gamma): 

(2*)  N1, N2, ... , Nn są warunkowo niezależne pod war. ( = (, 

(a*)   
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(b*)       
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Założenia modelu II 

(II1)   Liczby szkód Nj , j = 1,2,...  są warunkowo niezależne pod warunkiem ( o rozkładzie Poissona z parametrem 
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Stwierdzenie. Przy założeniach (II1) i (II2)  
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III. Model  dwumianowy – beta 

Zastosowanie:  grupowe ubezpieczenia na życie, grupowe ubezpieczenia wypadkowe, np. załóżmy, że w danej grupie każde ryzyko ma jednakowe prawdopodobieństwo wypadku, (np. niezdolności do pracy, inwalidztwa, etc), oraz, że  wypadki  występują niezależnie oraz osoba dla której zdarzy się wypadek opuszcza grupę. 

Niech dla każdego roku j = 1, 2,... 

Nj = liczba nowych wypadków w grupie w roku j
Vj = liczba członków grupy na początku roku j 
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Założenia: 

(III1)  Liczby wypadków Nj , j = 1,2,...  są warunkowo niezależne pod warunkiem ( o rozkładzie dwumianowym: 
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(III2)   
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[image: image84.wmf]Q

  = „prawdziwe” prawdopodobieństwo wypadku, które chcielibyśmy znać. 

Stwierdzenie. Przy założeniach (III1) i (III2)  
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(iii) 
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(iv)  
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Dowód. (i), (ii) bezpośrednio z zał. modelu. 

(iii) 
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Z ostatnich równań i postaci (: 
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