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Zbiory - oznaczenia, operacje

Oznaczenia zbiorow:

N ={1,2,3....} - zbiér liczb naturalnych

7 ={0,4+1,£2,+3....} - zbidr liczb caltkowitych

Q= {]3 :p,q € Z,q # 0} - zbiér liczb wymiernych
q

R - zbior liczb rzeczywistych

<a,b>,(a,b>,(—00,b>, (a,00) i.t.p. - przedziaty

Dziatania na zbiorach:

AU B - suma zbioréw

AN B - iloczyn zbioréw (przecigcie)

A\ B - r6znica zbioréw

A’ - dopemienie zbioru A

Uwaga: Uzwyajac dopetnienie zaktabamy, ze zbiér A jest podzbiorem jakiegos wiekszego,
ustalonego zbioru (najczesciej R . Wtedy A’ =R\ A

Ax B={(a,b):a € A be B} - iloczyn kartezjanski zbioréw
Przyktad 1:

Niech A ={1,2} , a B ={1,2,3}. Wtedy:

Ax B=1{(1,1),(1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3)}

Przyklad 2:

Niech A =<1,3>,a B=<1,2>. Wtedy: A x B jest prostokatem:

| |
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Dla iloczynu kartezjanskiego tego samezgo zbioru przez siebie stosujemy oznaczenie:

A2=Ax A, A2=AxAx Ait.p.

Funkcje

Funkcja nazywamy trojke (X,Y, W) , gdzie X,Y sa zbiorami, a W C X xY jest podzbiorem
iloczynu kartezjanskiego majgcym witasnoscé:

Dla kazdego = € X istnieje doktadnie jeden element y € Y taki, ze (x,y) € W

Zbioér X nazywamy dziedzing funkcji, Y przeciwdziedzing funkcji, a W wykresem funkcji.
Stosujemy tez oznaczenie: y = f(x) zamiast (z,y) € W ,oraz f: X — Y

Element x nazywamy argumentem funkcji, a y = f(x) obrazem lub wartoscia funkcji.

Jesli A C X jest podzbiorem X to zbior f(A) ={y €Y :(Jr € X) y = f(x)} nazywamy
obrazem zbioru A.



Obraz dziedziny f(X) nazywamy zbiorem wartosci funkcji.

Jedli B C Y jest podzbiorem Y to zbiér f1(B) ={zx € X : (Jy € B) y = f(x)} nazywamy
przeciwobrazem zbioru B.

Funkcja jest 'na’ wtedy i tylko wtedy, gdy f(X) =Y - zbiér wartosci jest réwny przeciw-
dziedzinie. Inaczej mozna to sformultowaé: przeciwobraz zbioru niepustego jest niepusty.

Funkcja jest réoznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy przeciwobraz zbioru jednoelemen-
towego jest zbiorem jednoelementowym lub pustym: (Vzy, 20 € X) 27 # 20 = f(11) #

f(x2)

Jezeli funkcja jest réznowartoéciowa i na’ to istnieje funkcja odwrotna f=!:Y — X zdefi-
niowana nastepujaco:

VzeXyeY) z=fy) ey=[f(z)

Taka funkcje nazywamy tez bijekcja.

Uwaga: Zmiast funkcja uzywa sie tez sformutowan: przeksztalcenie, odwzorowanie, trans-
formacja, operator, dziatanie.

Elementy logiki

p - zdanie. Moze by¢ prawdziwe albo falszywe
p(z) , p(x,y) i.t.p - funkcja zdaniowa jednej lub wielu zmiennych. Dla pewnych wartosci
zmiennych moze by¢ prawdziwa, dla innych fatszywa.

Uwaga: W ponizszych przyktadach zmienne z,y € R.

Przyktad:
Funkcja zdaniowa p(z) : © > 1 jest prawdziwa dla x = 2 | a falszywa dla x =0
Funkcja zdaniowa p(z) : Va2 = x jest prawdziwa dla > 0 , a falszywa dla © < 0

Negacja

Stosowane oznaczenia:

~p

-p

Czytamy: nie p ; nieprawda, ze p

Wartosé logiczna: Negacja ~ p jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy zdanie p jest falszywe.

Koniunkcja

Oznaczenia: p A q

Czytamy: p i q

Wartos¢ logiczna: Koniunkcja p A q jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy jednoczesnie p
i ¢ sa prawdziwe.

Alternatywa

Oznaczenia: p V q

Czytamy : p lub ¢

Wartosé logiczna: Alternatywa pVq jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy p jest prawdziwe
lub ¢ jest prawdziwe.

Implikacja

Oznaczenia: p = q
Czytamy: Jesli p to q ; z p wynika q ; ¢ wtedy, gdy p ; p jest warunkiem dostatecznym dla ¢
; q jest warunkiem koniecznym dla p



Wartos$é logiczna: Implikacja p V ¢ jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy p jest falszywe
lub p i q s prawdziwe.

Réwnowaznosé

Oznaczenia: p < g

Czytamy: q jest rownowazne ¢ ; g wtedy i tylko wtedy, gdy p ; p jest warunkiem koniecznym
i dostatecznym dla ¢

Wartos¢ logiczna: Rownowaznos$é p < ¢ jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy p i ¢ sa
prawdziwe lub p i ¢ sa falszywe.

Kwantyfikatory

Kwantyfikator ogdlny:
Dla kazdego x, dla wszystkich z
Oznaczenia:

Vi

A

X

Kwantyfikator szczegbdtowy:
Istnieje =

Jx

V

Imeaga: Niech p(z) bedzie funkcja zdaniowa. Wtedy (Elx) p(z) jest zdaniem, a nie funkcja
zdaniowa zmiennej . Méwimy, ze x jest zmienna zwigzana. Np. zdanie (Elw)(:v > 1) jest
prawdziwe, a zdanie (z > 1) prawdziwe dla = = 2, falszywe dla x =0 .

Pewne prawa logiczne:

~ (Vg =(~p A(~q)

~(pAg) =(~p)Vi~a)
= (~ ¢q) = (~ p) - dowdd nie wprost

Kresy

Niech A C R bedzie dowolnym zbiorem liczb rzeczywistych. Wtedy

Definicja: M jest ograniczeniem gérnym (dolnym) zbiotu A C R wtedy i tylko wtedy, gdy:
(VxEA) r<M (x>M)

Liczbe M nazywamy ograniczeniem gérnym ciagu.

Definicja: Zbiér A C R jest ograniczony od géry (od dotu) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
ograniczenie gérne (dolne). Zbidr jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony
zaréwno od gory jak i od dotu.

Definicja: Elementem najwiekszym (maksimum) zbioru A C R nazywamy element y € A
bedacy ograniczeniem gérnym zbioru A. Oznaczamy:
y = max A



Definicja: Elementem najmniejszym (minimum) zbioru A C R nazywamy element y € A
bedacy ograniczeniem dolnym zbioru A. Oznaczamy:
y=min A

Pzryktad:

min < 0,1 > =0

min (0,1 >  nie istnieje
min (—oo,1 > nie istnieje

Uwaga: W przyktadzie 2 zbior jest ograniczony od dotu, ale nie ma elementu najmniejszaego.

Definicja: Kresem gérnym (supremum) zbioru A C R nazywamy najmniejszy element
zbioru ograniczen goérnych zbioru A. Oznaczamy:
y=supA

Definicja: Kresem dolnym (infimum) zbioru A C R nazywamy najwiekszy element zbioru
ograniczen dolnych zbioru A. Oznaczamy:
y =inf A

Przyktad:

inf < 0,1 >= max (—o00,0 >=0
inf (0,1 >= max (—00,0 >=0

inf (—0o,1 >=max() nie istnieje

Uwaga:

Jezeli nie istnieje kres gérny zbioru A C R to stosuje si¢ tez oznaczenie:
sup A = oo

Jezeli nie istnieje kres dolny zbioru A C R to stosuje si¢ tez oznaczenie:
inf A= —o0

Aksjomat cigglosci: Kazdy niepusty, ograniczony od gory podzbior zbiou liczb rzeczywi-
stych ma kres goérny.

Uwaga 1: Wynika stad, ze kazdy niepusty, ograniczony od dotu podzbiér zbiou liczb rze-
czywistych ma kres dolny.

Uwaga 2: Jest to bardzo wazna wtasnos¢ zbioru liczb rzeczywistych. Wlasnosci tej nie ma
zbiér liczb wymiernych.



