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Liczby zespolone

Liczby zespolone z € C sa to liczby w postaci:
z=z+1wy,z,yeR

i jest jednostka urojona, i2 = —1

r = Rez = cze$é rzeczywista z

y = Imz = cze$¢ urojona z

Liczby zespolone mozna dodawaé, odejmowac¢, mnozy¢ i dzielic.
Uwaga: W liczbach zespolonych nie ma relacji nieréwnosci.

Sprzezenie zespolone: Z = x — iy

Modut liczby zespolonej |z| = /22 + y?
Zachodzi zwigzek:

2z =z
N R
Przyktad Obliczy¢ Im2 i
1
1—1 (1 —1)(2—1) 2 —i—2i+1° 2—-3i—1 1 3 3
Im -=Im—F—F =1Im =Im :Im<—z):—
2+ (241)(2—1) 22 +12 5 5 5 5

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

Liczbe zespolona z = z 4+ 1y , z,y € R mozna zapisa¢ w postaci trygonometryczne;j:
z =r(cosp + isinp)

gdzier,p e R, r >0

p nazywamy argumentem liczby zespolonej: ¢ = argz

Uwaga: W postac algebraicznej z =z +1y , 2,y € R liczby x 1 y sa jednoznaczne dla danej
liczby z. W postaci trygonometrycznej tak nie jest.
1. r jest wyznaczone jednoznacznie: r = |z|
2. Jesli r = 0 to argument ¢ moze by¢ dowolng liczba rzeczywista ¢ € R. Jesdli natomiast
r > 0 to do argumentu ¢ mozna dodaé¢ catkowita wielokrotnos¢ 27 i otrzymamy te sama
liczbe zespolona:
z =r(cosp +isinp) = r(cos(p + 2km) + isin(p + 2k7)) , k € Z
W postaci trygonometrycznej tatwo wykonuje sie mnozenie, dzielenie i potegowanie:
Jesli z = ry(cosp1 +isinpy) , 2o = r(cos ps + isin pa) to
2 - ZQT: 1 - To(cos(p1 + w2) + isin(er + ¢2))
4*=é®%Wr—%)+mer—mD,m%0
28 =17 - ra(cos(ngr) +isin(ner)) , n € N

Pierwiastek z liczby zespolonej

Niech w € C bedzie liczba zespolona. Wtedy pierwiastkiem n-tego stopnia z w (/w) nazy-
wamy kazde rozwiazanie z rOwnania:

2" =w

Dla w = 0 mamy jeden pierwiastek z = 0.

Dla w # 0 mamy n réznych rozwiazan. Jezeli zapiszemy w w postaci trygonometrycznej
w = r(cos p + isin ) to:

2k 2k
2 = Yr (cosw +isinu
n

),k:O,l,Q,...n—l



Wtasno$ci wielomianéw zespolonych

Wielomianem stopnia n nazywamy funkcje W, (2) = a,2" + a, 12" + -+ + a1z + a
gdzie z,aq, a1, ...a, € C oraz a,, # 0

Wtasnosci:

1. Kazdy wielomian stopnia n mozna roztozy¢ na iloczyn n wielomiandéw stopnia pierwszego:
Wi (2) = an(z — 21)(2,2) -+ (2 — 2zp)

Czyli kazdy wielomian stopnia n ma n pierwiastkéw (liczac z krotnosciami).

2. Jezeli wszystkie wspolczynniki wielomianu W, (z) sa rzeczywiste i zy jest pierwiastkiem
wielomianu to Zp tez jest pierwiastkiem W, (2) .

Wlz0) =0 = Wa(z5) = 0

Przyklad:

Rozktadamy ponizszy wielomian na czynniki stopnia pierwszego:

222 + 8 = 2(z — 2i)(z + 24)

Wida¢, ze pierwiastkami tego wielomianu sg z; = 2¢ , 2o = —2¢ . Poniewaz wspoétczynniki
wielomianu sa rzeczywiste, wiec jesli z; = 2i jest pierwiastkiem, to zZ7 = —2¢ tez musi by¢
pierwiastkiem.

Interpretacja geometryczna liczby zespolonej

Na ptaszczyznie zespolonej liczbe z = x + iy mozna interpretowac¢ jako punkt P o wspo6t-
rzednych P = (z,y) lub jako wektor OP | gdzie O(0,0) - poczatek uktadu wspotrzednych.
Wtedy:

x = Rez jest rzutem wektora z na o$ rzeczywista

x = Imz jest rzutem wektora z na o$ urojong

Dodawanie i odejmowanie liczb zespolonych jest dodawaniem i odejmowaniem wektorow

|z| jest dtugoscia wektora

argz jest katem skierowanym od osi rzeczywistej do wektora z

Funkcje zespolone

Bedziemy zajmowac si¢ funkcjami argumentu zespolonego i o wartosciach zespolonych:
f:D—-C,DcC
Jezeli zapiszemy argument z = x + iy , v,y € R oraz f(z +iy) = u(z,y) + iv(z,y) , gdzie
u,v: D — R, D C R? to jednej funkcji zespolonej jednego argumentu zespolonego odpo-
wiadaja dwie funkcje rzeczywiste dwoch zmiennych rzeczywistych.
Uwaga: W sposéb naturalny utozsamiamy zbiér C z R2.
Przyktad: Funkcja f(z) = 2%
z=x+4+1wy,r,yeR
f(z) = (z +iy)? = 2% + 2izy — o>
u(z,y) = Re f =% -y
v(z,y) =Im f=2zy
Czyli:
_ u(z,y) = 2> -y
flz) =2 { v(z,y) = 2xy

Interpretacja geometryczna funkcji zespolonej



Standardowa interpretacja wykresu funkcji wymaga 4 wymiaréw rzeczywistych. Mozna trak-
towa¢ oddzielnie funkcje u(x,y) , v(z, y) jako dwie powierzchnie w przestrzeni R®. Najwygod-
niej jednak narysowac ptaszczyzne z = x + 1y argumentow, plaszczyzne w = u + v wartosci,
a nastepnie narysowac na ptaszczyznie z krzywe i odpowiadajace im obrazy na ptaszczyznie
w. Najczesciej tymi krzywymi sa proste pionowe i poziome.

Przyktad Znalez¢ obraz zbioru f(D) , gdzie D : 0 < 2 < 1,0 < y < 1 przy przeksztalceniu
f(z) =22

Znajdujemy obrazy krzywych ograniczajacych kwadrat D:

1. Parametryzujemy pierwszy bok kwadratu: =t ,y=0,t€<0,1 >
wtedy z =z +1y =1

w= f(z) =22 =t

u=Rew=1>

v=Imw=0

Obrazem , jest wiec krzywa: u =t ,v=0,t €< 0,1 > . Jest to odcinek lezacy na prostej
v=0.

2. Parametryzujemy drugi bok kwadratu: =1,y =1t ,te€<0,1 >

wtedy z =z 41y =1+t

w=f(z)=z22=1+it)*=1+2it —t*

u=Rew=1-1¢

v=Imw=2¢t

Obrazem , jest wiec krzywa: u=1—1> v =2t ,t €< 0,1 > .Stadt = = czyliu=1— — .
Obrazem jest wigc fragment paraboli.

3. Parametryzujemy trzeci bok kwadratu: x =t ,y=1,t€<0,1 >
wtedy z =z 41y =1t+1

w=f(z)=z22=({t+i)?=t*+2it—1

u=Rew=1>-1

v=Imw=2t

Obrazem , jest wiec krzywa: u =t>—1,v =2t ,t €< 0,1 > . St@dt:gczyliu:%—l.
Obrazem jest wiec fragment paraboli.

4. Parametryzujemy czwarty bok kwadratu: t =0,y=¢t,t €< 0,1 >
wtedy z =z + iy =it

w=f(z) =22=—t?

u=Rew= —t

v=Imw=0

Obrazem , jest wicc krzywa: u = —t> , v =0,t €< 0,1 > . Jest to odcinek lezacy na prostej
v=0.

Te cztery krzywe ograniczajg obszar bedacy szukanym obrazem. Aby okresli¢ ten obszar
mozna np. znalezé obraz jednego punktu z wnetrza D. Wezmy punkt P(%, %)

f(P)= (5 +i3)" =50

Czyli P' = f(P) = (0,3)

Przyktad Znalezé obraz zbioru f(D) , gdzie D : 0 < x < 1,0 < y < x przy przeksztalceniu:
a) f(z) =24+ 1+2i

b) f(z) =2z

c) f(z) =iz

d) f(z) =2iz+1+2i

Po wykonaniu rysunkow widac, ze:

a) f(z) jest przesunieciem o wektor [1, 2]

b) f(2) jest jednoktadnoscia o skali 2



c¢) f(z) jest obrotem o kat T W lewo

d) f(2) jest ztozeniem tych przeksztalcen (przesuniecie jest ostatnie)

Whiosek Przeksztalcenie f(z) = az 4 b (funkcja liniowa) jest zlozeniem:
- jednoktadnosci o skali |a]
- obrotu o kat arg a w lewo
- i przesuniecia o wektor b.

Granice ciggéw zespolonych

Ciag liczb zespolonych (zy),,cy » 2n € C ma granice w wtedy i tylko wtedy, gdy:
lim z, =w <= lim |z, —w[=0

Uwaga 1: Symbol lim po lewej stronie oznacza granice ciggu liczb zespolonych, a lim po
prawej stronie granice ciagu liczb rzeczywistych.

Uwaga 2: Dla granicy ciagu w = 0 mamy:

lim z, =0 <= lim |z,[ =0

n—oo

Granice ciagéw liczb zespolonych maja wlasnosci analogiczne do wtasnosci ciagoéw liczb rze-
czywistych: granica sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu. Nie mozna jednak stosowac twierdzenia
o trzech ciggach. Czasami wygodniej jest zastapic¢ jeden cigg zespolony dwoma ciggami rze-

czywistymi:

Zn = Tp + Wn , TnyYn € R
Wtedy:

lim z, = lim x, + ¢ lim ¥,
n—oo n—oo n—oo

i granica z lewej strony istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja granice z prawej strony.
Symbol niewlasciwy oo
W liczbach zespolonych symbol niewtasciwy oo oznacza:

lim 2z, =00 <= lim |z,| = c©
n—oo

Uwaga Symbol niewtasciwy oo nie okresla kierunku wektora z,, a jedynie jego dtugosé¢ dazaca
do oo.

Symbole nieoznaczone:

00 — 00
0- o0

v

0

©

00

Symbole oznaczone, np.:
1

61 =

B

00

in?® + 6n — 5i
Przyktad: Obliczy¢ lim ————
ey 1AYC Wi n2 1 din + 2n
oy PO =5 n?(i+ 6+ —bi5) imi—l—G%—Si% i+0+0 _ .
n—o0on? +4din+2n  n—o p?(1+4it +22)  noco 144421 14040

m—+5\"
Przyktad: Obliczy¢ i ( )
Y e e \on 11
Obliczamy granice ciagu rzeczywistego |z,|:



_ in+5\" in+5" . [Vn2+25\"
hm‘( ) =lim|l——| =lm | —m— | =
stad:

lim <m+5> _ 0

n—oo \2n + 1

Szeregi zespolone

Definicja szeregu liczb zespolonych jest taka sama jak dla liczb rzeczywistych:
o0 N

Z z, = lim Z Zn

n=0 N—oo n=0

Badajac zbieznosé szeregoéw zespolonych korzystamy gtéwnie z dwoch kryteriow:

Kryterium 1: Jegli szereg Y _ |2,| jest zbiezny to szereg Y _ z, tez jest zbiezny.
n=0 n=0
Uwaga: Pierwszy szereg jest szeregiem liczb rzeczywistych o wyrazach nieujemnych.

Kryterium 2: Jesli lim |2n| # 0 to szereg Y _ z, jest rozbiezny.

n=0
Szereg potegowy liczb zespolonych

Wtasnosci szeregéw potegowych w dziedzinie zespolonej sa bardzo podobne do wtasnosci
szeregbw potegowych w dziedzinie rzeczywistej

Szereg potegowy jest to szereg:

o0

Z an(z —20)" , Gp,2z,20 €C

n=0

Dla kazdego szeregu potegowego istnieje promieri zbieznosci R (R =0, R > 0 lub R = ).
Szereg potegowy jest zbiezny dla |z — zg| < R irozbiezny dla |z — zp| > R . Obszar zbieznosci
szeregu potegowego jest wiec wnetrzem kota o srodku w punkcie Zy i promieniu R ( i by¢
moze niektérymi punktami z brzegu kota).

Jezeli istnieja granice:

g = lim {/ |a,| lub

. Ap+1
qg= lim
to R = —
q

Szereg Taylora

Definicja:
Szeregiem Taylora funkcji zespolonej f : D — C w punkcie zp € D nazywamy szereg
potegowy zbiezny do funkeji f w kole K = {z € C: |z — zy| < R} dla pewnego R > 0.

f(2)=> an(z—2z)" , z€C

n=0
Definicja: Funkcje, ktéra rozwija sie w szereg Taylora w 2y € D nazywamy funkcjg anali-
tyczng w zp.
Twierdzenie: Jezeli funkcja rozwija sie w kole K = {z € C : |z — 29| < R} dla pewnego
R>0.

Uwaga: Oczywiscie koto musi zawiera¢ sie¢ w dziedzinie funkcji: K C D

Rozszerzenie dziedziny funkcji na liczby zespolone



Korzystajac z rozwinie¢ w szereg Taylora funkcji rzeczywistych mozemy rozszerzy¢ ich dzie-
dzine na liczby zespolone.

Definicja:

oo Zn
e” = ZOE s z € C

"= 00 22n+1
inz = ) eC
ne= 3Gy

00 ZQn

Cos z = 7;)(—1) on)l zeC

Powyzsze szeregi potegowe maja promien zbieznosci rowny R = oo , a wiec sg zbiezne na
catym zbiorze liczb zespolonych.

Korzystajac z tych funkcji definiujemy:

sin z Cos 2 . ef—e”* ef 4+ e’ ?
tgz = ,  ctgz = — , sinhz = —— . coshz = — |
cos 2 sin z 2 2
sinh z cosh z
tghz = , ctghz =
cosh z sinh z

Funkcje te maja w dziedzinie zespolonej podobne wtasnosci: np.
etz — o2l | p22

sin? z 4+ cos?z =1
Zwiazki miedzy funkcjami
00 (iz)” 2 2’3 4 5 2 2’4 23 25

iz __ o . ¥ . z oz B P . -
=2 —1+zz—5—z§+ﬂ+za+..._(1—§+E+...)+z(2_§+§+m)_

n=0
cosz+isinz , z€C

Stad tatwo wyprowadzi¢ ponizsze wzory:
e = cosz + isinz

e =cosz —isinz

coshiz = cos z

sinhiz = isinz

eZZ + 6712
cosz = ———
2
' elr _ o1z
sinz = ,
21
Przyktad: Obliczy¢ sin(m + 1)
i(m+i) _ —i(m+i) 1 ] ] 1 ) )
: -_6 € _ = —1+ir _ l—dim) _ =1 _imr 1 _—im) __
sin(m + 1) = 5 _21'(6 e )—21,(6 e 662 )—
1 1 (1 —
2—Z_(6_1(cos7r +isinm) — e(cos T — isin 7r)> = 2—@,(—6_1 + @) - 2(266)

Logarytm
Logarytm w dziedzinie zespolonej definiujemy jako funkcje odwrotna do e*

Definicja:
w=Inz < z=¢Y ,z,weC

Niech w = u + v, u,v € R wtedy:

2 = WtV = ot . piv — e“(cosv + ¢sin U)
Stad:
e = |z|

v=arg 2+ 2km, ke Z
Pierwsze réwnanie ma rozwiazanie dla z # 0 . Wtedy u = In |z| Stad:



Inz=In|z| +i(arg z + 2knm), k € Z

Uwaga: Poniewaz mamy nieskonczenie wiele rozwigzan, logarytm nie jest funkcja. Wygodnie
jest jednak traktowac logarytm jak funkcje wielowarto$ciowa.

Przyktad: Obliczy¢ In(ei)

ci=e-(cos§ +ising)

stad: |

In(ei) = Ine 4 i(5 + 2km) = 1_,_@’ ke

Potegowanie:

Jesli z; # 0 to definiujemy:
22
21
Uwaga: Poniewaz logarytm jest funkcje wielowartosciows wiec z7? moz mieé wiele wartosci.
Przyktad: Obliczy¢ i’

- ilng

' =e

Ini=1Inl+i(%+ 2kr) = W™k c 7

2
(4k+1)m
— =

= e?2 In 21

¥

1" =€

Uwaga: Ponizsze funkcje posiadaja typowe wlasnosci funkeji zespolonych:

fe)=aztb, f()=7, f) =2, f() = f()=¢ , f(z)=n:



