ROWNANIA ROZNICZKOWE

WYKLAD 6




(@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

PRZYKLAD (przypomnienie)

Rozwigzac zagadnienie Cauchy’ego

{y"41y'+4y =e
y(0)=1 y'(0)=0

Roéwnanie charakterystyczne
r’—4r+4=0
ma rzeczywisty pierwiastek podwaojny r = 2, staqd CORJ jest funkcja

y, =C,xe” +C,e” =(Cx+C, g™

CSRN przewidujemy w postaci
Y> : e :




‘ (@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

PRZYKLAD (c. d.)
Obliczamy pochodne
Y,'=2A(X° + x)e™
Y,"=(4AX* +8AX+2A)e™
Wstawiamy to do réwnania Y —4y+4y = e™ | uzyskujemy
(AAX +8AX+2) Ae”™ —8A(X* +X)e” +4Ax e =e**
1

Po przeksztatceniach dostajemy 2Ae” =g , skad A= 5
. ; _ 22X . . .
CSRN jest réwna Y2 _EX € wiec CORN jest postaci

y =C,xe™ +C,e™ "‘% x‘e* = (% x> +C,x+C,)e* .




(@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

PRZYKLAD (c. d.)

Z warunkéw poczatkowych Y(0) =1 y'(0)=0, dostajemy C, =1 i poniewaz
y'=C,e”* +2(C,x+C,)e” + xe™ + x°e* 1o

0=C, +2C,, czyli C, =2,

Rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego jest funkcja

y =-2xe”* +e* + %xze2X = (% X% — 2X +1je2x.




‘ (em) Rownania rozniczkowe liniowe n-tego rzedu
Definicja
Réwnaniem rézniczkowym liniowym n-tego rzedu nazywamy rownanie postaci
Y +a,, (Y + @y (XY +ag(x)y = f(X),
gdzie Y(X) jest funkcjg niewidomg zmiennej X, a wspotczynniki
an_l(x), a,_,(X),....80(X), f(X) sg ciaggte na przedziale okreslonosci réwnania.

Jesli f(X) =0, to réwnanie nazywamy jednorodnym,

Jesli f(X) # 0, to réwnanie nazywamy niejednorodnym.

Twierdzenie

Jezeli &, (X), &, ,(X),....85(X), f (X) sa ciagte na przedziale (a, b)
oraz Xpe(a, b), Yo, Y1, ..., Yn-1€R, to zagadnienie Cauchy’ego

{y(”’ +8,, ()Y +..+a, ()Y +a,(X)y = f(X)

Y%0)=Yor Y (%) =Y oo Y (%) =Yy

ma doktadnie jedno rozwigzanie na przedziale (a, b).
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(@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Uwaga A

Rownania liniowe wyzszych rzedow majg podobne wtasnosci
do réwnan pierwszego i drugiego rzedu, stgd konstrukcja rozwigzan
jest uogolnieniem wczesniej omawianych metod.

Podobnie jak w przypadku réwnan pierwszego i drugiego rzedu,
rozwigzywanie rownania liniowego niejednorodnego rzedu n-tego
polega na wyznaczeniu CORJ, a nastepnie zastosowaniu metody
uzmiennienia statych, bgdz przewidywan.




(@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Rownania rozniczkowe liniowe jednorodne rzedu n-tego

y"W +a, )y T+ +a(X)y +a,(X)y=0, A\

Réwnanie liniowe jednorodne ma zawsze rozwigzanie zerowe ( y(X) = 0).

Twierdzenie A

Jezeli funkcje

yl(X)’ yZ(X)v R yn(X)

sg catkami szczegdlnymi rownania liniowego jednorodnego, to ich kombinacja liniowa

Yy =Cry1(X) +Coy,(X) +...+Cpy, (X)

jest tez rozwigzaniem tego réwnania.

Jezeli dodatkowo funkcje te tworzg fundamentalny uktad rozwigzan (tzn. sg liniowo
niezalezne), to ich kombinacja liniowa jest CORJ.




‘ (@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Twierdzenie

Funkcie Y1(X)s ¥Y2(X)s s Yo (X) Kiasy Cl(a, ) s3 liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy,
gdy wyznacznik Wronskiego (wronskian)

Y1 (X) ¥, (X) ...y, (X)
Y1 (X) Y2(X) ..y, (X)
WYy, Yaree¥n) = Y1 (X) Yo (X) ..y, (X)| %0

yl(n -1) (n l) l(X)

dla kazdego X z przedziatu (a, b).




(@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Rownania rozniczkowe liniowe jednorodne n-tego rzedu
o stalych wspofczynnikach

Definicja
Roéwnaniem rézniczkowym liniowym jednorodnym rzedu n-tego o statych
wspoitczynnikach nazywamy rownanie postaci

y"W+a,, Yy +.+ay +a,y =0 A

gdzie ag, a;, ... an1 €R.
Poszukujemy rozwigzan szczegdlnych tego réwnania w postaci funkciji

y:erx

Po wstawieniu do réwnania otrzymujemy rownanie charakterystyczne

r"+a " +.+ar+a, =0 A

Twierdzenie

Jezelir jest pierwiastkiem rownania charakterystycznego, to funkcja y=¢€ jest
rozwigzaniem szczegolnym rownania.




(@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

VAN Wyznaczanie uktadu fundamentalnego rozwigzan

E Jezeli rownanie charakterystyczne ma n roznych pierwiastkow rzeczywistych b, b, ..., I,
to uktad fundamentalny rozwigzan tworzg funkcje

X X X
yi(x)=e¥,  y,(x)=e*, .. ,y,(x)=e""
(CORJ jest kombinacjg liniowa tych funkcii)

B Jezeli rbwnanie charakterystyczne ma rézne pierwiastki zespolone, to kazdej parze pierwiastkow
sprzezonych ry= a + fioraz .1 = a - i odpowiadajg funkcje

Vi (X) =7 cos X 1Y, 4(X) =€ sin A

E Jezelir jest m- krotnym pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, to odpowiada mu
M-rozwigzan szczegolnych postaci

Ve (), XY (9, o, XY (X))
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‘ (@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Przyktad
Rozwigzac réwnanie
yI 1 I_5yll_|_6yl — O

Réwnanie charakterystyczne

r’—5r2+6r=0

Pierwiastki rownania
=0 =2 1,=3

Uktad fundamentalny rozwigzan

y, =1 y,=e*, y,=e

3X

CORJ:

y=C, +Ce™+C.e*
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| (@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Przyktad

Rozwigzac réwnanie
y'"'+3y"+H9y'-13y =0
Réwnanie charakterystyczne

r*+3r+9r-13=0

Pierwiastki rownania
L=, r,=-2+3I, r,=-2-3
Uktad fundamentalny rozwigzan
y, =€, Yy, =e°cos3X, Y,=e°*sin3x

CORJ:

y =Ce* +e*(C, cos3x+C,sin 3x)
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‘ (@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Przyktad

Rozwigzac réwnanie
yI 1 I_5yll+8yl_4y — O
Réwnanie charakterystyczne
r°—5r°+8r—-4=0
Pierwiastki rownania
r;l- :1’ r2 = r3 = 2
Uktad fundamentalny rozwigzan

2X 2X

Y1:eX’ Y,=€", Y;=X€

CORJ:

y=Ce* +e**(C, +C,X)
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‘ (@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Przyktad

Rozwigzac réwnanie
y® +2y*+y =0

Réwnanie charakterystyczne

r‘*+2r*+1=0
Pierwiastki rownania
L=r=I1, L=r=-I

Uktad fundamentalny rozwigzan

Y1 =C0SX, Y, =SiNX, Y,;=XCOSX, Y,=XSsinX
CORJ:

y =(C,+C,x)cosx+(C, +C,X)sin x
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@ Rownania rozniczkowe liniowe n-teqgo rzedu
Bz g €

Metoda uzmiennienia statych dla rownania liniowego
niejednorodnego rzedu n-tego
Jezeli CORJ ma postaé

y=Cy1(X)+Cay,(X) +...4+Cpyq (X).

to CORN poszukujemy w postaci

Yy =Ci(X)y1(X)+Ca(X)y2(X) +...4C, (X) Yy (X)
wyznaczenie funkcji C1(X), C5(X), ..., Cp, (X) wymaga rozwiazania uktadu rownan liniowych
CLOOY1 (0 +Co (X Y2 (X) +...+Co ()Y (%) =0,
C1 () ¥1(¥) +Co ()Y () +...+Cr () Y5 (¥) =0,
C1 () Y1 () +Co () yY2(X) +...+C () yn (¥) =0,

N

C) YD () +Co () YS ™ +..+CL )Y () = F(X)
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‘ (@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Jest to uktad Cramera, wiec jego rozwigzanie ma postacé

=M Ve ) = Vo
Cl(X)_Wl CZ(X)_W CERY Cn(x)—W )

gdzie \\ oznacza wyznacznik Wronskiego (rézny od zera!), zas Wl,Wz yuu ,Wn

sg wyznacznikami, ktore otrzymujemy zastepujgc kolejne kolumny wyznacznika Wronskiego
T
kolumng wyrazow wolnych [O, 0, cey f (X)] .
Po scatkowaniu otrzymanych funkcji dostajemy ,,uzmiennione wspétczynniki”
Cl(x)1 CZ (X), ey Cn (X)

oraz szukang CORN

y =C1(X)¥1(X)+Ca(X) y2(X) +...+C, (X) Y (X).
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‘ (@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Przyktad
Rozwigzac rownanie metodg uzmiennienia statych
y'+y'=2X
Roéwnanie charakterystyczne ma postac
r’+r=0
Jego pierwiastkami sg liczby r1 =0, r, =1, r3 = - 1.

cory. Y =CitC, cosx+C,sinx

CORN szukamy w postaci
y =C,(x) +C,(x)cosx+C,;(x)sin x

Tworzymy uktad rownan

(C.(X) + C,(x)cosXx + Cy(X)sinx = 0
4 — C,(X)sinx + Cs(X)cosx = 0
— C,(x)cosx — Cy(x)sinx = 2x
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(@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Przyktad (c. d)
Rozwigzujemy uktad metodg wyznacznikows.

1 cosx sinx
W (X) =0 —sinx cosx |=1 (-7i O) (wyznacznik macierzy uktadu (wronskian))
O —cosx -—sinx

Kolejne wyznaczniki
O cosx sinXx

W;(X)=|0 —sinXx COsX |=2X
2X —CO0SX —sinXx
1 0 sinx

W,(x)=/0 0O cosx|=—-2XC0SX
0 2x -—sinx

1 cosx O
W3(X)=|0 —sinx 0|=-2xsinX
0 —cosx 2x
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‘ (@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Przykiad (c. d)

Otrzymujemy
C.(X)=2%, C,(X)=—-2xcosx, Cs(X)=-2xsinx,

Catkujgc otrzymane funkcje dostajemy
Cy(x)=x*+C;,
C,(X) =—2xsin Xx—2c0sx+C,,

C,(X) =2xcosx—2sin x+C;,
CORN

y =X +C, —(2xsin x+2cosx+C,) coSx +
+(2xcosx—2sin x+C,)sIn X
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(@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Metoda przewidywan dla rownania liniowego niejednorodnego rzedu
n-tego o statych wspéitczynnikach

Metode przewidywan mozemy stosowac¢ w przypadku rownan o statych wspoétczynnikach, gdy wyraz
wolny ma jedng z postaci przedstawionych w kolumnie 2 tabeli zamieszczonej w poprzednim
wyktadzie.

Wyznaczamy CSRN i wykorzystujemy zaleznos$¢

CORN = CORJ + CSRN A

Podobnie jak w przypadku rownan nizszego rzedu mozemy tez wykorzysta¢ ponizsze twierdzenie

Twierdzenie A
Suma catki szczegodlnej rownania
(n) (n-1) ' —
yr+a, (YT + e (XY +ay(X)y = 1,(X),
| catki szczegolnej rownania

y" +a, ()Y + . a(X)y +a,(x)y = f,(X),

jest catkg szczegodlng réwnania

y® +a,  (QY" +. 4+ (X)y +a,(X)y = f,(X)+ f,(%),
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| (@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Przykiad
Znalez¢ catke ogodlng réwnania

y® +3y" +5y"45y +2y =3x

Wyznaczamy CORJ
YW 43y +5)" +5) +2y=0
Rownanie charakterystyczne

3 +57 +5r+2=0
(r+1)*(r’+r+2)=0

A=1-8=—7="7j>
1T
2
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‘ (@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Przyktad (c. d.)

Otrzymujemy jeden pierwiastek rzeczywisty o krotnosci 2 oraz dwa pierwiastki zespolone sprzezone

1. .7 1 .7
h=-1k=2, 6 LR=75"5" =T

Ukfad fundamentalny rozwigzan
X " X : 7
y,=€", Y,=Xe", Y;=¢€°Ssin—X, Y,=¢€ cos7x

CORJ

; J7 J7

y(x) =Ce 7" +C,xe" + g2 (C;sin > X+C, cos7 X)
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‘ (@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Przyktad (c. d.)

CSRN wyznaczamy metodg przewidywan.

Przewidywana posta¢c CSRN

y,=Ax+B
»n=A4
=y =n"=0
- C . 3 15
Po wstawieniu do réwnania otrzymujemy A= E - B= _Z
CSRN
y —3x_15
- 2 4
CORN
1
y(x)=Ce ™ +C,xe ™" +e 2 (C;sin g X+C, cosg X) +g x—%
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‘ @ Roéwnania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu
o 9

Przyktad

Rozwigzac réwnanie

Yy +y'=X

Wyznaczamy CORJ

Réwnanie charakterystyczne
r’+r=0
Pierwiastki rownania
=0 =1, L=
Uktad fundamentalny rozwigzan
y, =1 Yy, =CO0SX, Y,=SINX,
CORUJ:

y =C, +C, cosx+C,siIn X
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‘ (@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Przyktad (c. d)

CSRN rownania wyznaczamy metodg przewidywan.
Przewidywana postac¢ rozwigzania szczegdlnego

Y1 = X(AX+B)

Obliczamy pochodne

y'=2AX+B
y'=2A
y''=0

Wstawiamy do réwnania

2AX+B =X, A:%, B=0

2
CSRN: Y ==X
2

: 1
y=C, +C, cosx+C,sin x+= X’
CORN: ?
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‘ @ Roéwnania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu
o 9

Przyktad
Rozwigzac réwnanie

y'"'-3y"+3y'-y =2¢’
Wyznaczamy CORJ
Rownanie charakterystyczne
(r-1°=0
Pierwiastki rownania
n=r=r=1

Uktad fundamentalny rozwigzan
X

y, =€, VY, =Xe', Y,=Xe€",
CORJ:

y=Ce* +C,xe* +C,x’€e",
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‘ (@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Przyktad (c. d)

CSRN rownania wyznaczamy metodg przewidywan.

Przewidywana postac¢ rozwigzania szczegolnego

y = Axe"
Obliczamy pochodne
y'=3Axe* + Ax’e*
y"'=6AXe* +B6AX e + Ax’e*
y''=6Ae" +18Axe* +9AXe* + Ax’e”
1

Po wstawieniu do réwnania otrzymujemy A==

3AX
stadcsrN: Y =—=X€E

3

1
y=Ce* +C,xe* +C,xe* + 3 x’e”,

CORN:
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‘ (@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Przyktad
Rozwigzac réwnanie

y"'+y =SsIn X+ C0S2X

Wyznaczamy CORJ

Réwnanie charakterystyczne

r‘+1=0

Pierwiastki rownania
Uktad fundamentalny rozwigzan
Y, =C0SX, Y, =SINX

CORJ:

y =C, cosx+C, sinx
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‘ (@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Przyktad (c. d)

Metodg przewidywan wyznaczamy CSRN réwnania
y"+y =sin X
Przewidywana postac¢ rozwigzania szczegdlnego

Y, = X(Acosx+Bsin x)

Obliczamy pochodne

y; = AcosX + Bsin X+ X(—Asin x+ B cosx)

Y, =—2AsIn X+ 2B cosx+ X(—Acosx—Bsin X)

Wstawiamy do rownania

—2AsIn X+ 2Bcosx =sIn X
L B_0

Otrzymujemy A=-—=

1
csrRN: Y1 = _E XCOSX
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‘ (@ Rownania rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Przykiad (c. d)

Metodg przewidywan wyznaczamy CSRN réwnania
y'+Yy =C0S2X
Przewidywana postac rozwigzania szczegolnego

Yy, = AC0S2X+ Bsin 2x

Po wyznaczeniu pochodnych i wstawieniu do rownania otrzymujemy

A=-1 B=0
3

1
CSRN: Y, =—§ COS2X

CORN

y =C, cosx+C,sin x—% xcosx—%cost
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DZIEKUJE ZA UWAGE
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