Analiza Matematyczna I, MiNI PW (Informatyka oraz IAD)

Wyktad 1 (3.10.2018)
Liczby rzeczywiste

Zaczniemy od przypomnienia kwantyfikatoréw i kilku symboli logicznych, ktérych bedziemy uzywac
w dalszej czesci wyktadu:

v dla kazdego
3 istnieje
3! istnieje dokladnie jeden
\% lub
A i
— to
<= wtedy i tylko wtedy

Bedziemy stosowaé nastepujace oznaczenia:

N - zbiér liczb naturalnych, przy czym przyjmujemy, ze 0 ¢ N
Z - zbiér liczb caltkowitych

Q - zbior liczb wymiernych

R - zbiér liczb rzeczywistych

Sformutujemy teraz aksjomaty, czyli wlasnosci, ktére stanowia punkt wyjscia w Analizie Mate-
matycznej. Wszystkie twierdzenia, ktére bedziemy dowodzié, powinny daé¢ si¢ wyprowadzi¢ z ak-
sjomatow lub z twierdzen przed nimi udowodnionych.

Aksjomatyka liczb rzeczywistych

Dany jest zbiér R z dwoma wyrdznionymi elementami 0 i 1, relacja < oraz dwa dziatania : + oraz
-, przypisujace parze liczb rzeczywistych liczbe rzeczywista x + y oraz x - y, przy czym spelnione sg
podane nizej aksjomaty. Aksjomaty te wygodnie jest podzieli¢ na trzy grupy: aksjomaty dotyczace
algebraicznych wlasnosci R (A1-A9), aksjomaty porzadku (P1-P4) i aksjomat ciagloéci (AC):

(A1) Przemienno$¢ dodawania: Vr,y e R z+y=y+ x.
(A2) Lacznosé dodawania: Vz,y,z € R (x+y)+z=2+ (y + 2).
(A3) Charakteryzacja zera: Vx € R x4+ 0= z.
(A4) Istnienie elementéw przeciwnych wzgledem +:
VreR3JyeR z+y=0 (taki element y oznaczamy przez —z).
(A5) Przemienno$¢ mnozenia: Ve,y e R x-y=1y- .
(A6) Laczno$¢ mnozenia: Vz,y,z € R (x-y)-z=z-(y- 2).
(A7) Charakteryzacja jedynki: Ve € R z-1 = x.
(A8) Istnienie elementéw przeciwnych wzgledem - :
Vr € R\ {0} Jy€ R =z -y =1 (taki element y oznaczamy przez z~!).
(A9) Rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania: Vz,y,z € R z-(y+z2)=z-y+z- 2.

(P1) Dla dowolnych z,y € R zachodzi dokladnie jedna z trzech mozliwosci: z <y, x =y, y < z.
(P2)Vz,y,zeR (z<y ANy<z)=zx<z

(P3) Vz,y,z€R z<y=z+2<y+-=z

(P4 Va,y,zeR (z<y N0<z)=2x-2<Yy-z.



Zauwazmy, ze wymienione dotychczas aksjomaty spelnione sg na przyktad przez liczby wymierne,
a zatem nie wystarczg do zdefiniowania zbioru liczb rzeczywistych. Jest jeszcze jeden aksjomat
(aksjomat ciaglosci), ktérego sformulowanie poprzedzimy kilkoma uwagami i definicjami.

Uwaga. Uzywaé bedziemy (znanych wszystkim dobrze) symboli >, <, >. Niech a,b € R. Wéwczas
a>b <= b<a

a<b << (a=bV a<b)
a>b < (a=bV a>D).
Definicja. Zbiér A C R nazywa sie

e ograniczony z gory jesli istnieje liczba M € R taka, ze dla kazdego = € A zachodzi nieréwnosé
r< M.

e ograniczony z dotu jesli istnieje liczba m € R taka, ze dla kazdego x € A zachodzi nieréwnosé
T = m.

e ograniczony jesli jest ograniczony z gory i z dohu.

Definicja. Niech B C R, B # (). M6éwimy, ze zbiér B ma liczbe najmniejszq wtedy i tylko wtedy,
gdy
dbeB VYreb x>0

Jesli zbior B ma liczbe najmniejsza, to oznaczamy ja przez min B. Analogicznie definiujemy liczbe
najwiekszg w zbiorze B i jesli istnieje, oznaczamy ja przez max B.

Mozemy teraz sformutowaé aksjomat cigglosci:

(AC) Jesli A jest dowolnym niepustym i ograniczonym z géry podzbiorem zbioru liczb rzeczy-
wistych to zbior ograniczen gérnych zbioru A ma liczbe najmniejsza.

Jako wniosek z aksjomatu ciaglosci otrzymujemy, ze jesli A jest dowolnym niepustym i ograni-
czonym z dotu podzbiorem R, to zbiér ograniczen dolnych zbioru A ma liczbe najwigksza.

Kresy zbioréw
Najmniejsze z ograniczen gérnych zbioru A, ktérego istnienie gwarantuje aksjomat ciaglosci, nazy-
wamy kresem gérnym zbioru A.

Réwnowazna definicja kresu gérnego jest nastepujaca:

Definicja. Liczba M jest kresem gdrnym zbioru A (niepustego i ograniczonego z gory) wtedy i
tylko wtedy gdy :

(I)Vee A <M

(2)Ve>0 Jx €A > M —e.

Analogicznie definiuje sie kres dolny:



Definicja. Liczba m jest kresem dolnym zbioru A (niepustego i ograniczonego z dotu) wtedy i
tylko wtedy gdy :

(I)Vee A z>m

(2)Ve>0 dJz €A z<m+e.

Kres gérny zbioru A oznaczamy przez sup A, zas$ kres dolny przez inf A (od stéw supremum i infi-
mum). Jesli A nie jest ograniczony z dotu, to przyjmujemy inf A = —oo, natomiast jesli A nie jest
ograniczony z gory, to przyjmujemy sup A = +o00.

Konsekwencja aksjomatu cigglosci sa np. nastepujace ”oczywiste” fakty:
Twierdzenie 1. Zbiér N nie jest ograniczony z gory.

Whiosek (Zasada Archimedesa). Dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b istnieje liczba
naturalna n taka, ze a -n > b.

Twierdzenie 2. Dla kazdej liczby rzeczywistej x istnieje doktadnie jedna liczna catkowita n taka,
zen<zr<n+l.

Liczbe, o ktorej] mowi Tw.2 nazywa sie czeScig catkowitq z liczby rzeczywistej x i oznacza symbo-
lem [z]. Wykorzystujac powyzsze fakty dowodzi sie, ze zbiory liczb wymiernych i niewymiernych
sg geste w zbiorze liczb rzeczywistych.

Definicja. Zbior A C R nazywa sie gesty w R jesli dla dowolnych x,y € R, z < y, istnieje element
a € A taki, ze x < a < y.

Twierdzenie 3. Zbiory Q oraz R\ Q sa geste w R.

Innymi stowy, w kazdym przedziale na prostej rzeczywistej jest jakas liczba wymierna i jakas liczba
niewymierna.

Sformutujemy teraz zasade indukeji matematycznej, ktéra stanowi wazna metode dowodzenia twier-
dzen o liczbach naturalnych.

Twierdzenie 4 (Zasada indukcji matematycznej). Jesli A C N spelnia warunki:
(1)1€ A

2)VneN (ne A = (n+1) € A),

to A =N.

Na zakonczenie przyklad btednego rozumowania indukcyjnego (autorem tego ¢éwiczenia jest we-
gierski matematyk George Polya):

Udowodnimy, zZe wszystkie konie sq jednej masci. Przeprowadzimy ”dowdd indukcyny” wzgledem
liczby koni. Dowolny zbior ztoZony z jednego konia jest zbiorem koni o jednej masci. Rozpatrzmy do-
wolny (n+1)-elementowy zbidr koni. Na poczgtek wylgczmy z tego zbioru pierwszego konia. Pozosta-
ty, n-elementowy zbidr koni jest zbiorem koni o tej samej masci (na mocy zalozZenia indukcyjnego).
A teraz dolgczmy z powrotem pierwszego konia, natomiast wylgczmy z naszego (n+1)-elementowego
zbioru ostatniego konia. Wszystkie pozostale konie, a jest ich teraz n, stanowiq zbiér koni o jednej
masci. A zatem, pierwszy kon jest tej samej masci co pozostate konie, ktore z kolei sq tej samej
masci co ostatni kon. Zatem wszystkie sq¢ tej samej masci.

Gdzie jest btad?



