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Topologia 2014 /2015 - kolokwium 1

Rozwigzania zadan

Zadanie 1.

Sposob I (z wlasnoscei)

a) Int(A\B) C A\B C A.

Ale Int(A\ B) jest zbiorem otwartym, a IntA jest suma
wszystkich zbioréw otwartych zawartych w A, zatem

Int(A\ B) C IntA.

7, drugiej strony
(A\B)NB=10
i oba zbiory mozna pomniejszy¢, otrzymujac

Int(A\ B)NIntB = .

Laczac obie zaleznosci dostajemy teze.
Kontrprzyktadem na inkluzje przeciwng jest
A=R, B=Q

z topologia euklidesowq.

ANB C A C C(CIA.
Ale CIA jest zbiorem domknietym, a Cl(A N B) jest przecieciem wszystkich zbiorow
domknietych zawierajacych A N B, zatem

CI(AN B) C CIA.
Zamieniajac miejscami A i B w powyzszym rozumowaniu, dostajemy
Cl(AnB) CCIB,

co daje teze. Kontrprzykladem na inkluzje w druga strone jest

A=R\Q, B=Q
z topologia euklidesows.



Sposob 11 (z definicji)

a) x € Int(A\ B) <= Ju_otwarty * €U C A\ B <=
< otwarty TEUNUCAANUNB=0 =
= (Fu_otwarty €U NUCA) Nz ¢B =

= (v-otwarty €U NUCA) N z¢IntB <~
< zelIntA N e ¢ IntB < x € IntA\ IntB

b) S CZ(A N B) — vU—otoczem‘e x 3yeAﬁB y e U=
- (VU—otoczenie x E|y€A ) € U) A (vU—otoczenie x E|zEB S U) —
<~ ze€CIANCIB

Kontrprzyktady oczywiscie si¢ nie zmieniajg.

Ziadanie 2.

Zbior A jest otwarty. Aby to wykazaé¢, nalezy skorzysta¢ z tego, ze kazda funkcja
ciagla na zbiorze zwartym [0, 1] przyjmuje swoje kresy, w szczegolnosci minimum,
ktore musi by¢ ostro wieksze od 2014. Jesli zatem weZzmiemy kule, ktorej srodkiem
jest ustalona funkcja f o minimum réwnym m, a promieniem jest r = m — 2014 > 0,
to bedzie ona zawarta w zbiorze A. Ustalmy teraz funkcje g € B(f,r)1ix € [0,1].
g(x) = flo) = (f(x) —g(z)) = [flz)=I[f(x) —g(z)] =

> J(@) ~ subey |7(0) — g(D] > m— (m—2014) = 2014,

co konczy dowdd.

Zbior B nie jest otwarty. Aby to zobaczy¢, wystarczy narysowaé¢ "tube"i zauwazy¢,
ze niezaleznie od jej szerokosci, zawsze zmiesci sie¢ w niej kawatek funkcji statej. Dla
dowodu wystarczy znalezé jedna funkcje, ktora nie jest punktem wewnetrznym tego
zbioru. Wezmy zatem funkcje identycznosciowa f(z) = = i kule wokol niej o dowol-
nym promieniu r > 0. Zdefiniujmy funkcje g nastepujaco:

o) = 0 T dla z € [0, 5)

r—5 dazelg,1]

Nie jest to funkcja $cisle rosnaca, ale nalezy do B(f,r). Istotnie,
supeo |/ (1) —g(t)] = max{supiepozy [f(t) = g(t)], supieiz oy [f(t) —g()[} =

= max{sup,co ) [t|, supyepz [t — (= 3)[} = max{z, 7} = <,
co konczy dowdd.

N3

Uwaga: Zauwazywszy, ze w kazdej kuli wokot kazdej funkcji da sie zmiesci¢ kawa-
tek funkcji statej, mozna sie pokusi¢ o wykazanie, ze zaden punkt zbioru B nie jest
jego punktem wewnetrznym. W tym celu wystarczy wziaé¢ dowolna $cisle rosnaca (a
wiec i odwracalna) funkcje f, kule o promieniu 7, a funkcje g zdefiniowaé nastepujaco:

(&) = {f(()) dla z € [0,¢)

fx) =2 dlazxéelcl1]’
gdzie ¢ = f71(f(0) + %).
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Zadanie 3.

Oba stwierdzenie sa nieprawdziwe, a jako przyktad mozna podaé¢ metryke dyskretng
na dowolnym co najmniej dwupunktowym zbiorze X. W metryce dyskretnej wszyst-
kie zbiory sa jednocze$nie otwarte i domkniete. Wezmy punkt zy € X. Zachodza
réwnosci:

BdB(iL‘Q, 1) = @, S(l‘o, 1) =X \ {ZL’O},

ClB(xg,1) = {xo}, Bz, 1) =X.

Zatem powyzsze zbiory sg parami roézne, co konczy zadanie.

Ziadanie 4.

a) ClxA= UneN{(x’y) - L= %7?/ €0, %]}

Oczywiscie domkniecie A musi zawiera¢ A, zajmijmy sie zatem pozostalymi punktami
z X. Wystarczy przy tym korzystac¢ z definicji domkniecia, czyli dla koricow odcinkow
pokazac, ze kazde ich otoczenie w X (bedace z definicji przecigciem kuli otwartej w R?
z X)) ma niepuste przeciecie z A, a dla pozostalych znalez¢ jedno otoczenie z pustym
przecieciem z A.

Gorne konce:

() o= tye(E—rnien} € B(LYNNX
{(zy):z=ye(G—ra+n} N AF#D

Dolne korice:

{(.y)ie=Lye(-rnr} € B((L0,r)NX

{(zy):z=q.ye(=rr)} N A #0

WeZzmy teraz punkt spoza tego zbioru, (%, y), 1 oznaczmy jego odlegtosé od odcinka
Jn przez ¢ = minf{|y — £|,|0—y|} > 0. Teraz wystarczy wziac kulg wokol tego punktu
o promieniu réwnym co najwyzej ¢, ale tez takim, zeby kula nie siegata do sasiednich

odcinkow (blizej jest ten po lewej stronie), a wiec r = min{c, % — %H}, a bedzie ona
na pewno roztgczna ze zbiorem A.

b)

IntXA =A

Wystarczy pokazaé, ze odcinki J, sa otwarte w X, wowczas suma zbioréw otwartych
jest zbiorem otwartym, a zbiér otwarty jest réwny swojemu wnetrzu. Wezmy wiec
punkt (%,y) € J, i kule woko!t niego o promieniu r = mm{|% —y|,ly—0]|} >0, a jej
p§zeciqcie ze zbiorem X bedzie zawarte w zbiorze .J,, co koriczy dowod.

C

ClyA = UneN{(xvy) - L= %’y € [07 %)} U {<O70)}

Dolne korice odcinkéw naleza do domkniecia z tego samego powodu co w a). Gorne
konice tym razem nie naleza, poniewaz nie naleza do Y. Punkt (0,0) mozna spraw-
dzi¢ z definicji. Widaé, ze dla dowolnego r > 0 znajdziemy takie n, ze (%, #) €
B((0,0),r) N A. Wystarczy znalezé cho¢ jedno naturalne rozwigzanie nier6wnoscei:

VE?ZH ()= <,

2n on

czyli na przyktad n = (\2/—51 + 1.



Alternatywnie, wystarczy napisaé, ze ciag (=, 5=) zbiega do punktu (0,0), ktory na-

lezy do Y, wiec granica musi naleze¢ do domkniecia.

Wezmy jeszcze dowolny inny punkt (z,0) t.ze x # % i pokazmy, ze do domkniecia nie
nalezy. Wystarczy zauwazy¢, ze musi on leze¢ pomiedzy punktami (%, 0)1i (n+r1, 0) dla
pewnego n € N. Wystarczy wzia¢ kule o promieniu réwnym odlegtosci od blizszego z
nich, aby byta ona roztaczna ze zbiorem A.

IntyA =A
Uzasadnienie jest takie samo, jak w punkcie b).
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