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1 Poj ↪ecia podstawowe

Zbiór liczb zespolonych C = {z = x+ iy : x, y ∈ R} można utożsamiać z p laszczyzn ↪a dwuwy-
miarow ↪a, któr ↪a b ↪edziemy oznaczać symbolem C i nazywać p laszczyzn ↪a zespolon ↪a
otwart ↪a.

Aby zdefiniować jej domkni ↪ecie podamy najpierw definicj ↪e przekszta lcenia zwanego rzutem
stereograficznym.

1.1 Rzut stereograficzny

W przestrzeni R3 definiujemy sfer ↪e x
2 + y2 +

(
z − 1

2

)2
= 1

4
o środku w punkcie (x0, y0, z0) =

(0, 0, 1
2
) i promieniu r = 1

2
, styczn ↪a do p laszczyzny uk ladu OXY w pocz ↪atku uk ladu wspó lrz ↪ednych.

Punkt N = (0, 0, 1) ∈ S2 nazywać b ↪edziemy biegunem pó lnocnym sfery.

Konstrukcja rzutu stereograficznego

Każdemu punktowi z = x + iy ∈ C przyporz ↪adkujemy punkt Z(ξ, η, ζ) ∈ S2 \ {N} b ↪ed ↪acy
punktem przeci ↪ecia odcinka  l ↪acz ↪acego punkt z ∈ C z punktem N .

Definicja 1.1
Odwzorowanie

P : C z =⇒ Z ∈ S2 \ {N},

z = x+ iy =⇒ Z = (ξ, η, ζ),

gdzie

ξ =
x

1 + |z2|
, η =

y

1 + |z2|
, ζ =

|z|2

1 + |z2|
,

nazywamy rzutem stereograficznym.

Uwaga 1.1
Rzut stereograficzny posiada przekszta lcenie odwrotne

P−1 : S2 \ {N} =⇒ C, Z = (ξ, η, ζ) =⇒ z = x+ iy,

zdefiniowane wzorem x = ξ
1−ζ , y = η

1−ζ .

Zatem rzut stereograficzny jest bijekcj ↪a mi ↪edzy p laszczyzn ↪a otwart ↪a C i sfer ↪a bez bieguna
pó lnocnego, któremu nie odpowiada żaden punkt na p laszczyźnie.
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Uwaga 1.2
Umówimy si ↪e, że punktowi N odpowiada punkt w nieskończoności (ozn. ∞).

Definicja 1.2
P laszczyzn ↪a domnki ↪et ↪a, która oznaczamy symbolem C̄ nazywamy sum ↪e C∪{∞} i utożsamiamy
j ↪a z dwywymiarow ↪a sfer ↪a zwan ↪a sfer ↪a Riemanna.

1.2 Metryki w C i C̄
W p laszczyźnie otwartej C wprowadzamy metryk ↪e euklidesow ↪a

d(z1, z2) :=
√

(Rez1 − Rez2)2 + (Imz1 − Imz2)2 = |z1 − z2|.

W p laszczyźnie domkni ↪etej C̄ wprowadzamy metryk ↪e sferyczn ↪a, w której odleg lość mi ↪edzy
punktami z1, z2 rozumiemy odleg lość euklidesow ↪a mi ↪edzy ich obrazami przy rzucie stereogra-
ficznym na sferze tzn.

ρ(z1, z2) := d(P (z1), P (z2)) =
|z1 − z2|√

1 + |z1|2
√

1 + |z2|2
z1 6= z2 ∈ C,

ρ(z,∞) :=
1√

1 + |z|2
, z 6=∞.

Uwaga 1.3
Aby otrzymać drugi wzór z pierwszego należy za z1 podstawić z i podzielić licznik oraz
mianownik przez z2.

ρ(z, z2) =
|z − z2|√

1 + |z|2
√

1 + |z2|2
=

| z
z2
− 1|√

1 + |z|2
√

1+|z2|2
|z2|2

→ 1√
1 + |z|2

jesli z2 →∞.

Uwaga 1.4
∀z1, z2 ∈ C̄, 0 ≤ ρ(z1, z2) ≤ 1.

Uwaga 1.5
P laszczyzna domkni ↪eta C̄ z metryk ↪a sferyczn ↪a jest przestrzeni ↪a metryczn ↪a zwart ↪a.

Uwaga 1.6
Na zbiorach ograniczonych, zawartych w C obie metryki euklidesowa i sferyczna s ↪a równoważne
tzn. jeśli A ⊂ {z : |z| ≤ R}, (R <∞), to

|z1 − z2|
1 +R2

≤ ρ(z1, z2) ≤ |z1 − z2| ∀z1, z2 ∈ A.
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Definicja 1.3
Zbiór U(z0, ε) = {z ∈ C : d(z, z0) = |z − z0| < ε} nazywamy ε-otoczeniem punktu z0 ∈ C w
p laszczyźnie C (otwartej).

Definicja 1.4
Zbiór U(z0, ε) = {z ∈ C̄ : ρ(z, z0) < ε} nazywamy ε-otoczeniem punktu z0 ∈ C̄ w p laszczyźnie
C̄ (domkni ↪etej). Zatem:

U(∞, ε) = {z ∈ C̄ : ρ(z,∞) < ε} = {z ∈ C̄ :
1√

1 + |z|2
< ε} =

{z ∈ C̄ : |z| >
√

1

ε2
− 1}, ε−ma le.

Otoczeniem punktu w ∞ w p laszczyźnie C̄ jest dope lnienie domkni ↪etego ko la o środku w zerze.

Definicja 1.5

- Otoczeniem nak lutym punktu z0 ∈ C w p laszczyźnie C nazywamy zbiór U(z0, ε) \ {z0} =
{z ∈ C : 0 < |z − z0| < ε}.

- Otoczeniem nak lutym punktu z0 ∈ C̄ w p laszczyźnie C̄ nazywamy zbiór U(z0, ε) \ {z0} =
{z ∈ C : 0 < ρ(z, z0) < ε}.

Definicja 1.6
Obszarem D nazywamy zbiór punktów p laszczyzny C̄ spe lniaj ↪acy warunki:

- (otwartość) ∀a ∈ D ∃U(a, ε)-otoczenie takie, że U(a, ε) ⊂ D,

- ( lukowa spójność) ∀a, b ∈ D istnieje droga o końcach a,b zawarta w D.

Drog ↪a o końcach a, b nazywamy funkcj ↪e ci ↪ag l ↪a γ : [t0, t1]→ C̄ tak ↪a, że γ(t0) = a, γ(t1) = b.

Stwierdzenie 1.1
Dla zbiorów otwartych zawartych w C (odpow. w C̄)  lukowa spójność pokrywa si ↪e ze spojności ↪a
zbiorów.

Definicja 1.7*
Obszar D ⊂ C (odpow. D ⊂ C̄) nazywamy jednospójnym, jeśli jego brzeg jest zbiorem
spójnym. W przeciwnym przypadku obszar nazywamy wielospójnym.
(*) Później podamy inn ↪a definicj ↪e jednospójności.
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2 Funkcje zespolone

Definicja 2.1
Odwzorowanie

f : D ⇒ C̄, D ⊂ C

z ⇒ w = f(z)

nazywamy funkcj ↪e zespolon ↪a zmiennej zespolonej.

Argument z funkcji f i jej wartość w = f(z) rozk ladamy na cz ↪eść rzeczywist ↪a i urojon ↪a tzn.
z = x+ iy, w = u+ iv. Otrzymujemy w ten sposób rozk lad funkcji

w = f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y)

na cz ↪eść rzeczywist ↪a Ref(z) := u(x, y) i cz ↪eść urojon ↪a Imf(z) := v(x, y).

Cz ↪eść rzeczywista i urojona funkcji zespolonej f jest funkcj ↪a rzeczywist ↪a dwóch zmiennych
x, y.

Przyk lad 2.1
Znaleźć cz ↪eść rzeczywist ↪a i urojon ↪a funkcji f(z) = iz2.

f(z) = iz2 = i(x+ iy)2 = i(x2 + 2ixy − y2) = ix2 − 2xy − iy2 = −2xy + i(x2 − y2).

Zatem
Ref(z) = u(x, y) = −2xy, Imf(z) = v(x, y) = x2 − y2.

Przyk lad 2.2
Dane s ↪a cz ↪eść rzeczywista u(x, y) = x − y i urojona v(x, y) = 4xy funkcji zespolonej f .
Przedstawić funkcj ↪e f jako funkcj ↪e zmiennej zespolonej z.

z = x+ iy, z̄ = x− iy ⇒ x =
z + z̄

2
, y =

z − z̄
2i

.

Podstawiamy

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) = (x− y) + i4xy =

(
z + z̄

2

)
−
(
z − z̄

2i

)
+ i4

(
z + z̄

2

)(
z − z̄

2i

)

= z

(
1

2
− 1

2i

)
+ z̄

(
1

2
+

1

2i

)
− (z2 − z̄2) = z

(
1

2
+ i

1

2

)
+ z̄

(
1

2
− i1

2

)
+ z2 − z̄2.

8



2.1 Granica i ci ↪ag lość

Definicja 2.2

lim
z→z0

f(z) = g ⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀z ∈ D 0 < d(z, z0) < δ ⇒ d(f(z), g) < ε.

Stwierdzenie 2.1

lim
z→z0

f(z) = g ⇔ lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = Reg i lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = Img.

Definicja 2.3
Funkcja f jest ci ↪ag la w z0 ⇔ limz→z0 f(z) = f(z0).

Twierdzenie 2.1
Funkcja f(z) = u(x, y) + iv(x, y) jest ci ↪ag la w z0 ⇔ funkcje u i v s ↪a ciag le w (x0, y0).

Definicja 2.4
Funkcja f jest ci ↪ag la w ∞, jeśli funkcja f(1

z
) jest ci ↪ag la w zerze.

2.2 Pochodna

Definicja 2.5
Granic ↪e w laściw ↪a ilorazu różnicowego

lim
∆z→0

f(z + ∆z)− f(z)

∆z

nazywamy pochodn ↪a funkcji f w punkcie z i oznaczamy f ′(z).

f ′(z) := lim
∆z→0

f(z + ∆z)− f(z)

∆z
,

f ′(z0) := lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

.

Jeżeli funkcje f i g maj ↪a pochodn ↪a w punkcie z, to

1. (f ± g)′(z) = f ′(z)± g′(z).

2. (fg)′(z) = f ′(z)g(z) + f(z)g′(z).

3.
(
f
g

)′
(z) = f ′(z)g(z)−f(z)g′(z)

[g(z)]2
dla z /∈ g−1(0).
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Jeżeli funkcja f ma pochodn ↪a w punkcie g(z) i g ma pochodn ↪a w punkcie z, to

(f ◦ g)′(z) = f ′(g(z))g′(z).

Twierdzenie 2.2 (warunek konieczny istnienia pochodnej)
Jeżeli funkcja f(z) = u(x, y)+ iv(x, y) ma w punkcie z0 = x0 + iy0 pochodn ↪a f

′(z0), to istniej ↪a
w punkcie (x0, y0) pochodne cz ↪astkowe ∂u

∂x
, ∂u
∂y
, ∂v
∂x
, ∂v
∂y

i spe lniaj ↪a w punkcie (x0, y0) warunki:

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0),

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0),

zwane warunkami Cauchy’ego-Riemanna.

Dowód. Zak ladamy, że istnieje

f ′(z0) = lim
∆z→0

f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z
.

Niech ∆z = ∆x+ i∆y

(1) ∆y = 0⇒ ∆z = ∆x

f ′(z0) = lim
∆x→0

u(x0 + ∆x, y0) + iv(x0 + ∆x, y0)− u(x0, y0)− iv(x0, y0)

∆x

= lim
∆x→0

[
u(x0 + ∆x, y0)− u(x0, y0)

∆x
+ i

v(x0 + ∆x, y0)− v(x0, y0)

∆x

]
=
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0).

(2) ∆x = 0⇒ ∆z = i∆y

f ′(z0) = lim
∆y→0

u(x0, y0 + ∆y) + iv(x0, y0 + ∆y)− u(x0, y0)− iv(x0, y0)

i∆y

= lim
∆y→0

[
u(x0, y0 + ∆y)− u(x0, y0)

i∆y
+
v(x0, y0 + ∆y)− v(x0, y0)

∆y

]
= −i∂u

∂y
(x0, y0) +

∂v

∂y
(x0, y0).

Zatem
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0) = −i∂u

∂y
(x0, y0) +

∂v

∂y
(x0, y0).
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St ↪ad
∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0) oraz

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0).

Wniosek 2.1
Jeżeli istnieje pochodna funkcji f w punkcie z0, to:

f ′(z0) =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0)− i∂u

∂y
(x0, y0)

=
∂u

∂x
(x0, y0)− i∂u

∂y
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0).

Wniosek 2.2
Pochodne cz ↪astkowe funkcji f wyrażaj ↪a si ↪e wzorami

∂f

∂x
(x, y) =

∂u

∂x
(x, y) + i

∂v

∂x
(x, y)

∂f

∂y
(x, y) =

∂u

∂y
(x, y) + i

∂v

∂y
(x, y).

St ↪ad i z wniosku 2.1 otrzymamy nast ↪epuj ↪ace wzory na pochodn ↪a funkcji f w punkcie z0.

f ′(z0) =
∂f

∂x
(x0, y0) = −i∂f

∂y
(x0, y0).

Twierdzenie 2.3 (warunek dostateczny istnienia pochodnej)
Jeżeli funkcje u(x, y) i v(x, y) s ↪a rózniczkowalne w punkcie (x0, y0) i spe lniaj ↪a w tym punkcie
warunki Cauchy’ego Riemanna, to funkcja f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ma pochodn ↪a f

′(z0).

Dowód. Funkcje u i v s ↪a różniczkowalne w punkcie (x0, y0), wi ↪ec

(1) ∆u(x0, y0) = u(x, y)− u(x0, y0) =
∂u

∂x
(x0, y0)∆x+

∂u

∂y
(x0, y0)∆y + o1(|∆z|),

gdzie |∆z| =
√

(∆x)2 + (∆y)2, o1 jest wielkości ↪a ma lego rz ↪edu tzn. lim∆z→0
o1(|∆z|)

∆z
= 0.

Analogicznie

(2) ∆v(x0, y0) = v(x, y)− v(x0, y0) =
∂v

∂x
(x0, y0)∆x+

∂v

∂y
(x0, y0)∆y + o2(|∆z|),

o2 jest wielkości ↪a ma lego rz ↪edu tzn. lim∆z→0
o2(|∆z|)

∆z
= 0.

∆f(z0) = f(z)− f(z0).
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(3) ∆f(z0) = f(z)− f(z0) = ∆u(x0, y0) + i∆v(x0, y0).

Podstawiaj ↪ac (1) i (2) do (3) otrzymamy:

∆f

∆z
(z0) =

∆u

∆z
(x0, y0) + i

∆v

∆z
(x0, y0) =(

∂u

∂x
(x0, y0)

∆x

∆z
+
∂u

∂y
(x0, y0)

∆y

∆z

)
+
o1(|∆z|)

∆z
+ i

(
∂v

∂x
(x0, y0)

∆x

∆z
+
∂v

∂y
(x0, y0)

∆y

∆z

)
+ i

o2(|∆z|)
∆z

=(
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0)

)
∆x

∆z
+

(
∂u

∂y
(x0, y0) + i

∂v

∂y
(x0, y0)

)
∆y

∆z
+
o1(|∆z|)

∆z
+ i

o2(|∆z|)
∆z

.

Korzystaj ↪ac z za lożenia, że funkcje u(x, y) i v(x, y) spe lniaj ↪a warunki Cauchy’ego-Riemanna

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0) i

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0)

otrzymamy, że

∆f

∆z
(z0) =

(
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0)

)(
∆x+ i∆y

∆z

)
+
o1(|∆z|)

∆z
+ i

o2(|∆z|)
∆z

.

Zatem

lim
∆z→0

∆f

∆z
(z0) = lim

∆z→0

(
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0)

)
+
o1(|∆z|)

∆z
+ i

o2(|∆z|)
∆z

.

St ↪ad wynika, że istnieje granica w laściwa ilorazu różnicowego w punkcie z0, czyli istnieje po-
chodna f ′(z0).

Przyk lad 2.3
Dla jakich punktów z ∈ C funkcja f(z) = zz̄ = |z|2 = x2 + y2 ma pochodn ↪a?
Ref(z) = u(x, y) = x2 + y2, Imf(z) = v(x, y) ≡ 0. Funkcje u i v s ↪a różniczkowalne dla
∀(x, y) ∈ R2. Sprawdzamy warunki C-R.

u′x = 2x, u′y = 2y, v′x = v′y = 0.

St ↪ad
u′x = v′y ⇔ x = 0, u′y = −v′x ⇔ y = 0.

Zatem warunki Cauche’go Riemanna s ↪a spe lnione tylko w punkcie z0 = 0. Z Twierdzenia
2.2 wynika, że tylko w tym punkcie spe lniony jest warunek konieczny istnienia pochodnej. Z
twierdzenia 2.3 zaś wynika, że w punkcie z0 = 0 spe lnione sa również warunki dostateczne
istnienia pochodnej funkcji f . Pochodn ↪a funkcji policzymy z definicji.

f ′(0) = lim
z→0

f(z)− f(0)

z − 0
= lim

z→0

zz̄

z
= lim

z→0
z̄ = 0.

12



2.3 Pochodne formalne

Niech f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Za lóżmy, że funkcje u(x, y) i v(x, y) s ↪a różniczkowalne w
punkcie z0 = (x0, y0). Wyprowadzimy wzory na pochodne formalne f(z).

df = du+ idv =(u′xdx+ u′ydy) + i(v′xdx+ v′ydy)

=(u′xdx+ iv′xdx) + (u′ydy + iv′ydy)

=
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy.

(2.1)

Ponieważ dz = dx+ idy i dz̄ = dx− idy, to

dx =
1

2
(dz + dz̄), dy =

1

2i
(dz − dz̄). (2.2)

Wstawiaj ↪ac (2.2) do (2.1) otrzymamy

df =
∂f

∂x

1

2
(dz + dz̄) +

∂f

∂y

1

2i
(dz − dz̄)

=
1

2

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
dz +

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
dz̄

=
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z̄
dz̄.

(2.3)

Definicja 2.6.
Pochodne formalne funkcji f(z) definiujemy nast ↪epuj ↪aco:

∂f

∂z
:=

1

2

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
,

∂f

∂z̄
:=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
.

Twierdzenie 2.4 (warunek różniczkowalności funkcji w postaci zespolonej)
Niech f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Zak ladamy, że funkcje u(x, y) i v(x, y) s ↪a różniczkowalne w
punkcie z0 = (x0, y0). Wtedy funkcja f(z) ma pochodn ↪a w punkcie z0 = x0 + iy0 wtedy i tylko
wtedy gdy ∂f

∂z̄
(z0) = 0.

Dowód Korzystaj ↪ac z definicji pochodnej formalnej mamy, że

∂f

∂z̄
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
=

1

2

(
u′x + iv′x + i(u′y + iv′y)

)
=

1

2

(
u′x − v′y + i(u′x + iv′y)

)
.

Zauważmy, że warunek ∂f
∂z̄

(z0) = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy u′x(x0, y0) = v′y(x0, y0)
i u′y(x0, y0) = −v′x(x0, y0), czyli gdy spe lnione s ↪a warunki Cauchy’ego-Riemanna w punkcie
z0.
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Uwaga 2.1 f ′(z0) = ∂f
∂z

(z0)

Dowód
Z wniosku 2.1 wynika, że f ′(z0) = ∂u

∂x
(x0, y0) + i ∂v

∂x
(x0, y0). Natomiast ∂f

∂z
= 1

2

(
∂f
∂x
− i∂f

∂y

)
=

1
2

(
u′x + iv′x − i(u′y + iv′y)

)
= 1

2

(
(u′x + v′y) + i(v′x − u′y)

)
. Korzystaj ↪ac z faktu, że jeśli istnieje

f ′(z0) to f spe lnia w punkcie z0 warunki Cauchy’ego-Riemanna otrzymamy, że

∂f

∂z
(z0) =

1

2

[
u′x(x0, y0) + v′y(x0, y0) + i(v′x(x0, y0)− u′y(x0, y0))

]
=

1

2
[2u′x(x0, y0) + i2v′x(x0, y0)] = f ′(z0)

2.4 Pochodna kierunkowa funkcji

Niech D ⊂ C, f : D → C, z0 ∈ D. Wtedy

∆f = f(z)− f(z0), ∆z = z − z0, ∆z̄ = z̄ − z̄0.

Zatem

∆f =
∂f

∂z
∆z +

∂f

∂z̄
∆z̄ + o(∆z),

gdzie o(∆z) oznacza ma l ↪a wyższego rz ↪edu wzgl ↪edem ∆ tzn. lim∆z→0
o(∆z)

∆z
= 0. Zapiszemy

∆z = |∆z|eiθ, wtedy ∆z̄ = |∆z|e−iθ.

∆f

∆z
=
∂f

∂z
+
∂f

∂z̄
e−2iθ + η(∆z),

gdzie η(∆z) = o(∆z)
∆z
→ dla ∆z → 0.

Do istnienia granicy ilorazu ∆f
∆z

dla ∆z → 0 potrzeba i wystarcza, aby przy d ↪ażeniu ∆z → 0

k ↪at θ = arg(∆z) d ↪aży l do pewnej granicy φ. Granic ↪a ilorazu ∆f
∆z

gdy arg(∆z) d ↪aży do k ↪ata φ

nazywamy pochodn ↪a funkcji f w kierunku k ↪ata φ w punkcie z0 i oznaczamy symbolem ∂f
∂zφ

.

∂f

∂zφ
=
∂f

∂z
+
∂f

∂z̄
e−2iφ.

Uwaga 2.2
Jeżeli ∂f

∂z̄
(z0) 6= 0, to pochodne kierunkowe w tym punkcie zależ ↪a od od kierunku.
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Uwaga 2.3
Funkcja ma pochodn ↪a w punkcie z0 ⇔ ∂f

∂z̄
(z0) = 0 ⇔ gdy pochodna funkcji f nie zależy od

od kierunku φ w punkcie z0.

2.5 Funkcje holomorficzne

Definicja 2.7
Funkcj ↪e f(z) nazywamy holomorficzn ↪a (różniczkowaln ↪a w sensie zespolonym) w obszarze D
jeśli w każdym punkcie z ∈ D istnieje pochodna f ′(z).

Ozn. f ∈ H(D).

Definicja 2.8
Funkcj ↪e f(z) nazywamy holomorficzn ↪a (różniczkowaln ↪a w sensie zespolonym) w punkcie
z0 ∈ D jeśli jest holomorficzna w pewnym otoczeniu tego punktu.

Przyk lad 2.4
Zbadać holomorficzność funkcji f(z) = |z|2 = zz̄.

Wiadomomo, że f ′(z0) istnieje wtedy i tylko wtedy gdy ∂f
∂z̄

(z0) = 0. Policzymy ∂f
∂z̄

(z) = z.

St ↪ad ∂f
∂z̄

(z) = 0⇔ z = 0. Zatem f ma pochodn ↪a tylko w z0 = 0. Policzymy j ↪a z definicji

f ′(z0) = lim
z→0

f(z)− f(z0)

z − z0

= lim
z→0

zz̄ − 0

z − 0
= lim

z→0
z̄ = 0.

- f ma pochodn ↪a tylko w zerze, zatem nie jest holomorficzna ani w punkcie z0 = 0, ani w
ca lej p laszczyźnie C.

Przyk lad 2.5
Zbadać holomorficzność funkcji f(z) = z2z̄.

Policzymy ∂f
∂z̄

(z) = z2. St ↪ad ∂f
∂z̄

(z) = 0 ⇔ z = 0. Zatem f ma pochodn ↪a tylko w z0 = 0.
Policzymy j ↪a z definicji

f ′(z0) = lim
z→0

f(z)− f(z0)

z − z0

= lim
z→0

z2z̄ − 0

z − 0
= lim

z→0
zz̄ = 0

- f ma pochodn ↪a tylko w zerze, zatem nie jest holomorficzna ani w punkcie z0 = 0, ani w
ca lej p laszczyźnie C. Jest to kolejny przyk lad funkcji, która ma pochodn ↪a w punkcie ale nie
jest w nim holomorficzna.
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W lasności funkcji holomorficznych:

1. Jeśli f, g ∈ H(D), to (f ± g) ∈ H(D) oraz fg ∈ H(D).

2. Jeśli f, g ∈ H(D), to f
g
∈ H(D \ (g−1(0)).

3. Jeśli g ∈ H(D), f ∈ H(f(D)), to (f ◦ g) ∈ H(D).

3 Funkcje elementarne

3.1 Funkcja wyk ladnicza

Funkcj ↪e wyk ladnicz ↪a w dziedzinie zespolonej zdefiniujemy tak samo jak w analizie rzeczywistej
tzn.

exp(z) := lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n
.

Wykażemy istnienie tej granicy dla każdego z ∈ C.

1. Najpierw pokażemy zbieżność modu lów tzn.

lim
n→∞

∣∣∣(1 +
z

n

)n∣∣∣ = ex. (3.1)

Skorzystamy z w lasności, że |zn| = |z|n. Zatem∣∣∣(1 +
z

n

)n∣∣∣ =

[(
1 +

x

n

)2

+
y2

n2

]n/2
=

[
1 +

2x

n
+
x2 + y2

n2

]n/2
.

Przechodz ↪ac do granicy otrzymamy, że

lim
n→∞

∣∣∣(1 +
z

n

)n∣∣∣ = ex,

czyli zachodzi (3.1).

2. Niech Argz oznacza argument g lówny liczby z. Pokażemy, że

lim
n→∞

Arg
(

1 +
z

n

)n
= y. (3.2)

Zauważmy najpierw, że

Arg
(

1 +
z

n

)
= arctg

y
n

1 + x
n

.

Ponieważ Arg(zn) = nArg(z), to

Arg
(

1 +
z

n

)n
= narctg

( y
n

1 + x
n

)
.
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Przechodz ↪ac do granicy otrzymamy, że

lim
n→∞

(
narctg

( y
n

1 + x
n

))
= y,

czyli zachodzi (3.2).

Z jednoznaczności zapisu liczby zespolonej w postaci trygonometrycznej otrzymamy, że modu l
liczby ez czyli |ez| = limn→∞

∣∣(1 + z
n

)n∣∣ = ex, zaś Arg(ez) = limn→∞Arg
(
1 + z

n

)n
= y. St ↪ad

exp(z) = ez = ex+iy = ex(cosy + isiny). (3.3)

Podstawiaj ↪ac za z = 0 + iy otrzymamy wzór Eulera tzn.

∀y ∈ IR eiy = cosy + isiny (3.4)

Wracaj ↪ac do definicji funkcji wyk ladniczej ez (znowu korzystaj ↪ac z jednoznaczności zapisu
liczby zespolonej w postaci trygonometrycznej) otrzymamy, że

ez = ex+iy = exeiy = ex(cosy + isiny).

W lasności

a) Cz ↪eść rzeczywista i urojona funkcji f(z) = ez wynosz ↪a odpowiednio

u(x, y) = excosy, v(x, y) = exsiny.

b) |ez| = ex.

c) funkcja ez jest holomorficzna w C oraz (ez)′ = ez.

Jest oczywiste, że cz ↪eść rzeczywista i urojona funkcji s ↪a klasy C1(R2). Pokażemy, że
spe lniaj ↪a równania Cauchy’ego-Riemanna:

u′x(x, y) = excosy, u′y(x, y) = −exsiny, v′x(x, y) = exsiny, v′y(x, y) = excosy,

u′x(x, y) = v′y(x, y), u′y(x, y) = −v′x(x, y).

f ′(z) =
∂f

∂z
= u′x + iv′x = excosy + iexsiny = ex(cosy + isiny) = ez.

d) ∀z1, z2 ∈ C, ez1+z2 = ez1ez2 .

ez1ez2 = ex1(cosy1 + isiny1)ex2(cosy2 + isiny2) = ex1+x2 (cos(y1 + y2) + isin(y1 + y2)) .

= e(x1+x2)+i(y1+y2) = ez1+z2 .
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e) ∀z ∈ C, ez 6= 0.

Przypuśćmy, że

ez = 0 ⇐⇒ ex(cosy + isiny) = 0 ⇐⇒ excosy = 0 ∧ exsiny = 0.

Ponieważ ex 6= 0 to cosy = 0 i siny = 0. Pierwsza równość zachodzi dla y = π
2

+ kπ,
druga zaś dla y = kπ, gdzie k ∈ Z. Ponieważ obie równości nie mog ↪a zachodzić
jednocześnie, otrzymana sprzeczność dowodzi, że ez 6= 0 dla każdego z ∈ C.

f) funkcja ez jest okresowa o okresie podstawowym T = 2πi.

Dla k ∈ Z korzystaj ↪ac z okresowości funkcji trygonometrycznych sinx i cosx mamy

ez+2kπi = eze2kπi = ez(cos(2kπ) + isin(2kπ)) = ez(1 + i0) = ez.

g) funkcja ez jest rozszerzeniem do dziedziny zespolonej funkcji wyk ladniczej ex.

Niech z = x+ i0 ∈ R. Wtedy ez = ex(cos0 + isin0) = ex(1 + i0) = ex.

Uwaga 3.1
Zostanie później udowodnione, że funkcja wyk ladnicza ez rozwinie si ↪e w szereg Maclaurina
tzn.

ez =
∞∑
k=1

zk

k!
dla każdego z ∈ C.

3.2 Funkcje trygonometryczne

Funkcje cosz i sinz w dziedzinie zespolonej definiujemy nast ↪epuj ↪aco:

cosz :=
eiz + e−iz

2
, sinz :=

eiz − e−iz

2i
,

tgz =
sinz

cosz
=

eiz − e−iz

i(eiz + e−iz)
, ctgz =

cosz

sinz
=
i(eiz + e−iz)

(eiz − e−iz)
.

W lasności

a) S ↪a to funkcje holomorficzne w swojej dziedzinie tzn. sinz i cosz dla z ∈ C,
tgz dla z ∈ {z ∈ C : z 6= kπ + π

2
, k ∈ Z}, ctgz dla z ∈ {z ∈ C : z 6= kπ, k ∈ Z}.
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Korzystamy z faktu, że funkcja wyk ladnicza ez jest funkcj ↪a holomorficzn ↪a oraz z w lasności
dzia lań na tych funkcjach. St ↪ad można wyprowadzić wzory na pochodn ↪a:

(cosz)′ =
1

2
(ieiz − ie−iz) =

i

2
(eiz − e−iz) = − 1

2i
(eiz − e−iz) = −sinz.

(sinz)′ =
1

2i
(ieiz + ie−iz) =

i

2i
(eiz + e−iz) =

1

2
(eiz + e−iz) = cosz.

(tgz)′ =
1

cos2z
(ctgz)′ =

−1

sin2z
.

b) cos2z + sin2z = 1.

cos2z + sin2z =

(
eiz + e−iz

2

)2

+

(
eiz − e−iz

2i

)2

=
1

4

(
e2iz + 2eize−iz + e−2iz

)
− 1

4

(
e2iz − 2eize−iz + e−2iz

)
=

4eize−2iz

4
= 1.

c) Cz ↪eści rzeczywiste i urojone funkcji trygonometrycznych wynosz ↪a odpowiednio:

sinz = sinxchy + icosxshy

cosz = cosxchy − isinxshy

tgz =
sin2x

cos2x+ ch2y
+ i

sh2y

cos2x+ ch2y

Dowód podamy dla funkcji sinz

sinz =
eiz − e−iz

2i
=
ei(x+iy) − e−i(x+iy)

2i
=
e−y+ix − ey−ix

2i

=
e−y(cosx+ isinx)− ey(cosx− isinx)

2i

= cosx

(
e−y − ey

2i

)
+ isinx

(
e−y + ey

2i

)
= sinxchy + icosxshy.

d) Funkcje trygonometryczne sinz, cosz, tgz s ↪a rozszerzeniem do dziedziny zespolonej funk-
cji sinx, cosx, tgx.
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Niech z = x+ i0 ∈ IR. Wtedy

sinz = sinxch0 + icos0sh0 = sinx+ i0 = sinx.

cosz = cosxch0− icosxsh0 = cosx− i0 = cosx.

tgz =
sin2x

cos2x+ ch0
+ i

sh0

cos2x+ ch0
=

2sinxcosx

1 + (2cos2x− 1)
= tgx.

e) Funkcje trygonometryczne s ↪a okresowe tzn.

– sinz i cosz o okresie podstawowym T = 2π.

– tgz i ctgz o okresie podstawowym T = π.

sin(z + 2π) =sin(x+ iy + 2π) = sin(x+ 2π)chy + icos(x+ 2π)shy

=sin(x)chy + icos(x)shy = sinz.

Dowód dla cosz jest analogiczny.

tg(z + π) =
sin2(x+ π)

cos2(x+ π) + ch2y
+ i

sh2y

cos2(x+ π) + ch2y

=
sin2x

cos2x+ ch2y
+ i

sh2y

cos2x+ ch2y
= tgz.

f) |sinz| =
√
sin2x+ sh2y oraz |cosz| =

√
cos2x+ sh2y.

Ponieważ funkcja hiperboliczna shy jest nieograniczona, wynika st ↪a, że w przeciwieństwie
do funkcji rzeczywistych funkcje sinz i cosz s ↪a nieograniczone.

g) sinz, tgz, ctz to funkcje nieparzyste, natomiast cosz jest funkcj ↪a parzyst ↪a
tzn. sin(−z) = −sinz, coz(−z) = cosz.

h) sin(z̄) = sinz, cos(z̄) = cosz tg(z̄) = tgz ctg(z̄) = ctgz.

i) sin(z1 ± z2) = sinz1cosz2 ± cosz1sinz2.
cos(z1 + z2) = cosz1cosz2 − sinz1sinz2.
cos(z1 − z2) = cosz1cosz2 + sinz1sinz2.

j) Funkcje sinz oraz cosz przyjmuj ↪a wszystkie wartości z p laszczyzny otwartej C.
Funkcje tgz i ctgz omijaj ↪a dwie wartości i,−i, natomiast przyjmuj ↪a wartość ∞, tgz w
punktach zk = π

2
+ kπ, ctgz w punktach zk = kπ, k ∈ Z.
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3.3 Funkcje hiperboliczne

Funkcje chz i shz w dziedzinie zespolonej definiujemy tak samo jak w dziedzinie rzeczywistej
tzn.

chz :=
ez + e−z

2
, shz :=

ez − e−z

2
,

thz :=
shz

chz
=
ez − e−z

ez + e−z
, cthz :=

chz

shz
=
ez + e−z

ez − e−z
.

W lasności

a) S ↪a to funkcje holomorficzne w swojej dziedzinie tzn. shz i chz dla z ∈ C,
thz dla z ∈ {z ∈ C : z 6= i(kπ + π

2
), k ∈ Z}, cthz dla z ∈ {z ∈ C : z 6= ikπ, k ∈ Z}.

(chz)′ = shz, (shz)′ = chz, (thz)′ =
1

ch2z
, (cthz)′ =

−1

sh2z
.

b) ch2z − sh2z = 1 dla ∀z ∈ C.

c) Cz ↪eści rzeczywiste i urojone funkcji hiperbolicznych wynosz ↪a odpowiednio:

shz = shxcosy + ichxsiny,

chz = chxcosy + ishxsiny,

thz =
sh2x

ch2x+ cos2y
+ i

sin2y

ch2x+ cos2y
.

d) Funkcje hiperboliczne shz, chz, thz, cthz s ↪a rozszerzeniem do dziedziny zespolonej funk-
cji shx, chx, thx, cthx.

e) Funkcje hiperboliczne s ↪a okresowe tzn.

– shz i chz o okresie podstawowym T = 2πi.

– thz i cthz o okresie podstawowym T = πi.

f) |shz| =
√
sh2x+ sin2y oraz |chz| =

√
sh2x+ cos2y.

g) cosiz = chz, siniz = ish(z).
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3.4 Funkcja logarytmiczna

Niech z ∈ C \ {0}. Każd ↪a liczb ↪e zespolon ↪a w spe lniaj ↪ac ↪a równanie

ew = z

nazywamy logarytmem liczby z i oznaczamy lnz. Niech

z = x+ iy = ew = eu+iv = eu(cosv + isinv). (3.5)

Zatem |z| = eu czyli u = ln|z| = ln
√
x2 + y2. Z (3.5) wynika, że v = Argz+2kπ dla pewnego

k ∈ Z, gdzie Argz oznacza argument g lówny liczby z.

Każda liczba zespolona z ∈ C \ {0} ma nieskończenie wiele logarytmów wyrażonych wzorem

w = u+ iv = ln|z|+ i(Argz + 2kπ), k ∈ Z.

Funkcja zdefiniowa wzorem
lnz = ln|z|+ iargz (3.6)

dla z 6= 0 nazywamy funkcj ↪a logarytmiczn ↪a. Funkcja lnz jest nieskończenie wielowartościowa.
Funkcj ↪e

Lnz = ln|z|+ iArgz, −π < Argz ≤ π (3.7)

nazywamy ga lezi ↪a g lówn ↪a logarytmu. Z (3.6) i (3.7) wynika, że

lnz = Lnz + i2kπ, k ∈ Z.

W każdym obszarze jednospójnym nie zawieraj ↪acym 0 i ∞ istnieje jednoznaczna ga l ↪aź
logarytmu. Takim obszarem jest np. p laszczyzna rozci ↪eta wzd luż osi ujemnej tzn.

E = C \ {x ∈ R : x ≤ 0}.

3.5 Funkcja pot ↪egowa

Niech µ b ↪edzie dowoln ↪a liczb ↪a zespolon ↪a, E obszarem spójnym w którym istnieje jedno-
znaczna ga l ↪aź logarytmu zmiennej z. Funkcj ↪e potegow ↪a o wyk ladniku µ nazywamy funkcj ↪e
zdefiniowan ↪a wzorem

zµ = eµlnz. (3.8)

Jest to także fukcja wielowartościowa. Ga l ↪ezi ↪a g lówn ↪a tej funkcji nazywamy ga l ↪aź
zdefiniowan ↪a za pomoc ↪a ga l ↪ezi g lównej logarytmu tzn.

eµLnz.

Szczególnym przyk ladem funkcji pot ↪egowej jest funkcja n
√
z = e(1/n)lnz zwana pierwiastkiem

n-stopnia z liczby z ∈ C \ {0}. W każdym obszarze jednospójnym nie zawieraj ↪acym zera i ∞
istnieje dok ladnie n ga l ↪ezi różni ↪acych si ↪e czynnikiem e2kπi/n, k = 0, 1, . . . n− 1.
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3.6 Powierzchnie Riemanna funkcji wielowartościowych

Funkcja lnz zdefiniowana dla z ∈ C \ {0} jest nieskończenie wielowartościowa. Na
p laszczyźnie rozci ↪etej wzd luż pó losi rzeczywistej ujemnej istnieje nieskończenie wiele ga l ↪ezi
jednoznacznych logarytmu Lnz + 2kπi, k ∈ Z. Utwórzmy nieskończony ci ↪ag tak rozci ↪etych
p laszczyzn i ponumerujmy je liczbami k ∈ Z. Z każdej p laszczyzny usuwamy punkt 0.
 L ↪aczymy górny brzeg rozci ↪ecia każdej z nich z dolnym brzegiem rozci ↪ecia nast ↪epnej tak
aby punkty brzegowe o tych samych wspó lrz ↪ednych tworzy ly jeden punkt. Otrzymamy nie-
skończenie wielolistn ↪a powierzchni ↪e z lożon ↪a z plaszczyzn zwanych lísciami. Taka powierzch-
nia przedstawia powierzchni ↪e Riemanna pe lnej funkcji lnz. Punktom p laszczyzny oznaczonej
liczb ↪a 0 przyporzadkujemy wartości ga l ↪ezi g lownej Lnz. Ogólnie, punktowi z n-p laszczyzny
przyporz ↪adkowujemy wartości Lnz + i2nπ. W ten sposób każdej wartości funkcji lnz zostaje
przyporz ↪adkowany dok ladnie jeden punkt powierzchni i na odwrót. Na tej powierzchni lnz
jest funkcj ↪a jednoznaczn ↪a. Startuj ↪ac z pewnego punktu z i okr ↪ażaj ↪ac punkt 0 dojdziemy
po jednym okr ↪ażeniu do punktu z ± 2πi zależnie od tego czy okr ↪ażamy punkt 0 w dodatniej
czy ujemnej orientacji.

Funkcja n
√
z ma n ga l ↪ezi jednoznacznych na ca lej p lasczyźnie rozci ↪etej wzd luż

pó losi rzeczywistej ujemnej. Gdy okr ↪ażamy raz punkt 0 wzd luż pewnej krzywej za-
mkni ↪etej w kierunku dodatnim na p laszczyźnie nierozci ↪etej, wówczas każda ga l ↪aź przechodzi
w nast ↪epn ↪a. Wartość funkcji zostaje pomnożona przez e2πi/n. Po n-krotnym okr ↪ażeniu punktu
0 wartość funkcji wraca do swej pocz ↪atkowej wartości bo zmieni sie o czynnik e2πi/n = 1.
Aby skonstruować powierzchni ↪e Riemanna funkcji n

√
z umieszczamy n rozci ↪etych p laszczyzn

wzdluż osi rzeczywistej ujemnej i  l ↪aczymy górny brzeg rozci ↪ecia każdej p laszczyzny z dolnym
brzegiem rozci ↪ecia nast ↪epnej. Tak samo po l ↪aczymy górny brzeg ostatniej p laszczyzny z dol-
nym brzegiem pierwszej. Zawsze  l ↪aczymy punkty o tych samych wspó lrz ↪ednych. Otrzymana
w ten sposób n-listn ↪a powierzchnia przedstawia powierzchni ↪e Riemanna pe lnej funkcji n

√
z.

Na jednym lísciu tej powierzchni rozmieśćmy wartości jednoznacznej ga l ↪ezi naszej funkcji,
a na każdym nast ↪epnym lísciu wartości tej ga l ↪ezi pomnożonej przez e2πi/n. W ten sposób
każdej wartości funkcji n

√
z zostaje przyporz ↪adkowany dok ladnie jeden punkt powierzchni i

na odwrót. Na tej powierzchni n
√
z jest funkcj ↪a jednoznaczn ↪a.

4 Szeregi funkcyjne

4.1 Szeregi liczbowe

Definicja 4.1
Szereg a0 + a1 + a2 + . . . =

∑∞
n=0 an o dowolnych wyrazach zespolonych nazywamy zbieżnym

do sumy s, gdy ci ↪ag sum cz ↪astkowych sn =
∑n

k=0 an, n ∈ N, jest zbieżny do granicy s.
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Definicja 4.2
Szereg

∑∞
n=0 an nazywamy:

i) bezwzgl ↪ednie zbieżnym jeśli
∑∞

n=0 |an| jest zbieżny,

ii) warunkowo zbieżnym jeśli jest zbieżny ale nie jest bezwgl ↪ednie zbieżny.

Twierdzenie 4.1

i) Jeżeli szereg
∑∞

n=0 an jest zbieżny, to limn→∞ an = 0.

ii) Szereg bezwzgl ↪ednie zbieżny jest zbieżny przy dowolnym uporz ↪adkowaniu wyrazów i jego
suma nie zależy od porz ↪adku wyrazów.

iii) Szereg
∑∞

n=0 an, gdzie an = αn+iβn, jest zbieżny do sumy s = α+β wtedy i tylko wtedy,
gdy szeregi

∑∞
n=0 αn i

∑∞
n=0 βn s ↪a zbieżne tzn.

∑∞
n=0 αn = α i

∑∞
n=0 βn = β.

Twierdzenie 4.2 (Kryterium porównawcze)
Jeżeli dla prawie wszystkich wyrazów szeregu

∑∞
n=0 an zachodzi nierówność |an| ≤ An i szereg∑∞

n=0 An jest zbieżny, to szereg
∑∞

n=0 an jest zbieżny bezwzgl ↪ednie.

Twierdzenie 4.3 (Kryterium d’Alamberta)

Szereg
∑∞

n=0 an jest bezwzgl ↪ednie zbieżny, gdy limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ < 1 oraz rozbieżny, gdy

limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ > 1.

Twierdzenie 4.4 (Kryterium Cauchy’ego)
Szereg

∑∞
n=0 an jest bezwzgl ↪ednie zbieżny, gdy lim supn→∞

n
√
|an| < 1 oraz rozbieżny, gdy

lim supn→∞
n
√
|an| > 1.

Twierdzenie 4.5 (Kryterium Dirichleta)
Szereg

∑∞
n=0 anbn jest zbieżny, jeśli wyrazy an s ↪a rzeczywiste, dodatnie i ze wzrostem n malej ↪a

do zera, a ci ↪ag sum cz ↪astkowych szeregu
∑∞

n=0 bn jest ograniczony.

Przyk lad 4.1
Szereg

∑∞
n=1

zn

n
jest zbieżny dla |z| = 1, z 6= 1, bo przyjmuj ↪ac an = 1

n
, bn = zn, |z| = 1 i

|1− z| > η otrzymamy

|sn| = |z + z2 + . . .+ zn| =
∣∣∣∣z(1− zn)

1− z

∣∣∣∣ < 2

η
,

a wi ↪ec za lożenia kryterium Dirichleta s ↪a spe lnione. Zauważmy, że ten szereg nie jest zbieżny
bezwgl ↪ednie dla z takich, że |z| = 1, ponieważ

∑∞
n=1

∣∣ zn
n

∣∣ =
∑∞

n=1
1
n

=∞.
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4.2 Rodzaje zbieżności szeregów funkcyjnych

Definicja 4.3
Niech D ⊂ C zbiór (cz ↪esto otwarty lub obszar), fn : D → C ci ↪ag funkcji. Powiemy, że szereg
funkcyjny

∑∞
n=1 fn(z) jest zbieżny w D jeżeli ci ↪ag {sn(z) =

∑n
k=1 fk(z)} jest zbieżny w D

tzn. jeśli granica limn→∞ sn(z) = s(z) jest funkcj ↪a dobrze określon ↪a w zbiorze D. Taki rodzaj
zbieżności nazywamy zbieżności ↪a punktow ↪a.

Zbieżność w D nazywamy jednostajn ↪a, jeśli

∀ε ∃N(ε) ∀n > N(ε) ∀z ∈ D |sn(z)− s(z)| < ε.

Warunek jednostajnej zbieżności szeregu
∑∞

n=1 fn(z) można także sformu lować nast ↪epuj ↪aco:

∀ε ∃N(ε) ∀n > N(ε) ∀z ∈ D |
∞∑

n=N+1

fn(z)| < ε.

Funkcj ↪e graniczn ↪a s(z) = limn→∞ sn(z) nazywamy sum ↪a danego szeregu.

Uwaga 4.1
Niech D ⊂ C zbiór otwarty (lub obszar), fn : D → C ci ↪ag funkcji ci ↪ag lych. Jeżeli ci ↪ag funk-
cyjny (szereg funkcyjny

∑∞
n=1 fn(z)) jest zbieżny jednostajnie w D, to granica ci ↪agu (suma

szeregu) jest funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a w D.

Twierdzenie 4.6 (Weierstrassa)
Szereg

∑∞
n=1 fn(z) jest zbieżny jednostajnie w zbiorze D ⊂ C, jeśli istnieje ci ↪ag liczbowy

{an}∞n=1 taki, że ∀n ∈ N, |fn(z)| ≤ an i szereg
∑∞

n=1 an jest zbieżny.

Definicja 4.4
Niech D ⊂ C, fn : D → C ci ↪ag funkcji. Szereg funkcyjny

∑∞
n=1 fn(z) nazywamy zbieżnym

niemal jednostajnie w zbiorze D, jeśli jest on zbieżny jednostajnie na każdym zwartym pod-
zbiorze zbioru D.

Uwaga 4.2
Zbieżność jednostajn ↪a można cz ↪esto zast ↪apić zbieżnościa niemal jednostajn ↪a. Granica zbieżnego
niemal jednostajnie ci ↪agu (szeregu) funkcji ci ↪ag lych jest funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a.
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4.3 Szeregi pot ↪egowe

Definicja 4.5
Szeregiem pot ↪egowym o środku w punkcie z0 nazywamy szereg postaci

∞∑
n=0

an(z − z0)n, (4.1)

gdzie an ∈ C.

Definicja 4.6
Promieniem zbieżności szeregu potegowego (4.1) nazywamy kres górny zbioru tych liczb r, że
dany szereg jest zbieżny w kole {z : |z − z0| < r}.

Wzór Cauchy’ego-Hadamarda
Niech dany b ↪edzie szereg pot ↪egowy (4.1) i

lim sup
n→∞

n
√
|an| =

1

R
, (4.2)

gdzie 0 ≤ R ≤ ∞ (przyjmujemy, że 1
0

= ∞, 1
∞ = 0). Wówczas szereg (4.1) jest zbieżny w

każdym punkcie z, dla którego |z− z0| < R, i jest rozbieżny w każdym punkcie z, dla którego
|z − z0| > R.

Dowód
Niech 0 < R < ∞. Wtedy dla każdego ε > 0 istnieje N ∈ N takie, że dla n ≥ N mamy
n
√
|an| < 1/R + ε. St ↪ad

|an(z − z0)n| <
[(

1

R
+ ε

)
|z − z0|

]n
. (4.3)

Jeśli |z − z0| < R, to ε można dobrać tak ma le, że spe lniona b ↪edzie nierówność(
1

R
+ ε

)
|z − z0| = q < 1.

Wówczas z (4.3) widać, że wyrazy szeregu (4.1) dla n ≥ N s ↪a majoryzowane przez wyrazy
szeregu geometrycznego

∑∞
n=0 q

n i w konsekwencji szereg (4.1) jest zbieżny, gdy |z− z0| < R.

Z definicji granicy górnej wynika, że dla dowolnej liczby ε > 0 istnieje taki podci ↪ag nk, że

nk

√
|ank | > 1/R− ε.
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Zatem

|ank(z − z0)nk | >
[(

1

R
− ε
)
|z − z0|

]nk
. (4.4)

Jeśli |z − z0| > R, to liczb ↪e ε można dobrać tak ma l ↪a aby (1/R − ε)|z − z0| > 1. Wówczas
z (4.4) wynika, że |ank(z − z0)nk | > 1, a w konsekwencji nie zachodzi warunek konieczny
zbieżności szeregu (4.1), wi ↪ec szereg ten jest rozbieżny dla |z − z0| > R.

Wniosek 4.1
Obszarem zbieżności szeregu pot ↪egowego (4.1) jest ko lo {z : |z− z0| < R}, gdzie R jest liczb ↪a
wyznaczon ↪a ze wzoru Cauchy’ego-Hadamarda.

Przyk lad 4.2

1. Szereg
∑∞

n=0 z
n jest zbieżny w kole K(0, 1) = {z : |z| < 1}, ponieważ

lim sup
n→∞

n
√
|an| =

1

R
= 1.

Jeśli |z| = 1, to szereg
∑∞

n=1 z
n nie jest zbieżny, bo nie zachodzi warunek konieczny

zbieżności - wyraz zn = einφ ma modu l równy 1, czyli nie d ↪aży do zera.

2. Szereg
∑∞

n=1
zn

n2 jest zbieżny w kole K(0, 1) = {z : |z| ≤ 1}, ponieważ

lim sup
n→∞

n

√∣∣∣∣ 1

n2

∣∣∣∣ =
1

R
= 1

oraz ∀n ∈ N
∣∣ zn
n2

∣∣ ≤ 1
n2 . (

∑∞
n=0

1
n2 <∞.) Zatem szereg jest zbieżny w kole i na brzegu.

3. Dla szeregu
∑∞

n=0 n
nzn promień zbieżności R = 0, ponieważ

lim sup
n→∞

n
√
|nn| = lim sup

n→∞
n =∞ =

1

R
.

Szereg jest zbieżny tylko dla z = 0.

Twierdzenie 4.7 (Abela)
Jeżeli szereg pot ↪egowy

∑∞
n=0 anz

n jest zbieżny w punkcie z1 6= 0, to jest on bezwgl ↪ednie zbieżny

w kole K(0, |z1|) = {z : |z| < |z1|} oraz jest zbieżny jednostajnie w każdym kole K(0, ρ), gdzie
ρ < |z1|.
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Dowód.
Ponieważ szereg

∑∞
n=0 anz

n
1 jest zbieżny, to zachodzi warunek konieczny zbieżności, czyli

limn→∞ anz
n
1 → 0. Zatem

∃M > 0 ∃N > 0 ∀n ≥ N |anzn1 | < M.

St ↪ad wynika, że

∃M > 0 ∃N > 0 ∀n ≥ N ∀z |z| < |z1| ⇒ |anzn| < M. (∗)

Pokażemy, że szereg
∑∞

n=0 |anzn| jest zbieżny w K(0, |z1|) = {z : |z| < |z1|}. Mamy

|anzn| =
∣∣∣∣anzn1 znzn1

∣∣∣∣ = |anzn1 |
∣∣∣∣znzn1
∣∣∣∣ ≤M

∣∣∣∣znzn1
∣∣∣∣ = Mqn,

gdzie q :=
∣∣∣ zz1 ∣∣∣ < 1. Ponieważ q < 1, szereg geometyczny

∑∞
n=1 Mqn jest zbieżny. Korzystaj ↪ac

z kryterium porównawczego otrzymamy, że szereg
∑∞

n=1 anz
n jest zbieżny bezwzgl ↪ednie w kole

K(0, |z1|) = {z : |z| < |z1|}.

Niech ρ < |z1|. Weźmy z takie, że |z| ≤ ρ. Wtedy istnieje ρ1 takie, że ρ < ρ1 < |z1|.

|anzn| =
∣∣∣∣anρn1 znρn1

∣∣∣∣ = |anρn1 |
∣∣∣∣znρn1
∣∣∣∣ ≤Mpn,

gdzie p :=
∣∣∣ zρ1 ∣∣∣ < 1, gdzie |anρn1 | < M z (*). Zatem z kryterium Weierstrassa szereg

∑∞
n=1 anz

n

jest zbieżny bezwgl ↪ednie jednostajnie w kole K(0, ρ) = {z : |z| ≤ ρ}.
Zatem w kole K(0, |z1|) = {z : |z| < |z1|} szereg pot ↪egowy jest zbieżny niemal jednostaj-

nie.

Twierdzenie 4.8 (o holomorficzności sumy szeregu pot ↪egowego)
Jeżeli promień R zbieżności szeregu pot ↪egowego

∑∞
n=0 anz

n jest dodatni, to f -suma tego szeregu
jest funkcj ↪a holomorficzn ↪a w kole K(0, R) = {z : |z| < R} i dla każdego z ∈ K(0, R)

f ′(z) =
∞∑
n=1

nanz
n−1.

(Szereg pot ↪egowy wewn ↪atrz ko la zbieżności można różniczkować wyraz po wyrazie).

Dowód
Napiszemy szereg pochodnych formalnych

∞∑
n=1

nanz
n−1.

28



Promień zbieżności tego szeregu jest taki sam jak szeregu
∑∞

n=1 anz
n, ponieważ

lim sup
n→∞

n
√
n|an| = lim sup

n→∞

n
√
|an|.

Z Twierdzenia Abela wynika, że szereg
∑∞

n=1 anz
n jest zbieżny jednostajnie, w każdym kole

K(0, ρ), gdzie ρ < R. Weźmy z0 ∈ K(0, R), gdzie |z0| < ρ < R. Rozpatrzmy iloraz różnicowy

f(z)− f(z0)

z − z0

=
∞∑
n=0

an
zn − zn0
z − z0

=
∞∑
n=0

an
(
zn−1 + zn−2z0 + . . . zzn−2

0 + zn−1
0

)
,

gdzie z ∈ K(0, R). Wykażemy, że otrzymany szereg jest bezwgl ↪ednie jednostajnie zbieżny
(skorzystamy z tw. Weierstrassa).∣∣an (zn−1 + zn−2z0 + . . . zzn−2

0 + zn−1
0

)∣∣ ≤ |an|n|ρ|n−1

jeśli |z| ≤ ρ. Weźmy ρ1 takie, że ρ < ρ1 < R. Wtedy szereg

∞∑
n=0

anρ
n
1

jest zbieżny, zatem limn→∞ anρ
n
1 = 0. St ↪ad istnieje M > 0 takie, że dla każdego n ∈ N,

|anρn1 | ≤M . Niech q := ρ
ρ1
< 1 oraz

|an|nρn−1 ≤ |an|nρn1
(
ρ

ρ1

)n
1

ρ
≤ M

ρ
nqn.

Szereg
∑∞

n=0
M
ρ
nqn jest zbieżny bo z kryterium Cauchy’ego wynika, że lim supn→∞

n

√
M
ρ
nqn =

q < 1. Szereg
∑∞

n=0
M
ρ
nqn potraktujemy jako majorant ↪e w twierdzeniu Weierstrassa. St ↪ad

szereg
∞∑
n=0

an
(
zn−1 + zn−2z0 + . . . zzn−2

0 + zn−1
0

)
jest bezwgl ↪ednie jednostajnie zbieżny w otoczeniu z0, a dok ladniej dla |z| ≤ ρ. Wtedy istnieje
granica tego szeregu dla z → z0. Zatem

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

= lim
z→z0

∞∑
n=0

an
(
zn−1 + zn−2z0 + . . . zzn−2

0 + zn−1
0

)
=
∞∑
n=0

nanz
n−1
0 .

Czyli f jest holomorficzna K(0, R).

29



Wniosek 4.2
Szereg pot ↪egowy ma pochodn ↪a dowolnego rz ↪edu:

∀k ∈ N f (k)(z) =
∞∑
n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)anz
n−k.

Otrzymane wnioski można uogólnić na przypadek szeregów postaci
∑∞

n=0 an(z − z0)n.

Twierdzenie 4.9
Jeżeli funkcj ↪e f można przedstawić w kole K(z0, r) = {z : |z−z0| < r} w postaci sumy szeregu
pot ↪egowego

f(z) =
∞∑
n=0

(z − z0)n,

to wspó lczynniki tego szeregu s ↪a wyznaczone jednoznaczne i określaj ↪a je wzory

an =
f (n)(z0)

n!
, n = 0, 1, 2, . . .

Dowód
Wstawiaj ↪ac do wzoru na szereg za z punkt z0 otrzymamy f(z0) = a0. Różniczkuj ↪ac wyraz po
wyrazie dostaniemy

f ′(z) = a1 + 2a2(z − z0) + 3a3(z − z0)2 + . . .

Podstawiaj ↪ac za z = z0 otrzymamy, że f ′(z0) = a1. Po n-krotnym zróżniczkowaniu dosta-
niemy, że

f (n)(z) = n!an + ã1(z − z0) + ã2(z − z0)2 + . . .

Dla z = z0 dostaniemy, że f (n)(z0) = n!an. St ↪ad an = f (n)(z0)
n!

.

Uwaga 4.3 (Inne brzmienie powyższego twierdzenia)
Każdy zbieżny szereg pot ↪egowy jest szeregiem Taylora swojej sumy.

4.4 Funkcje analityczne

Definicja 4.7
Niech D ⊂ C obszar, funkcj ↪e f : D → C nazywamy analityczn ↪a w D ⇔ gdy dla każdego
z0 ∈ D istnieje szereg pot ↪egowy postaci

∑∞
n=0 an(z− z0)n zbieżny w kole K(z0, r) ⊂ D taki, że

f(z) =
∑∞

n=0(z − z0)n dla z ∈ K(z0, r).
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Ozn. A(D) oznacza zbiór wszystkich funkcji analitycznych w D.

Z twierdzenia 4.8 wynikaj ↪a nast ↪epuj ↪ace wnioski.

Wniosek 4.3
Zachodzi inkluzja A(D) ⊂ H(D).

Wniosek 4.4
Jeżeli f ∈ A(D), to f posiada pochodne dowolnego rz ↪edu. (Porównać z wnioskiem 4.2).

Wniosek 4.5
Suma szeregu pot ↪egowego jest funkcj ↪a analityczn ↪a w kole zbieżnosci tego szeregu. (Porównać
z twierdzeniem 4.9).

Definicja 4.8
Iloczynem szeregów pot ↪egowych

∑∞
n=0 an(z−z0)n i

∑∞
n=0 bn(z−z0)n nazywamy szereg pot ↪egowy

postaci
∞∑
n=0

(a0bn + a1bn−1 + . . .+ anb0)(z − z0)n.

Twierdzenie 4.10 (Cauchy’ego)
Jeżeli szeregi

∑∞
n=0 an(z − z0)n i

∑∞
n=0 bn(z − z0)n s ↪a zbieżne odpowiednio w ko lach K(z0, r1)

i K(z0, r2), to ich iloczyn

∞∑
n=0

(a0bn + a1bn−1 + . . .+ anb0)(z − z0)n

jest zbieżny w kole K(z0, r), gdzie r = min{r1, r2}.

Bez dowodu.

Twierdzenie 4.11
Jeżeli f, g ∈ A(D), to f ± g ∈ A(D), fg ∈ A(D).
Bez dowodu.

Przyk lad 4.3
Rozwin ↪ać f(z) = 1

1−z w szereg wokó l

31



(a) punktu z0 = 1
2
,

1

1− z
=

1
1
2
− (z − 1

2
)

=
2

1− 2(z − 1
2
)

= 2
∞∑
n=0

2n
(
z − 1

2

)n
zbieżny w kole {z : |z − 1

2
| < 1

2
}.

(b) z0 = −1
2

1

1− z
=

2

3

1

1− 2
3
(z + 1

2
)

=
2

3

∞∑
n=0

2n(z + 1
2
)n

3n

zbieżny w kole K(−1
2
, 3

2
).

Uwaga 4.4
Promień zbieżności szeregu jest wyznaczony przez odleg lość punktu z0 - środka szeregu od
najbliższego punktu nieholomorficzności.

5 Odwzorowania konforemne

5.1 Interpretacja geometryczna pochodnej zespolonej

Niech I :=< α, β >⊂ R. Funkcj ↪e

< α, β >3 t→ z(t) = x(t) + iy(t) ∈ C

nazywamy funkcj ↪a zespolon ↪a zmiennej rzeczywistej.

Definicja 5.1
Funkcja z(t) jest ci ↪ag la w t0 jeśli limt→t0 z(t) = z(t0).

Definicja 5.2
Pochodn ↪a funkcji z(t) w punkcie t0 ∈ I definiujemy jako granic ↪e ilorazu różnicowego tzn.

z′(t0) = lim
t→t0

z(t)− z(t0)

t− t0
= lim

t→t0

(
x(t)− x(t0)

t− t0
+ i

y(t)− y(t0)

t− t0

)
.

Zatem z′(t0) = x′(t0) + iy′(t0).

Definicja 5.3
Równanie postaci z = z0 + at, t ∈ R, a, z ∈ C, a 6= 0, określa prost ↪a przechodz ↪ac ↪a przez
punkt z0. K ↪at nachylenia prostej do osi OX jest określony przez argument g lówny liczby a.
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Definicja 5.4
Wykres funkcji ci ↪ag lej z(t) nazywamy krzyw ↪a i oznaczmy symbolem γ.

Równanie siecznej do wykresu γ przechodz ↪acej przez punkty z(t0) i z(t1) ma postać

z = z(t0) +
z(t1)− z(t0)

t1 − t0
t, t ∈ I.

Gdy t→ t0, to sieczna d ↪aży do stycznej w punkcie z0 = z(t0). St ↪ad równanie stycznej w tym
punkcie ma postać

z = z0 + z′(t0)t,

a argument g lówny φ = Argz′(t0) jest k ↪atem nachylenia stycznej do osi Ox.

Niech D ⊂ C obszar, f : D → C funkcja holomorficzna, z0 ∈ D oraz f ′(z0) 6= 0. Niech
γ b ↪edzie  lukiem g ladkim o równaniu z(t), t ∈ I (tzn. funkcja z(t) jest funkcj ↪a klasy C1)
wychodz ↪acym z punktu z0 = z(t0). Wtedy funkcja f przekszta lca  luk γ na  luk Γ = f(γ)
o równaniu w = f(z(t)) = w(t) wychodz ↪acy z punktu w0 = f(z0). Z tożsamości

w(t)− w(t0)

t− t0
=
f(z(t)− f(z(t0)

z(t)− z(t0)

z(t)− z(t0)

t− t0

dla t → t0 otrzymujemy w′(t0) = f ′(z(z0))z′(t0), wi ↪ec styczna do Γ w punkcie w0 tworzy z
osi ↪a rzeczywist ↪a k ↪at

Φ := Argw′(t0) = Arg (f ′(z0)z′(t0)) = Argf ′(z0) + φ. (5.1)

Uwaga 5.1
Przy odwzorowaniu holomorficznym w otoczeniu punktu z0 takiego, że f ′(z0) 6= 0, nachylenie
φ do osi Ox każdego g ladkiego  luku γ wychodz ↪acego z punktu z0 wzrasta o k ↪at równy argu-
mentowi pochodnej f ′(z0).

Gdy z → z0, wówczas stosunek odleg lości |w − w0| = |f(z)− f(z0)| do odleg lości |z − z0|
d ↪aży do |f ′(z0)|. Granic ↪e tego stosunku czyli |f ′(z0)| nazywamy dylatacj ↪a odwzorowania f w
punkcie z0.

Uwaga 5.2
Przy odwzorowaniu holomorficznym w otoczeniu punktu z0 takiego, że f ′(z0) 6= 0, każdy  luk
wychodz ↪acy z punktu z0 wyd luża si ↪e lub wzgl ↪ednie skraca si ↪e w pobliżu punktu z0 w tym
samym stosunku równym dylatacji |f ′(z0)|.
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Uwaga 5.4
Niech D ⊂ C obszar, f : D → C funkcja holomorficzna, z0 ∈ D oraz f ′(z0) 6= 0. Niech
styczne do krzywych g ladkich γ1, γ2 wychodz ↪acych z punktu z0 maj ↪a k ↪aty nachylenia równe
odpowiednio φ1, φ2. Definujemy Γ1 = f(γ1),Γ2 = f(γ2). Ponieważ f jest funkcj ↪a holomor-
ficzn ↪a w D, to Γ1 i Γ2 sa krzywymi g ladkimi. K ↪at nachylenia stycznej do krzywych Γ1,Γ2 w
w0 = f(z0) oznaczmy przez Φ1,Φ2. Wtedy

Φ2 − Φ1 = (Argf ′(z0) + φ2)− (Argf ′(z0) + φ1) = φ2 − φ1. (5.2)

Definicja 5.4
K ↪atem mi ↪edzy krzywymi g ladkimi γ1 i γ2 wychodz ↪acymi z punktu z0 nazywamy k ↪at skierowany
mi ↪edzy mi ↪edzy stycznymi do krzywych γ1 i γ2 w punkcie z0.

Wniosek 5.1
Z Uwagi 5.4 wynika, że jeśli f ′(z0) 6= 0, to odzworowanie holomorficzne f zachowuje k ↪at
mi ↪edzy krzywymi g ladkimi w ma lym otoczeniu tego punktu tzn. k ↪at skierowany mi ↪edzy ob-
razami krzywych jest taki sam jak k ↪at skierowany mi ↪edzy krzywymi.

5.2 Interpretacja geometryczna równań Cauchy’ego-Riemanna

Niech f(z) = u(x, y) + iv(x, y) b ↪edzie funkcj ↪a holomorficzn ↪a w obszarze D ⊂ C. Rozpatrzmy
rodziny krzywych u(x, y) = c, v(x, y) = c′, gdzie c, c′ oznaczaj ↪a sta le rzeczywiste. Weźmy
punkt z0 w którym pochodna f ′(z0) 6= 0. Styczne do wykresu tych krzywych opisuj ↪a si ↪e
równaniami

u′x(x0, y0)(x− x0) + u′y(x0, y0)(y − y0) = 0 v′x(x0, y0)(x− x0) + v′y(x0, y0)(y − y0) = 0. (5.3)

Na mocy równań Cauchy’ego-Riemanna mamy, że

u′x(x0, y0)v′x(x0, y0) + u′y(x0, y0)v′y(x0, y0) = 0. (5.4)

To oznacza, że styczne s ↪a prostopad le. Aby to zobaczyć spróbujemy rozwik lać równanie
u(x, y) = c w otoczeniu (x0, y0). Ponieważ f ′(z0) 6= 0, to u′y(x0, y0) 6= 0 lub v′y(x0, y0) 6= 0.
Jeśli u′y(x0, y0) 6= 0, to z twiedzenia o funkcjach uwik lanych równanie u(x, y) = c opisuje
fukcj ↪e uwik lan ↪a yA(x) oraz u′x(x0, y0) + u′y(x0, y0)y′A(x0) = 0. St ↪ad

y′A(x0) =
−u′x(x0, y0)

u′y(x0, y0)
. (5.5)
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Analogicznie jeśli v′y(x0, y0) 6= 0, to z twiedzenia o funkcjach uwik lanych równanie v(x, y) = c′

opisuje fukcj ↪e uwik lan ↪a yB(x) oraz v′x(x0, y0) + v′y(x0, y0)y′B(x0) = 0. St ↪ad

y′B(x0) =
−v′x(x0, y0)

v′y(x0, y0)
. (5.6)

Z równań (5.5) i (5.6) wynika, że

y′A(x0)y′B(x0) =

(
−u′x(x0, y0)

u′y(x0, y0)

)(
−v′x(x0, y0)

v′y(x0, y0)

)
= −

(
v′y(x0, y0)

v′x(x0, y0)

)(
v′x(x0, y0)

v′y(x0, y0)

)
= −1.

5.3 Odworowania konforemne

Niech D ⊂ C zbiór otwarty, f ∈ H(D). Funkcj ↪e f(z) = u(x, y)+iv(x, y) możemy potraktować
jako odzworowanie rzeczywiste

(x, y) 7→ (u(x, y), v(x, y)).

W punkcie z0 ∈ D rozpatrzmy odwzorowanie styczne

[∆x,∆y] 7→ [∆u,∆v],

gdzie ∆x = x− x0, ∆y = y− y0, u− u0 = ∆u = ∂u
∂x

(x0, y0)∆x+ ∂u
∂y

(x0, y0)∆y, ∆v = v− v0 =
∂v
∂x

(x0, y0)∆x + ∂v
∂y

(x0, y0)∆y. Odwzorowanie styczne do f w punkcie z0 możemy też zapisać
w postaci zespolonej

w − w0 =
∂f

∂z
(z0)(z − z0) +

∂f

∂z̄
(z0)(z̄ − z̄0),

gdzie w0 = f(z0) = u0 + iv0. Jakobian tego przekszta lcenia wyraża si ↪e wzorem

J =
∂(u, v)

∂(x, y)
=
∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂u

∂y

∂v

∂x
=

∣∣∣∣∂f∂z
∣∣∣∣2 − ∣∣∣∣∂f∂z̄

∣∣∣∣2 .
Definicja 5.5
Odwzorowanie holomorficzne f nazywamy konforemnym w punkcie z0, jeśli zachowuje k ↪at
skierowany mi ↪edzy dowolnymi krzywymi wychodz ↪acymi z punktu z0.

Definicja 5.6
Odwzorowanie holomorficzne, które jest różnowartościowe i konforemne w każdym punkcie
obszaru D nazywamy konforemnym w D.
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Twierdzenie 5.1
Odwzorowanie holomorficzne f jest konforemne w punkcie z0 wtedy i tylko wtedy,
gdy f ′(z0) 6= 0.

Dowód
Implikacja ⇐ zosta la już udowodniona (patrz wniosek 4.1).
⇒. Przypuśćmy, że f ′(z0) = 0. Rozpatrzmy dwa wektory ∆z1 = z−z0 = 1 oraz ∆z2 = z−z0 =
i. Wektory te s ↪a prostopad le (∆z2 = i∆z1). Odworowanie styczne ∆z 7→ ∆w w punkcie z0

przyjmuje wartość ∆w1 = ∂f
∂z

(z0) + ∂f
∂z̄

(z0) = 0 jeśli ∆z = 1 oraz ∆w2 = ∂f
∂z

(z0)i+ ∂f
∂z

(z0)i = 0.
dla ∆z = i. Ponieważ wektory ∆z1 = 1 i ∆z2 = i s ↪a prostopad le, a f zachowuje k ↪aty w
z = z0, zatem wektor ∆w1 = 1 jet prostopad ly do wektora ∆w2. Tymczasem wektory ∆w2

i ∆w1 s ↪a zerowe, zatem nie można zdefiniować k ↪ata mi ↪edzy nimi, co przeczy za lożeniu, że f
jest konforemne.

Uwaga 5.5
Za lożenie, że f ′(z0) 6= 0 jest istotne.

Dowód
Rozpatrzmy funkcj ↪e f(z) = z2 oraz krzyw ↪a γ1 = {z : x = t, y = 0, t ∈ R+} ∪ {0} i γ2 =
{z = rei

π
4 , r ∈ R+} ∪ {0}. K ↪at w z0 mi ↪edzy γ1 i γ2 wynosi π

4
. Obrazem γ1 jest γ1, zaś

f(γ2) = {z = re2iπ
4 = rei

π
2 , r ∈ R+}. Zatem k ↪at mi ↪edzy obrazami krzywych γ1 i γ2 w

punkcie w0 = f(z0) = 0 wynosi π
2
, czyli f nie zachowuje k ↪atów w z0 = 0.

Wniosek 5.2
Jeżeli funkcja f jest różnowartościowa i holomorficzna w obszarze D oraz dla każdego z ∈ D,
f ′(z0) 6= 0, to f jest konforemne w D.

Definicja 5.7
Odwzorowanie postaci f(z) = az+b

cz+d
, ad− bc 6= 0, a, b, c, d ∈ C nazywamy homografi ↪a.

Przyjmujemy, że f(∞) = a
c

f(−d
c
) =∞. Odzworowanie odwrotne do f(z) jest także homo-

grafi ↪a tzn.

f−1(w) =
dw − b
a− cw

.

Twierdzenie 5.2 (o konforemności homografii)
Homografia jest konforemnym przekszta lceniem C na C.

Dowód
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 Latwo sprawdzić, że homografia jest różnowartościowa. Policzymy pochodn ↪a homografii.

f ′(z) =
a(cz + d)− c(az + b)

(cz + d)2
=

ad− cb
(cz + d)2

6= 0 dla z ∈ C− {−d
c
}.

Zatem homografia jest konforemnna w C− {−d
c
}. Zanim skończymy dowód podamy jeszcze

kilka definicji.

Definicja 5.8
K ↪at w punkcie ∞ mi ↪edzy krzywymi γ1 i γ2 definiujemy jako k ↪at mi ↪edzy obrazami krzywych Γ1

i Γ2 przy przekszta lceniu z → Z = 1
z

w punkcie Z = 0.

Pokażemy, że homografia jest konforemna w z = −d
c
. Wiemy, że f(−d

c
) = ∞. Niech γ1 i

γ2 b ↪ed ↪a krzywymi przechodz ↪acymi przez −d
c
. Wtedy ich obrazy Γ1 = f(γ1) i Γ2 = f(γ2)

b ↪ed ↪a krzywymi przechodz ↪acymi przez ∞. K ↪at mi ↪edzy Γ1 i Γ2 jest równy k ↪atowi mi ↪edzy
krzywymi Γ∗1, Γ∗2, które s ↪a obrazami Γ1 i Γ2 przy odwzowowaniu W = 1

w
, gdy W = 0. Zatem

W (z) = 1
f(z)

= cz+d
az+b

. St ↪ad

dW

dz
=
c(az + b)− a(cz + d)

(az + b)2
=

cb− ad
(az + b)2

.

Zatem dla z = −d
c
, W ′(−d

c
) 6= 0, czyli homografia jest w tym punkcie konforemna.

Pozostaje sprawdzić, że homografia jest konforemna w ∞. Wtedy rozpatrujemy

H(z) = f

(
1

z

)
=
a+ bz

c+ dz

w punkcie z = 0. St ↪ad

dH

dz
=
b(c+ dz)− d(a+ bz)

(c+ dz)2
=

cb− ad
(c+ dz)2

.

Zatem dla H ′(0) 6= 0 o ile c 6= 0. Dla c = 0 mamy przekszta lcenie liniowe f(z) = az+b, a 6= 0.
W tym przypadku rozpatrujemy F (z) = 1

f(1/z)
. Wtedy dH

dz
= a

(a+bz)2
6= 0 dla z = 0.

Twierdzenie 5.3
Zbiór przekszta lceń homograficznych tworzy grup ↪e nieabelow ↪a z dzia laniem sk ladania prze-
kszta lceń.

Definicja 5.9
Okr ↪egiem na p laszczyźnie domkni ↪etej C nazywamy okr ↪ag na p laszczyźnie otwartej lub prost ↪a.
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Twierdzenie 5.4
Homografia przekszta lca okr ↪egi na C na okr ↪egi na C.

Dowód
Przedstawimy homografi ↪e jako superpozycj ↪e trzech przekszta lceń.

w =
az + b

cz + d
=
a

c
− ad− bc
c(cz + d)

= A+
B

z −D
= L3 ◦ L2 ◦ L1

• L1 : z → z −D - translacja,

• L2 : z → 1
z

- inwersja (szczególny przypadek homografii),

• L3 : z → A+Bz - z lożenie translacji i obrotu (ewentualnie jednok ladności gdy B ∈ R.)

Translacja L1 przekszta lca okr ↪egi na okr ↪egi i proste na proste.
Z lożenie translacji i obrotu ma też tak ↪a w lasność.
Zosta lo do pokazania, że inwersja przekszta lca okr ↪egi na C na okr ↪egi na C.
Napiszemy ogólne równanie okr ↪egu:

γ : α(x2 + y2) + β1x+ β2y + δ = 0.

Wstawimy

x =
z + z̄

2
, y =

z − z̄
2i

do równania okr ↪egu. Wtedy otrzymamy:

γ : α(zz̄) + θz + θz̄ + δ = 0,

gdzie θ = 1
2
(β1 − iβ2), θ̄ = 1

2
(β1 + iβ2). Przekszta lceniem odwrotnym do inwersji w = 1

z
jest

też inwersj ↪a z = 1
w

. W miejsce z wstawimy do równania okr ↪egu z = 1
w

. St ↪ad

α

(
1

w

1

w̄

)
+ θ

1

w
+ θ

1

w̄
+ δ = 0.

Mnoż ↪ac stronami przez ww̄ dostaniemy

α + θw̄ + θw + δww̄ = 0.

Jest to równanie okr ↪egu.

Definicja 5.10
Dwa punkty p i q s ↪a symetryczne wzgl ↪edem okr ↪egu {z : |z − z0| = r}, jeśli

1. p 6= z0, q 6= z0, p, q leż ↪a na jednej pó lprostej wychodz ↪acej z z0 tj. Arg(p − z0) =
Arg(q − z0),
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2. |p− z0||q − z0| = r2.

Z tej definicji wynika, że punktem symetrycznym do z0 jest ∞.

Twiedzenie 5.5
Homografia przekszta lca punkty symetryczne wzgl ↪edem okr ↪egów na C na punkty symetryczne
wzgl ↪edem ich obrazów.

Problem 1
Mamy dane przekszta lcenie f i obszar D. Znaleźć obraz f(D).

Problem 2
Dane s ↪a dwa obszary D1 i D2. Znaleźć przkszta lcenie konforemne z D1 na D2.

Przyk lad 5.1
Wyznaczyć wszystkie homografie, które przekszta lcaj ↪a D = {z : Imz > 0} na kolo D(0, 1).

Wybierzmy punkt a taki, że Ima > 0. Punktem symetrycznym do niego wzgl ↪edem brzegu,
czyli osi OX jest punkt ā. Szukana homografia musi przekszta lcić punkt a na punkt należ ↪acy
do D(0, 1). Możemy przyj ↪ać, że f(a) = 0. Wtedy homografia f punkt ā musi przekszta lcić na
punkt symetryczny wzgl ↪edem 0 czyli na∞. Zatem f(a) = 0, f(ā) =∞. St ↪ad możemy napisać
f(z) = k z−a

z−ā Pokażemy, że k = eiφ. Ponieważ f przekszta lca oś OX na okr ↪ag jednostkowy,

to |f(1)| = 1. Korzystaj ↪ac z tego dostaniemy 1 = |f(1)| = |k|
∣∣1−a

1−ā

∣∣. Należy zauważyć, że

z − a = z̄ − ā, wi ↪ec 1− a = 1 − ā. St ↪ad
∣∣1−a

1−ā

∣∣ = 1 i w konsekwencji |k| = 1, czyli k = eiφ.
Szukane homografie maj ↪a nast ↪epuj ↪ac ↪a postać

f(z) = eiφ
z − a
z − ā

, Ima > 0, φ ∈ [0, 2π).

Twierdzenie 5.6 (Riemanna dla odwzorowań konforemnych)
Jeżeli:

1. D i D′ obszary jednospójne takie, że brzeg każdego z nich zawiera co najmniej 2 punkty,

2. z0 ∈ D, w0 ∈ D′ dowolne punkty; φ ∈ [0, 2π).

Wówczas istnieje dok ladnie jedno przekszta lcenie konforemne, które odwzorowuje obszar D na
D′ i takie, że f(z0) = w0, Argf

′(z0) = φ.
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6 Ca lka z funkcji zespolonej

6.1 Ca lka z funkcji zespolonej zmiennej rzeczywistej

Definicja 6.1
Niech < α, β >⊂ R. Dana jest funkcja zespolona ograniczona zmiennej rzeczywistej

< α, β >3 t→ f(t) = u(t) + iv(t) ∈ C.

Weźmy podzia l normalny odcinka < α, β > tzn. α = t0 < t1 < t2 . . . tn = β, obierzmy w
każdym przedziale punkt θj ∈< tj−1, tj > i utwórzmy sum ↪e ca lkow ↪a

Sn =
n∑
j=1

f(θj)(tj − tj−1), n = 1, 2, . . .

Jeżeli dla każdego normalnego ci ↪agu podzia lów przedzia lu < α, β > ci ↪ag sum cz ↪eściowych (Sn)
jest zbieżny do tej samej granicy, niezależnej od wyboru punktów θk, to granic ↪e t ↪e nazywamy
ca lk ↪a funkcji zespolonej f po odcinku < α, β >⊂ R i oznaczamy∫ β

α

f(t)dt.

Sum ↪e ca lkow ↪a Sn można zapisać jako sumy ca lkowe cz ↪eści rzeczywistej i cz ↪eści urojonej
funkcji f tzn. jako

Sn =
n∑
j=1

u(θj)(tj − tj−1) + i
n∑
j=1

v(θj)(tj − tj−1), n = 1, 2, . . . .

Ponieważ limn→∞ Sn istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istniej ↪a granice ci ↪agu sum cz ↪eściowych
odpowiadaj ↪acych cz ↪eści rzeczywistej u(t) i cz ↪eści urojonej v(t), zatem

Uwaga 6.1
Funkcja f(t) = u(t) + iv(t) jest ca lkowalna na przedziale < α, β > wtedy i tylko wtedy, gdy
funkcje u(t) i v(t) s ↪a ca lkowalne na przedziale < α, β > oraz∫ β

α

f(t)dt =

∫ β

α

u(t)dt+ i

∫ β

α

v(t)dt.

W lasności

1. Jeżeli funkcja f(t) jest ci ↪ag la w przedziale domkni ↪etym (lub ogólniej: ograniczona i
maj ↪aca skończon ↪a ilość punktów nieci ↪ag lości) to jest ca lkowalna na przedziale < α, β >,
ponieważ wtedy funkcje u(t) i v(t) s ↪a ca lkowalne na przedziale < α, β >.
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2. Jeżeli γ ∈ (α, β) to ∫ β

α

f(t)dt =

∫ γ

α

f(t)dt+

∫ β

γ

f(t)dt.

3. Jeżeli funkcja f(t) jest ca lkowalna, to jej modu l jest funkcj ↪a ca lkowaln ↪a oraz∣∣∣∣∫ β

α

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ β

α

|f(t)|dt.

4. Jeżeli funkcja f(t) jest ci ↪ag la w przedziale < α, β >, to funkcja F (t) zdefiniowana
wzorem

F (t) =

∫ t

α

f(s)ds, t ∈< α, β >

jest funkcj ↪a pierwotn ↪a funkcji f(t) tzn. F (t) ma pochodn ↪a F ′(t) = f(t) określon ↪a w
ca lym przedziale < α, β > .

5. Jeżeli funkcja F (t) jest funkcj ↪a pierwotn ↪a funkcji f(t) w przedziale < α, β >, to∫ β

α

f(t)dt = F (β)− F (α).

Przyk lad 6.1
Funkcja f(t) = (a+ it)n ma funkcj ↪e pierwotn ↪a równ ↪a

(a+it)n

i(n+1)
+ C, st ↪ad

∫ 1

0

(a+ it)ndt =

[
(a+ it)n+1

i(n+ 1)

]1

0

=
(a+ i)n+1

i(n+ 1)
− an+1

i(n+ 1)
.

Przyk lad 6.2
Funkcja f(t) = et+it ma funkcj ↪e pierwotn ↪a równa et+it

1+i
+ C, st ↪ad∫ 1

0

et+itdt =

[
et+it

1 + i

]1

0

=
e1+i

1 + i
− 1

1 + i
.

Przyk lad 6.3
Funkcja f(t) = sin(at+ b), a 6= 0 ma funkcj ↪e pierwotn ↪a równa − 1

a
cos(at+ b) + C.
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6.2 Ca lka z funkcji zespolonej zmiennej zespolonej

Definicja 6.2
Niech < α, β >⊂ R. Krzyw ↪a kawa lkami g ladk ↪a nazywamy obraz funkcji

z :< α, β >3 t 7→ z(t) ∈ C,

jeśli z(t) jest klasy C1 poza skończon ↪a ilości ↪a punktów ti ∈< α, β >, ti 6= tj, i, j = 1, . . . n.

Definicja 6.3
Niech dana b ↪edzie krzywa kawa lkami g ladka K = AB parametryzowana funkcj ↪a

z :< α, β >3 t→ z(t) ∈ K ⊂ C,

gdzie A = z(α), B = z(β). Niech D ⊂ C obszar, f : D → C funkcja zespolona ograniczona,
K ⊂ D. Chcemy zdefiniować

∫
K
f(z)dz. Określamy kolejno:

- podzia l normalny odcinka < α, β > tzn. α = t0 < t1 < t2 . . . , tn = β,

- podzia l  luku K na  luki zk−1zk, k = 1, . . . , n, gdzie zk = z(tk),

- na każdym  luku wybieramy dowolny punkt ζk ∈ zk−1zk, ∆zk = zk − zk−1,

- tworzymy sum ↪e ca lkow ↪a Sn =
∑n

k=1 f(ζk)∆zk.

Jeżeli dla każdego normalnego ci ↪agu podzia lów przedzia lu < α, β > ci ↪ag sum cz ↪eściowych (Sn)
jest zbieżny do tej samej granicy, niezależnej od wyboru punktów ζk, to granic ↪e t ↪e nazywamy
ca lk ↪a funkcji f wzd luż  luku K i oznaczamy

∫
K
f(z)dz.

Twierdzenie 6.1 (o zamianie ca lki z funkcji zespolonej na ca lk ↪e oznaczon ↪a)
Jeżeli f jest ci ↪ag la na krzywej kawa lkami g ladkiej AB parametryzowany funkcj ↪a z = z(t),
t ∈< α, β >, to ∫

AB

f(z)dz =

∫ β

α

f(z(t))z′(t)dt. (6.1)

Dowód
Niech K = AB. Najpierw zak ladamy, że AB b ↪edzie krzyw ↪a g ladk ↪a. Wtedy istnieje pochodna
z′(t) i jest funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a na odcinku < α, β >. Zatem ca lka po prawej stronie (6.1) istnieje.
Jej sumy ca lkowe maj ↪a postać

σn =
n∑
k=1

f(z(θk))z
′(θk)(tk − tk−1), θk ∈ [tk−1, tk], k = 1, . . . , n.

Niech sn oznacza sum ↪e ca lkow ↪a ca lki
∫
AB

f(z)dz,

sn =
n∑
k=1

f(ζk)∆zk, zk = z(tk), ζk := z(θk) ∈ zk−1zk, ∆zk = zk − zk−1.
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Rozważmy różnic ↪e sn − σn.

sn − σn =
n∑
k=1

[f(ζk)∆zk − f(z(θk))z
′(θk)(tk − tk−1)]

=
n∑
k=1

[
f(ζk)

zk − zk−1

tk − tk−1

− f(ζk)z
′(θk)

]
(tk − tk−1).

Niech

δk :=
zk − zk−1

tk − tk−1

− z′(θk).

Ponieważ f jest ci ↪ag la na K = AB, to ∃M = supAB |f(z)|. Zatem

|sn − σn| ≤
n∑
k=1

M |z′(θk) + δk − z′(θk)||tk − tk−1|.

Ponieważ funkcja z′(t) jest ci ↪ag la na [α, β], to jest także jednostajnie ci ↪ag la czyli

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀t, t′ |t− t′| < δ ⇒ |z′(t)− z′(t′)| < ε.

Możemy, za lożyć, że dokonujemy takiego podzia lu normalnego aby |tk − tk−1| < δ. Wtedy
|δk| < ε. Zatem

|sn − σn| < Mε(β − α).

Z dowolności ε wynika, limn→∞ sn = limn→∞ σn. Zatem istnieje ca lka
∫
AB

f(z)dz i równa si ↪e

ca lce
∫ β
α
f(z(t))z′(t)dt. Gdy AB jest krzyw ↪a kawa lkami g ladk ↪a, to ca lka

∫
AB

f(z)dz jest sum ↪a
skończonej ilości ca lek wd luż g ladkich krzywych.

Wniosek 6.1

1. Jeżeli funkcje f, g s ↪a ca lkowalne wzd luż K = AB, liczby a, b ∈ C, to kombinacja liniowa
af + bg jest ca lkowalna wzd luż K oraz

∫
K

[af(z) + bg(z)]dz = a
∫
K
f(z)dz + b

∫
K
g(z)dz

(liniowość)

2.
∫
BA

f(z)dz = −
∫
AB

f(z)dz.

Dowód
Jeśli funkcja z(t), t ∈< α, β > opisuje parametryzacj ↪e krzywej AB, to zamiana zmien-
nych z1 : t 7→ z1(t) = z(α+ β − t) wyznacza orientacj ↪e przeciwn ↪a krzywej K od punktu
B do punktu A. Wtedy∫

BA

f(z)dz =

∫ β

α

f(z1(t))z′1(t)dt = −
∫ β

α

f(z1(t))z′(t)dt = −
∫
AB

f(z)dz.
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3. jeśli C ∈ AB to
∫
AB

f(z)dz =
∫
AC

f(z)dz +
∫
CB

f(z)dz.

4.
∣∣∫
AB

f(z)dz
∣∣ < ∫

AB
|f(z)||dz| ≤ML, gdzie M = supAB|f(z)|, L = |AB|- d lugość  luku.

Dowód ∣∣∣∣∫
AB

f(z)dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ β

α

f(z(t))z′(t)dt

∣∣∣∣ = eiΦ
∫ β

α

f(z(t)))z′(t)dt.

dla pewnej liczby Φ ∈ R. Ponieważ powyższa ca lka jest liczb ↪a rzeczywista nieujemn ↪a,
to ∣∣∣∣∫

AB

f(z)dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ β

α

Re
(
e−iΦf(z(t))z′(t)

)
dt

∣∣∣∣ .
Ponieważ dla funkcji rzeczywistych |

∫ β
α
g(t)dt| ≤

∫ β
α
|g(t)|dt oraz |Rez| ≤ |z|, zatem∣∣∣∣∫

AB

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
AB

|f(z)||z′(t)dt| =
∫
AB

|f(z)||dz|.

Przyk lad 6.4
Obliczyć

∫
AB

z̄dz, gdzie AB = {z(t) = t+ it, t ∈< 0, 1 >}. Wtedy z′(t) = 1 + i. Zatem∫
AB

z̄dz =

∫ 1

0

(t− it)(1 + i)dt = (1− i)(1 + i)

∫ 1

0

tdt = 1.

Przyk lad 6.5
Obliczyć

∫
L∪L1

z̄dz, gdzie L = {z(t) = t, t ∈< 0, 1 >}, L1 = {z(t) = 1 + it, t ∈< 0, 1 >}.∫
L∪L1

z̄dz =

∫
L

z̄dz +

∫
L1

z̄dz =

∫ 1

0

tdt+

∫ 1

0

(1− it)idt =
1

2
+
[
i(t− it2/2)

]1
0

= 1 + i.

Przyk lad 6.6 (podstawowy)
Obliczyć ∫

K

(z − z0)ndz,

gdzie n ∈ Z, K = {z : |z − z0| = r} (inny zapis okr ↪egu K = {z : z = z0 + reit, t ∈< 0, 2π)}).∫
K

(z − z0)ndz =

∫ 2π

0

rneintreitidt = rn+1i

∫ 2π

0

ei(n+1)tdt.

Dla n = −1 ∫
K

(z − z0)ndz = i

∫ 2π

0

dt = 2πi.
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Dla n 6= −1 ∫
K

(z − z0)ndz = rn+1i

[
ei(n+1)t

i(n+ 1)

]2π

0

=
rn+1

n+ 1

(
ei(n+1)2π − e0

)
= 0.

Definicja 6.4
Niech D ⊂ C obszar, f : D → C funkcja zespolona. Funkcj ↪e holomorficzn ↪a F : D → C
nazywamy funkcj ↪a pierwotn ↪a funkcji f w obszarze D wtedy i tylko wtedy, gdy dla ∀z ∈ D,
F ′(z) = f(z).

Uwaga 6.2
Jeśli F1 i F2 s ↪a funkcjami pierwotnymi funkcji f , to F1 − F2=const.

Twierdzenie 6.2 (o istnieniu funkcji pierwotnej)
Jeżeli f jest ci ↪ag la w kole D = D(z0, r) i dla każdego trójk ↪ata ∆ ⊂ D∫

∂∆+

f(z)dz = 0,

to funkcja F (z) =
∫ z
z0
f(ζ)dζ jest funkcj ↪a pierwotn ↪a funkcji f w D.

Ważne: w powyższym twierdzeniu ca lkujemy po podcinku  l ↪acz ↪acym punkty z0 i z. W dal-
szych wyk ladach symbol F (z) =

∫ z
z0
f(ζ)dζ b ↪edzie oznaczać, że ca lkujmy po dowolnej krzywej

 l ↪acz ↪acej oba punkty.

Dowód
Niech z b ↪edzie dowolnym punktem z obszaru D = D(z0, r). Definiujemy funkcj ↪e

F (z) :=

∫ z

zo

f(ζ)dζ,

ca lkujemy wzd luż odcinka  l ↪acz ↪acego z0 i z zawartego w D. Niech h b ↪edzie tak ma le aby
odcinek  l ↪acz ↪acy z i z + h by l zawarty ca lkowicie w D. Suma odcinków  lacz ↪acych z0 i z + h,
z + h i z oraz z i z0 tworzy krzyw ↪a g ladk ↪a poza skończon ↪a ilości ↪a punktów. Z za lożenia
wynika, że ∫ z+h

z0

f(ζ)dζ +

∫ z

z+h

f(ζ)dζ +

∫ z0

z

f(ζ)dζ = 0.
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St ↪ad

F (z + h)− F (z) = −
∫ z

z+h

f(ζ)dζ =

∫ z+h

z

f(ζ)dζ

F (z + h)− F (z)

h
=

1

h

∫ z+h

z

f(ζ)dζ

F (z + h)− F (z)

h
− f(z) =

1

h

∫ z+h

z

f(ζ)dζ − hf(z) =

∫ z+h
z

[f(ζ)− f(z)]dζ

h
(∗)

Zatem ∣∣∣∣∫ z+h

z

[f(ζ)− f(z)]dζ

∣∣∣∣ ≤ ∫ z+h

z

|f(ζ)− f(z)| |dζ|.

Ponieważ f jest ci ↪ag la, to

∀ε > 0 ∃δ > 0 |ζ − z| < δ ⇒ |f(ζ)− f(z)| < ε.

Wstawiaj ↪ac to oszacowanie do poprzedniej nierówności otrzymamy, że∣∣∣∣∫ z+h

z

[f(ζ)− f(z)]dζ

∣∣∣∣ ≤ ε|h|.

Tutaj i w (*) korzystamy z za lożenia, że punkty z i z + h  l ↪aczy l odcinek (st ↪ad jego d lugość
jest równa h). Zatem ∣∣∣∣F (z + h)− F (z)

h
− f(z)

∣∣∣∣ ≤ ε|h|
|h|

= ε.

Przechodz ↪ac do granicy otrzymamy, że

F ′(z) = lim
h→0

F (z + h)− F (z)

h
= f(z).

St ↪ad F ′(z) = f(z).

Twierdzenie 6.3 (lemat podstawowy rachunku ca lkowego)
D ⊂ C, D-obszar, K = ∂D jest sum ↪a skończonej ilości odcinków i  luków okr ↪egów, f ∈ H(D̄).
Wtedy ∫

K

f(z)dz = 0.

Dowód
a) Za lożmy, że ∆ ⊂ D jest trójk ↪atem, K = ∂∆ jest zorientowany dodatnio. Podzielimy

trójk ↪at ∆ na 4 przystaj ↪ace trójk ↪aty ∆
(1)
1 ,∆

(2)
1 ,∆

(3)
1 ,∆

(4)
1 o brzegach zorientowanych dodatnio,

które oznaczymy przez K
(1)
1 , K

(2)
1 , K

(3)
1 , K

(4)
1 .
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Wtedy ∫
K

f(z)dz =

∫
K

(1)
1

f(z)dz +

∫
K

(2)
1

f(z)dz +

∫
K

(3)
1

(z)dz +

∫
K

(4)
1

f(z)dz,

bo ca lki wzd luż wspólnych brzegów znosz ↪a si ↪e. Wsród trójk ↪atów ∆
(i)
1 , i = 1, 2, 3, 4 istnieje

∆
(i1)
1 , i1 ∈ {1, 2, 3, 4} taki, że ∣∣∣∣∫

K

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ 4

∣∣∣∣∣
∫
K

(i1)
1

f(z)dz

∣∣∣∣∣ .
Dziel ↪ac ∆

(i1)
1 znowu na 4 przystaj ↪ace trójk ↪aty ∆

(i)
2 , i ∈ {1, 2, 3, 4} znajdziemy wsród nich ∆

(i2)
2

taki, że ∣∣∣∣∣
∫
K

(i1)
1

f(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤ 4

∣∣∣∣∣
∫
K

(i2)
2

f(z)dz

∣∣∣∣∣ .
Post ↪epuj ↪ac tak dalej dostaniemy ci ↪ag trójk ↪atów ∆

(1)
n ,∆

(2)
n ,∆

(3)
n ,∆

(4)
n , n ∈ N, z których każdy

jest 1/4 poprzedniego. Niech dn oznacza d lugośc K
(in)
n . Wtedy dn = 1

2
dn−1. St ↪ad dn = d

2n
.

Niech z0 ∈
⋂∞
n=1 ∆

(in)
n . Ponieważ f ∈ H(D), to

∀ε > 0 ∃δ > 0 |z − z0| < δ ⇒
∣∣∣∣f(z)− f(z0)

z − z0

− f ′(z0)

∣∣∣∣ < ε,

czyli f(z) = f(z0)+f ′(z0)+η(z)(z−z0), gdzie η(z) w kole {z : |z−z0| < δ} spe lnia nierówność
|η(z)| < ε. W tym kole leż ↪a wszystkie trójk ↪aty pocz ↪awszy od pewnego n = N . Zatem dla
n ≥ N ∫

K
(in)
n

f(z)dz =

∫
K

(in)
n

f(z0)dz +

∫
K

(in)
n

f ′(z0)(z − z0)dz +

∫
K

(in)
n

η(z − z0)dz.

Dwie pierwsze ca lki po prawej stronie równe s ↪a zeru (korzystamy z przyk ladu 6.6 (podsta-
wowy) dobieraj ↪ac odpowiednio n=0 i n=1), zaś∣∣∣∣∫

K
(in)
n

η(z − z0)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
K

(in)
n

|η||z − z0||dz| ≤ εd2
n,

bo |z − z0| < dn, a droga ca lkowania ma d lugość dn. Zatem∣∣∣∣∫
K

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ 4n
∣∣∣∣∫
K

(in)
n

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ 4nε
d2

22n
= εd2.

Z dowolności ε→ 0 wynika, że
∫
K
f(z)dz = 0.
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Za lożmy, że K jest sum ↪a boków wielok ↪ata zorientowanego dodatnio. Dzielimy wielok ↪at
na trójk ↪aty przek ↪atnymi. Wtedy ca lka po brzegu wielok ↪ata jest sum ↪a ca lek wzd luż brzegów
trójk ↪atów. Zatem z poprzedniego kroku ca lka b ↪edzie równa zeru.

Ogólny przypadek. Sprowadzimy go do przypadku poprzedniego. W n-tym kroku wy-
bierzmy na konturze K punkty zk oraz dyski Dk = {z : |z − zk| < r}, k = 1, . . . , n dla
pewnego r tak aby funkcja f by la holomorficzna na Dr := D0 ∪

⋃n
k=1Dk, gdzie D0 to

obszar t.że ∂D0 = K. Tworzymy ci ↪ag sum ca lkowych In =
∑n

k=1 f(ζk)(zk − zk−1), gdzie
ζk ∈ zk−1zk, n ∈ N. Wtedy In →

∫
K
f(z)dz. Wybierzmy n takie, że∣∣∣∣∫

K

f(z)dz − In
∣∣∣∣ < 1

2
ε. (6.2)

Gdy n jest dostatecznie duże, to d lugości odcinków zkzk+1 s ↪a dowolnie ma le i  lamana Γn o
wierzcho lkach w punktach z1, . . . , zn leży ca lkowiecie w obszarze Dr.

Możemy przy tym za lożyć, że zachodzi nierówność |f(z)−f(ζk)| < ε
2d

, gdzie d oznacza d lugość
konturu K tzn. d = |K|. Policzymy ca lk ↪e z f wzd luż  lamanej Γn.∫

Γn

f(z)dz =
n∑
k=1

∫ zk

zk−1

f(z)dz

Niech ηk(z) := f(z)− f(ζk). Wtedy z jednostajnej ci ↪ag lości f wynika, że dla dużych n,

|ηk(z)| < ε

2d
.

Wtedy ∫
Γn

fdz =
n∑
k=1

∫ zk

zk−1

f(z)dz =
n∑
k=1

∫ zk

zk−1

[f(ζk) + ηk]dz = In +
n∑
k=1

∫ zk

zk−1

ηk.
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Zatem ∣∣∣∣∫
Γn

f(z)dz − In
∣∣∣∣ ≤ n∑

k=1

∣∣∣∣∣
∫ zk

zk−1

ηk(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤ ε

2d

n∑
k=1

|zk − zk−1| ≤
ε

2
,

bo dlugość |Γn| ≤ d. St ↪ad i z (6.2) otrzymamy, że∣∣∣∣∫
K

f(z)dz −
∫

Γn

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
K

f(z)dz − In
∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Γn

f(z)dz − In
∣∣∣∣ ≤ ε.

Ponieważ
∫

Γn
f(z)dz = 0 z poprzedniego kroku, to modu l z ca lki

∣∣∫
K
f(z)dz

∣∣ jest dowolnie

ma ly. Zatem ca lka
∫
K
f(z)dz=0.

Z Twierdzenia 6.2 i Twierdzenia 6.3 wynika nast ↪epuj ↪acy wniosek.

Twierdzenie 6.4
Jeżeli f ∈ H(D), to w każdej kuli D(z0, r) ⊂ D funkcja f ma funkcj ↪e pierwotn ↪a F (z) =∫ z
z0
f(ζ)dζ, gdzie z ∈ D(z0, r), ca lkujemy po odcinku  l ↪acz ↪acym z0 i z.

Twierdzenie 6.5
Jeżeli F ∈ H(D) i jej pochodna f ∈ C(D), wtedy dla każdego kawa lkami g ladkiego  luku K ⊂ D
o końcach z1, z2 zachodzi ∫

K

f(z)dz = F (z2)− F (z1).

Dowód
Ponieważ zak ladamy, że pochodna funkcji F ′ jest funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a, to możemy skorzystać z
twierdzenia o zamianie ca lki z funkcji zespolonej na ca lk ↪e oznaczon ↪a. Zatem∫

K

f(z)dz =

∫
K

F ′(z)dz =

∫ β

α

F ′(z(t))z′(t)dt =

∫ β

α

dF (z(t))

dt
dt = [F (z(t))]βα

= F (z(β))− F (z(α)) = F (z2)− F (z1).

Wniosk 6.2

1. Przy za lożeniach powyższego twierdzenia
∫
K
f(z)dz = 0, gdzie K krzywa zamkni ↪eta.

2. Przy za lożeniach powyższego twierdzenia ca lka
∫
K
f(z)dz nie zależy od drogi ca lkowania

w obszarze D.

Dowód pierwszego wniosku jest oczywisty.
Aby dowieśc drugi po l ↪aczmy punkty z1, z2 krzywymi K1, K2 i obierzmy na nich zwrot od z1

do z2. Wtedy

0 =

∫
K1∪−K2

f(z)dz =

∫
K1

f(z)dz +

∫
−K2

f(z)dz =

∫
K1

f(z)dz −
∫
K2

f(z)dz.
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St ↪ad ∫
K1

f(z)dz =

∫
K2

f(z)dz.

Uwaga 6.3
Za lożenie holomorficzności funkcji F w obszarze D jest istotne.

Przyk lad 6.7
Niech f(z) = 1

z
. Jej funkcj ↪a pierwotn ↪a jest funkcja F (z) = Lnz.

Niech D1 b ↪edzie ograniczonym obszarem takim, że 0 /∈ D1, K1 = ∂D1. Wtedy f ∈
H(D) zaś f(z) = F ′(z) jest funkcj ↪a ci ↪ag la w D. Zatem

∫
K1
f(z)dz = 0. Jeśli natomiast

D2 = {z : |z| < 1}, to F (z) nie jest zdefinowana w zerze czyli F /∈ H(D2), zaś ca lka∫
|z|=1

1
z
dz =

∫ 2π

0
e−iteitidt = i

∫ 2π

0
dt = 2πi.

7 Twierdzenia i wzory ca lkowe Cauchy’ego

Definicja 7.1
Dwie krzywe K1, K2 parametryzowane odpowiednio funkcjami

z1 :< 0, 1 >3 t 7→ z(t) ∈ K1 z2 :< 0, 1 >3 t 7→ z(t) ∈ K2

o wspólnych pocz ↪atkach i końcach z1(0) = z2(0) = A, z2(1) = z2(1) = B nazywamy homo-
topijnie równoważnymi (homotopijnymi) w obszarze D, jeśli istnieje ci ↪ag le przekszta lcenie
H(s, t) :< 0, 1 > × < 0, 1 >3 (s, t) 7→ H(s, t) ∈ D

(1) H(0, t) = z1(t) H(1, t) = z2(t), t ∈ I,
(2) H(s, 0) = A H(s, 1) = B, s ∈ I.

Jeżeli krzywe K1 i K2 s ↪a zamkni ↪ete, to warunek (2) w definicji homotopi zast ↪epuj ↪emy warun-
kiem

(2′) H(s, 0) = A H(s, 1) = B, s ∈ I.

Relacja homotopijnej równoważności krzywych jest relacj ↪a równoważności. Dzieki temu
wszystkie krzywe w obszarze D maj ↪ace ten sam pocz ↪atek i koniec lub wszystkie krzywe za-
mkni ↪ete można podzielić na klasy krzywych homotopijnych. Wśród nich ważn ↪a rol ↪e odgrywa
klasa dróg homotopijnych z punktem.

Definicja 7.2
Obszar D ⊂ C nazywamy jednospójnym, jeśli każda krzywa zamkni ↪eta K ⊂ D jest homoto-
pijna z punktem. W przeciwnym przypadku mówimy, że obszar jest wielospójny.
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Definicja 7.3
Krzyw ↪a kawa lkami g ladk ↪a, zamkni ↪et ↪a i bez samoprzeci ↪eć oraz zorientowan ↪a dodatnio wzgl ↪edem
obszaru, którego jest brzegiem nazywamy konturem.

Twierdzenie 7.1
Jeżeli funkcja f ∈ H(D) a krzywe kawa lkami g ladkie K1, K2 ⊂ D o wspólnych końcach s ↪a
homotopijnie równoważne w D, to∫

K1

f(z)dz =

∫
K2

f(z)dz.

Bez dowodu. Wynika st ↪ad, że wartość ca lki zależy nie od krzywej ale od klasy
homotopii krzywej.

Wniosek 7.1
Jeżeli funkcja f ∈ H(D) a kontury K1, K2 ⊂ D s ↪a homotopijnie równoważne w D, to∫

K1

f(z)dz =

∫
K2

f(z)dz.

Twierdzenie 7.2 (podstawowe twierdzenie Cauchy’ego)
D ⊂ C, D-obszar jednospójny, f ∈ H(D). Wtedy dla każdego konturu K ⊂ D∫

K

f(z)dz = 0.

Twierdzenie to w wynika z za lożenia, że obszar jest jednospójny oraz z twierdzenia 7.1.

Twiedzenie 7.3
D ⊂ C, D-obszar, f ∈ H(D). Wtedy dla każdego konturu K ⊂ D homotopijnego w tym
obszarze z punktem ∫

K

f(z)dz = 0.

Dowód
Ponieważ kontur K jest homotopijnie równoważny punktowi należ ↪acemu do D (oznaczmy ten
punkt przez z0), to można zdeformowac homotopijnie K do konturu K1 leż ↪acego w dysku
D(z0, r) zawartym w D. Ponieważ dysk jest obszarem jednospójnym, zatem z twierdzenia 7.2
wynika, że ca lka po konturze K1 zeruje si ↪e. Z wniosku 7.1 wynika teza.
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Uwaga 7.1
Twierdzenie 7.3 daje si ↪e uogólnić na przypadek gdy f ∈ H(D) i f ci ↪ag la na D̄. Reszta za lożeń
i teza pozostaj ↪a bez zmian.

Twierdzenie 7.4
Każda funkcja f holomorficzna w obszarze jednospójnym D ma funkcj ↪e pierwotn ↪a w tym ob-
szarze.

Dowód
Wykażemy, że w D ca lka funkcji f wzd luż krzywej niezamnkni ↪etej nie zależy od wyboru tej
krzywej i jest ca lkowicie określona przez jej pocz ↪atek i koniec. Istotnie niech K1 i K2 b ↪ed ↪a
dwiema krzywymi leż ↪acymi w D o pocz ↪atku w A i końcu B. Niech K−2 oznacza krzyw ↪a
zorientowan ↪a przeciwnie do K2. Wtedy K1 ∪ K−2 jest krzyw ↪a zamkni ↪et ↪a. Z w lasności ca lki
wynika, że ∫

K1∪K−2
f(z)dz =

∫
K1

f(z)dz −
∫
K2

f(z)dz,

a na mocy twierdzenia 7.3 ca lka wzd luż krzywej zamkni ↪etej jest równa zero. Ustalmy teraz
punkt z0 ∈ D, z jest dowolnym punktem z obszaru D. Niech

F (z) :=

∫ z

z0

f(ζ)dζ,

ca lkujemy po dowolnej krzywej kawa lkami g ladkiej zawartej w D,  l ↪acz ↪acej punkty z0 i z. Dalej
post ↪epujemy tak jak w dowodzie twierdzenia 6.2.

Twierdzenie 7.5 (uogólnienie tw. Cauchy’ego dla obszarów wielospójnych)
Domkni ↪ety obszar n-spójny można przedstawić jako

D = (D0 ∪K0) \
n−1⋃
i=1

Di

gdzie ∀i 6= j, Di ∩ Dj = ∅, ∀i Di ⊂ D0, ∂Di = Ki, i = 0, . . . , n − 1, Ki-kontury dodatnio
zorientowane wzgledem Di. Jeżeli f jest holomorficzna w D i na jego brzegu, to∫

K0

f(z)dz =
n−1∑
i=1

∫
Ki

f(z)dz.
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Dowód
Dowód podamy dla obszaru 2-spójnego. Podzielimy obszar D na dwa obszary jednospójne
∆1,∆2 krzywymi L1, L2  l ↪acz ↪acymi kontury K0 i K1. Niech Γi, oznacza brzeg obszaru ∆i, i =
1, 2. Jest to krzywa g ladka poza skończon ↪a liczb ↪a punktów. Dla takich krzywych przenosz ↪a
si ↪e wszystkie poznane dotychczas twiedzenia o ca lkowaniu. Wybieramy na Γi, orientacj ↪e
dodatni ↪a wzgl ↪edem obszaru ∆i, i = 1, 2. Zatem

Γ+
1 = ∂∆1 := K+

01 ∪ L−1 ∪K−11 ∪ L−2 , Γ+
2 = ∂∆2 := K+

02 ∪ L+
2 ∪K−12 ∪ L+

1 .

Na mocy twierdzenia podstawowego Cauchy’ego
∫

Γi
f(z)dz = 0, i = 1, 2. St ↪ad

0 =

∫
Γ1

f(z)dz +

∫
Γ2

f(z)dz =

∫
K+

01

f(z)dz +

∫
L−1

f(z)dz +

∫
K−11

f(z)dz +

∫
L−2

f(z)dz+∫
K+

02

f(z)dz +

∫
L+
1

f(z)dz +

∫
K−12

f(z)dz +

∫ f

L+
2

(z)dz =

∫
K+

0

f(z)dz −
∫
K+

1

f(z)dz

i w konsekwencji ∫
K+

0

f(z)dz =

∫
K+

1

f(z)dz.

Twierdzenie 7.6 (o wzorze ca lkowym Cauchy’ego)
Jeżeli funkcja f jest holomorficzna wewn ↪atrz obszaru jednospójnego D i na jego brzegu ∂D,
który jest konturem, to ∀z ∈ D

f(z) =
1

2πi

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ.

Dowód
Niech z ∈ D, K(z, r) = {w : |w − z| < r} ⊂ D.
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Ponieważ funkcja f(ζ)
ζ−z jest funkcj ↪a holomorficzn ↪a w obszarze D1 : D̄\K(z, r), to z uogólnienia

twierdzenia Cauchy’ego dla obszarów wielospójnych otrzymamy, że∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∫
∂K

f(ζ)

ζ − z
dζ,

gdzie ∂K jest zorientowany dodatnio. Ca lk ↪e po prawej stronie można zapisać jako sum ↪e ca lek∫
∂K

f(ζ)

ζ − z
dζ = f(z)

∫
∂K

dζ

ζ − z
+

∫
∂K

f(ζ)− f(z)

ζ − z
dζ. (7.1)

Z przyk ladu podstawowego 6.6 wynika, że pierwsza z ca lek po prawej stronie (7.1) równa si ↪e

f(z)

∫
∂K

1

ζ − z
dζ = f(z)2πi.

Należy pokazać, że druga z ca lek po prawej stronie (7.1) zeruje si ↪e. Wybierzmy r tak ma le
aby dla |ζ− z| = r zachodzilo, że |f(ζ)− f(z)| < ε

2π
. Wynika to z faktu, że f ∈ C(D). Zatem∣∣∣∣∫

∂K

f(ζ)− f(z)

ζ − z
dζ

∣∣∣∣ ≤ ∫
∂K

|f(ζ)− f(z)|
|ζ − z|

|dζ| ≤ 2πr

r

ε

2π
= ε,

gdzie
∫
∂K
|dζ| = 2πr. Z dowolności ε mamy, że

∫
∂K

f(ζ)−f(z)
ζ−z dζ = 0.

Wniosek 7.2 ∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ = 2πif(z).

Wniosek 7.3
Twierdzenie 10.5 mówi, że wartości funkcji holomorficznej w dowolnym punkcie z należ ↪acym
do obszaru D s ↪a wyznaczone przez jej wartości na brzegu obszaru.

Przyk lad 7.1
Obliczyć ∫

|z|=2

dz

z2 + 1
.

Obszar D ograniczony okr ↪egiem {z : |z| = 2} zawiera dwa punkty z1 = i, z2 = −i w
których funkcja podca lkowa jest nieholomorficzna. Zdefiniujmy ma le dyski

D1 = {z : |z − i| < 1

2
}, D2 = {z : |z + i| < 1

2
}.
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NiechKi = ∂Di, i = 1, 2, bed ↪a dodatnio zorientowanymi konturami. Korzystaj ↪ac z uogólnienia
twierdzenia Cauchy’ego dla obszarów wielospójnych otrzymamy, że∫

|z|=2

dz

z2 + 1
=

∫
K1

dz

z2 + 1
+

∫
K2

dz

z2 + 1
.

Korzystaj ↪ac ze wzoru ca lkowego Cauchy’ego otrzymamy∫
K1

dz

z2 + 1
=

∫
K1

1
z+i
dz

z − i
oraz

∫
K2

dz

z2 + 1
=

∫
K2

1
z−idz

z + i
.

Należy zauważyć, że funkcja f1(z) = 1
z+i
∈ H(D1), f2(z) = 1

z−i ∈ H(D2), zatem∫
K1

1
z+i
dz

z − i
+

∫
K2

1
z−idz

z + i
= 2πi(f1(i) + f2(−i)) = 2πi

(
1

2i
+

1

−2i

)
= 0.

Twierdzenie 7.7 (o wartości średniej funkcji holomorficznej)
Jeżeli f jest funkcj ↪a holomorficzn ↪a w obszarze D, z ∈ D, D(z, r) ⊂ D, to

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

f(z + reit)dt.

Dowód
Niech z ∈ D, K = ∂D(z, r) = {ζ : |ζ − z| = r} = {ζ : ζ = z + reit, t ∈ [0, 2π)} ⊂ D. Z
twierdzenia o wzorze ca lkowym Cauchy’ego wynika, że

f(z) =
1

2πi

∫
K

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2πi

∫ 2π

0

f(z + reit)

reit
ireitdt =

1

2π

∫ 2π

0

f(z + reit)dt,

∂K jest zorientowany dodatnio.

Twierdzenie 7.8 (o rozwijaniu funkcji holomorficznej w szereg Taylora)
D ⊂ C, D-obszar. Jeżeli funkcja f ∈ H(D), z0 ∈ D, D(z0, r) ⊂ D, to f można przedstawić
w tym kole w postaci sumy szeregu pot ↪egow ↪ego

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)n i cn =
1

2πi

∫
∂D(z0,r)

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ,

gdzie ∂D(z0, r) jest zorientowany dodatnio.
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Dowód
Niech z0 ∈ D, D(z0, r) = {z : |z− z0| < r}. Z twierdzenia o wzorze ca lkowym Cauchy’ego dla
z ∈ D(z0, r) zachodzi

f(z) =
1

2πi

∫
∂D(z0,r)

f(ζ)

(ζ − z)
dζ. (7.2)

Ponieważ z ∈ D(z0, r), to istnieje ρ takie, że |z − z0| < ρ < r = |ζ − z0|. Wyrażenie 1
ζ−z

przedstawimy jako sum ↪e szeregu pot ↪egowego o środku w punkcie z0, tzn.

1

ζ − z
=

1

(ζ − z0)− (z − z0)
=

1

(ζ − z0)

1(
1− z−z0

ζ−z0

) =
1

ζ − z0

∞∑
n=0

(
z − z0

ζ − z0

)n
, (7.3)

który jest zbieżny jednostajnie na dysku D(z0, ρ), ponieważ modu ly wyrazów tego szeregu s ↪a
nie wi ↪eksze niż

∑∞
n=0

ρn

rn+1 . Podstawmy rozwini ↪ecie (7.3) do (7.2), ca lkuj ↪ac wyraz po wyrazie
(korzystamy z faktu, że szereg jest zbieżny jednostajnie) otrzymamy

f(z) =
1

2πi

∫
∂D(z0,r)

(
∞∑
n=0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1
f(ζ)

)
dζ =

∞∑
n=0

[
1

2πi

∫
∂D(z0,r)

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ

]
(z − z0)n.

Czyli f(z) =
∑∞

n=0 cn(z − z0)n, gdzie

cn =
1

2πi

∫
∂D(z0,r)

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ n = 0, 1, 2, . . . .

Wniosek 7.4
Z twierdzenia 7.8 i wniosku 4.3 wynika, że A(D)=H(D).

Uwaga 7.2
Ponieważ wspó lczyniki szeregu Taylora s ↪a wyznaczone jednoznacznie zatem

cn =
f (n)(z0)

n!
oraz cn =

1

2πi

∫
∂D(z0,r)

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ,

to

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫
∂D(z0,r)

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ.
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Wynika st ↪ad nast ↪epuj ↪ace twierdzenie.

Twierdzenie 7.9 (o uogólnionym wzorze ca lkowym Cauchy’ego)
Jeżeli funkcja f jest holomorficzna wewn ↪atrz obszaru jednospójnego D i na jego brzegu ∂D,
∂D jest konturem, to dla ∀z ∈ D

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
∂D

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ,

gdzie n = 0, 1, 2, . . . .

Uwaga 7.3
Funkcja holomorficzna w obszarze D ma w tym obszarze pochodne dowolnie wy-
sokiego rz ↪edu.

Wynika to z faktu, ze f jest sum ↪a szeregu pot ↪egowego, a dla takich funkcji udowodnilísmy
we Wniosku 6.2 istnienie pochodnych dowolnego rz ↪edu.

Uwaga 7.4
Jeżeli f(z) = u(x, y) + iv(x, y) jest holomorficzna w obszarze D, to funkcje u i v maj ↪a po-
chodne cz ↪astkowe dowolnie wysokiego rz ↪edu.

Przyk lad 7.2
Obliczyć ∫

|z|=3

eiπz

(z − 1)3
dz.

Niech D := {z : |z| < 3}, K = ∂D. Funkcja f(z) = eiπz jest holomorficzna w D. Skorzy-
stamy z twierdzenia o uogólnionym wzorze ca lkowym Cauchy’ego dla f i n = 2. Zatem∫

|z|=3

eiπz

(z − 1)3
dz =

2πi

2!

(
eiπz
)′′
|z=1

= i(π)3.

Twierdzenie 7.10 (odwrotne do podstawowego tw. ca lkowego Cauchy’ego)(Morery)
D ⊂ C, D-obszar jednospójny. Jeżeli funkcja f ∈ C(D) i dla każdego konturu K ⊂ D∫

K

f(z)dz = 0,

to f ∈ H(D).
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Dowód
Niech K b ↪edzie konturem zawartym w obszarze D takim, że

∫
K
f(z)dz = 0. Z twierdzenia o

istnieniu funkcji pierwotnej wynika, że istnieje F ∈ H(D) taka, że F ′(z) = f(z) dla z ∈ D.
Ponieważ F jest holomorficzna, to z twierdzenia o uogólnionym wzorze ca lkowym wynika, że
f = F ′ jest także funkcj ↪a holomorficzn ↪a w obszarze D.

Szeregi Taylora funkcji elementarnych
Korzystaj ↪ac z twierdzenia 7.8 możemy znaleźć szeregi Taylora (Maclaurina) znanych funkcji.
S ↪a one rozszerzeniem szeregów rzeczywistych do dziedziny zespolonej.

Przyk lad 7.3

1. ez = 1 + z
1!

+ z2

2!
+ + z3

3!
+ . . . =

∑∞
k=0

zk

k!
.

2. sinz = z − z3

3!
+ z5

5!
− z7

7!
+ . . . =

∑∞
k=0(−1)k z2k+1

(2k+1)!
.

3. cosz = 1− z2

2!
+ z4

4!
− z6

6!
+ . . . =

∑∞
k=0(−1)k z2k

(2k)!
.

4. chz =
∑∞

k=0
z2k

(2k)!
.

5. shz =
∑∞

k=0
z2k+1

(2k+1)!
.

6. Rozwin ↪ać w szereg Taylora o środku w punkcie z0 6= 0 ga l ↪aź logarytmu.

Wiadomo, że w obszarze jednospójnym, nie zawieraj ↪acym 0 i ∞, istnieje ga l ↪aź loga-
rytmu. Zatem promień r ko la o środku w punkcie z0 w którym szereg b ↪edzie zbieżny
musi spe lniać r < |z0|. Policzymy pochodne f(z) = Lnz.

f ′(z) = z−1, f ′′(z) = −z−2, . . . f (n)(z) = (−1)n−1(n− 1)!z−n.

St ↪ad

Lnz = Ln(z0) +
z − z0

z0

− 1

2

(
z − z0

z0

)2

+ . . .+
(−1)n−1

n

(
z − z0

z0

)n
+ . . . ....

Przyjmuj ↪ac z0 = 1 i zast ↪epuj ↪ac z prze 1 + z otrzymamy dla wartości g lównej logarytmu
rozwini ↪ecie

Ln(1 + z) = z − z2

2
+
z3

3
+ . . .+ (−1)n−1 z

n

n
+ . . . ....

w kole |z| < 1.
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8 Funkcje holomorficzne w C
Twierdzenie 8.1 (nierówność Cauchy’ego)
Jeżeli f ∈ H(D(z0, R)) oraz istnieje M > 0 takie, że dla każdego z ∈ D(z0, R), zachodzi
|f(z)| ≤M . Wtedy wspó lczynniki szeregu Taylora funkcji o środku w z0 spe lniaj ↪a nierówność

|cn| ≤
M

Rn
, n = 0, 1, 2, . . .

Dowód
Niech D(z0, r) = {z : |z − z0| = r}, gdzie r < R. Wtedy

|cn| =
∣∣∣∣ 1

2πi

∫
∂D(z0,r)

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
∂D(z0,r)

∣∣∣∣ f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

M

rn+1
2πr =

M

rn
,

∂D(z0, r) jest zorientowany dodatnio. Dla r → R otrzymamy |cn| ≤ M
Rn

.

Definicja 8.1
Funkcj ↪e holomorficzn ↪a w ca lej p laszczyźnie C nazywamy funkcj ↪a ca lkowit ↪a.

Przyk lad 8.1
Wielomiany, ez, sinz, cosz s ↪a funkcjami ca lkowitymi.

Twierdzenie 8.2 (Liouville’a)
Funkcja ca lkowita i ograniczona jest sta la.

Dowód
Ponieważ f jest ca lkowita, to f ∈ H(D(0, R)) dla dowolnego R > 0. Zatem f rozwija si ↪e w
szereg Maclaurina w H(D(0, R)). Z nierówności Cauchy’ego wynika, że |cn| ≤ M

Rn
w D(0, R)

bo f jest ograniczona. Przechodz ↪ac z R do nieskończoności dostaniemy, że c1 = c2 = . . . =
cn = . . . = 0 dla ∀n ∈ N . St ↪ad f(z) = c0.

Twierdzenie 8.3 (d’Alamberta-podstawowe tw. algebry)
Każdy wielomian stopnia n ≥ 1 w dziedzinie zespolonej ma co najmniej 1 pierwiastek.

Dowód (nie wprost)
Niech n ≥ 1. Wtedy wielomian stopnia n ma postać P (z) = a0 + a1z + . . . anz

n. Przypuśmy,
że P (z) nie ma miejsc zerowych. Zatem f(z) = 1

P (z)
jest holomorficzna w ca lej p laszczyźnie C.

Wykażemy, że f jest ograniczona. Ponieważ limz→∞ P (z) = ∞, to limz→∞ f(z) = 0. Zatem
w sasiedztwie punktu z0 = ∞ funkcja f jest ograniczona. W innych punktach p laszczyzny
funkcja przyjmuje tylko wartości skończone. St ↪ad f musi być ograniczona. Z twierdzenia
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Liouville’a wynika, że f jest sta la, co jest sprzeczne z za lożeniem, że n ≥ 1.

Wniosek 8.1 (Twierdzenie Bezout)
Każdy wielomian stopnia n ≥ 1 ma w dziedzinie zespolonej dok ladnie n pierwiastków.

9 Zera funkcji holomorficznej

Definicja 9.1
Punkt a nazywamy zerem funkcji holomorficznej jeśli f(a) = 0.

Definicja 9.2
Punkt a nazywamy zerem k-krotnym funkcji holomorficznej jeśli
f(a) = f ′(a), . . . , f (k−1)(a) = 0, fk(a) 6= 0.

Twierdzenie 9.1 (o zerach funkcji holomorficznej)
D ⊂ C, D-obszar, f ∈ H(D), f 6= Const, a ∈ D. Jeśli a jest zerem funkcji f , to ∃k ∈ N
i otoczenie U punktu a takie, że f(z) = (z − a)kφ(z), gdzie φ ∈ H(D), φ(z) 6= 0 w pewnym
otoczeniu U punktu a.

Dowód
Ponieważ f jest funkcj ↪a holomorficzn ↪a w obszarze D , to istnieje otoczenie U punktu a takie,
że f rozwinie si ↪e w szereg Taylora o środku w pukcie a tzn. f(z) =

∑∞
n=0 cn(z − a)n dla

z ∈ U . Punkt a jest zerem funkcji, st ↪ad f(a) = c0 = 0. Z za lożenia, ze f 6= const wynika, że
nie wszyskie wspó lczynniki cn mog ↪a być zerami. Zatem istnieje ck 6= 0. Rozpatrzmy ck 6= 0 z
najmniejszym indeksem k. Wtedy

f(z) = ck(z − a)k + ck+1(z − a)k+1 + . . . = (z − a)k(ck + ck+1(z − a) + . . .).

Ponieważ wyrażenie w nawiasie jest zbieżnym szeregiem pot ↪egowym, zatem istnieje jego suma,
któr ↪a oznaczymy symbolem φ. Jako suma szeregu pot ↪egowego φ jest funkcj ↪a holomorficzn ↪a
w U . Ponieważ φ(a) = ck 6= 0, to jako funkcja ci ↪ag la omija zero w pewnym otoczeniu
U ′ ⊂ U .

Wniosek 9.1
Pukty zerowe funkcji holomorficznej s ↪a izolowane.

Wniosek 9.2
Funkcja ca lkowita ma przeliczalnie wiele zer w C.
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Uwaga 9.1
Niech f ∈ H(D), D-obszar. Punkty w których funkcja holomorficzna f przyjmuje z góry
zadan ↪a wartość A s ↪a izolowane, bo s ↪a to miejsca zerowe funkcji f(z)− A.

Twierdzenie 9.2 (o jednoznaczności funkcji holomorficznej)
D ⊂ C, D-obszar, f1, f2 ∈ H(D). Niech F b ↪edzie podzbiorem D maj ↪acym pukt skupienia
a ∈ D oraz ∀z ∈ F zachodzi f1(z) = f2(z). Wtedy ∀z ∈ D zachodzi f1(z) = f2(z).

Dowód
Przypuśćmy, że f1 6= f2 na D. Wtedy możemy zdefiniować funkcj ↪e f := f1 − f2 na D. Jest
oczywiste, że f ∈ H(D) oraz ∀z ∈ F zachodzi f(z) = 0. W zbiorze F istnieje ci ↪ag zn maj ↪acy
punkt skupienia a ∈ D. Ponieważ f jest ci ↪ag la, to f(a) = limn→∞ f(zn) = 0. Czyli a jest
także zerem funkcji holomorficznej. Poniważ a nie jest punktem odsobnionym, to f musi być
sta la. Skoro f(a) = 0, to f ≡ const = 0 czyli f1 = f2.

Wniosek 9.3
Jeśli f1, f2 ∈ H(D) i przyjmuj ↪a jednakowe wartości na pewnym  luku K lub w pewnym ob-
szarze D0 ⊂ D, to s ↪a równe w ca lym obszarze D.

10 Szeregi Laurenta

Dane s ↪a dwa szeregi postaci

∞∑
n=0

cn(z − z0)n i
∞∑
n=1

c−n(z − z0)−n. (10.1)

Pierwszy z tych szeregów jest zbieżny w kole K(z0, R), gdzie R = 1

lim supn→∞
n
√
|cn|

, drugi zaś

jest zbieżny na zewn ↪atrz ko la K(z0, r) = {z ∈ C : |z−z0| > r}, gdzie r = lim supn→∞
n
√
|c−n|.

Definicja 10.1
Sum ↪e szeregów zdefiniowanych w (10.1) zapisujemy

∞∑
n=−∞

cn(z − z0)n (10.2)

i nazywamy szeregiem Laurenta o środku w z0.
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Definicja 10.2
Powiemy, że szereg Laurenta (10.2) jest zbieżny, jeśli każdy z szeregów zdefiniowanych w
(10.1) jest zbieżny.

Uwaga 10.1
Jeżeli r < R, to szereg Laurenta (10.2) jest zbieżny wewn ↪atrz pierścienia

P (z0, r, R) = {z ∈ C : r < |z| < R} (10.3)

i przedstawia w nim funkcj ↪e holomorficzn ↪a f(z). Sum ↪e szeregu
∑∞

n=0 cn(z − z0)n nazywamy
cz ↪eści ↪a regularn ↪a funkcji f(z), zaś sum ↪e szeregu

∑∞
n=1 c−n(z− z0)−n nazywamy cz ↪eści ↪a g lówn ↪a

funkcji f(z).

Twierdzenie 10.1. (Laurenta)
Jeżeli f jest funkcj ↪a holomorficzn ↪a w pierścieniu (10.3) to daje si ↪e w nim przedstawić
szeregiem Laurenta postaci (10.2), przy czym wspó lczynniki wyrażaj ↪a si ↪e wzorami

cn =
1

2πi

∫
K

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ, n = 0,±1,±2, . . . (10.4)

gdzie K jest dowolnym okr ↪egiem o środku w z0 zorientowanym dodatnio i zawartym w pierścieniu
P (z0, r, R).

Dowód
Niech z b ↪edzie dowolnym punktem pierścienia P (z0, r, R), K1, K2 dwoma okr ↪egami o środku w
z0 po lożonymi wewn ↪atrz pierścienia tak aby punkt z leża l mi ↪edzy nimi, K1, K2 s ↪a zorientowane
dodatnio. Pierścień dzielimy promieniami na dwa obszary D i D′. Za lóżmy, że z ∈ D.

Oznaczaj ↪ac brzegi obszarów D i D′ zorientowane dodatnio przez C i C ′ otrzymamy, że

f(z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

ζ − z
dζ, (10.5)

0 =
1

2πi

∫
C′

f(ζ)

ζ − z
dζ, (10.6)
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gdzie (10.5) wynika z twierdzenia o wzorze ca lkowym Cauchy’ego, zaś (10.6) wynika z podsta-
wowego twierdzenia Cauchy’ego. Dodajemy stronami ca lki z (10.5) i (10.6). Ponieważ ca lki
wzd luż promieni znosz ↪a si ↪e, zatem

f(z) =
1

2πi

∫
K2

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

2πi

∫
K1

f(ζ)

ζ − z
dζ. (10.7)

Jeśli ζ ∈ K2, to |ζ − z0| > |z − z0|, wobec czego nastepuj ↪ac ↪a funkcj ↪e można przedstawić jako
sum ↪e szeregu pot ↪egowego o środku w z0

1

ζ − z
=

1

(ζ − z0)− (z − z0)
=

1

ζ − z0

1

1− z−z0
ζ−z0

=
∞∑
n=0

(z − z0)n

(ζ − z0)n+1
. (10.8)

Szereg
∑∞

n=0
(z−z0)n

(ζ−z0)n+1 jest zbieżny dla |z − z0| < |ζ − z0| < R. Analogicznie, gdy ζ ∈ K1,

to |ζ − z0| < |z − z0| wobec czego nastepuj ↪ac ↪a funkcj ↪e można przedstawić jako sum ↪e szeregu
pot ↪egowego o środku w z0

1

ζ − z
=

1

(ζ − z0)− (z − z0)
= − 1

z − z0

1

1− ζ−z0
z−z0

= −
∞∑
n=1

(ζ − z0)n−1

(z − z0)n
. (10.9)

Szereg
∑∞

n=1
(ζ−z0)n−1

(z−z0)n
jest zbieżny dla |z − z0| > |ζ − z0| > r.

Oba te szeregi s ↪a jednostajnie zbieżne wzgl ↪edem ζ, wiec szeregi (10.8) i (10.9) można
wstawić do (10.6) i (10.7) a nast ↪epnie ca lkować te szeregi wyraz po wyrazie, sk ↪ad otrzymamy

f(z) =
∞∑
n=0

1

2πi

∫
K2

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ(z − z0)n +

∞∑
n=1

1

2πi

∫
K1

f(ζ)

(ζ − z0)−n+1
dζ(z − z0)−n.

W powyższych ca lkach okr ↪egi K1 i K2 można zast ↪apić dowolnym okr ↪egiem K o środku w z0,
zorientowanym dodatnio i zawartym w pierścieniu P (z0, r, R). Zatem

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)n +
∞∑
n=1

c−n(z − z0)−n,

gdzie

cn =
1

2πi

∫
K

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ, n = 0,±1,±2, . . .

Uwaga 10.2
Jeżeli funkcja f jest rozwijalna w pierścieniu P (z0, r, R) w szereg postaci

f(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − z0)n,
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to ∀n ∈ Z zachodzi równość an = cn, gdzie cn s ↪a wspó lczynnikami zdefiniowanymi w twiedze-
niu Laurenta.

Dowód

f(z)

(z − z0)k+1
=

∞∑
n=−∞

an(z − z0)n−k−1.

Ca lkuj ↪ac praw ↪a stron ↪e wyraz po wyrazie otrzymamy∫
Γρ

f(z)

(z − z0)k+1
dz =

∞∑
n=−∞

an

∫
Γρ

(z − z0)n−k−1dz = ak2πi,

Γρ = {z ∈ C : |z − z0| = ρ} ⊂ P (z0, r, R). Korzystamy z faktu, że∫
Γρ

(z − z0)n−k−1dz =

{
0 n 6= k,
2πi n = k.

Zatem

ak =
1

2πi

∫
K

f(z)

(z − z0)k+1
dz = ck.

Uwaga 10.3 (nierówność Cauchy’ego)
Niech f ∈ H(P (z0, 0, r)). Jeżeli ∃M > 0 takie, że ∀z, |z−z0| = ρ < r zachodzi, że |f(z)| ≤M ,
to

|cn| ≤
M

ρn
, n = 0,±− 1,±2, . . . .

Przyk lad 10.1

1. Rozwin ↪ać funkcj ↪e f(z) = 1
z−1

+ 1
z+2

w szereg Laurenta o środku w z0 = 0,

1

z − 1
= − 1

1− z
= −

∞∑
n=0

zn dla |z| < 1,

1

z + 2
=

1

2

1

[1− (− z
2
)]

=
1

2

∞∑
n=0

(
−z
2

)n
=
∞∑
n=0

(−1)nzn

2n+1
dla |z

2
| < 1.

Zatem dla |z| < 1 mamy

f(z) =
∞∑
n=0

(
−1 +

(−1)n

2n+1

)
zn
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2. Rozwin ↪ać funkcj ↪e f(z) = 1
z−1

+ 1
z+2

w szereg Laurenta o środku w z0 = i. Rozpatrujemy
pierścień o środku w z0 = i i promieniach b ↪ed ↪acych odleg lości ↪a środka do punktów w
których funkcja jest nieholomorficzna tzn. z1 = 1 i z2 = −2 czyli P (z0 = 1,

√
2,
√

5) =
{z :
√

2 < |z − i| <
√

5}

1

z − 1
=

1

z − i
1

[1− (1−i
z−i)]

=
∞∑
n=0

(
(1− i)n

(z − i)n+1
dla

∣∣∣∣1− iz − i

∣∣∣∣ < 1⇔ |z − i| >
√

2,

1

z + 2
=

1

2 + i

1

[1 + ( z−i
2+i

)]
=

1

2 + i

∞∑
n=0

(−1)n
(z − i)n

(2 + i)n
dla

∣∣∣∣z − i2 + i

∣∣∣∣ < 1⇔ |z − i| <
√

5.

Zatem w P (z0 = 1,
√

2,
√

5) = {z :
√

2 < |z − i| <
√

5} mamy

f(z) =
∞∑
n=0

(−1)n
(z − i)n

(2 + i)n
+
∞∑
n=1

(1− i)n−1

(z − i)n
.

11 Punkty osobliwe

Definicja 11.1
Punkt w którym f jest holomorficzna nazywamy punktem regularnym.
Definicja 11.2
Jeżeli funkcja f nie jest holomorficzna w z0 ∈ C̄ ale jest holomorficzna w pewnym jego
s ↪asiedztwie U(z0, ε) \ {z0} = {z ∈ C : 0 < |z − z0| < ε}, gdy z0 6= ∞ lub {z : |z| > R}
dla z0 =∞, to z0 nazywamy punktem osobliwym izolowanym (odosobnionym) funkcji f .

11.1 Punkty osobliwe izolowane

Definicja 11.3
Punkt osobliwy izolowany z = z0 nazywamy:

1. punktem pozornie osobliwym, jeżeli limz→z0 f(z) istnieje i jest skończona,

2. biegunem, jeżeli: limz→z0 f(z) =∞,

3. punktem istotnie osobliwym, jeżeli nie istnieje limz→z0 f(z).

Przyk lad 11.1

1. Dla f danej wzorem

f(z) =
1− cosz

z2
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z0 = 0 jest punktem osobliwym.

lim
z→z0

1− cosz
z2

= lim
z→z0

2sin2( z
2
)

z2
= lim

z→z0

(
sin( z

2
)

z
2

)2
2

4
=

1

2
.

Wynika st ↪ad, że z0 = 0 jest punktem pozornie osobliwym.

2. Dla f danej wzorem

f(z) = sin(
π

z
)

z0 = 0 jest punktem osobliwym. Rozpatrzmy ci ↪agi postaci zn := 1
2n+α

π
→ 0 dla n→∞.

Zauważmy, że f(zn) = sin(α), st ↪ad limn→∞ f(zn) = sin(α). Zmieniaj ↪ac wartości α
dostaniemy, że nie istnieje granica f w z0 = 0, czyli z0 jest punktem istotnie osobliwym.

3. Dla f danej wzorem

f(z) =
1

ez − 1

punktami osobliwymi sa zn = 2nπi, n ∈ N. S ↪a to bieguny ponieważ limz→2nπi
1

ez−1
=∞.

4. Niech

f(z) =
1

sin(π
z
)
.

Wtedy punkty zn = 1
n

s ↪a biegunami. Zaś punkt z0 = 0 jest punktem osobliwym ale nie
jest izolowany.

Twiedzenie 11.1 (Riemanna)
Niech f ∈ H(P (z0, 0, R)). Punkt osobliwy izolowany z0 ∈ C jest punktem pozornie osobliwym
funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy rozwini ↪ecie f w szereg Laurenta w P (z0, 0, R) nie zawiera
cz ↪eści g lównej tzn.

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − z0)n.

Dowód
⇒ Niech z0 b ↪edzie punktem pozornie osobliwym, wówczas istnieje skończona granica A =
limz→z0 f(z). Zatem istnieje otoczenie U(z0, ε) i sta la M > 0 takie, że |f(z)| ≤ M dla
z ∈ U(z0, ε). Niech ρ < ε, korzystaj ↪ac z nierówności Cauchy’ego otrzymamy, że |cn| ≤ M

ρn
dla

n = 0,±1,±2, . . .. Jeśli n < 0 to prawa strona M
ρn
→ 0 dla ρ→ 0. St ↪ad cn = 0 dla n < 0 tzn.

cz ↪eść g lówna szeregu Laurenta znika.
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⇐ Ponieważ w P (z0, r, R) funkcja f ma rozwini ↪ecie w szereg Laurenta, które nie zawiera
cz ↪eści g lównej tzn. f(z) =

∑∞
n=0 cn(z− z0)n, to jest ono szeregiem Taylora w tym pierścieniu.

Wi ↪ec istnieje granica limz→z0 f(z) = c0. Dlatego punkt z0 jest pozornie osobliwy.

Uwaga 11.1
Jeżeli z0 jest punktem pozornie osobliwym f , to funkcja f̃(z) := f(z) dla z 6= z0 oraz
f̃(z) := limz→z0 f(z) jest holomorficzna w otoczeniu z0.

Twiedzenie 11.2
Niech f ∈ H(P (z0, 0, R)). Punkt osobliwy izolowany z0 jest biegunem funkcji f wtedy i tylko
wtedy gdy rozwini ↪ecie f w szereg Laurenta w H(P (z0, 0, R)) ma cz ↪esć g lówn ↪a o skończonej
liczbie wyrazów tzn.

∃k ∈ N f(z) =
c−k

(z − z0)k
+

c−k+1

(z − z0)k−1
+ . . .+

c−1

z − z0

+
∞∑
n=0

cn(z − z0)n,

gdzie c−k 6= 0.

Dowód
⇒ Niech z0 b ↪edzie biegunem funkcji f . St ↪ad limz→z0 f(z) = ∞. Zatem istnieje otoczenie
U(z0, ε) takie, że f(z) 6= 0 dla z ∈ U(z0, ε). Zdefiniujemy funkcj ↪e φ(z) = 1

f(z)
w U(z0, ε), przy

czym istnieje limz→z0 φ(z) = 0. Zatem z0 jest punktem pozornie osobliwym (zerem) funkcji
φ. Wtedy istnieje k ∈ N takie, że φ(z) = (z − z0)kψ(z), gdzie ψ(z) 6= 0 dla z ∈ U(z0, ε).

f(z) =
1

φ(z)
=

1

(z − z0)k
1

ψ(z)
(11.1)

Funkcja ψ(z) 6= 0, st ↪ad jej odwrotność 1
ψ(z)

jest funkcj ↪a holomorficzn ↪a w U(z0, ε), czyli daj ↪e

si ↪e zapisać jako suma szeregu Taylora
∑∞

n=0 bn(z− z0)n. Wstawiaj ↪ac go do (11.1) otrzymamy

f(z) =
1

(z − z0)k

∞∑
n=0

bn(z−z0)n =
∞∑
n=0

bn(z−z0)n−k =
b0

(z − z0)k
+

b1

(z − z0)k−1
+
bk−1

z − z0

+bk+. . . .

Tak otrzymalísmy szereg Laurenta funkcji f , którego cz ↪eść g lówna sk lada si ↪e ze skończonej
liczby wyrazów.

⇐ Niech f w H(P (z0, 0, R)) rozwija si ↪e w szereg Laurenta postaci

f(z) =
c−k

(z − z0)k
+

c−k+1

(z − z0)k−1
+ . . .+

c−1

z − z0

+
∞∑
n=0

cn(z − z0)n.

67



Niech φ(z) := (z− z0)kf(z) = c−k + c−k+1(z− z0) + . . . w tym otoczeniu. St ↪ad limz→z0 φ(z) =

c−k 6= 0, a nast ↪epnie limz→z0 f(z) = limz→z0
φ(z)

(z−z0)k
=∞, czyli z0 jest biegunem.

Uwaga 11.2
Punkt z0 jest biegunem funkcji f wtedy i tylko wtedy gdy φ = 1

f(z)
jest holomorficzna w

pewnym otoczeniu z0 i φ(z0) = 0.

Uwaga 11.3
Rz ↪edem bieguna z0 funkcji f nazywamy krotność tego punktu jako zera funkcji φ = 1

f(z)
.

Uwaga 11.4
Punkt z0 jest biegunem k-krotnym funkcji f wtedy i tylko wtedy gdy
limz→z0(z − z0)k−1f(z) =∞ oraz limz→z0(z − z0)kf(z) 6=∞.

Przyk lad 11.2

1. f(z) = sinz
z4

. Punkt z0 = 0 jest biegunem trzykrotnym. Zauważmy, że

lim
z→0

z2 sinz

z4
= lim

z→0

1

z

sinz

z
=∞× 1 =∞.

Natomiast

lim
z→0

z3 sinz

z4
= lim

z→0

z3

z3

sinz

z
= 1.

2. f(z) = z
ez−1

ez = 1 ⇐⇒ z = 2kπi- s ↪a to punkty osobliwe. Dla k 6= 0

lim
z→2kπi

z

ez − 1
=∞,

czyli s ↪a to bieguny.

lim
z→2kπi

(z − 2kπi)
z

ez − 1
=

[
0

0

]
= lim

z→2kπi

2z − 2kπi

ez
6=∞.

Zatem dla k 6= 0 punkty zk = 2kπi s ↪a biegunami jednokrotnymi. Dla k = 0 mamy, że
limz→0

z
ez−1

=
[

0
0

]
= limz→0

1
ez

= 1 6= 0 punkt pozornie osobliwy.

Twierdzenie 11.3
Niech f ∈ H(P (z0, 0, R)). Punkt osobliwy izolowany z0 jest punktem istotnie osobliwym wtedy
i tylko wtedy, gdy cz ↪eść g lówna rozwini ↪ecia f szereg Laurenta w H(P (z0, r, R)) sk lada si ↪e z
nieskończenie wielu wyrazów.
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Dowód
Twierdzenie to jest wnioskiem z dwóch poprzednich twierdzeń. Jeśli cz ↪eść g lówna sk lada si ↪e
z nieskończenie wielu wyrazów, to z0 nie może być ani punktem pozornie osobliwym, ani
biegunem. Jeśli z0 jest punktem istotnie osobliwym, to cz ↪eść g lówna nie może znikać ani też
nie może sk ladać si ↪e ze skończenie wielu wyrazów różnych od zera.

Przyk lad 11.3
Niech

f(z) = e
1
z .

Wiemy że dla 0 < |w| < ∞ funkcja wyk ladnicza rozwija si ↪e w szereg Taylora o środku w
z0 = 0.

ew =
∞∑
k=0

wk

k!
.

Podstawmy za w = 1
z
. Otrzymamy

ew =
∞∑
k=0

1

zkk!
= 1 +

1

1!z
+

1

2!z2
+ . . .

Cześć g lówna sk lada si ↪e z nieskończenie wielu wyrazów, zatem z0 = 0 jest punktem istotnie
osobliwym.

Niech z = reiφ, r-ma le. Wtedy

f(z) = e
1

reiφ = e
1
r

(cosφ−isinφ) |f(z)| = |e
1
r
cosφ||e

1
r
isinφ)| = e

1
r
cosφ.

Zauważmy, że dla φ takich, że cosφ > 0

lim
r→0

e
1
r
cosφ = +∞,

zaś dla φ takich, że cosφ < 0
lim
r→0

e
1
r
cosφ = 0,

czyli nie istnieje granica modu lu funkcji f(z) = e
1
z gdy z → z0.

Twierdzenie 11.4 (Casoratiego-Weierstrassa)
Jeżeli z0 jest punktem istotnie osobliwym funkcji, to zbiór wartości funkcji f w dowolnie
ma lym nak lutym otoczeniu tego punktu jest rozmieszczony g ↪esto w ca lej p laszczyźnie.

Dowód Niech U(z0, ε) \ {z0} b ↪edzie nak lutym otoczeniem z0. Gdyby zbiór wartości funkcji
f(U(z0, ε)\{z0}) nie by l g ↪esty w C, to wówczas istnia loby ko lo D(a, r) nie zawieraj ↪ace żadnej
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wartości f(z), wi ↪ec |f(z) − a| > r dla z ∈ U(z0, ε) \ {z0}. Wtedy funkcja φ(z) = 1
f(z)−a jest

ograniczona dla z ∈ U(z0, ε) \ {z0}. W myśl twierdzenia Riemanna punkt z0 by lby punktem
pozornie osobliwym dla φ(z). Zatem isnia laby granica limz→z0 φ(z). Zatem φ by laby ana-
lityczna w otoczeniu z0. St ↪ad f(z) = a + 1

φ(z)
by laby analityczna lub mia laby biegun w z0

wbrew za lożeniu.

Twierdzenie 11.5 (wielkie twierdzenie Picarda)
Funkcja analityczna przyjmuje w dowolnie ma lym nak lutym otoczeniu punktu istotnie osobli-
wego każd ↪a wartość z wyj ↪atkiem co najwyżej jednej w nieskończenie wielu punktach.

Twierdzenie 11.6 (ma le twierdzenie Picarda)
Funkcja ca lkowita różna od sta lej przyjmuje każd ↪a wartość z wyj ↪atkiem co najwyżej jednej.

Przyk lad 11.4

1. f(z) = ez omija wartość a = 0. Zauważmy, że jako funkcja ca lkowita omija też ∞.
Zatem ez omija dwie wartości {0,∞}.

2. f(z) = tg(z) nie jest funkcj ↪a ca lkowit ↪a, bo ma bieguny w punktach zk = π
2

+ kπ, k ∈ Z,
natomiast omija dwie wartości ±i.

3. f(z) = 1
cosz

omija tylko jedn ↪a wartosć 0.

4. funkcja P(z) Weierstrassa zdefiniowana za pomoc ↪a szeregu

P(z) =
1

z2
+
∞∑
k=1

[
1

(z − wk)2
− 1

w2
k

]
wk = nω+mω′, m, n ∈ Z, ω, ω′ ∈ C, Im

( ω
ω′

)
6= 0,

przyjmuje każd ↪a wartość z p laszczyzny domkni ↪etej C nieskończenie wiele razy. Funkcja
P(z) Weierstrassa jest przyk ladem funkcji meromorficznej dwuokresowej o okre-
sach: ω, ω′.

11.2 Zachowanie si ↪e funkcji holomorficznej w punkcie ∞
Niech f(z) b ↪edzie funkcj ↪a holomorficzn ↪a w pierścieniu P (0, r,∞) = {z : r < |z| < ∞}
(b ↪ed ↪acym nak lutym otoczeniem nieskończoności zwanym także pierścieniem o środku w ∞
czyli P (∞, 0, r)), gdzie r > 0. Wówczas funkcja f(1

z
) jest holomorficzna w otoczeniu nak lutym

zera tzn. P (0, 0, 1
r
) = {z : 0 < |z| < 1

r
}.

Definicja 11.4
Powiemy, że f(z) ma w nieskończoności:

1. punkt regularny,
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2. biegun rz ↪edu m,

3. punkt istotnie osobliwy,

zależnie od tego czy funkcja f(1
z
) ma w punkcie 0 osobliwośc usuwaln ↪a, biegun rz ↪edu m lub

lub punkt istotnie osobliwy.

W P (0, r,∞) = {z : r < |z| <∞} funkcja f(z) jest sum ↪a dwóch szeregów

f(z) =
∞∑
n=1

anz
n +

∞∑
n=0

a−n
zn

,

z których pierwszy jest zbieżny dla |z| <∞ a drugi dla |z| > r. Szereg
∑∞

n=0
a−n
zn

przedstawia
cz ↪eść regularn ↪a funkcji zaś szereg

∑∞
n=1 anz

n przedstawia cz ↪eść g lówn ↪a funkcji f .

Funkcja f(z) jest ma osobliwość pozorn ↪a w ∞, jeśli w P (0, r,∞) = {z : r < |z| < ∞} daje
si ↪e przedstawić szeregiem postaci

f(z) =
∞∑
n=0

a−n
zn

= a0 +
a−1

z
+
a−2

z2
+ . . .

zbieżnym w tym pierścieniu. Wówczas f ma granic ↪e w limz→∞ f(z) = a0. Granic ↪e t ↪e nazy-
wamy wartości ↪a funkcji w ∞. Zapisujemy f(∞) = a0.
Punkt ∞ nazywamy zerem k-krotnym danej funkcji, gdy a0 = a−1 = . . . = a−k+1 = 0, lecz
a−k 6= 0.

Przyk lad 11.5

1. f(z) = a0 + a1z + . . .+ anz
n, an 6= 0, ma w nieskończoności biegum rz ↪edu n.

2. funkcja f(z) = ez ma w nieskończoności punkt istotnie osobliwy, bo cześć g lówna roz-
wini ↪ecia ez =

∑∞
n=0

zn

n!
zawiera nieskończenie wiele wyrazów.

3. Niech f(z) = e
1
z . Podstawmy do wzoru na ew wyrażenie w = 1

z
. Otrzymamy

ew =
∞∑
k=0

zkk!
= 1 +

1

1!z
+

1

2!z2
+ . . .

Zatem z0 = 0 jest punktem istotnie osobliwym bo cześć g lówna sk lada si ↪e z nieskończenie
wielu wyrazów. Natomiast punkt w nieskończoności jest punktem regularnym.
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11.3 Klasyfikacja funkcji holomorficznych ze wzgl ↪edu na ich punkty
osobliwe

Klasyfikacja

1. Funkcje holomorficzne w C (czyli maj ↪ace tylko osobliwość w nieskończoności) nazywamy
funkcjami ca lkowitymi. Klasyfikacja funkcji ca lkowitych:

a) jeśli z =∞ jest biegunem, to f jest wielomianem.

b) jeśli z = ∞ jest punktem istotnie osobliwym, to f nazywamy funkcj ↪a ca lkowit ↪a
przest ↪epn ↪a np. ez, sinz, cosz.

2. Funkcj ↪e holomorficzn ↪a w C poza punktami w których nie ma innych osobliwości niż
bieguny nazywamy funkcj ↪a meromorficzn ↪a np. tgz, ctgz. Funkcj ↪e meromorficzn ↪a na-
zywamy przest ↪epn ↪a, jeśli f nie przed luża si ↪e na nieskończoność (tzn. f nie ma w nie-
skończoności ani osobliwości pozornej, ani ∞ nie jest biegunem.) Jeśli funkcja mero-
morficzna przest ↪epna ma skończenie wiele biegunów, to∞ jest punktem istotnie osobli-
wym, zaś gdy f ma nieskończenie wiele biegunów, to ∞ nazywamy punktem skupienia
biegunów (∞ nie może być istotn ↪a osobliwości ↪a bo w P (∞, 0, r) funkcja f nie jest
holomorficzna w biegunach należ ↪acych do tego pierścienia.)

Twierdzenie 11.7
Jeżeli funkcja meromorficzna f ma w ∞ punkt pozornie osobliwy lub biegun (czyli f nie ma
w C̄ innych osobliwości niż bieguny) to f jest funkcj ↪a wymiern ↪a.

Dowód
Ponieważ f ma w C̄ ma bieguny, to może ich mieć tylko skończenie wiele (w przeciwnym
przypadku ze wzgl ↪edu na zwartość C̄ bieguny musia lyby mieć punkt skupienia (a punkt
skupienia biegunów nie może być ani punktem regularnym ani biegunem, bo w nak lutym
otoczeniu tych punktów f jest holomorficzna a w biegunach f nie jest holomorficzna)). Niech
punkty a1, a2, . . . , an b ↪ed ↪a biegunami f , niech

gi(z) =
a−ni

(z − ai)ni
+ . . .

a−1

(z − ai)
i = 1, . . . , n, a−ni 6= 0

oznacza cz ↪eść g lówn ↪a rozwini ↪ecia f w szereg Laurenta w P (ai, 0, δi) = {z : 0 < |z − ai| <
δi}. Rozpatrujemy funkcj ↪e g(z) = f(z) −

∑n
i=1 gi(z). Jest to funkcja holomorficzna w C bo

usun ↪elísmy wszystkie cz ↪eści g lówne. Rozwini ↪ecie funkcji holomorficznej g(z) w szereg
∑∞

n=0 cn
w P (0, 0,∞) musi zawierać tylko skończenie wiele wyrazów, gdyż w przeciwnym przypadku
nieskończoność by laby punktem istotnie osobliwym. St ↪ad

(∗) g(z) = c1z + c2z
2 . . . ckz

k, ck 6= 0.
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Zatem

f(z) = g(z) +
n∑
i=1

gi(z) (11.2)

jest funkcj ↪a wymiern ↪a. Zauważmy, że (*) jest cz ↪esci ↪a g lówn ↪a bieguna funkcji f w z0 =∞.

Wniosek 11.1
Wzór (11.2) przedstawia rozk lad funkcji wymiernej na cz ↪eść ca lkowit ↪a (c0 +g(z)) oraz u lamki
proste (

∑n
i=1 gi(z)).

12 Obliczanie ca lek za pomoc ↪a residuów

Definicja 12.1
Jeżeli f ∈ H(P (z0, 0, δ)),K jest dowolnym konturem zawartym w pierścieniu i zawieraj ↪acym
w swym wn ↪etrzu z0, to liczb ↪e

1

2πi

∫
K

f(z)dz (12.1)

nazywamy residuum funkcji w punkcie z0 i oznaczamy resz0f(z).

Wniosek 12.1
Jeżeli punkt z0 jest punktem regularnym lub punktem pozornie osobliwym funkcji f , to
resz0f(z) = 0

Wniosek 12.2
resz0f(z) = c−1,

gdzie c−1 jest wspó lczynnikiem rozwni ↪ecia f w szereg Laurenta w P (z0, 0, δ).

Dowód
Ponieważ f ∈ H(P (z0, 0, δ)), to z twierdzenia Laurenta wynika, że f rozwinie si ↪e w szereg
postaci

∑∞
n=−∞ cn(z − z0)n. Ca lkujemy nast ↪epuj ↪ace wyrażenie∫

K

f(z)dz =
∞∑

n=−∞

cn

∫
K

(z − z0)ndz.

Ponieważ ∫
K

(z − z0)ndz =

{
0 n 6= −1
2πi n = −1,

to ∫
K

f(z)dz = c−12πi.
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Zatem resz0f(z) = c−1.

Jeżeli punkt z0 jest biegunem k-krotnym to

f(z) =
c−k

(z − z0)k
+

c−k+1

(z − z0)k−1
+ . . .+

c−1

z − z0

+
∞∑
n=0

cn(z − z0)n,

gdzie c−k 6= 0. Wtedy residuum funkcji w punkcie z0 liczymy ze wzoru

resz0f(z) = limz→z0
1

(k − 1)!

dk−1

dzk−1

[
(z − z0)kf(z)

]
.

W szczególności dla k = 1

resz0f(z) = limz→z0(z − z0)f(z).

Przyk lad 12.1

1. Obliczyć res0
sinz
z3

, z0 = 0 biegun dwukrotny.

res0
sinz

z3
=

1

1!
lim
z→0

(
z2 sinz

z3

)′
= lim

z→0

(
sinz

z

)′
= lim

z→0

(zcosz − sinz)′

(z2)′

(H) = lim
z→0

−zsinz + cosz − cosz
2z

= 0.

2. res0
sinz
z3

można policzyć także w inny sposób:

sinz

z3
=

1

z3

(
z − z3

3!
+
z5

5!
− . . .

)
=

1

z2
− 1

3!
+
z2

5!
− . . . , |z| <∞

Ponieważ residuum jest równe wspó lczynnikowi c−1, st ↪ad res0
sinz
z3

= 0.

Uwaga 12.1
Residuum funkcji w punkcie istotnie osobliwym obliczamy rozwijaj ↪ac funkcj ↪e f w szereg Lau-
renta w otoczeniu nak lutym tego punktu.

Przyk lad 12.2
Dla funkcji f(z) = cos

(
1
z

)
punkt z0 = 0 jest punktem istotnie osobliwym. Rozwijamy funkcj ↪e

w otoczeniu z0 w szereg Laurenta.

cos

(
1

z

)
= 1− 1

2!z2
+

1

4!z4
− . . . .
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Zatem c−1 = 0 = res0f(z).

Twierdzenie 12.1 (Cauchy’ego o residuach (1825))
Niech D ⊂ C b ↪edzie obszarem jednospójnym, ∂D jest konturem. Jeżeli f jest holomorficzna
w D̄ poza wyj ↪atkiem skończenie wielu punktów osobliwych izolowanych a1, a2, . . . , an ∈ D, to∫

∂D

f(z)dz = 2πi
n∑
k=1

resakf(z).

Dowód
Skorzystamy z twierdzenia ca lkowego Cauchy’ego dla obszarów wielospójnych.

W tym celu zdefinujmy dyski Dk = {z : |z − ak| < r}, k = 1, . . . , n gdzie r jest tak ma le, aby
ich domkni ↪ecia by ly parami roz l ↪aczne i zawarte w D. Zarówno brzeg ∂D jak i brzegi ∂Dk

orientujemy dodatnio wzgl ↪edem obszarów które one ograniczaj ↪a. Niech D0 = D \
⋃n
k=1Dk,

wtedy f ∈ H(D0) i z twierdzenia ca lkowego Cauchy’ego dla obszarów wielospójnych dosta-
niemy ∫

∂D

f(z)dz =
n∑
k=1

∫
∂Dk

f(z)dz.

Ponieważ
∫
Kk
f(z)dz = 2πiresakf(z) to zachodzi teza twierdzenia.

Definicja 12.2
Niech funkcja f holomorficzna w P (0, R,∞) = {z : R < |z| < ∞} ma w nieskończoności
punkt izolowany. Wtedy residuum res∞f(z) definiujemy jako

res∞f(z) =
1

2πi

∫
K

f(z)dz,

gdzie K = {z : |z| = R} jest zorientowany zgodnie z ruchem wskazówek zegara (czyli dodatnio
wobec nieogranoczonej sk ladowej C̄ \K).

Ponieważ f rozwija si ↪e w szereg Laurenta f(z) =
∑∞

k=−∞ cnz
n w P (0, R,∞) = {z : R < |z| <

∞}, to ca lkuj ↪ac ten szereg wyraz po wyrazie wzd luż konturu K otrzymamy, że

res∞f(z) = −c1.
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Minus przed wyrazem c1 bierze si ↪e st ↪ad, że kontur K jest skierowany zgodnie z ruchem
wskazówek zegara.

Twierdzenie 12.2 (o pe lnej sumie residuów)
Jeżeli f jest holomorficzna w C z wyj ↪atkiem punktów a1, a2, . . . , an, to

n∑
k=1

resakf(z) + res∞f(z) = 0.

Dowód
Niech R > 0 b ↪edzie tak duże, że kontur K = {z : |z| = R} zawiera w swym wn ↪etrzu punkty
a1, a2, . . . , an. Z twierdzenia Cauchy’ego o residuach mamy, że

1

2πi

∫
K

f(z)dz =
n∑
k=1

resakf(z).

Przy dalszym zwi ↪ekszaniu R lewa calka w powyższym wzorze nie zmieni si ↪e. St ↪ad dla dużych
R b ↪edzie ona równa residuum f ze znakiem minus bo do liczenia resuduum w nieskończoności
kontur K musi być zorientowany przeciwnie. I tak udowodnilísmy, że

∑n
k=1 resakf(z) +

res∞f(z) = 0.

Przyk lad 12.3 Obliczyć ∫
|z|=2

dz

(z8 + 1)2
.

Funkcja podca lkowa ma 8 biegunów 2-krotnych. Skorzystamy z powyższego twierdzenia.
Zatem ∫

|z|=2

dz

(z8 + 1)2
= 2πi

8∑
k=1

resakf(z) = −2πires∞f(z).

Aby obliczyć residuum f(z) w nieskończoności rozpatrujemy funkcj ↪e

f

(
1

z

)
=

1

( 1
z8

+ 1)2
=

z16

(z8 + 1)2
.

Wtedy punkt z0 = 0 jest zerem 16-krotnym funkcji f (przez co rozumiemy zero funkcji f(1
z
)),

st ↪ad f(1
z
) = z16ψ(z), ψ(z) jest holomorficzna. Wynika st ↪ad, że rozwini ↪ecie f(1

z
) w szereg

Taylora w punkcie z0 = 0 ma postać f(1
z
) =

∑∞
n=0 anz

n+16. Zatem nie ma cz ↪eści g lównej,
wi ↪ec a−1 = 0 i w konsekwencji ∫

|z|=2

dz

(z8 + 1)2
= 0.
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12.1 Zastowanie do obliczanie ca lek rzeczywistych

Wpropadzamy oznaczenia: Niech R ∈ R+, odcinek [−R,R] b ↪edzie podzbiorem osi OX, ΓR =
{z : |z| = R, Imz ≥ 0}- pó lokr ↪ag,

Γ := ΓR ∪ [−R,R].

Lemat 12.1 (Jordana)
Niech f b ↪edzie funkcj ↪a holomorficzn ↪a w {z : Imz ≥ 0} z wyj ↪atkiem skończonej ilości punktów,
nieleż ↪acych na osi OX oraz M(R) = maxΓR |f(z)| → 0 dla R→∞. Wówczas dla dowolnego
λ > 0 ∫

ΓR

f(z)eiλzdz → 0

dla R→∞.

Dowód Niech
Γ′R = {z : z = Reit, t ∈ [0,

π

2
]}.∣∣∣∣∣

∫
Γ′R

f(z)eiλzdz

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ π

2

0

f(Reit)eiλR(cost+isint)iReitdt

∣∣∣∣∣ . (12.2)

Ponieważ |eiλiRcost| = 1, |eit| = 1 oraz |f(z)| ≤M(R), to wstawiaj ↪ac te oszacowania do (12.2)
otrzymamy∣∣∣∣∣
∫

Γ′R

f(z)eiλzdz

∣∣∣∣∣ ≤
∫ π

2

0

M(R)Re−λRsintdt ≤M(R)R

∫ π
2

0

e−λRsintdt ≤M(R)R

∫ π
2

0

e−λR
2
π dt.

Ostatnia nierówność wynika z faktu, że dla t ∈ [0, π
2
] zachodzi nierówność sint ≥ 2

π
t. Zatem

M(R)R

∫ π
2

0

e−λR
2
π
tdt = M(R)R

( π

2λR

) [
−e− R 2

π
t
]π

2

0
= M(R)

π

2λ
(1− e−λR)→ 0

bo M(R)→ 0. Dowód w pozosta lej ćwiartce jest analogiczny.

Uwaga 12.2
M(R) może d ↪ażyć do zera tak wolno, że

∫
ΓR
f(z)dz może nie d ↪ażyć do zera. Pomnożenie

funkcji podca lkowej f przez eiλz przyspiesza zbieżność ca lki.

Lemat 12.2
Niech f b ↪edzie funkcj ↪a holomorficzn ↪a w {z : Imz ≥ 0} z wyj ↪atkiem skończonej ilości punktów
ak, k = 1, . . . , n, nieleż ↪acych na osi OX. Ponadto zak ladamy, że f jest rzeczywista na osi 0X

77



oraz dla |z| ≥ r spe lnia warunek |f(z)| ≤ M
|z|α , gdzie α > 1, M > 0 . Wówczas ca lka z funkcji

f(x) istnieje i wyraża si ↪e wzorem∫ ∞
−∞

f(x)dx = 2πi
n∑
k=1

resakf(z).

Niech K := ΓR ∪ [−R,R] b ↪edzie tak duży, aby wszystkie punkty ak, k = 1, . . . , n leża ly
wewn ↪atrz K. Z twierdzenia Cauchy’ego o residuach wynika, że∫ R

−R
f(x)dx+

∫
ΓR

f(z)dz = 2πi
n∑
k=1

resakf(z).

St ↪ad wynika teza twierdzenia , bo∣∣∣∣∫
ΓR

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ M

Rα
πR =

πM

Rα−1
,

gdzie α > 1.

Uwaga 12.3
Lematy 12.1 i 12.2 s ↪a także prawdziwe dla dolnej pó lp laszczyzny.

Przyk lad 12.4

1. Obliczyć ∫ ∞
−∞

coskx

x2 + a2
dx, k > 0, a > 0.

Jako funkcj ↪e zespolon ↪a bierzemy f(z) = eikz

z2+a2
, która ma bieguny w punktach ±ai.

Ponieważ do obszaru ograniczonego Γ należy tylko jeden biegun ai to z twierdzenia
Cauchy’ego o liczeniu ca lek za pomoc ↪a residuów otrzymamy,∫

Γ

eikz

z2 + a2
dz = 2πiresai

(
eikz

z2 + a2

)
.

Policzymy residuum f w biegunie ai.

resaif(z) = lim
z→ai

(z − ai) eikz

(z − ai)(z + ai)
= lim

z→ai

eikz

(z + ai)
=
e−ak

2ai
,

czyli
∫

Γ
f(z)dz = 2πi e

−ak

2ai
= π

aeak
.∫

Γ

f(z)dz =

∫
ΓR

eikz

z2 + a2
dz +

∫ R

−R

eikx

x2 + a2
dx.
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Dla R→∞ zachodzi, że
∣∣∣ eikz

z2+a2

∣∣∣→ 0 (korzystamy z lematu Jordana) oraz∫ R

−R

eikx

x2 + a2
dx→

∫ ∞
−∞

eikx

x2 + a2
dx =

∫ ∞
−∞

coskx

x2 + a2
dx+ i

∫ ∞
−∞

sinkx

x2 + a2
dx.

Tak wi ↪ec dostaniemy, że

π

aeak
=

∫
Γ

f(z)dz =

∫ ∞
−∞

coskx

x2 + a2
dx+ i

∫ ∞
−∞

sinkx

x2 + a2
dx.

Zatem
π

aeak
=

∫ ∞
−∞

coskx

x2 + a2
dx.

2. Zastosowanie twierdzenia Cauchy’ego o liczeniu ca lek za pomoc ↪a residuów do ca lek
postaci ∫ 2π

0

f(cosφ, sinφ)dφ.

Wprowadzamy zmienn ↪a z = eiφ, φ ∈ [0, 2π]. Wtedy

cosφ =
eiφ + e−iφ

2
=
z + z−1

2
, sinφ =

eiφ − e−iφ

2i
=
z − z−1

2i
,∫ 2π

0

f(cosφ, sinφ)dφ =

∫
|z|=1

f(
z + z−1

2
,
z − z−1

2i
)
dz

iz
.

Zastosujemy to do obliczenia ca lki∫ 2π

0

dφ

5 + 4sin(φ)
=

∫
|z|=1

dz
iz

5 + 4 z−z
−1

2i

=

∫
|z|=1

dz

5iz + 2z(z − z−1)
=

∫
|z|=1

dz

2z2 + 5iz − 2∫
|z|=1

dz

2(z + 2i)(z + 1
2
i)

= 2πires− 1
2
i

1

2z2 + 5iz − 2
= 2πi lim

z→− 1
2
i

dz

2(z + 2i)(z + 1
2
i)

=
2π

3
.

3. Wykazać, że ∫ ∞
0

sinx

x
=
π

2
.

Niech r < R, γr = {z : z = reit, t ∈ [0, π]}, [−R,−r], [r, R] odcinki zawarte w osi
OX. Tworzymy zamkni ↪et ↪a krzyw ↪a Γ := ΓR ∪ [−R,−r] ∪ γr ∪ [r, R], któr ↪a orientujemy
dodatnio wzgl ↪edem obszaru D, który ona ogranicza.

Niech f(z) = eiz

z
, wtedy f ∈ H(D). Zatem z podstawowego tw. Cauchy’ego

0 =

∫
Γ

f(z)dz =

∫
ΓR

eiz

z
dz +

∫ −r
−R

eix

x
dx+

∫ R

r

eix

x
dx+

∫
γr

eiz

z
dz. (12.3)
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Dla z ∈ ΓR mamy ∣∣∣∣eizz
∣∣∣∣ =
|ei(x+iy)|

R
=
|eix|e−y

R
=
e−y

R
→ 0

dla R→∞, bo y > 0. St ↪ad ∫
ΓR

eiz

z
dz → 0.

Dla z ∈ γR mamy

eiz

z
=

1 + iz + (iz)2

2!
+ (iz)3

3!
= . . .

z
=

1

z
+ i+

−z
2!

+
−− iz2

3!
+ . . . =

1

z
+ g(z)

St ↪ad ∫
γr

eiz

z
dz =

∫
γr

1

z
dz +

∫
ΓR

g(z)dz.

Policzymy kolejno ca lki. Dla z ∈ γr, z = reit, t ∈ [0, π]∫
γr

1

z
dz = −

∫ π

0

1

reit
ireitdt = −iπ.

Na γr |g(z)| ≤M , zatem
∣∣∣∫γr g(z)dz

∣∣∣ ≤Mπr → 0 dla r → 0. St ↪ad

lim
r→0

∫
γr

eiz

z
dz = −iπ + 0 = −iπ. (12.4)

Dla R→∞ i r → 0(∫ −r
−R

eix

x
dx+

∫ R

r

eix

x
dx

)
⇒
∫ 0

−∞

eix

x
dx+

∫ ∞
0

eix

x
dx.

Jeśli w ca lce
∫ 0

−∞
eix

x
dx dokonamy podstawienia x = −t, to otrzymamy ca lk ↪e−

∫∞
0

e−ix

x
dx.

Tak wi ↪ec z (12.3) i (12.4) wynika, że dla R→∞ i r → 0

0 = 0 +

∫ 0

−∞

eix

x
dx+

∫ ∞
0

eix

x
dx− iπ.

Zatem

iπ =

∫ ∞
0

eix − e−ix

x
dx =

∫ ∞
0

(eix − e−ix)2i
x2i

dx = 2i

∫ ∞
0

sinx

x
dx ⇒

∫ ∞
0

sinx

x
dx =

π

2
.
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13 Geometryczna teoria funkcji zmiennej zespolonej

Definicja 13.1
Niech z0 ∈ C, Γ jest g ladk ↪a krzyw ↪a, która nie przechodzi przez punkt z0. Wartośc ca lki

IΓ(z0) :=
1

2πi

∫
Γ

dz

z − z0

dz (13.1)

nazywamy indeksem punktu z0 wzgl ↪edem krzywej Γ.

Lemat 13.1
Indeks punktu wzgl ↪edem krzywej jest liczb ↪a ca lkowit ↪a.

Dowód Niech z(t), t ∈ [α, β], b ↪edzie g ladk ↪a funkcj ↪a opisuj ↪ac ↪a krzyw ↪a Γ. Definiujemy funkcj ↪e

h(t) =

∫ t

α

z′(t)dt

z(t)− z0

α ≤ t ≤ β.

Jej pochodna wynosi h′(t) = z′(t)
z(t)−z0 dla t ∈ [α, β]. Zatem pochodna funkcji e−h(t)[z(t) − z0]

jest równa
e−h(t) (−h′(t)(z(t)− z0) + z′(t)) =

e−h(t)

(
− z′(t)

z(t)− z0

(z(t)− z0) + z′(t)

)
= 0.

St ↪ad funkcja e−h(t)[z(t)− z0] jest sta la na przedziale [α, β] i i jej wartość jest równa wartości
w punkcie t = α. Uwzgl ↪edniaj ↪ac h(α) = 0 otrzymamy e−h(t)(z(t) − z0) = e−h(α)(z(α) −
z0) = z(α) − z0. Wtedy eh(t) = z(t)−z0

z(α)−z0 oraz eh(β) = 1 bo z(β) = z(α). Zatem h(β) jest

wielokrotnościa 2πi z czego wynika wzór (13.1).

Definicja 13.2
Pochodn ↪a logarytmiczn ↪a funkcji meromorficznej f nazywamy funkcj ↪e postaci

dln(f(z)

dz
=
f ′(z)

f(z)
.

Definicja 13.3
Residuum logarytmicznym funkcji meromorficznej f w punkcie z0 nazywamy residuum po-
chodnej logarytmicznej dln(f(z))

dz
= f ′(z)

f(z)
w punkcie z0.

Lemat 13.2
Jeżeli z0 jest n-krotnym zerem funkcji f , to

resz0
f ′(z)

f(z)
= n.

81



Dowód
Ponieważ z0 jest n-krotnym zerem f to f(z) = (z − z0)nφ(z), gdzie φ ∈ H(U(z0, ε)) oraz
φ(z0) 6= 0 dla z ∈ U(z0, ε). Policzymy pochodn ↪a logarytmiczn ↪a funkcji f tzn.

f ′(z)

f(z)
=
n(z − z0)n−1φ(z) + (z − z0)nφ′(z)

(z − z0)nφ(z)
=

n

z − z0

+
φ′(z)

φ(z)
.

Residuum funkcji f ′(z)
f(z)

wynosi

resz0
f ′(z)

f(z)
=

1

2πi

∫
|z−z0|=r

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∫
|z−z0|=r

n

z − z0

+
1

2πi

∫
|z−z0|=r

φ′(z)

φ(z)
= n.

Zauważmy, że
∫
|z−z0|=r

φ′(z)
φ(z)

= 0 ponieważ φ′(z)
φ(z)
∈ H(U(z0, ε)).

Lemat 13.3
Jeżeli z0 jest n-krotnym biegunem funkcji f , to

resz0
f ′(z)

f(z)
= −n.

Dowód
Jeśli z0 jest n-krotnym biegunem funkcji f to z0 jest n-krotnym zerem funkcji 1

f
. Ponieważ

f ′(z)

f(z)
= −d(−ln(f(z)))

dz
= −

dln( 1
f(z)

)

dz
.

St ↪ad

resz0
f ′(z)

f(z)
= −n.

Twierdzenie 13.1
Niech D ⊂ C b ↪edzie obszarem, zaś ∂D- konturem. Jeżeli funkcja f jest funkcj ↪a meromorficzn ↪a
w D i f nie ma ani zer ani biegunów na ∂D, to

1

2πi

∫
∂D

f ′(z)

f(z)
dz = N − P,

gdzie N oznacza sum ↪e krotności wszystkich zer f w D, P -sum ↪e krotności wszystkich biegunów
f w D.

Dowód
Niech ak, k = 1, . . . , l, b ↪ed ↪a zerami funkcji f zaś bn, n = 1, . . . ,m, biegunami f . Wtedy

1

2πi

∫
∂D

f ′(z)

f(z)
dz =

l∑
k=1

resak
f ′(z)

f(z)
+

m∑
n=1

resbn
f ′(z)

f(z)
= N − P.
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Twierdzenie 13.2 (Zasada argumentu)
Niech D ⊂ C b ↪edzie obszarem, zaś ∂D- konturem. Jeżeli funkcja f jest funkcj ↪a meromorficzn ↪a
w D i f nie ma ani zer ani biegunów na ∂D, to przyrost argumentu f podzielony przez 2π
równa si ↪e róznicy mi ↪edzy ilości ↪a zer a ilości ↪a biegunów funkcji w obszarze D czyli

1

2π
∆∂Dargf(z) = N − P.

Dowód
Niech z(t), t ∈< α, β > b ↪edzie g ladk ↪a parametryzacj ↪a brzegu ∂D.

N − P =
1

2πi

∫
∂D

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∫ β

α

f ′(z(t))

f(z(t))
z′(t)dt =

1

2πi

∫ β

α

dln(f(z))

dt
dt

=
1

2πi
[ln(f(z(t)))]βα =

1

2πi
(ln(f(z(β))− ln(f(z(α))) .

Ponieważ krzywa z(t) parametryzuj ↪aca ∂D jest zamkni ↪eta, to f(z(β)) = f(z(α)). St ↪ad

ln(f(z(β))− ln(f(z(α)) = ln|f(z(β))|+ iargf(z(β))− ln|f(z(α))| − iargf(z(α))

i∆∂Dargf(z) := i(argf(z(β))− argf(z(α))

St ↪ad

N − P =
1

2πi

∫
∂D

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi
i∆∂Dargf(z).

Uwaga 13.1
Wielkość 1

2π
∆∂Dargf(z) oznacza indeks zera wzgl ↪edem krzywej Γ(t) = f(z(t)), gdzie

z(t) ∈ ∂D.

Twierdzenie 13.3 (Rouché)
Jeżeli dwie funkcje f i g s ↪a analityczne w domkni ↪eciu obszaru D̄ i spe lniaj ↪a na brzegu ∂D
nierówność |g(z)| < |f(z)|, to funkcje f i f + g maj ↪a w obszarze D tak ↪a sam ↪a ilość zer.

Dowód
Niech Nf+g oznacza ilość zer z uwzgl ↪ednieniem krotności funkcjif + g. Ponieważ obie funkcje
s ↪a holomorficzne, to nie maj ↪a biegunów. Z zasady argumentu wynika, że

Nf+g =
1

2π
∆∂Darg(f(z) + g(z)) =

1

2π
∆∂Darg

[
f(z)

(
1 +

g(z)

f(z)

)]
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=
1

2π
∆∂Dargf(z) +

1

2π
∆∂Darg

(
1 +

g(z)

f(z)

)
.

Ponieważ
∣∣∣ g(z)f(z)

∣∣∣ < 1 oraz wektor wodz ↪acy funkcji 1+ g(z)
f(z)

nie obiega zera, to 1
2π

∆∂Darg
(

1 + g(z)
f(z)

)
=

0. St ↪ad i z faktu, że 1
2π

∆∂Dargf(z) = Nf dostaniemy

Nf+g = Nf .

Twierdzenie 13.4 (Bezout)
Każdy wielomian stopnia n ma w dziedzinie zespolonej dok ladnie n zer.

Dowód
Niech

P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . . a1z + a0 = anz
n + g(z).

Niech f(z) := anz
n. Funkcja f ma dok ladnie n zer (liczymy z krotnościami). Dla dostatecznie

dużego R na okr ↪egu {z : |z| = R} zachodzi |f(z)| > |g(z)| (bo stopień g jest nie wi ↪ekszy niż
n− 1). Zatem z tw. Rouché Nf+g = Nf , st ↪ad Nf+g = n.

Przyk lad 13.1
Pokazać, że zera wielomianu P (z) = z8 − 4z3 + 10 leż ↪a w pierścieniu P (0, 1, 2) = {z :
1 ≤ |z| < 2}. Wykażemy, że w kole K(0, 1) wielomian P (z) nie ma pierwiastków. Niech
f(z) = 10, g(z) = z8 − 4z3. Wtedy |g(z)| ≤ 1 + 4 = 5 < 10 = |f(z)| na brzegu K(0, 1).
Zatem z twierdzenia Rouché NP = Nf+g = Nf = 0 czyli w K(0, 1) nie ma zer. Wykażemy, że
w kole K(0, 2) wielomian P (z) ma 8 pierwiastków. Niech f(z) = z8, g(z) = 10− 4z3. Wtedy
na brzegu K(0, 2) mamy |g(z)| ≤ 10 + 4× 23 = 42 < 256 = 28 = |f(z)|. Zatem z twierdzenia
Rouché Nf+g = Nf = 8 czyli w K(0, 2) mamy 8 pierwiastków. Ostatecznie dostajemy, że
wszystkie zera wielomianu P (z) leż ↪a w K(0, 2) \K(0, 1).

Twierdzenie 13.5 (zasada zachowania obszaru)
Jeżeli D ⊂ C jest obszarem oraz f ∈ H(D), f 6= const, to obraz f(D) też jest obszarem.

Dowód
Należy udowodnić, że f(D) jest spójny i otwarty. Ze stwierdzenia 1.1 wynika, że dla zbiorów
otwartych w C spójność i  lukowa spójność s ↪a poj ↪eciami równoważnymi. Najpierw udowod-
nimy, że f(D) jest spójny. Niech w1, w2 oznaczaj ↪a dwa dowolne punkty ze zbioru f(D).
Niech z1, z2 oznaczaj ↪a ich przeciwobrazy należ ↪ace do D. Ponieważ D jest  lukowo spójny, to
istnieje droga γ  l ↪acz ↪aca punkty z1, z2 zawarta w D. Jej obraz jest drog ↪a zawart ↪a w f(D)
 l ↪acz ↪ac ↪a punkty w1, w2. Zatem f(D) jest zbiorem  lukowo spójnym, zatem spójnym. Udo-
wodnimy, że f(D) jest otwarty. Niech w0 ∈ D, zaś z0 niech b ↪edzie jego przeciwobrazem w
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D. Ponieważ D jest otwarty to istnieje D(z0, r) ⊂ D. Zmniejszaj ↪ac ewentualnie r można
za lożyć, że D(z0, r) nie zawiera innych przeciwobrazów w0. Niech γr oznacza brzeg D(z0, r)
tzn. γr = {z : |z − z0| = r}, µ := minz∈γr |f(z) − w0|. Zauważmy, że µ > 0 bo w przeciw-
nym przypadku istnia lby na γr punkt b ↪ed ↪acy przeciwobrazem w0, wbrew naszemu za lożeniu.
Pokażemy, żeD(w0, µ) = {w : |w−w0| < µ} ⊂ f(D). Niech w1 ∈ D(w0, µ). Definiujemy funk-
cje f̃(z) := f(z)−w0 oraz g̃(z) := w0−w1 dla z ∈ D(z0, r). Ponieważ |g̃(z)| = |w0−w1| < µ
na γr oraz |f̃(z)| = |f(z) − w0| > µ na γr. Zatem z twiedzenia Rouché wynika, że funkcja
f(z)−w1 := f(z)−w0 +(w0−w1) = g̃(z)+ f̃(z) ma w D(z0, r) tyle samo zer ile ma ich funkcja
f̃(z) = f(z) − w0, tzn. ma co najmniej jedno zero. Zatem funkcja f w D(z0, r) przyjmuje
wartość w1. Lecz w1 by l dowolnym punktem z D(w0, µ), st ↪ad ca ly dysk zawiera si ↪e w f(D).
Zatem f(D) jest otwarty.

Twierdzenie 13.6 (zasada maksimum)
Modu l funkcji analitycznej f(z), różnej od sta lej w obszarze D, nie osi ↪aga maksimum w
żadnym punkcie wewn ↪etrznym tego obszaru.

Dowód
1. Najpierw pokażemy, jeżeli modu l funkcji analitycznej jest sta ly w pewnym obszarze, to
funkcja jest sta la. Niech |f(z)| = |u + iv| = c, gdzie c jest sta l ↪a, to |f(z)|2 = u2 + v2 = c2.
Sk ↪ad po zróżniczkowaniu otrzymamy.

2uu′x + 2vv′x = 0, 2uu′y + 2vv′y = 0.

Na mocy równań Cauchy’ego-Riemanna

uu′x − vu′y = 0, uu′y + vu′x = 0.

Ruguj ↪ac u′y otrzymamy (u2 + v2)u′x = c2u′x = 0, wi ↪ec u′x = 0 jeżeli c 6= 0. Podobnie można
pokazać, że pochodne u′y, v

′
x, u

′
y s ↪a równe zeru w ca lym obszarze. St ↪ad funkcje u, v s ↪a sta le i

dlatego f też jest sta la. Jeżeli c = 0, to oczywíscie f(z) jest funkcj ↪a tożsamościowo równ ↪a zeru.

2. Jeżeli f 6= const, to na mocy twierdzenia o zachowaniu obszaru każdy obszar jest prze-
kszta lcany na obszar. Przypuśmy, że |f | ma lokalne maksimum w punkciez0 ∈ D tzn. istnieje
U(z0, ε) ⊂ D takie, że dla każdego z ∈ U(z0, ε), |f(z)| ≤ |f(z0)|. Ponieważ f(U(z0, ε)) jest
obszarem, wi ↪ec znajdziemy punkt z1 ∈ f(U(z0, ε)) taki, że |z1| > |f(z0)|. Ale z1 ∈ f(U(z0, ε))
to istnieje z2 ∈ U(z0, ε) taki, że z1 = f(z2). Otrzymana sprzeczność kończy dowód.

Wniosek 13.1
Jeżeli f ∈ H(D), f ∈ C(D̄), to |f | osi ↪aga maksimum na brzegu D.
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Uwaga 13.2
Dla min |f | powyźszy wniosek nie jest prawdziwy. Np. dla f(z) = z modu l |z| ma minimum
w z0 = 0 ∈ D(0, 1).

Twierdzenie 13.7 (zasada minimum)
Jeżeli funkcja f jest holomorficzna w obszarze D i nie zeruje si ↪e w nim, to |f | może osi ↪agać
minimum lokalne wewn ↪atrz D tylko w przypadku, gdy f = const.

Dowód
Wystarczy w tym celu zastosować zasad ↪e maksimum do funkcji 1

f
, która jest holomorficzna

w D, bo f(z) 6= 0 dla z ∈ D.

Twierdzenie 13.8 (Lemat Schwarza)
Jeżeli funkcja f ∈ H(D(0, 1)), f ∈ C(D(0, 1)) f : D(0, 1)→ D(0, 1) oraz f(0) = 0, to

∀z ∈ D(0, 1) |f(z)| ≤ |z|.

Jeżeli równość jest osi ↪agana choćby w jednym punkcie z 6= 0, to f(z) = eiφz, φ ∈ [0, 2π).

Dowód Rozpatrzmy funkcj ↪e ψ(z) := f(z)
z

. Z za lożenia, że f(0) = 0 wynika, że jest ona
holomorficzna w D(0, 1). Z zasady maksimum wynika, że funkcja |ψ(z)| osi ↪aga maksimum na
brzegu D(0, r), r < 1. Lecz na brzegu ∂D(0, r) mamy

|ψ(z)| ≤ 1

r
. (13.2)

Dla z d ↪aż ↪acych do brzegu ∂D(0, 1) mamy, że r → 1, zatem z (13.2) wynika, że |f(z)| ≤ |z|
dla z ∈ ∂D(0, r). Ponieważ dowolny punkt z D(0, 1) należy do pewnego D(0, r), r < 1, za-
tem nierówność |f(z)| ≤ |z| zosta la udowodniona. Jeśli w dowolnym punkcie z0 ∈ D(0, 1)
mamy znak równości, to |ψ| osi ↪aga w tym punkcie maksymaln ↪a wartość równ ↪a 1. Wówczas
ψ jest funkcj ↪a stal ↪a, której modu l jest oczywíscie równy 1. St ↪ad ψ(z) = eiφ i w konsekwencji
f(z) = zeiφ.

14 Przed lużenia analityczne

Definicja 14.1
Niech D1, D2 ⊂ C b ↪eda obszarami, f1 ∈ H(D1), f2 ∈ H(D2). Za lóżmy, D1 ∩ D2 6= ∅.
Niech ∆ = D1 ∩ D2. Jeśli dla każdego z ∈ ∆, f1(z) = f2(z), wówczas każda z funkcji jest
przed lużeniem analitycznym drugiej.
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Przyk lad 14.1
Dane s ↪a trzy szeregi pot ↪egowe

f1(z) =
∞∑
n=0

(1− z)n, f2(z) =
1

i

∞∑
n=0

(1 + iz)n, f3(z) =
1

i− 1

∞∑
n=0

(−1)n
(
z + 1− i
i− 1

)n
zbieżne odpowiednio w dyskach D(0, 1), D(i, 1), D(−1+ i,

√
2). Dyski te maj ↪a cz ↪eści wspólne.

Ponadto f1(z) = 1
z

dla z ∈ D(1, 1), f2(z) = 1
z

dla z ∈ D(i, 1), f3(z) = 1
z

dla z ∈ D(−1+i,
√

2).

f1(z) =
1

z
=

1

1 + (z − 1)
=
∞∑
n=0

(−1)n(z − 1)n.

f2(z) =
1

z
=

1

i+ (z − i)
=

1

i
(
1 +

(
z−i
i

)) =
1

i

∞∑
n=0

(−1)n
(
z − i
i

)n
=

1

i

∞∑
n=0

(
i− z
i

)n
=

1

i

∞∑
n=0

(1+iz)n

f3(z) =
1

z
=

1

z − (−1 + i) + (i− 1)
=

1

(i− 1)
(
1 +

(
z+1−i
i−1

)) =
1

i− 1

∞∑
n=0

(−1)n
(
z + 1− i
i− 1

)n
,

czyli f1 jest analitycznym przed lużeniem f2, f3 jest analitycznym przed lużeniem f2.

Przed lużenie analityczne daj ↪e si ↪e w naturalny sposób uogólnić na skończony ci ↪ag funkcji.

Definicja 14.2
Di ⊂ C, Di-obszar, i = 1, . . . , n, ∆i := Di ∩Di+1. Niech fi ∈ H(Di) oraz fi+1 jest analitycz-
nym przed lużeniem fi. Wtedy fn nazywamy analitycznym przed lużeniem pośrednim funkcji f1.

Możliwe s ↪a dwa przypadki:

1. W cz ↪eści wspólnej każdych dwóch obszarówDi, Dk funkcje fi i fk s ↪a identyczne. Wówczas
ci ↪ag funkcji f1, . . . , fn określa w obszarze D1∪. . .∪Dn jedn ↪a funkcj ↪e analityczn ↪a f , która
w obszarze Dk jest identyczna z funkcja fk.

2. W cz ↪eści wspólnej obszarów Di, Dk funkcje fi i fk nie s ↪a identyczne. Wtedy ci ↪ag funkcji
f1, . . . , fn nie określa funkcji w obszarze D1 ∪ . . . ∪ Dn w dotychczasowym znaczeniu.
Mówimy wtedy, że funkcje f1, . . . , fn s ↪a ga l ↪eziami jednej funkcji analitycznej
wieloznacznej, która w obszarze Dk jest identyczna z fk.

Przyk lad 14.2
Niech f(z) = ln|z|+ iφ, φ = arg(z). Zdefiniujemy obszary

R1 = {z : 0 ≤ φ ≤ π}, R2 = {z :
3

4
π ≤ φ ≤ 7

4
π}, R3 = {z :

3

2
π ≤ φ ≤ 5

2
π}.
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Wtedy f1 6= f3 w cz ↪eści wspólnej R1 ∩R3.

Definicja 14.3
Niech D ⊂ C, D-obszar, f ∈ H(D). Funkcja f przed luża si ↪e przez punkt brzegowy z0 obszaru
D jeśli istnieje funkcja holomorficzna g ∈ H(D(z0, r)), która jest równa f w pewnym obszarze
∆ = D ∩D(z0, r).

Jeśli w z0 nie jest punktem przed lużalności, to nazywamy go punktem osobliwym f , a jeśli jest
punktem przed lużalności, to nazywamy go punktem regularnym

Twierdzenie 14.1
Każdy szereg pot ↪egowy f(z) =

∑∞
n=0 cn(z − z0)n, różny od sta lej ma na okr ↪egu swego ko la

zbieżności K = {z : |z − z0| = r} przynajmniej jeden punkt osobliwy.

Dowód
Gdyby każdy punkt okr ↪egu K by l regularny, to dla każdego z ∈ K istnia lby szereg pot ↪egowy
zbieżny w dyskuD(z, ε(z)) równy w cz ↪eści wspólnej funkcji f(z). Cz ↪eśc wspólna ko la zbieżności
i dysków D(z, ε(z)) daje wi ↪eksze ko lo zbieżności K ′ o promieniu r′ > r, gdzie f jest anali-
tyczna. Otrzymana sprzeczność kończy dowód.

Przyk lad 14.3
Podamy przyk lad szeregu potegowego, dla którego każdy punkt z brzegu ko la zbieżności jest
osobliwy.

f(z) =
∞∑
n=0

z2n = z + z2 + z4 + z8 + . . .

jest zbieżny w kole |z| < 1. Niech z = re
kπi
2p , gdzie r < 1, k, p = 1, 2, . . . ,

|f(z)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

r2ne2n−pkπi

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣
∞∑

n=p+1

r2ne2n−pkπi

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣
p∑

n=0

r2ne2n−pkπi

∣∣∣∣∣ ≥
∞∑
n=0

r2n − (p+ 1)

Dla r → 1 mamy |f(z)| → ∞ bo
∑∞

n=0 r
2n →∞. Wynika st ↪ad , że wszystkie punkty postaci

z = e
kπi
2p s ↪a osobliwe, bo w punkcie regularnym istnieje granica funkcji f(z). Ponieważ takie

punkty s ↪a g ↪este w okr ↪egu jednostkowym, st ↪ad wszystkie punkty z okregu s ↪a osobliwe, bo
dostatecznie ma le otoczenie punktu regularnego sk lada si ↪e wy l ↪acznie z punktów regularnych.

Pytanie
Jak zbadać czy funkcja analityczna f(z) jest przed lużalna poprzez brzeg swego obszaru ist-
nienia?
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S luży do tego nast ↪epuj ↪aca metoda. Niech P (z) =
∑∞

n=0 cn(z − z0)n, gdzie z0 ∈ D b ↪edzie
szeregiem Taylora naszej funkcji. Jest on zbieżny w kole D(z0, r). Niech A b ↪edzie
najbliższym punktem brzegowym obszaru D. Obierzmy wewn ↪atrz odcinka z0A dowolny punkt
z1. Szereg Taylora w otoczeniu punktu z1 ma postać P1(z) =

∑∞
n=0 cn(z − z1)n, który jest

zbi ↪eżny w kole D(z1, r1). Promień r1 jest mniejszy niż odleglość punktu A od z0, czyli
r1 = |A− z1| = r − |z0 − z1|. W cz ↪eści wspólnej oba szeregi pokrywaj ↪a si ↪e.

Definicja 14.4
Przej́scie od szeregu P (z) =

∑∞
n=0 cn(z− z0)n do szeregu P1(z) =

∑∞
n=0 cn(z− z1)n nazywamy

przeprowadzeniem szeregu P (z) =
∑∞

n=0 cn(z − z0)n do punktu z1.

Funkcja f(z) jest przed lużalna przez punkt A wtedy i tylko wtedy gdy r1 > |z1A|, bo na
okr ↪egu {z : |z − z1| = r1} leży tylko jeden punkt brzegowy A zbioru D.

Definicja 14.5
Mówimy, że szereg P jest przed lużalny wzd luż krzywej Γ opisanej funkcja z(t), t ∈< α, β >,
jeżeli każdy punkt z(t) ∈ Γ jest środkiem pewnego szeregu pot ↪egowego Pt, t ∈< α, β >, o
dodatnim promieniu zbieżności. Przy czym szeregi tej rodziny spe lniaj ↪a warunki:

1. Pα = P (z),

2. każde dwa szeregi Pt1 , Pt2 sa identyczne w cz ↪eści wspólnej swych kó l zbieżności jeśli t1, t2
s ↪a dostatecznie blisko.

Rodzin ↪e szeregów postaci Pt, t ∈< α, β > nazywamy  lańcuchem szregów pot ↪egowych  l ↪acz ↪acych
elementy Pα i Pβ. Szereg Pβ nazywamy przed lużeniem szeregu Pα wzd luż Γ.

Stwierdzenie 14.1
Każdy szereg pot ↪egowy wzd luż krzywej wychodz ↪acej z jego środka ma co najwyżej jedno przed lużenie.

Dowód
Gdyby szereg Pt, t ∈< α, β > mia l wzd luż krzywej Γ dwa przed lużenia, to obok  lańcucha
Pt, t ∈< α, β > istnia lby drugi  lańcuch Qt, t ∈< α, β > o tym samym pocz ↪atku Pα = P (z) =
Qα i o różnych końcacha Pβ 6= Qβ. Niech t0 b ↪edzie kresem górnym takich liczb, że Pt = Qt

dla α ≤ t ≤ t0. Wtedy w dowolnie ma lym otoczeniu z(t0) istnia lyby dwie takie wartośći t i
t′ takie, że Pt = Qt oraz P ′t 6= Qt′ , co nie jest możliwe na mocy w lasności drugiej  lańcucha.

Uwaga 14.1
Funkcj ↪e f(z) można w obszarze D wytworzyć z jednego jej elementu przez przed lużenie
w obszarze D.
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Definicja 14.6
Funkcj ↪e f ∈ H(D) nazywamy dowolnie przed lużaln ↪a w D jeżeli każdy jej element daje si ↪e
przed lużyć analitycznie po każedej krzywej zawartej w D.

Twierdzenie 14.2 (zasada monodromii)
Funkcja analityczna dowolnie przed lużalna w obszarze jednospójnym D jest w tym obszarze
jednoznaczna.

Powyższe twierdzenie można uogólnić.

Twierdzenie 14.3
Każdy element P (z) funkcji analitycznej dowolnie przed lużalnej w obszarze D ma to samo
przed lużenie wzd luż dowolnych dwóch krzywych homotopijnych wzgl ↪edem D.

Uwaga 14.2
Z zasady monodromii wynika, że gdy pewien element P (z) funkcji analitycznej f(z) jest
przed lużalny wzd luż zamkni ↪etej Γ i po przed lużeniu element końcowy jest różny od P (z), to
wewn ↪atrz Γ funkcja f(z) musi mieć przynajmniej jeden punkt osobliwy. Jeśli istnieje taki
punkt to nazywamy go punktem rozga l ↪ezienia danej funkcji (f).

15 Rodziny normalne funkcji

Twierdzenia 15.1 (Weierstrassa)
D ⊂ C obszar, fn ∈ H(D), n ∈ N. Jeżeli szereg

∑∞
n=1 fn(z) jest zbieżny niemal jednostajnie

w D to:

1. suma f(z) =
∑∞

n=1 fn(z) jest funkcj ↪a holomorficzn ↪a w D,

2. dla ∀k ∈ N szereg k-tych pochodnych jest też niemal jednostajnie zbieżny w D, przy
czym

f (k)(z) =
∞∑
n=1

f (k)
n (z).

Dowód
1. Niech K b ↪edzie zwartym podzbiorem D. Mozemy za lożyć, że K = D(z0, r). Wtedy brzeg
∂K jest krzyw ↪a zamkni ↪et ↪a, któr ↪a oznaczymy przez Γ. Ponieważ funkcje fn, n = 1, 2, . . . s ↪a
ci ↪ag le na K a szereg

∑∞
n=1 fn(z) jest zbieżny jednostajnie na K, to suma szeregu f jest funkcj ↪a

ci ↪ag la na K. Ponadto zachodzi nast ↪epuj ↪aca w lasność:
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Jeżeli szereg
∑∞

n=1 fn(z) funkcji ci ↪ag lych na Γ jest zbieżny jednostajnie, to∫
Γ

f(z)dz =
∞∑
n=1

∫
Γ

fn(z)dz. (15.1)

Niech rn =
∫

Γ
fdz −

∑n
k=1

∫
Γ
fk =

∫
Γ

(f −
∑n

k=1 fk) dz. Ponieważ szereg jest zbieżny niemal
jednostajnie, to |f −

∑∞
n=1 fn| < ε, gdy n jest dostatecznie duże. Wtedy∣∣∣∣∣
∫

Γ

fdz −
∫

Γ

n∑
k=1

fkdz

∣∣∣∣∣ <
∫

Γ

|εdz| = ε|Γ|.

Gdy n→∞, to ε→ 0, sk ↪ad wynika (15.1).

2. Z twierdzenia podstawowego Cauchy’ego wynika, że dla każdego n,
∫

Γ
fndz = 0

(spe lnione s ↪a za lożenia, bo fn ∈ H(D(z0, r)) oraz D(z0, r) jest jednospójny). Zatem ca lka po
lewej stronie (15.1) wynosi zero. Z twiedzenia Morery zaś wynika, że f jest holomorficzna
na D(z0, r). Ponieważ zbiór D możemy pokryć takimi dyskami, to f ∈ H(D) czyli zachodzi
w lasność (1) z tezy tw. Weierstrassa.

3. Zorientujemy Γ dodatnio wzgl ↪edem D. Pomnóżmy obie strony równości

f(ζ) =
∞∑
n=1

fn(ζ)

przez k!
2πi(ζ−z0)k+1 i sca lkujemy po ζ po okregu Γ. Wtedy otrzymamy równość

k!

2πi

∫
Γ

f(ζ)

(ζ − z0)k+1
dζ =

∞∑
n=1

k!

2πi

∫
Γ

fn(ζ)

(ζ − z0)k+1
dζ. (15.2)

Z twierdzenia o uogólnionym wzorze ca lkowym Cauchy’ego wynika, że k!
2πi

∫
Γ

f(ζ)
(ζ−z0)k+1dζ =

f (k)(z0) oraz k!
2πi

∫
Γ

fn(ζ)
(ζ−z0)k+1dζ = f

(k)
n (z0). Zatem (15.2) oznacza, że zachodzi równośc z punktu

(2) z tezy tw. Weierstrassa.

4. Teraz wykażemy, że szereg pochodnych
∑∞

n=1 f
(k)
n (z) jest zbieżny niemal jednostajnie.

Niech K1 oznacza ko lo o środku w z0 i promieniu r′ = r
2
. Wtedy dla ζ ∈ Γ i z ∈ K1 mamy,

że |ζ − z| ≥ r′. Z za lożenia szereg
∑∞

n=1 fn(z) jest zbieżny jednostajnie na K zatem∣∣∣∣∣
m+p∑

n=m+1

fn(z)

∣∣∣∣∣ < ε (15.3)
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dla p = 1, 2, . . . i n > N(ε). Zastosujemy (15.3) do oszacowania szeregu pochodnych tzn.∣∣∣∣∣
m+p∑

n=m+1

f (k)
n (z)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ k!

2πi

∫
Γ

m+p∑
n=m+1

fn(ζ)

(ζ − z)k+1
dζ

∣∣∣∣∣ ≤ k!

2π

ε

(r′)k+1
4πr′.

St ↪ad modu ly |
∑m+p

n=m+1 f
(k)
n (z)| s ↪a dowolnie ma le, gdy n jest dostatecznie duże. Zatem sze-

reg
∑∞

n=1 f
(k)
n (z) jest jednostajnie zbieżny w kole K1. Ponieważ dowolny zwarty podzbiór K

zawarty w D można pokryć skończon ↪a ilosci ↪a dysków, to otrzymamy, że szereg
∑∞

n=1 fn jest
zbieżny niemal jednostajnie w D.

Twierdzenie 15.2 (Hurwitza)
D ⊂ C obszar, K ⊂ D zwarty, fn ∈ H(D), n ∈ N. Jeżeli ci ↪ag fn(z) jest zbieżny jednostajnie
na K do funkcji f 6= const. Wówczas jeśli f(z0) = 0, to w dowolnym kole D(z0, r) ⊂ D
wszystkie funkcje fn poczynaj ↪ac od pewnego n także zeruj ↪a si ↪e.

Dowód
Z twierdzenia 15.1 (Weiestrassa) wynika, że funkcja f jest holomorficzna w D. Ponieważ zera
funkcji holomorficznej s ↪a izolowane, zatem istnieje ko lo D(z0, r) ⊂ D, na którym f(z) 6= 0.
Niech K = ∂D(z0, r) oraz µ := minz∈K |f(z)|. Wtedy µ > 0. Ponieważ ci ↪ag {fn}n∈N jest
zbieżny jednostjnie na K, wi ↪ec istnieje N ∈ N takie, że

|fn(z)− f(z)| < µ

dla wszystkich z ∈ K i dla n > N . Z twierdzenia Rouché wynika, że dla takich n funkcja
fn = f + (f − fn) ma wewn ↪atrz K tyle zer, ile ma f , tzn. co najmniej jedno.

Wniosek 15.1
D ⊂ C obszar, fn ∈ H(D), n ∈ N oraz różnowartościowe. Jeżeli ci ↪ag fn(z) jest zbieżny jed-
nostajnie na dowolnym zbiorze zwartym K ⊂ D, to funkcja graniczna jest różnowartościowa
lub sta la.

Twierdzenie 15.3 (Rungego)
D ⊂ C obszar jednospójny, f ∈ H(D), K ⊂ D zwarty. Wówczas dla dowolnej liczby ε > 0
istnieje wielomian P taki, że

sup
z∈K
|f(z)− P (z)| < ε.

Definicja 15.1
Niech F b ↪edzie rodzin ↪a funkcji ci ↪ag lych w obszarze D o wartościach w C (rodzina może być
nieprzeliczalna). Mówimy, że F jest rodzin ↪a normaln ↪a w D, jeżeli z każdego ci ↪agu (fn)n∈N z
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tej rodziny można wybrać podci ↪ag niemal jednostajnie zbieżny w D do funkcji skończonej lub
nieskończoności.

Definicja rodzin normalnych pochodzi od P. Montela.

Definicja 15.2
Mówimy, że funkcje z rodziny F s ↪a wspólnie ograniczone w obszarze D ⇐⇒

∀K ⊂ D, K − zwarty ∃M(K) > 0 ∀f ∈ F ∀z ∈ K |f(z)| ≤M(K).

Twierdzenie 15.4
Jeżeli rodzina F ⊂ H(D) jest wspólnie ograniczona w obszarze D, to rodzina pochodnych tych
funkcji jest także wspólnie ograniczona.

Dowód
Niech U = {z : |z−z0| < r} ⊂ V = {z : |z−z0| < r′} ⊂ D. Z twierdzenia o wzorze ca lkowym
wynika, że dla

∀f ∈ F , ∀z ∈ V f ′(z) =
1

2πi

∫
∂V

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ,

gdzie ∂V jest zorientowany dodatnio. Dla z ∈ U i ζ ∈ ∂V mamy, że |ζ − z| > r′ − r oraz

|f ′(z)| = 1

2π

∣∣∣∣∫
∂V

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

M

(r′ − r)2
2πr′ =

Mr′

(r′ − r)2
= M(U).

Z twierdzenia Borela wynika, że dowolny zbiór zwarty można pokryć skończon ↪a ilości ↪a kó l
zawartych w D. Niech {Ui : i = 1, . . . , k} b ↪edzie skończonym pokryciem K oraz M(K) =
sup1≤i≤kM(Ui). Wtedy

∀K ⊂ D, K − zwarty ∀z ∈ K ∀f ∈ F |f ′(z)| ≤M(K)

czyli pochodne tej rodziny s ↪a wspólnie ograniczone.

Definicja 15.3
Rodzina funkcji F , określonych w D jest jednakowo ci ↪ag la, jeżeli

∀ε > 0 ∀K ⊂ D, K−zwarty ∃δ(ε,K) > 0 ∀f ∈ F ∀z, z′ ∈ D |z−z′| < δ ⇒ |f(z)−f(z′)| < ε.

Twierdzenie 15.5
Jeżeli rodzina F ⊂ H(D) jest wspólnie ograniczona, to jest ona rodzin ↪a funkcji jednakowo
ci ↪ag lych.
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Dowód
Niech K b ↪edzie zwartym podzbiorem D, 2ρ := infz∈∂D,ζ∈∂K |z − ζ|. Przez Kρ oznaczmy
ρ-otoczenie K tzn.

Kρ =
⋃
z∈K

{z : |z − z0| < ρ}.

Wtedy Kρ ⊂ D oraz z za lożenia, że F ograniczona wynika z poprzedniego twierdzenia, że

∀z ∈ Kρ ∀f ∈ F |f ′(z)| ≤M.

Niech z, z′ ∈ Kρ b ↪ed ↪a dowolnymi punktami takimi, że |z − z′| < ρ. Wtedy odcinek < z, z′ >
 l ↪acz ↪acy z i z′ jest zawarty w Kρ. St ↪ad

|f(z)− f(z′)| =
∣∣∣∣∫
<z,z′>

f ′(z)dz

∣∣∣∣ ≤M(K)|z − z′| ≤M(K)ρ.

Zatem

∀ε ∀K ⊂ D, ∃δ = min

{
ρ,

ε

M(K)

}
∀f ∈ F ∀z, z′ ∈ D |z−z′| < δ ⇒ |f(z)−f(z′)| < ε

co dowodzi jednakowej ci ↪ag lości funkcji f ∈ F .

Twierdzenie 15.6 (Montela)
Rodzina F ⊂ H(D) funkcji wspólnie ograniczonych w D jest rodzin ↪a normaln ↪a.

Dowód
1 Wykażemy najpierw, że jeśli ci ↪ag funkcji (fn) ⊂ F jest zbieżny w każdym punkcie pewnego
zbioru zbioru E ⊂ g ↪estego wD, to jest on jednostajnie zbieżny na każdym zwartym podzbiorze
K ⊂ D. Ustalmy ε i zbiór zwarty K ⊂ D. Z poprzedniego twierdzenia wynika, że rodzina
F jest jednakowo ci ↪ag la. Korzystaj ↪ac z niej wybierzmy podzia l obszaru D na kwadraty z
bokami równoleg lymi do osi wspó lrz ↪ednych tak drobny, aby dla dowolnych punktów z′, z′′ ∈ K
należ ↪acych do jednego kwadratu i dowolnej funkcji f ∈ F zachodzi la nierówność

|f(z′)− f(z′′)| < ε

3
. (15.4)

Zbiór K pokryty jest skończon ↪a liczb ↪a takich kwadratów {Op : p = 1, . . . , P}. Ponieważ
zbiór E jest g ↪esty w D, wi ↪ec w każdym Qp można znaleźć zp ∈ E. Z za lożenia, że ci ↪ag (fn)
jest zbieżny na E wynika, że istnieje N ∈ N takie, że dla dla m,n > N i wszystkich zp,
p = 1, . . . , P,

|fm(zp)− fn(zp)| <
1

3
ε. (15.5)
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Niech teraz z b ↪edzie dowolnym punktem zbioru K. Istnieje p ∈ {1, . . . , P}, istnieje kwadrat
Qp taki, że z ∈ Qp oraz istnieje punkt zp ∈ Qp taki, że dla wszystkich m,n > N korzystaj ↪ac
z (15.4) i (15.5) otrzymamy, że

|fm(z)− fn(z)| ≤ |fm(z)− fm(zp)|+ |fm(zp)− fn(zp)|+ |fn(zp)− fn(z)| < ε. (15.6)

A to oznacza, że (fn) jest zbieżny jednostajnie na K.

2. Wykażemy teraz, że z dowolnego ci ↪agu (fn) można wyj ↪ać podci ↪ag zbieżny w każdym punk-
cie pewnego zbioru E ⊂ D g ↪estego wD. Niech E b ↪edzie zbiorem tych punktów z = x+iy ∈ D,
których obie wspó lrz ↪edne s ↪a wymierne. Oczywíscie E b ↪edzie przeliczalnym i g ↪estym podzbio-
rem w D. Ponieważ zbiór E jest przeliczalny, to można ustawić jego elementy w ci ↪ag an, n ∈ N.
Rozważmy ci ↪ag liczbowy (fn(a1))- jest on ograniczony, wi ↪ec można z niego wybrać podci ↪ag
zbieżny (fn1). Niech (f1n) ozncza podci ↪ag zbieżny w punkcie a1. Nast ↪epnie rozpatrujemy ciag
(f1n))n∈N brany w punkcie a2. Ponieważ jest ograniczony, wi ↪ec można z niego wybrać podci ↪ag
zbieżny, który oznaczymy (f2n). Ci ↪ag (fn2) jest zbieżny w co najmniej w dwóch punktach
a1, a2. Analogiczn ↪a konstrukcj ↪e można przed lużac nieograniczenie. Analogicznie post ↪epuj ↪ac
dostaniemy podci ↪agi:

f11f12 f13 . . .

f21f22 f23 . . .

f31f32 f33 . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

Metod ↪a przek ↪atniow ↪a wybieramy podci ↪ag (f11, f22, f33, . . .). Ci ↪ag ten jest zbieżny w dowol-
nym ap ∈ E, ponieważ jego wyrazy pocz ↪awszy od p-tego s ↪a wybrane z ci ↪agu fnp zbieżnego w
ap. Zatem ci ↪ag (fnn) jest zbieżny na zbiorze E. Korzystaj ↪ac z I kroku dostajemy tez ↪e.

Twierdzenie Montela nazywane jest w literaturze zasad ↪a zwartości.

Przyk lad 15.1
Niech f(z) = zp, p ≥ 2. Przez fn oznaczymy n-krotne z lożenie funkcji f tzn. fn(z) :=
f(f(......f(z) . . .) = zp

n
. Tworzymy przeliczaln ↪a rodzin ↪e F = {fn(z) : n ∈ N, z ∈ D(0, 1)}.

Każda funkcja fn ∈ H(D(0, 1)). Rodzina F jest ograniczona, ponieważ

∀K K = {z : |z| ≤ r < 1} |fn(z)| ≤ rp
n

< 1.

Zatem ta rodzina jest normalna na mocy Twierdzenia Montela. Fatycznie ca ly ci ↪ag (fn) jest
zbieżny niemal jednostajnie do funkcji f(z) ≡ 0 dla z ∈ D(0, 1). Ale funkcja graniczna nie
należy do F .
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Niech dana b ↪edzie funkcja meromorficzna f : C → C̄. Wtedy n-t ↪a iteracj ↪a funkcji f ozna-
czamy symbolem fn i definiujemy jako n- krotne z lożenie funkcji tzn. fn := f ◦ f ◦ . . . ◦ f .

Definicja 15.4
Niech f : C→ C b ↪edzie funkcj ↪a meromorficzn ↪a przest ↪epna lub wymiern ↪a stopnia deg(f) ≥ 2.
Zbiorem Fatou funkcji f nazywamy zbiór

F (f) := {z ∈ C̄ : ∃U − otoczenie punktu z t.że rodzina iteracji {fn|U} jest normalna}.

Zbiorem Julii funkcji f nazywamy zbiór

J(f) := C̄ \ F (f).

Nazwy tych zbiorów pochodz ↪a od twórców teorii zw. dynamik ↪a holomorficzn ↪a P. Fatou i G.
Julia (matematyków francuskich żyj ↪acych w XX wieku.)
Przyk lad 15.2

1. Jeśli f(z) = zd, d ≥ 2, to J(f) = {z ∈ S1 : |z| = 1}.

2. Jeśli f(z) = z2 + c, |c| > 5, to J(f) jest zbiorem Cantora.

3. Dla f(z) = ez zbiór Julii J(f) = C, natomiast dla fλ(z) = λez, λ ∈ IR, 0 < λ < 1
e

zbiór
Julii jest tzw. bukietem Cantora tzn. ma lokalnie struktur ↪e produktu zbioru Cantora i
krzywej.

4. Jeśli fλ(z) = λtg(z), λ ∈ C, |λ| < 1 to dla każdego k ∈ Z, J(f) ∩ {z ∈ C : k < Rez ≤
k + 1} jest zbiorem Cantora, natomiast dla f(z) = tg(z) zbiór Julii jest prost ↪a (oś
rzeczywista).

Twierdzenie 15.7 (Fatou-Julia)
Jeżeli f : C̄→ C̄ jest funkcj ↪a wymiern ↪a stopnia deg(f) ≥ 2, to zbiór Julii jest niepusty.

Twierdzenie 15.8 (Fatou)
Jeżeli f : C→ C jest funkcj ↪a ca lkowit ↪a przest ↪epn ↪a, to zbiór Julii jest niepusty.

Twierdzenie 15.9 (Baker)
Jeżeli f : C→ C jest funkcj ↪a meromorficzn ↪a przest ↪epn ↪a to zbiór Julii jest niepusty.

Uwaga 15.1 W klasie funkcji meromorficznych na C zbiór Julii jest obiektem
cz ↪eściej wyst ↪epuj ↪acym niż np. biegun, ponieważ funkcje ca lkowite przest ↪epne nie
maj ↪a biegunów, a wszystkie funkcje meromoficzne przest ↪epne (w tym ca lkowite)
i wymierne, z wyjatkiem homografii i funkcji sta lych, posiadaj ↪a zbiór Julii.

96


