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1 Pojecia podstawowe

Zbiér liczb zespolonych C = {z = z + iy : x,y € R} mozna utozsamiaé z ptaszczyzna dwuwy-
miarowa, ktéra bedziemy oznacza¢ symbolem C i nazywaé plaszczyzna zespolonag
otwartq.

Aby zdefiniowa¢ jej domkniecie podamy najpierw definicje przeksztalcenia zwanego rzutem
stereograficznym.
1.1 Rzut stereograficzny

W przestrzeni R? definiujemy sfere 2% + y? + (z — %)2 = % o $rodku w punkcie (zg, Yo, 20) =

(0,0, %) i promieniu r = %, styczna do plaszczyzny ukladu OXY w poczatku uktadu wspéhrzednych.
Punkt N = (0,0,1) € S? nazywa¢ bedziemy biegunem pémocnym sfery.
KONSTRUKCJA RZUTU STEREOGRAFICZNEGO

Kazdemu punktowi z = = + iy € C przyporzadkujemy punkt Z(£,7n,¢) € S*\ {N} bedacy
punktem przeciecia odcinka taczacego punkt z € C z punktem N.

Definicja 1.1

Odwzorowanie
P:C z= 7Z¢cS*\{N},
z=x+iy = 7= (§n,(),
gdzie
fo @ oy ‘= Ell
IR R P A W P

nazywamy rzutem stereograficznym.

Uwaga 1.1
Rzut stereograficzny posiada przeksztalcenie odwrotne

PSP\{N}=C, Z=({n,Q) = z=x+iy,

_n

; _ £ _
zdefiniowane wzorem x = = o Y=1k

Zatem rzut stereograficzny jest bijekcja miedzy plaszczyzna otwartq C i sfera bez bieguna
pohocnego, ktéremu nie odpowiada zaden punkt na ptaszczyznie.



Uwaga 1.2
Uméwimy sie, ze punktowi N odpowiada punkt w nieskoniczonosci (ozn. oo).

Definicja 1.2 B
Plaszczyzna domnkieta, ktora oznaczamy symbolem C nazywamy sume CU{oo} i utoZsamiamy
ja z dwywymiarowq sfera zwanq sferq Riemanna.

1.2 Metryki w CiC

W plaszczyznie otwartej C wprowadzamy metryke euklidesowaq

d(z1,22) == v/(Rez1 — Rez)? + (Imz; — Imzp)? = |2 — 23]

W plaszczyznie domknietej C wprowadzamy metryke sferycznag, w ktérej odleglogé miedzy
punktami 2y, 2o rozumiemy odleglo$é¢ euklidesowa miedzy ich obrazami przy rzucie stereogra-
ficznym na sferze tzn.

4
p(z1,2) i= d(P(21), P(2)) = N \‘zll2¢i|+ - # 2 € C,
1 2

1
2,00) 1= ——, 2z # Q.
p(z,00) (R 7
Uwaga 1.3

Aby otrzymaé¢ drugi wzér z pierwszego nalezy za z; podstawi¢ z i podzieli¢ licznik oraz
mianownik przez 2.

p(z, 22) = 2 2| = 5 -1 — = jesli zg — o0
s ~2) — = ) ‘
VIAEEVIH R TP, [HEE  VITRP
22

Uwaga 1.4
VZI, 2y € (C, 0< /)(21, 22) < 1.

Uwaga 1.5 B
Plaszczyzna domknieta C z metryka sferyczna jest przestrzenia metryczna zwarta.

Uwaga 1.6
Na zbiorach ograniczonych, zawartych w C obie metryki euklidesowa i sferyczna sa réwnowazne
tzn. jesli A C {z:|z] < R}, (R < ), to

|21 — 29

W <p(z1,22) < |21 — 22| Vzi,20 € A



Definicja 1.3
Zbior U(zp,€) = {z € C : d(z,2) = |z — 20| < €} nazywamy e-otoczeniem punktu zp € C w
plaszczyznie C (otwartej).

Definicja 1.4 ) )
Zbior U(zo,€) = {2 € C: p(z, 20) < €} nazywamy e-otoczeniem punktu zo € C w plaszczyinie
C (domknietej). Zatem:

_ 7 1
U(OO,G)Z{ZE(C.p(Z,OO)<6}={Z€C.T|Z|2<€}:

~ 1
{ZGC:|2]>\/€—2—1}, € — male.

Otoczeniem punktu w oo w plaszczyinie C jest dopelnienie domknietego kota o §rodku w zerze.

Definicja 1.5

- Otoczeniem naktutym punktu zo € C w plaszczyznie C nazywamy 2bior U(zg, €) \ {z0} =
{z€C:0<|z— 2] <€}

- Otoczeniem naktutym punktu zy € C w plaszczyznie C nazywamy 2bidr U(zo, €) \ {z} =
{z€C:0<p(z,20) < €}

Definicja 1.6 )
Obszarem D nazywamy zbior punktow plaszczyzny C spelniajaocy warunki:

- (otwartosé¢) Va € D 3U(a, €)-otoczenie takie, zZe U(a,€) C D,
- (tukowa spéjnosé) Va,b € D istnieje droga o koricach a,b zawarta w D.

Droga o koricach a,b nazywamy funkcje ciagla 7y : [to,t1] — C taka, Ze y(to) = a,v(t1) = b.

Stwierdzenie 1.1 B
Dla zbioréw otwartych zawartych w C (odpow. w C) tukowa spdjnosé pokrywa sie ze spojnoscia
zbiorow.

Definicja 1.7*

Obszar D C C (odpow. D C C) nazywamy jednospdinym, jesli jego brzeg jest zbiorem
spognym. W przeciwnym przypadku obszar nazywamy wielospdinym.

(*) Pézniej podamy inna definicje jednospdjnosci.



2 Funkcje zespolone

Definicja 2.1
Odwzorowanie )
f:D=C, DcC

z=w= f(2)
nazywamy funkcje zespolonag zmiennej zespolonej.
Argument z funkcji f i jej wartosé w = f(z) rozkladamy na czesé rzeczywista i urojona tzn.
z=x+ 1y, w=u+iw. Otrzymujemy w ten sposéb rozktad funkcji
w= f(x+1y) =u(z,y) +iv(z,y)
na czes$¢ rzeczywista Ref(2) := u(z,y) i cze$¢ urojona Imf(z) := v(x,y).

Cze$¢ rzeczywista 1 urojona funkeji zespolonej f jest funkcja rzeczywista dwoch zmiennych
x, .

Przyklad 2.1
ZmaleZ¢ cze$é rzeczywista i urojona funkcji f(z) = iz2.

f(z) =i2® =i(x +iy)? = i(2® + 2ixy — y?) = ix® — 22y — iy* = —22y +i(z? — y?).
Zatem

Ref(z) = u(z,y) = —2zy, Imf(z) = v(z,y) = 2" —y’.
Przyklad 2.2
Dane sa czesé rzeczywista u(x,y) = = — y i urojona v(x,y) = 4zy funkcji zespolonej f.
Przedstawi¢ funkcje f jako funkcje zmiennej zespolonej z.

24z 2= Z
2 9 y_

z=x+wy, Z=x—1Yy = T=

Podstawiamy

1) = utag) + i) = (e =) +itey = (555) = (557 v (555 (55°)

I T B e I L e
=z 9 2 VA 9 2 z Z) =z B 22 ¥4 B 12 VA Z.




2.1 Granica i ciaglosé

Definicja 2.2

lim f(z) =g Ve>0 36>0 VzeD 0<d(z2)<d=d(f(z),9) <e.

Z—r20

Stwierdzenie 2.1

lim f(z) =g«  lim wu(z,y) =Reg i lim  o(z,y) = Img.

20 (z,y)—(z0,30) (z,y)—(z0,y0)
Definicja 2.3
Funkcja [ jest ciaglta w zy < lim,_,,, f(2) = f(z0).

Twierdzenie 2.1
Funkcja f(z) = u(z,y) +iv(x,y) jest ciagla w zo < funkcje u i v sq ciagle w (xg,yo)-

Definicja 2.4
Funkcja [ jest ciagta w oo, jesli funkcja f(%) jest ciagta w zerze.

2.2 Pochodna

Definicja 2.5
Granice wltasciwa ilorazu réznicowego

o fE AL — £

Az 0 Az

nazywamy pochodnq funkcji f w punkcie z i oznaczamy f'(z).

F2) = Jim flz+ AAzi _ f(z))
f'(20) == lim M.

Z—20 z — ZO

Jezeli funkcje f i g maja pochodna w punkcie z, to
L (f£9)(2) = f'(2) £4'(2).
2. (f9)'(2) = f'(2)g9(2) + f(2)g'(2).

! "(2)g(2)—f(2)g' (2 _
3. (g) (Z):f()g()f()g() dla Zﬁégl(()).

[9(2)]?



Jezeli funkcja f ma pochodna w punkcie ¢g(z) i ¢ ma pochodna w punkcie z, to

(fo9)(z) = f'(9(2))d ().

Twierdzenie 2.2 (warunek konieczny istnienia pochodnej)

Jezeli funkcja f(z) = u(x,y)+iv(x,y) ma w punkcie zg = xo+iyo pochodna f'(zo), to istniejq

w punkcie (xg,yo) pochodne czastkowe g—g, %’ g—;, g—z i spetniaja w punkcie (o, yo) warunki:

ou ov ou ov
%(!Eo,yo) = @(Io,yo), 8—y($07y0) = —%(%,yo),

zwane warunkami Cauchy’ego-Riemanna.

Dowadd. Zakladamy, ze istnieje

f(20) = lim [z + Az) — f(Zo).

Az 0 Az

Niech Az = Az 4+ iAy
(1) Ay=0= Az= Az

U(QJO + Afﬁ, Z/O) + 'iU(J?O + A.T, yO) B U(QZ()’ yO) - iU(SCo, yO)

/ —
f'(z0) = Al;rgo Ax
— U(ﬂfo + Az, yo) - u(aco, Z/o) 4 Z-U(xo + Ax,yp) — U(%, Yo)
Az—0 Ax Ax
ou Ov
= %(9307340) + Z%(woj o).

(2) Az =0= Az =1iAy

w(xo, Yo + Ay) + iv(xo, yo + Ay) — u(xo, yo) — v(z0, Yo)

Pl = 5% iy
— u(wo, yo + Ay) — u(zo, %) | v(xo, Yo + Ay) — v(z0,%0)
= 1l1m - +

Ay—0 1Ay Ay
ou ov
= —Za—y(l’o, Yo) + a_y(x(b Yo)-
Zatem

ou ov ou ov

%(wo,yo) + i%(%a Yo) = _"a_y(‘”o’ Yo) + a—y(xoyyo)~

10



Stad

6u( )7(%< ) ora 8u( )7_8v< )
o Lo, Y0) = By 2o, Yo raz By Lo,Y0) = o 2o, Yo)-
O
Whiosek 2.1
Jezeli istnieje pochodna funkcji f w punkcie 2, to:
, u O0v v Ou
(=) = %(x&y()) + Za—x(ﬁmyo) = 8—y($0,yo) - Za—y(a?o,yo)
Ju Ou ov Ov
= %(xo;yo) - @a—y(xoyyo) = a—y(l'oyyo) + Za—x(%,yo)-
Whiosek 2.2
Pochodne czastkowe funkcji f wyrazaja sie wzorami
of ou Ov
%(*Ta y) —%(ZE, y) + Z%(LE, y)
of ou v
8_y($’y) —a—y(%y) +Za—y($7y)-

Stad i z wniosku 2.1 otrzymamy nastepujace wzory na pochodna funkcji f w punkcie 2.

of of
"(20) = == (0, y0) = —i—=— (20, Yo)
f'(20) 895( 0, %0) 8y( 0, Y0)
Twierdzenie 2.3 (warunek dostateczny istnienia pochodnej)
Jezeli funkcje u(x,y) i v(x,y) sa rézniczkowalne w punkcie (xg,yo) @ spetniaja w tym punkcie

warunkt Cauchy’ego Riemanna, to funkcja f(z) = u(x,y) + iv(x,y) ma pochodna f'(2).

Dowéd. Funkcje u i v sa rézniczkowalne w punkcie (o, yo), wiec

0 0
(1) Auleo, yo) = ulw,y) = ulwo, yo) = 5~ (v, o)Az + a—Z(:co,yomy +o1(|Az]),

0(8d) _

gdzie |Az| = /(Az)? + (Ay)?, o1 jest wielkodcia malego rzedu tzn. lima. o 2

Analogicznie

0 0
(2)  Av(zo,90) = v(z,y) — v(20,%0) = 8_;}:(%’ Yo) Az + G_Z(IO’ Yo) Ay + 02(|Az]),

02(|Az]) _
*e =0.

Af(z0) = f(2) = f(2)-

0o jest wielkoscia malego rzedu tzn. lima._ o

11



(3) Af(20) = f(2) = f(20) = Au(wo, yo) + iAv(zo,Yo)-
Podstawiajac (1) i (2) do (3) otrzymamy:

A Au Av
A_i(ZO) = A_Z(ZEO,QO) + ZA—Z(%,Z/O) =

ou Az Ou Ay o1(|Az|) . [ 0Ov Azr v Ay 09(|Az])
(ax(mo,?/o)AZ + ay(:ﬂo,yo)Az) T AL T 81‘($O’y0)Az + ay(a:o,yo)AZ i — =

ou .0v Ax ou OV Ay o1(|Az])  oa(|Az])
(ax(ﬂﬂo,yo)‘*'zax(l’o,yo)) Az+ (ay(l‘myo)—i-lay(%o,yo)) Az+ A +1 IV

Korzystajac z zalozenia, ze funkcje u(z,y) i v(z,y) speliaja warunki Cauchy’ego-Riemanna

ou ov . Ou ov
%(l'oayo) = a—y(ﬁo,yo) 1 8—y($07?/0) = —%@0,%)

otrzymamy, ze

Af ou v A:c—l—iAy) N 01(|Az])

L) = (St +i5 ) ) (B L oa(12])

Az Az

Zatem

01(|Az]) | .0a(|Az])
Az T Az

Af ou v
lim — =1l — — .
AR (20) Am <a$(9€0, Yo) + Yoy (o, yo)) +
Stad wynika, ze istnieje granica wlasciwa ilorazu réznicowego w punkcie 2y, czyli istnieje po-

chodna f’(z). O

Przyklad 2.3

Dla jakich punktéw z € C funkcja f(z) = 2z = |2|? = 2® + y* ma pochodna?

Ref(z) = u(z,y) = 2% + y?, Imf(z) = v(r,y) = 0. Funkcje u i v sa rézniczkowalne dla
V(z,y) € R% Sprawdzamy warunki C-R.

Stad

u, =v, & r=0, u,=-v,sy=0.

Zatem warunki Cauche’go Riemanna sa spelnione tylko w punkcie zg = 0. 7Z Twierdzenia
2.2 wynika, ze tylko w tym punkcie spelniony jest warunek konieczny istnienia pochodnej. Z
twierdzenia 2.3 za$ wynika, ze w punkcie zy = 0 spelione sa réwniez warunki dostateczne
istnienia pochodnej funkcji f. Pochodna funkcji policzymy z definicji.

i = FO) o

z—0 z — 0 z—0 2

f'(0) =

12



2.3 Pochodne formalne

Niech f(z) = u(z,y) + w(z,y). Zaldézmy, ze funkcje u(x,y) i v(z,y) sa rézniczkowalne w
punkcie zg = (g, yo). Wyprowadzimy wzory na pochodne formalne f(z).

df = du+idv =(u,dx + u,dy) + i(v,dz + v,dy)
=(updx 4 iv,dx) + (u,dy + iv,dy)

of Iy (2.1)
Poniewaz dz = dx + idy i dz = dx —1dy, to
o = S(dz+ d2), dy = —(dz — d?). (2.2)
2 2
Wstawiajac (2.2) do (2.1) otrzymamy
_of1 . o0f1 _
df = 2(dz +dz) + 3y 2Z,(al,z dz)
1 /of oOf L/fof of\ ,_
(9 9 e 2 (9L 9 g 2.3
2(83: Z83/) Z+2(0x+lay) : (2:3)
of . of
=5, dz + 93 dz.

Definicja 2.6.
Pochodne formalne funkcji f(z) definiujemy nastepujaco:

of 1(of of of 1(of Of
L) S

o oy

8z oz oy

Twierdzenie 2.4 (warunek rézniczkowalnosci funkcji w postaci zespolonej)

Niech f(z) = u(x,y) + wv(x,y). Zaktadamy, Ze funkcje u(x,y) @ v(x,y) sa réiniczkowalne w
punkcie zo = (xg,yo). Wtedy funkcja f(z) ma pochodng w punkcie zq = x¢ + iyo wtedy i tylko
wtedy gdy %(zo) =0.

Dowdéd Korzystajac z definicji pochodnej formalnej mamy, ze

of 1 (0f Of\ _ L
(92_2(8$+Z8y>_ (u, + vl +i(ul, + iv))) =

5 (ul, — v, +i(uly, + iv))) .

DO | —

Zauwazmy, ze warunek %(20) = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy (w0, %0) = v, (20, ¥0)
iy (20, 90) = —v,(70,0), czyli gdy spetnione sa warunki Cauchy’ego-Riemanna w punkcie
20- ]

13



Uwaga 2.1 f'(z) = %(Zo)

Dowéd

Z wniosku 2.1 wynika, ze f'(z) = %(l’o,yo) -+ i%(mo,yo). Natomiast % 2 (% — zg—i) =

3 (uh + i), —i(ul, +iv)) = 3 ((u) +v)) +i(v), —u,)) . Korzystajac z faktu, ze jesli istnieje
f'(20) to f spelnia w punkcie zg warunki Cauchy’ego-Riemanna otrzymamy, ze

g];( 0) = ; [ (20, Y0) + vy (0, Yo) + 1(V, (0, Yo) — g, (0, %0))]

= 5 20 0, 0) + 20 (50, 0] = ()

O

2.4 Pochodna kierunkowa funkcji

Niech D CC, f: D —C, zy€ D. Wtedy

Af =f(z)— f(z0), Az=2z—2, Az=2Z-%.
Zatem o/ of
Af = 5 —Az+ 8_A Z+o(Az),
gdzie o(Az) oznacza mala wyzszego rzedu wzgledem A tzn. lima, .o (AAZ = 0. Zapiszemy

Az = |Az|e?, wtedy Az = |Az]|e .

Af _Of Of
Az 0z az

gdzie n(Az) = O(AZ — dla Az — 0.

+n(Az),

Do istnienia granicy ilorazu % dla Az — 0 potrzeba i wystarcza, aby przy dazeniu Az — 0
kat 6 = arg(Az) dazyt do pewnej granicy ¢. Granica ilorazu 2—£ gdy arg(Az) dazy do kata ¢
nazywamy pochodna funkeji f w kierunku kata ¢ w punkcie z i oznaczamy symbolem 2L

0z
of _0f L 0F s
8z¢ 0z 8,2

vaaga 2.2
Jezeli 2L (Zo) # 0, to pochodne kierunkowe w tym punkcie zaleza od od kierunku.

14



Uwaga 2.3
Funkcja ma pochodna w punkcie zy < %(zo) = 0 < gdy pochodna funkcji f nie zalezy od
od kierunku ¢ w punkcie z;.

2.5 Funkcje holomorficzne

Definicja 2.7
Funkcje f(z) nazywamy holomorficzna (réiniczkowalng w sensie zespolonym) w obszarze D
jesli w kazdym punkcie z € D istnieje pochodna f'(z).

Om. f € H(D).

Definicja 2.8
Funkcje f(z) nazywamy holomorficzna (rézniczkowalng w sensie zespolonym) w punkcie
20 € D jesli jest holomorficzna w pewnym otoczeniu tego punktu.

Przyklad 2.4
Zbada¢ holomorficzno$é funkcji f(z2) = |z|? = zz.

Wiadomomo, ze f'(zp) istnieje wtedy i tylko wtedy gdy %(zo) = 0. Policzymy %(z) = z.
Stad %(z) =0< 2z =0. Zatem f ma pochodna tylko w zg = 0. Policzymy ja z definicji
f(z) = flzo) .. 22-0

/ = 1i _— —:. _:
f(zo)_,lzl—r}(l) zZ— 2 ,lzl—r>r(l) z2—0 ll_I}(l)Z 0.

- f ma pochodna tylko w zerze, zatem nie jest holomorficzna ani w punkcie zy = 0, ani w
calej plaszczyznie C.

Przyklad 2.5
Zbada¢ holomorficzno$é funkcji f(z) = 2%z.

Policzymy 2L(z) = 22 Stad %L(z) = 0 & 2 = 0. Zatem f ma pochodna tylko w z = 0.
Policzymy ja z definicji
f(z) = (=) #z2-0

f'(20) = lim = lim =limzz=0
z—0 Z— 2o z—0 z — 0 z—0

- f ma pochodna tylko w zerze, zatem nie jest holomorficzna ani w punkcie zp = 0, ani w
calej ptaszczyznie C. Jest to kolejny przykiad funkeji, ktéora ma pochodna w punkcie ale nie
jest w nim holomorficzna.

15



Wiasnosci funkeji holomorficznych:
1. Jesli f,g € H(D), to (f £¢9) € H(D) oraz fg € H(D).
2. Jesli f,g € H(D), to £ e H(D\ (971(0)).

3. Jesli g € H(D), f € H(f(D)), to (fog) € H(D).

3 Funkcje elementarne

3.1 Funkcja wykladnicza

Funkcje wyktadnicza w dziedzinie zespolonej zdefiniujemy tak samo jak w analizie rzeczywistej

tzn. n
exp(z) := lim <1 + %)

n—o0

Wykazemy istnienie tej granicy dla kazdego z € C.

1. Najpierw pokazemy zbieznos¢ modutéow tzn.

lim (1 + 5) = ¢2. (3.1)
n— 00 n
Skorzystamy z wlasnosci, ze |2"| = |z|". Zatem
Z\ " N\ 2 27 1n/2 2 1’2—|— 21mn/2
(1+2)] - [<1+—> +y—2} - [1+—+ !
n n n n n
Przechodzac do granicy otrzymamy, ze
. Z\"
lim (1 + —) =e",
n—o0 n

czyli zachodzi (3.1).

2. Niech Argz oznacza argument gtéwny liczby z. Pokazemy, ze

lim Arg (1+ f)n —y. (3.2)
n

n—oo

Zauwazmy najpierw, ze
Y
p y
Ar <1—|——>:arct .
g n 9 + 2

n

Poniewaz Arg(z") = nArg(z), to

A (1+ Z)n ¢
r — ) =narc
g n g 1+

S =
38
~~
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Przechodzac do granicy otrzymamy, ze

li t
Jim (narc g (1 n

S =

)=

7 jednoznacznodci zapisu liczby zespolonej w postaci trygonometrycznej otrzymamy, ze modut
liczby €* czyli |e*| = lim,, ‘(1 + %)n| =e”, zas Arg(e?) = lim,,_,o, Arg (1 + %)n =y. Stad

38

czyli zachodzi (3.2).

exp(z) = e = T = e"(cosy + isiny). (3.3)
Podstawiajac za z = 0 + iy otrzymamy wzor Eulera tzn.
Vy € R €Y = cosy + isiny (3.4)

Wracajac do definicji funkcji wyktadniczej e* (znowu korzystajac z jednoznacznosci zapisu
liczby zespolonej w postaci trygonometrycznej) otrzymamy, ze

e” = "W = e%e = ”(cosy + isiny).
Wrtasnosci
a) Czesé rzeczywista i urojona funkeji f(z) = e* wynosza odpowiednio
u(z,y) = e“cosy, v(x,y) = e"siny.

b) |e*| = e*.

c¢) funkcja e* jest holomorficzna w C oraz (e*) = €.

Jest oczywiste, ze czesé rzeczywista i urojona funkcji sa klasy C'(R?). Pokazemy, ze
speliaja rownania Cauchy’ego-Riemanna:
w,(r,y) = e“cosy, uy(r,y) = —e"siny, v, (r,y)=e"siny, v, (x,y)= e cosy,
u;(x,y) :U;(Jf,y), U;(l’,y) = —U;(l’,y)
/ of / . z Lo z .. 2
fi(z)= 5, ~ + iv,, = ecosy + ie"siny = e*(cosy + isiny) = €”.
2
d) Vz1,20 € C, eo11%2 = e#1e?2,
e*e” = " (cosy, + isiny;)e*? (cosyy + isinyy) = "2 (cos(yy + y2) + isin(yy + y2)) -

(T1+m2)+i(y1+y2)

—e — 621-&-22‘
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e) VzeC, e*#0.

Przypusémy, ze
e* =0 < e"(cosy + isiny) =0 <= e®cosy = 0N e"siny = 0.

Poniewaz e® # 0 to cosy = 0 i siny = 0. Pierwsza réwnos¢ zachodzi dla y = 5 + k,
druga za$ dla y = km, gdzie k € Z. Poniewaz obie réwnosci nie moga zachodzi¢
jednoczesnie, otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze e* # 0 dla kazdego z € C.

f) funkcja e® jest okresowa o okresie podstawowym T = 2.

Dla k € Z korzystajac z okresowosci funkcji trygonometrycznych sinx i cosz mamy

e T — o7 2R — % (cos(2kT) + isin(2kT)) = €*(1 +i0) = €*.
g) funkcja e* jest rozszerzeniem do dziedziny zespolonej funkcji wykladniczej e®.

Niech z = z +1i0 € R. Wtedy e* = €”(cos0 + isin0) = e*(1 + i0) = €”.

Uwaga 3.1
Zostanie pézniej udowodnione, ze funkcja wyktadnicza e* rozwinie sie w szereg Maclaurina

tzn.

Zk

i dla kazdego 2z € C.

mN
I
it

3.2 Funkcje trygonometryczne

Funkcje cosz i sinz w dziedzinie zespolonej definiujemy nastepujaco:

eiz + e—iz ' eiz _ e—iz
c0sz ;= ———,  sinz = ———
2 2
, sinz e —e ; cosz (e’ + e )
gz = = — . ctgz = —— = —— -
cosz  i(e +ei%)’ sinz (e —e7?)

Wiasnosci

a) Sa to funkcje holomorficzne w swojej dziedzinie tzn. sinz i cosz dla z € C,
tgzdlaze{zcC:z#kn+7, kcZ} ctgzdlaze{zcC:z#kn, kecZ}
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Korzystamy z faktu, ze funkcja wykladnicza e* jest funkcja holomorficzna oraz z wlasnosci
dziatan na tych funkcjach. Stad mozna wyprowadzi¢ wzory na pochodna;:

1, .. , .
(cosz) = é(ie” —ie %) = %(e” e ) = —Z(e” e ) = —sinz
(sinz) = ! (ie” +ie™"%) = ! (e” +e7) = 1(6” +e %) = cosz
2 2 S 2 B
1 _
tgz) = t
(t92) cos?z (ctg2) sin?z

b) cos®z + sin*z = 1.

) » (eiz+€—iz)2 ( )
cos"z 4+ sin“z = T

1

4

:Lll ( 21z+2ezze zz+e 212) .
_4eize—2iz

4

Zzz — 9ptEpTi% + 6—227;)
=1

c) Czesci rzeczywiste i urojone funkeji trygonometrycznych wynosza odpowiednio:

sinz = sinxchy + icosxshy
cosz = cosxchy — isinxshy

sin2x , sh2y
cos2x + ch2y Y e0s2z + ch2y

tgz =

Dowéd podamy dla funkcji sinz

. ei? _ p—iz 6i(achiy) _ efi(:eriy) eyt _ py—iz
sinz = , = , = ,
21 21 21
e Y(cosx + isinx) — eY(cosx — isinx)
21

=cosx | —— | + s | —
21 2

= sinzchy + icosxshy.

d) Funkcje trygonometryczne sinz, cosz, tgz sa rozszerzeniem do dziedziny zespolonej funk-
cji sinx, cosz,tgx.

19



Niech z = x4+ 10 € IR. Wtedy

sinz = sinxch0 + icos0sh0 = sinx + 10 = sinx.
cosz = cosxch( — icosxsh0 = cosx — i0 = cosz.

sin2x , sh0 2sinrcosx
cos2x + ch0 * cos2z +ch0 1+ (2cos?x — 1)

tgz = = tgx.

Funkcje trygonometryczne sa okresowe tzn.

— sinz 1 cosz o okresie podstawowym T' = 27.
— tgz i ctgz o okresie podstawowym T = .
sin(z + 2m) =sin(x + iy + 27) = sin(z + 27)chy + icos(x + 27)shy
=sin(x)chy + icos(x)shy = sinz.

Dowdd dla cosz jest analogiczny.

to(z + ) sin2(x + ) b sh2y
z+7) = i
g cos2(x +m) + ch2y = cos2(x + ) + ch2y
sin2x _ sh2y

pu— pu— t .
cos2x + ch2y * Veos2z + ch2y 9=

|sinz| = \/sinx 4 sh?y oraz |cosz| = \/cos?x + sh?y.

Poniewaz funkcja hiperboliczna shy jest nieograniczona, wynika sta, ze w przeciwienstwie

do funkcji rzeczywistych funkcje sinz i cosz sa nieograniczone.

sinz,tgz, ctz to funkcje nieparzyste, natomiast cosz jest funkcja parzysta
tzn. sin(—z) = —sinz, coz(—z) = cosz.

sin(z) = sinz, cos(zZ) =cosz tg(z) =tgz ctg(Z) = ctgz.
2

sin(zy £ z2) = sinzycoszy + coszy Sinzs.
cos(z1 + 29) = 08210829 — SINZ1SINZs.
cos(z1 — 29) = C0Sz1C0829 + SINZ1SINZs.

Funkcje sinz oraz cosz przyjmuja wszystkie wartosci z plaszczyzny otwartej C.

Funkcje tgz i ctgz omijaja dwie wartosci ¢, —¢, natomiast przyjmuja wartosé¢ co, tgz w

punktach z; = 7 + k7, ctgz w punktach z; = k7, k € Z.
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3.3 Funkcje hiperboliczne

Funkcje chz i shz w dziedzinie zespolonej definiujemy tak samo jak w dziedzinie rzeczywistej
tzn.

e +e* eF —e’”?
chz = ———, shz:= ———
2 2
shz e —e™* chz e*+e*
thz = = , cthz:= _eF .
chz e*+e* shz e*—e %

Wiasnodci

a) Sa to funkcje holomorficzne w swojej dziedzinie tzn. shz i chz dla z € C,

thzdlaze{ze€C:z#i(kn+73), kcZ}, cthzdlaze{zeC:z#ikr, kecZ}.

(chz) = shz, (shz) =chz, (thz) = e

(cthz) =

ch?z’
b) ch?z — sh?z =1 dlaVz € C.
c¢) Czesci rzeczywiste i urojone funkcji hiperbolicznych wynosza odpowiednio:

shz = shxcosy + ichzsiny,
chz = chxcosy + ishxsiny,
sh2x , s1n2y

thz = .
° T hx + cos2y i Veh2z + cos2y

d) Funkcje hiperboliczne shz, chz, thz, cthz sa rozszerzeniem do dziedziny zespolonej funk-
cji shx, chx,thx, cthx.

e) Funkcje hiperboliczne sa okresowe tzn.

— shz i chz o okresie podstawowym 1" = 2.

— thz i cthz o okresie podstawowym T = 7.

f) |shz| = \/sh?x + sin?y oraz |chz| = /sh?x + cos?y.

g) cosiz = chz, siniz = ish(z).
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3.4 Funkcja logarytmiczna
Niech z € C\ {0}. Kazda liczbe zespolona w spehiajaca réwnanie
ev' =z
nazywamy logarytmem liczby z i oznaczamy [nz. Niech
z=x+iy=e" =e"T" = e“(cosv + isinv). (3.5)
Zatem |z| = e" czyliu = In|z| = In /2% 4+ y2. Z (3.5) wynika, ze v = Argz+ 2kn dla pewnego

k € Z, gdzie Argz oznacza argument gltéwny liczby z.

Kazda liczba zespolona z € C\ {0} ma nieskorniczenie wiele logarytméw wyrazonych wzorem
w=u+iv=In|z| +i(Argz + 2km), k€ Z.
Funkcja zdefiniowa wzorem
Inz = In|z| + iargz (3.6)

dla z # 0 nazywamy funkcja logarytmiczna. Funkcja Inz jest nieskoniczenie wielowartosciowa.
Funkcje
Lnz =In|z| +iArgz, —m<Argz<m (3.7)

nazywamy gatezia gtéwna logarytmu. Z (3.6) i (3.7) wynika, ze
Inz = Lnz +1i2km, k€ Z.

W kazdym obszarze jednospdjnym nie zawierajacym 0 i oo istnieje jednoznaczna galaz
logarytmu. Takim obszarem jest np. plaszczyzna rozcieta wzdiuz osi ujemnej tzn.

E=C\{zreR:2<0}.

3.5 Funkcja potegowa

Niech p bedzie dowolna liczba zespolona, E obszarem spéjnym w ktorym istnieje jedno-
znaczna gataz logarytmu zmiennej z. Funkcje potegowa o wykladniku p nazywamy funkcje
zdefiniowana wzorem

2 = ehinz, (3.8)

Jest to takze fukcja wielowartosciowa. Galezia gléwna tej funkcji nazywamy gataz
zdefiniowana za pomoca gatezi gléwnej logarytmu tzn.

BH'LTLZ.
Szczegélnym przykladem funkcji potegowej jest funkcja {/z = e(/™"* zwana pierwiastkiem
n-stopnia z liczby z € C\ {0}. W kazdym obszarze jednospéjnym nie zawierajacym zera i oo

istnieje dokladnie n galezi rézniacych sie czynnikiem /" k=0,1,...n— 1.
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3.6 Powierzchnie Riemanna funkcji wielowartosciowych

Funkcja Inz zdefiniowana dla z € C\ {0} jest nieskonczenie wielowartosciowa. Na
plaszczyznie rozcietej wzdluz polosi rzeczywistej ujemnej istnieje nieskonczenie wiele galezi
jednoznacznych logarytmu Lnz + 2kmi, k € Z. Utwoérzmy nieskoniczony ciag tak rozcietych
ptaszczyzn i ponumerujmy je liczbami & € Z. 7 kazdej plaszczyzny usuwamy punkt 0.
Laczymy goérny brzeg rozciecia kazdej z nich z dolnym brzegiem rozciecia nastepnej tak
aby punkty brzegowe o tych samych wspoélrzednych tworzyly jeden punkt. Otrzymamy nie-
skoniczenie wielolistng powierzchnie zlozona z plaszczyzn zwanych lisciami. Taka powierzch-
nia przedstawia powierzchnie Riemanna pelej funkcji inz. Punktom plaszczyzny oznaczonej
liczba 0 przyporzadkujemy wartosci gatezi glownej Lnz. Ogdlnie, punktowi z n-plaszczyzny
przyporzadkowujemy wartosci Lnz + i2nmw. W ten sposob kazdej wartosci funkcji Inz zostaje
przyporzadkowany doktadnie jeden punkt powierzchni i na odwrét. Na tej powierzchni Inz
jest funkcja jednoznaczna. Startujac z pewnego punktu z i okrazajac punkt 0 dojdziemy
po jednym okrazeniu do punktu z 4 27 zaleznie od tego czy okrazamy punkt 0 w dodatniej
czy ujemnej orientacji.

Funkcja /2 ma n galtezi jednoznacznych na calej plasczyZnie rozcietej wzdluz
polosi rzeczywistej ujemnej. Gdy okrazamy raz punkt 0 wzdluz pewnej krzywej za-
mknietej w kierunku dodatnim na plaszczyzZnie nierozcietej, wowczas kazda galaz przechodzi
w nastepng. Wartosé funkcji zostaje pomnozona przez €2/". Po n-krotnym okrazeniu punktu
0 warto$é¢ funkeji wraca do swej poczatkowej wartosci bo zmieni sie o czynnik e?™/™ = 1.
Aby skonstruowaé powierzchnie Riemanna funkcji {/z umieszczamy n rozcietych plaszezyzn
wzdluz osi rzeczywistej ujemnej i taczymy gérny brzeg rozciecia kazdej ptaszezyzny z dolnym
brzegiem rozcigcia nastepnej. Tak samo polaczymy goérny brzeg ostatniej ptaszczyzny z dol-
nym brzegiem pierwszej. Zawsze taczymy punkty o tych samych wspélrzednych. Otrzymana
w ten sposob n-listna powierzchnia przedstawia powierzchnie Riemanna pehej funkeji {/z.
Na jednym lisciu tej powierzchni rozmiesémy wartosci jednoznacznej galezi naszej funkcji,
a na kazdym nastepnym lisciu wartosci tej galezi pomnozonej przez e*™/™. W ten sposéb
kazdej wartosci funkeji {/z zostaje przyporzadkowany doktadnie jeden punkt powierzchni i
na odwrét. Na tej powierzchni {/z jest funkcja jednoznaczna.

4 Szeregi funkcyjne

4.1 Szeregi liczbowe

Definicja 4.1
Szereq ag+ a1 + az + ... =Y~ a, o dowolnych wyrazach zespolonych nazywamy zbieinym
do sumy s, gdy ciag sum czastkowych s, = ,_,a,, n € N, jest zbiezny do granicy s.
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Definicja 4.2
Szereg ", Gn nAZyWaAMy:

i) bezwzglednie zbieznym jesli Y~ . |a,| jest zbieiny,

it) warunkowo zbieinym jesli jest zbieiny ale nie jest bezwglednie zbiezny.

Twierdzenie 4.1
i) Jezeli szereg Y~ ay jest zbiezny, to lim, . a, = 0.

i1) Szereg bezwzglednie zbiezny jest zbieiny przy dowolnym uporzadkowaniu wyrazow i jego
suma nie zalezy od porzadku wyrazow.

i) Szeregy " an, gdzie a, = oy, +if,, jest zbiezny do sumy s = a+ [ wtedy i tylko wtedy,
gdy szeregi Y 2 gy 0y oo B Sa zbiezne tzn. Y o =iy B, =[.

Twierdzenie 4.2 (Kryterium poréwnawcze)
Jezeli dla prawie wszystkich wyrazéw szerequ -, an zachodzi nierdwnosé |a,| < A, i szereg
Yons o Ay jest zbieiny, to szereg Y~ a, jest zbieiny bezwzglednie.

Twierdzenie 4.3 (Kryterium d’Alamberta)

Szereg ", an jest bezwzglednie zbiezny, gdy lim,_ a”ZI

< 1 oraz rozbiezny, gdy

An41

n

> 1.

lim,, 00

Twierdzenie 4.4 (Kryterium Cauchy’ego)
Szereg Y > a, jest bezwzglednie zbieiny, gdy limsup, . V/|an| < 1 oraz rozbieiny, gdy

limsup,,_,o, V/|an| > 1.

Twierdzenie 4.5 (Kryterium Dirichleta)
Szereg Y, anby, jest zbiezny, jesli wyrazy a,, sq rzeczywiste, dodatnie i ze wzrostem n malejg
do zera, a cigg sum czqstkowych szerequ Y, by, jest ograniczony.

Przyklad 4.1

Szereg Y >” | == jest zbiezny dla |2| = 1, z # 1, bo przyjmujac a, = L, b, = 2", |z| = 1 i

|1 — z| > n otrzymamy

z2(1—2")
1—-=z

2
< -

n
a wiec zatozenia kryterium Dirichleta sa spelnione. Zauwazmy, ze ten szereg nie jest zbiezny
bezwglednie dla z takich, ze |z| = 1, poniewaz > -, =3, % = 00.

lsn| =z + 22 ...+ 2" =

Y

2n
n
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4.2 Rodzaje zbieznosci szeregow funkcyjnych

Definicja 4.3
Niech D C C zbior (czesto otwarty lub obszar), f,: D — C ciag funkcji. Powiemy, Ze szereg

Junkeyjny > 07 fu(2) jest zbiezny w D jezeli ciag {s,(z) = > o_; fu(2)} jest zbiezny w D
tzn. jesli granica lim,, o s,(2) = s(2) jest funkcja dobrze okreslona w zbiorze D. Taki rodzaj
zbieznosci nazywamy zbieznoscia punktowa.

Zbieznos¢ w D nazywamy jednostajna, jesli
Ve dN(e) Vn> N(e) Vze D |s,(z)—s(z)] <e

Warunek jednostajnej zbieznosci szeregu » >, f,(z) mozna takze sformulowaé nastepujaco:

Ve dN(e) Vn>N(e) VzeD | i fu(2)] < e

n=N+1

Funkcje graniczna s(z) = lim,, . $,(2) nazywamy suma danego szeregu.

Uwaga 4.1

Niech D C C zbior otwarty (lub obszar), f,: D — C ciag funkcji ciaglych. Jezeli ciag funk-
cyjny (szereg funkcyjny > -, fn(2)) jest zbieiny jednostajnie w D, to granica ciggu (suma
szerequ) jest funkcja ciagta w D.

Twierdzenie 4.6 (Weierstrassa)
Szereg Y | fu(z) jest zbieiny jednostajnie w zbiorze D C C, jesli istnieje ciag liczbowy
{a,}22, taki, zeVn € N, |f,,(2)] < a, i szereg Y-, a, jest zbieiny.

Definicja 4.4

Niech D C C, f, : D — C ciag funkcji. Szereg funkcyjny > .~ fn(2) nazywamy zbieznym
niemal jednostajnie w zbiorze D, jesli jest on zbieiny jednostajnie na kazdym zwartym pod-
zbiorze zbioru D.

Uwaga 4.2

Zbieznos¢ jednostajna mozna czesto zastapi¢ zbieznoscia niemal jednostajna. Granica zbieznego
niemal jednostajnie ciagu (szeregu) funkcji ciagtych jest funkcja ciagla.
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4.3 Szeregi potegowe

Definicja 4.5
Szeregiem potegowym o srodku w punkcie zy nazywamy szereq postaci

Zan(z — 2p)", (4.1)

gdzie a, € C.

Definicja 4.6
Promieniem zbieznosci szerequ potegowego (4.1) nazywamy kres gorny zbioru tych liczb r, Ze
dany szereg jest zbiezny w kole {z : |z — zo| < r}.

Wzér Cauchy’ego-Hadamarda
Niech dany bedzie szereg potegowy (4.1) i

1
limsup v/|a,| = oL (4.2)

n—oo

gdzie 0 < R < oo (przyjmujemy, ze % = 00, é = 0). Woéwczas szereg (4.1) jest zbiezny w
kazdym punkcie z, dla ktérego |z — 29| < R, 1 jest rozbiezny w kazdym punkcie z, dla ktérego

‘Z—Zo‘ > R.

Dowod
Niech 0 < R < oo. Wtedy dla kazdego € > 0 istnieje N € N takie, ze dla n > N mamy

{/|an| < 1/R + €. Stad
1R |2 = 2 ' (4.3)
+e€||z— 2| - .

Jedli |z — 29| < R, to e mozna dobraé tak male, ze spelniona bedzie nieréwnosé

1
(E+E> |z — 20| =q¢< 1.

Woéwcezas z (4.3) widaé, ze wyrazy szeregu (4.1) dla n > N sa majoryzowane przez wyrazy
szeregu geometrycznego » -, q" 1 w konsekwencji szereg (4.1) jest zbiezny, gdy |z — 2| < R.

|an(z = 20)"| <

7 definicji granicy gornej wynika, ze dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taki podciag ng, ze

"‘M> /R —e.
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Zatem

| (2 — 20)"| > K% —e) |z—zo|rk. (4.4)

Jesli |z — z| > R, to liczbe € mozna dobra¢ tak mata aby (1/R — €)|z — 29| > 1. Wowczas
z (4.4) wynika, ze |an, (z — 20)™| > 1, a w konsekwencji nie zachodzi warunek konieczny
zbieznosci szeregu (4.1), wiec szereg ten jest rozbiezny dla |z — zo| > R. ]

Whniosek 4.1
Obszarem zbieznosci szeregu potegowego (4.1) jest koto {z : |z — 29| < R}, gdzie R jest liczba
wyznaczong ze wzoru Cauchy’ego-Hadamarda.

Przyklad 4.2

1. Szereg Y >, 2" jest zbiezny w kole K(0,1) = {z : |z| < 1}, poniewaz

1
limsup {/|a,| = == 1.

n—oo

Jesli |z| = 1, to szereg > - 2" nie jest zbiezny, bo nie zachodzi warunek konieczny
zbieznodci - wyraz 2" = €™® ma modut réwny 1, czyli nie dazy do zera.

2. Szereg > 7| % jest zbiezny w kole K(0,1) = {2 : |z| < 1}, poniewaz

oraz Vn € N ‘Z_Z’ < # (D n% < 00.) Zatem szereg jest zbiezny w kole i na brzegu.

3. Dla szeregu ) >~ ,n"z" promien zbieznosci R = 0, poniewaz

1
limsup {/|n"| = limsupn = oo = —.

n—oo n—oo

Ay

Szereg jest zbiezny tylko dla z = 0.

Twierdzenie 4.7 (Abela)

Jezeli szereg potegowy >~ o anz" jest zbiezny w punkcie z # 0, to jest on bezwglednie zbiezny
w kole K(0,|z1|) = {z : |2] < |z1|} oraz jest zbieiny jednostajnie w kazdym kole K (0, p), gdzie
p < |Zl‘.
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Dowéd.
Poniewaz szereg >~ a,2} jest zbiezny, to zachodzi warunek konieczny zbieznosci, czyli
lim, 00 ap27 — 0. Zatem

dM >0 3IN>0 VYn>N |a,27| < M.
Stad wynika, ze
dM >0 IN>0 Vn>N Vz |z] <|z|= |a2"| <M. (%)

Pokazemy, ze szereg >~ |a,z"| jest zbiezny w K (0, |z1|) = {2z : |2| < |z1]}. Mamy

n

n
anzl oy
21

n

<M|=

1

lan2"| = = |an27| = Mq",

z
2

gdzie q := < 1. Poniewaz ¢ < 1, szereg geometyczny » >~ Mq" jest zbiezny. Korzystajac

z
21
z kryterium poréwnawczego otrzymamy, ze szereg Zzozl a, 2" jest zbiezny bezwzglednie w kole
K(0,[z1]) = {z : [2] <z}

Niech p < |2z1|. WeZmy z takie, ze |z| < p. Wtedy istnieje p; takie, ze p < p1 < |z].

z
T
npPr—
1

n

n
1

< Mp",

janz"| = = |anpl]

gdzie p := < 1, gdzie |a,p}| < M z (*). Zatem z kryterium Weierstrassa szereg » - | a,2"

1
jest zbiezny bezwglednie jednostajnie w kole K (0, p) = {z : |z| < p}.
Zatem w kole K (0,|z1]) = {z : |2| < |z1]} szereg potegowy jest zbiezny niemal jednostaj-

nie. O
Twierdzenie 4.8 (o holomorficznosci sumy szeregu potegowego)

Jezeli promient R zbieznosci szeregu potegowego Y~ a, 2" jest dodatni, to f-suma tego szeregu
jest funkcja holomorficzna w kole K (0, R) = {z: |z| < R} i dla kazdego z € K(0, R)

f'(z) = i na,z""'.

(Szereg potegowy wewnatrz kota zbieznosci mozna rézniczkowaé wyraz po wyrazie).

Dowdéd
Napiszemy szereg pochodnych formalnych

o
E na,z" .
n=1
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o0

Promien zbieznosci tego szeregu jest taki sam jak szeregu » >~ . a,z", poniewaz

n=1
lim sup {/n|a,| = limsup {/|a,|.
n—oo n—oo

Z Twierdzenia Abela wynika, ze szereg 7 a,z" jest zbiezny jednostajnie, w kazdym kole
K (0, p), gdzie p < R. Wezmy z, € K (0, R), gdzie |29| < p < R. Rozpatrzmy iloraz réznicowy

_ > n __.n o0
—f(z) f(z0) = Z an—z 20 _ Z an (z”_1 42" 20+ ... zzg_2 + z(’)‘_l) ,
zZ— 20 0 zZ— 20 "0

gdzie z € K(0,R). Wykazemy, ze otrzymany szereg jest bezwglednie jednostajnie zbiezny
(skorzystamy z tw. Weierstrassa).

lan (2" 7'+ 2" P04 2zl P4 20| < a|nlp) !

jeshi |z| < p. Wezmy p; takie, ze p < p; < R. Wtedy szereg

o0

> anp}

n=0

jest zbiezny, zatem lim,_,. a,p? = 0. Stad istnieje M > 0 takie, ze dla kazdego n € N,
|anpy| < M. Niech ¢ := £ <1 oraz

n—1 n P " 1 M n
lanlng™" < laalnp? (£) = < Zong®,
P PP
Szereg >, %nq" jest zbiezny bo z kryterium Cauchy’ego wynika, ze lim sup,, . +/ %nq” =

q < 1. Szereg > 7, %nq” potraktujemy jako majorante w twierdzeniu Weierstrassa. Stad
szereg

o0
g an (2" 2" P4z TR T
n=0

jest bezwglednie jednostajnie zbiezny w otoczeniu zg, a doktadniej dla |z| < p. Wtedy istnieje
granica tego szeregu dla z — z5. Zatem

Z—20 z — ZO

f'(z0) = lim f2) = flz0) _ 2113210 Z an (2" 2" Pz P ) = Z na,zp .
n=0

n=0

Czyli f jest holomorficzna K (0, R). O
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Whniosek 4.2
Szereg potegowy ma pochodna dowolnego rzedu:

VEeN f®(z) Znn—l (n—k+Da,z""F.
n==k

Otrzymane wnioski mozna uogélnié na przypadek szeregéw postaci >~ a,(z — z0)™.

Twierdzenie 4.9
Jezeli funkcje f mozna przedstawié w kole K (z9,7) = {2z : |z — 20| < 7} w postaci sumy szeregu
potegowego

o0

1) =3~ =),

n=0

to wspotczynniki tego szerequ sq wyznaczone jednoznaczne i okreslaja je wzory

. n=0,12,...

Dowdéd
Wstawiajac do wzoru na szereg za z punkt zy otrzymamy f(z9) = ag. Rézniczkujac wyraz po
wyrazie dostaniemy

f'(2) = a1+ 2as(2 — 20) +3as(z — z)* + ...

Podstawiajac za z = zy otrzymamy, ze f'(zp) = a;. Po n-krotnym zrézniczkowaniu dosta-
niemy, ze
f™(2) = nla, + ay(z — 20) + do(z — 20)% + . ...

Dla z = z, dostaniemy, ze f"(z) = nla,. Stad a, = % H

Uwaga 4.3 (Inne brzmienie powyzszego twierdzenia)
Kazdy zbiezny szereg potegowy jest szeregiem Taylora swojej sumy.

4.4 Funkcje analityczne

Definicja 4.7

Niech D C C obszar, funkcje f : D — C nazywamy analityczng w D < gdy dla kazdego
2o € D istnieje szereg potegowy postaci y .~ a,(z — zo)" zbiezny w kole K (zy,r) C D taki, Ze
f(z)=>0" (2 —20)" dla z € K(z,T).
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Ozn. A(D) oznacza zbiér wszystkich funkcji analitycznych w D.
Z twierdzenia 4.8 wynikaja nastepujace wnioski.

Whniosek 4.3
Zachodzi inkluzja A(D) C H(D).

Whniosek 4.4
Jezeli f € A(D), to f posiada pochodne dowolnego rzedu. (Poréwnaé z wnioskiem 4.2).

Whniosek 4.5
Suma szeregu potegowego jest funkcja analityczna w kole zbieinosci tego szeregu. (Poréwnaé
z twierdzeniem 4.9).

Definicja 4.8
Tloczynem szeregow potegowych >~ o an(z—20)" 1Yo bu(2—20)" nazywamy szereg potegowy

postact
oo

Z(aobn + albn—l + ...+ (lnbo)(z — Zo)n.

n=0

Twierdzenie 4.10 (Cauchy’ego)
Jezeli szeregi Y o o (2 — 20)™ @ Yo o bn(z — 20)" sa zbiezne odpowiednio w kotach K (zy, 1)
i K(z0,72), to ich iloczyn

o0

Z(aobn + albn_l + ...+ anbo)(z — Zo)n

n=0
jest zbieiny w kole K (zy,r), gdzie r = min{ry,ra}.
Bez dowodu.
Twierdzenie 4.11

Jezeli f,g € A(D), to f g€ A(D), fg € A(D).
Bez dowodu.

Przyklad 4.3
1

Rozwina¢ f(z) = ;= w szereg wokot
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(b) 20 =—

[N

zbiezny w kole K(—3, 2).

Uwaga 4.4

Promien zbieznosci szeregu jest wyznaczony przez odleglos¢ punktu zp - Srodka szeregu od
najblizszego punktu nieholomorficznosci.

5 Odwzorowania konforemne
5.1 Interpretacja geometryczna pochodnej zespolonej
Niech I :=< a, f >C R. Funkcje

<a,B>3t— z(t) =x(t) +iy(t) € C
nazywamy funkcja zespolona zmiennej rzeczywiste;j.

Definicja 5.1
Funkcja z(t) jest ciagla w to jesli limy ., z(t) = 2z(to)-

Definicja 5.2
Pochodna funkcji z(t) w punkcie ty € I definiujemy jako granice ilorazu rdéznicowego tzn.

Z(ty) = lim 2 = 2(t) _ ) (x(t) —2(to) | y(t) — y(%)) '

t—to t— to t—to t— to t— to

Zatem 2'(to) = 2’ (to) + i/ (to)-
Definicja 5.3

Rownanie postaci z = zg +at, t € Rya,z € C, a # 0, okresla prosta przechodzacq przez
punkt zo. Kat nachylenia prostej do osi OX jest okreslony przez argument gtowny liczby a.
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Definicja 5.4
Wykres funkcji ciagtej z(t) nazywamy krzywa i oznaczmy symbolem .

Roéwnanie siecznej do wykresu « przechodzacej przez punkty z(tg) i z(¢;) ma postacé

Z(t1) — Z(to)t

. tel.
t —to

z=z(ty) +
Gdy t — tg, to sieczna dazy do stycznej w punkcie zg = z(ty). Stad rdwnanie stycznej w tym
punkcie ma postac
z = z9 + 2/ (to)t,

a argument gtéwny ¢ = Argz'(ty) jest katem nachylenia stycznej do osi Ox.

Niech D C C obszar, f : D — C funkcja holomorficzna, zy € D oraz f'(z9) # 0. Niech
v bedzie tukiem gladkim o réwnaniu z(¢), ¢t € I (tzn. funkcja z(t) jest funkcja klasy C!)
wychodzacym z punktu zg = 2(t9). Wtedy funkcja f przeksztalca tuk v na tuk I' = f(y)

o réwnaniu w = f(z(t)) = w(t) wychodzacy z punktu wy = f(29). Z tozsamosci

w(t) —wlto) _ f(=(t) = f(2(to) 2(t) — 2(t0)
t—t() Z(t)—Z(to) t—to

dla t — to otrzymujemy w'(tg) = f'(2(20))2'(to), wiec styczna do I' w punkcie wy tworzy z
osia rzeczywista kat

O = Arguw'(ty) = Arg (f'(20)7'(t0)) = Argf'(z0) + ¢. (5.1)

Uwaga 5.1

Przy odwzorowaniu holomorficznym w otoczeniu punktu zo takiego, ze f’(zy) # 0, nachylenie
¢ do osi Ox kazdego gladkiego tuku v wychodzacego z punktu zy wzrasta o kat réwny argu-
mentowi pochodnej f(z).

Gdy z — zp, wéwcezas stosunek odleglosci |w — wo| = |f(2) — f(20)| do odleglosci |z — 2|
dazy do |f'(z0)|. Granice tego stosunku czyli | f'(z9)| nazywamy dylatacja odwzorowania f w
punkcie zg.

Uwaga 5.2

Przy odwzorowaniu holomorficznym w otoczeniu punktu zq takiego, ze f'(zp) # 0, kazdy tuk
wychodzacy z punktu zy wydluza sie lub wzglednie skraca sie w poblizu punktu zyp w tym
samym stosunku réwnym dylatacji |f'(zo)|.
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Uwaga 5.4

Niech D C C obszar, f : D — C funkcja holomorficzna, zy € D oraz f'(zy) # 0. Niech
styczne do krzywych gtadkich v, v, wychodzacych z punktu 2z, maja katy nachylenia rowne
odpowiednio ¢1, ¢y. Definujemy I'y = f(v1),'s = f(72). Poniewaz f jest funkcja holomor-
ficzna w D, to 'y i I’y sa krzywymi gladkimi. Kat nachylenia stycznej do krzywych 'y, 'y w
wo = f(20) oznaczmy przez ®;, ;. Wtedy

Dy — &y = (Argf'(z0) + ¢2) — (Argf'(20) + 1) = 2 — ¢1. (5.2)

Definicja 5.4
Katem miedzy krzywymi gladkimi v, 1 o wychodzacymi z punktu zo nazywamy kat skierowany
miedzy miedzy stycznymi do krzywych v1 © o w punkcie 2.

Whniosek 5.1

Z Uwagi 5.4 wynika, ze jesli f'(zy) # 0, to odzworowanie holomorficzne f zachowuje kat
miedzy krzywymi gtadkimi w malym otoczeniu tego punktu tzn. kat skierowany miedzy ob-
razami krzywych jest taki sam jak kat skierowany miedzy krzywymi.

5.2 Interpretacja geometryczna réwnan Cauchy’ego-Riemanna

Niech f(z) = u(x,y) + iv(x,y) bedzie funkcja holomorficzna w obszarze D C C. Rozpatrzmy
rodziny krzywych u(z,y) = c,v(z,y) = ¢, gdzie ¢, oznaczaja stale rzeczywiste. Wezmy
punkt zg w ktérym pochodna f'(z9) # 0. Styczne do wykresu tych krzywych opisuja sie
rownaniami

(20, Yo) (2 — 20) + 1y (20, %0) (Y — Y0) = 0 vy (20, Yo)(x — 20) + v, (20, Y0) (¥ — Yo) = 0. (5.3)

Na mocy rownan Cauchy’ego-Riemanna mamy, ze

w, (0, Yo )V, (T, Yo) + U;(fﬂmyo)”;(xo’yo) = 0. (5.4)

To oznacza, ze styczne sa prostopadlte. Aby to zobaczy¢ sprébujemy rozwikta¢ réwnanie
u(r,y) = ¢ w otoczeniu (7o, yo). Poniewaz f'(20) # 0, to u,(zo,y0) # 0 lub v (zo,y0) # 0.
Jesli w; (zo,90) # 0, to z twiedzenia o funkcjach uwikltanych réwnanie u(z,y) = c opisuje
fukcje uwiktana y4(x) oraz u,(zo, yo) + u, (%o, Yo)ya(ve) = 0. Stad

_u;c(an Yo)

%(900, %) (55)

Ya(zo) =
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Analogicznie jesli v, (o, yo) # 0, to z twiedzenia o funkcjach uwiktanych réwnanie v(x, y) = ¢
opisuje fukcje uwiklana yg(z) oraz v, (o, yo) + v, (2o, yo)y(ze) = 0. Stad

_UIx<I07 yO)

%(foa Y) (56)

yp(xo) =

Z réwnan (5.5) i (5.6) wynika, ze

st = (S () =~ Glean) (3

5.3 Odworowania konforemne

Niech D C C zbiér otwarty, f € H(D). Funkcje f(z) = u(z,y)+iv(x,y) mozemy potraktowac
jako odzworowanie rzeczywiste

(@,y) = (u(z,y),v(z,y)).
W punkcie 2y € D rozpatrzmy odwzorowanie styczne
[Az, Ay] = [Au, Av],

gdzie Ax =1 —xo, Ay =y — yo, u — ug = Au = %(mo,yO)A:c + 3—;(:60, Yo)Ay, Av =v — vy =
%(xo, Yo)Ax + g—Z(IO, yo)Ay. Odwzorowanie styczne do f w punkcie zp mozemy tez zapisaé
w postaci zespolonej

of of o
w — Wy = 5(2’0)(2’ —z9) + %(ZO)(Z — 20),

gdzie wy = f(z0) = ug + ivy. Jakobian tego przeksztalcenia wyraza sie wzorem

of
0z

2

2 of

O(u,v) Oudv  Oudv _|of
N 0z

/= d(x,y) Oxdy OJyox

Definicja 5.5
Odwzorowanie holomorficzne f nazywamy konforemnym w punkcie zy, jesli zachowuje kat
skierowany miedzy dowolnymi krzywymi wychodzacymi z punktu zg.

Definicja 5.6
Odwzorowanie holomorficzne, ktore jest réznowartosciowe i konforemne w kazdym punkcie
obszaru D nazywamy konforemnym w D.
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Twierdzenie 5.1
Odwzorowanie holomorficzne f jest konforemne w punkcie zy wtedy i tylko wtedy,

gdy f'(z0) # 0.

Dowdéd

Implikacja < zostala juz udowodniona (patrz wniosek 4.1).

=. Przypusémy, ze f'(z9) = 0. Rozpatrzmy dwa wektory Az; = z—zp = 1 oraz Azy = z—zy =
i. Wektory te sa prostopadle (Azy = iAz). Odworowanie styczne Az — Aw w punkcie zg
przyjmuje wartos¢ Aw, = %(2’0) + %(zo) =0 jesli Az =1 oraz Awy = %(zo)i + %(zo)i = 0.
dla Az = i. Poniewaz wektory Az; = 11 Azy = i sa prostopadle, a f zachowuje katy w
2z = zp, zatem wektor Aw; = 1 jet prostopadly do wektora Aw,. Tymczasem wektory Aws
i Aw; sa zerowe, zatem nie mozna zdefiniowa¢ kata miedzy nimi, co przeczy zatozeniu, ze f

jest konforemne. O]

Uwaga 5.5
Zalozenie, ze f'(zg) # 0 jest istotne.

2

Dowod
Rozpatrzmy funkcje f(z) = 2 oraz krzywa 11 = {2z : o = t,y = 0,t € RT} U {0} iy =

{z = re'i, r € Rt} U {0}.; Kat w z, miedzy 71 i 72 wynosi §. Obrazem 7, jest v, zas
f(ye) = {z = re*s = re'2, r € RT}. Zatem kat miedzy obrazami krzywych v i v w

punkcie wo = f(20) = 0 wynosi 7, czyli f nie zachowuje katéw w 2o = 0. O

Whniosek 5.2
Jezeli funkcja f jest réznowartosciowa i holomorficzna w obszarze D oraz dla kazdego z € D,
f'(z0) # 0, to f jest konforemne w D.

Definicja 5.7

Odwzorowanie postaci f(z) = aztb

=i ad —bec #0, a,b,c,d € C nazywamy homografia.

Przyjmujemy, ze f(oo) = ¢ f(—%l) = 00. Odzworowanie odwrotne do f(z) jest takze homo-
grafia tzn.
_dw—=10

a—cw

fH(w)

Twierdzenie 5.2 (o konforemno$ci homografii)
Homografia jest konforemnym przeksztatceniem C na C.

Dowéd
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Latwo sprawdzi¢, ze homografia jest réznowartosciowa. Policzymy pochodna homografii.

a(cz +d) —claz +b)  ad—
(cz+ d)? ~(ez+ d)

f'(z) = #0 dla ze€C-— {——}
Zatem homografia jest konforemnna w C — {—%}. Zanim skoniczymy dowod podamy jeszcze
kilka definicji.

Definicja 5.8

Kat w punkcie co miedzy krzywymi v, @ vo defintujemy jako kat miedzy obrazami krzywych I'y
1 Iy przy przeksztatceniv z — Z = % w punkcie Z = 0.

Pokazemy, ze homografia jest konforemna w z = —¢. Wiemy, ze f(—%) = oo. Niech 7 i
7, beda krzywymi przechodzacymi przez —2. Wtedy ich obrazy I't = f(71) i 2 = f(72)
beda krzywymi przechodzacymi przez oo. Kat miedzy I'y i I's jest réwny katowi miedzy
krzywymi I'], I'}, ktore sa obrazami I'y i I'y przy odwzowowaniu W = i, gdy W = 0. Zatem

W(z) = f(lz) = et Stad

dW  claz+0b)—a(cz+d) cb—ad
dz (az + )2 ~ (az+b)?

Zatem dla z = —g, w’ (—%) # 0, czyli homografia jest w tym punkcie konforemna.

Pozostaje sprawdzi¢, ze homografia jest konforemna w co. Wtedy rozpatrujemy

H(z):fG) _atbz

c+dz

w punkcie z = 0. Stad

dH  b(c+dz) —d(a+bz) cb—ad
dz (c+ dz)? ~ (c+d2)?

Zatem dla H'(0) #0oilec# 0. Dlac=0 mamy przekszta}cenie liniowe f(z) = az+b,a # 0.

W tym przypadku rozpatrujemy F'(z) = f(l/ . Wtedy 42 = e #0dlaz=0. O

Twierdzenie 5.3
Zbior przeksztalcenn homograficznych tworzy grupe nieabelowq z dziataniem sktadania prze-
ksztatcen.

Definicja 5.9 -
Okregiem na plaszczyznie domkniete) C nazywamy okrag na pltaszczyinie otwartej lub prostq.
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Twierdzenie 5.4
Homografia przeksztatca okregi na C na okregi na C.

Dowod
Przedstawimy homografie jako superpozycje trzech przeksztalcen.
az+b a ad — bc B
YT erd e c(ez+d) +z—D 39520

e [, :z— z— D - translacja,
o [or:z— % - inwersja (szczegdlny przypadek homografii),
e L3:z— A+ Bz - zlozenie translacji i obrotu (ewentualnie jednokladnosci gdy B € R.)

Translacja L; przeksztatca okregi na okregi i proste na proste.

Zlozenie translacji i obrotu ma tez taka wtasnosc.

Zostalo do pokazania, ze inwersja przeksztalca okregi na C na okregi na C.
Napiszemy ogélne rownanie okregu:

v a(z? +y?) 4 fro + By + 5 = 0.
Wstawimy

24z 2= Z
2 9 y_

Tr =

do rownania okregu. Wtedy otrzymamy:
yia(z2)+ 02+ 02+5=0,

gdzie § = £(B1 — if2),0 = (81 + if2). Przeksztalceniem odwrotnym do inwersji w = 1 jest
tez inwersja z = i W miejsce z wstawimy do réwnania okregu z = i Stad

11 1 -1

a (—7> +0—+4+0=+0=0.

w w w w

Mnozac stronami przez ww dostaniemy

a + 0w + 6w + Sww = 0.

Jest to réwnanie okregu. O]

Definicja 5.10
Duwa punkty p i q sa symetryczne wzgledem okregu {z : |z — zo| = r}, jesli

1. p # 20, ¢ # 20, D,q leza na jednej potprostej wychodzacej z 2o tj. Arg(p — z) =
ATg((] - 20)7
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2. |p— 20llg — 20| = r*

7 tej definicji wynika, ze punktem symetrycznym do zy jest oo.

Twiedzenie 5.5 -
Homografia przeksztatca punkty symetryczne wzgledem okregow na C na punkly symetryczne
wzgledem ich obrazow.

Problem 1
Mamy dane przeksztalcenie f i obszar D. Znalezé obraz f(D).

Problem 2
Dane sa dwa obszary D; i D,. Znalezé przksztatcenie konforemne z Dy na Ds.

Przyklad 5.1
Wyznaczy¢ wszystkie homografie, ktére przeksztalcaja D = {z : Imz > 0} na kolo D(0,1).

Wybierzmy punkt a taki, ze Ima > 0. Punktem symetrycznym do niego wzgledem brzegu,
czyli osi OX jest punkt a. Szukana homografia musi przeksztalci¢ punkt a na punkt nalezacy
do D(0,1). Mozemy przyja¢, ze f(a) = 0. Wtedy homografia f punkt a musi przeksztalcié na
punkt symetryczny wzgledem 0 czyli na co. Zatem f(a) =0, f(a) = oo. Stad mozemy napisaé
f(2) = k*=2 Pokazemy, ze k = €!*. Poniewaz f przeksztalca o§ OX na okrag jednostkowy,

zZ—a

to |f(1)] = 1. Korzystajac z tego dostaniemy 1 = |f(1)| = |k||1=2|. Nalezy zauwazy¢, ze

z—a=2Z—a, wiecl—a=1-a. Stad t—g| = 1 i w konsekwencji |k| = 1, czyli k = €.
Szukane homografie maja nastepujaca postaé
z—a

f(z)=eY"—, Ima>0, ¢cl0,2m).

zZ—a

Twierdzenie 5.6 (Riemanna dla odwzorowan konforemnych)
Jezeli:

1. D 1 D" obszary jednospdjne takie, ze brzeg kazdego z nich zawiera co najmniej 2 punkty,
2. z0 € D, wy € D' dowolne punkty; ¢ € [0, 2m).

Wowczas istnieje doktadnie jedno przeksztatcenie konforemne, ktore odwzorowuje obszar D na

D’ i takie, Ze f(z9) = wo, Argf'(20) = ¢.
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6 Caitka z funkcji zespolonej

6.1 Calka z funkcji zespolonej zmiennej rzeczywistej

Definicja 6.1
Niech < «a, f > C R. Dana jest funkcja zespolona ograniczona zmiennej rzeczywistej

<a,B>3t— f(t) =u(t) +iv(t) € C.

Wezmy podzial normalny odcinka < o, > tzn. a =ty < t; < ty...t, = (3, obierzmy w
kazdym przedziale punkt 0; €< t;_;,t; > i utwérzmy sume catkowa

Sn:Zf<9j)(tj_tj—1)a n = 1,2,...
j=1

Jezeli dla kazdego normalnego ciagu podzialow przedzialu < o, 8 > ciag sum czesciowych (Sy,)
jest zbiezny do tej samej granicy, niezaleznej od wyboru punktow 0, to granice te nazywamy
catka funkcjyi zespolonej f po odcinku < o, f > C R i oznaczamy

/a " o,

Sume calkowa S, mozna zapisa¢ jako sumy catkowe czesci rzeczywistej i cze$ci urojonej
funkcji f tzn. jako

Sn = ZU(QJ)(t] - tj—l) + 1 Zv(@)(t] - t]’_l), n = 1, 2, ce
j=1 j=1
Poniewaz lim,,_,, 5, istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja granice ciagu sum czesciowych
odpowiadajacych czesci rzeczywistej u(t) i czedci urojonej v(t), zatem

Uwaga 6.1
Funkcja f(t) = u(t) + iv(t) jest calkowalna na przedziale < o, f > wtedy i tylko wtedy, gdy
funkcje u(t) i v(t) sa calkowalne na przedziale < «, 8 > oraz

/j F(t)dt = /ju(t)dt i /jv(t)dt.

1. Jezeli funkcja f(t) jest ciagta w przedziale domknietym (lub ogdlniej: ograniczona i
majaca skonczona ilo$¢ punktéw nieciaglosci) to jest calkowalna na przedziale < «, § >,
poniewaz wtedy funkcje u(t) i v(t) sa catkowalne na przedziale < a, § >.

Wilasnosci
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2. Jezeli v € (a, B) to

Llﬁf@ﬁﬁziévf@yﬁ+:ﬁﬁf&yﬁ

3. Jezeli funkcja f(t) jest caltkowalna, to jej modut jest funkcja catkowalna oraz

wﬂséﬂWWt

4. Jezeli funkcja f(t) jest ciagla w przedziale < «,f >, to funkcja F(t) zdefiniowana
wzorem

/f ds, te<a,f>

jest funkcja pierwotna funkcji f(¢) tzn. F'(t) ma pochodna F'(t) = f(t) okreslona w
calym przedziale < o, > .

5. Jezeli funkcja F(t) jest funkcja pierwotna funkeji f(t) w przedziale < a, f >, to
B
[ 1t0it=F) - Pl
Przyklad 6.1

Funkcja f(t) = (a + it)™ ma funkcje pierwotna réwna (Z‘Z:_fl + C, stad

/01(“ Fit)'de = {(i(z i):ﬂ; = (?(: -? Sl - Z-<anl>-

Przyklad 6.2
Funkcja f(t) = et

it 1 i
/1et+itdt: et it _ o1+ B 1
0 L+ily 140 1+id
Przyklad 6.3

Funkcja f(t) = sin(at +b), a # 0 ma funkcje pierwotna réwna —=cos(at 4 b) + C.
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6.2 Calka z funkcji zespolonej zmiennej zespolonej

Definicja 6.2
Niech < a, 8 > C R. Krzywq kawatkami gtadka nazywamy obraz funkcji

z:<a,f>>t— z(t) € C,
jesli z(t) jest klasy C* poza skoriczona iloscia punktow t; €< o, >, t; #t;, 4,7 =1,...n.
Definicja 6.3 o
Niech dana bedzie krzywa kawatkami gtadka K = AB parametryzowana funkcja
z:<a,f>>t—2(t) e K CC,

gdzie A = z(a), B = z(f). Niech D C C obszar, f : D — C funkcja zespolona ograniczona,
K C D. Chcemy zdefiniowaé [, f(z)dz. Okreslamy kolejno:

podziatl normalny odcinka < o, 5 > tzn. a =ty <ty <ty...,t, =0,

podzial tuku K na tuki zZz—1z, k=1,...,n, gdzie z;, = z(tx),

na kazdym tuku wybieramy dowolny punkt (, € Zx_12x, Azi = 2k — 2k—1,
- tworzymy sume catkowa S, = >, f(Ce)Az.

Jezeli dla kazdego normalnego ciagu podziatow przedziatu < «, > ciag sum czeSciowych (S,,)
jest zbiezny do tej samej granicy, niezaleznej od wyboru punktow (i, to granice te nazywamy
catkq funkeji f wzdbuz tuku K i oznaczamy [, f(z)dz.

Twierdzenie 6.1 (o zamianie calki z funkcji zespolonej na catke oznaczona)
Jezeli f jest ciagla na krzywej kawatkami gltadkiej AB parametryzowany funkcja z = z(t),
te<a,B >, to

B
[t = [ w0 (6.1

Dowdéd

Niech K = AB. Najpierw zakladamy, ze AB bedzie krzywa gladka. Wtedy istnieje pochodna
2/(t) 1 jest funkcja ciagla na odcinku < «a, f >. Zatem calka po prawej stronie (6.1) istnieje.
Jej sumy calkowe maja postac

on = [(2(00)7 (On)(tk — tror), Ok € [toor,ta] k=1, .
k=1
Niech s,, oznacza sume catkowsa catki [ f(2)dz,

Sp = Zf((k)AZk, 2k = Z(tk)a G == Z(ek) € Zh_12k, Az =2 — 251

k=1
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Rozwazmy roznice s,, — o,,.

n

sn— 0w = [F(G) Az = f(2(05)2 (0k) (b — tr-1)]

k=1

- Z [f(gk)M — f(Ck)z/(Gk) (tk — tk—l)‘

by — th—
Niech
Rk — Rk—1
O 1= ——— — 2(6).
by — tp—1 (6)

Poniewaz f jest ciagla na K = AB, to 3M = supyz | f(2)|. Zatem

|50 — oul <Y M2 (0k) + 6k — 2/ (0| [tx — tia .
k=1

Poniewaz funkcja 2/(t) jest ciagta na [« 5], to jest takze jednostajnie ciagta czyli

Ve>0 36>0 Vit |t—t|<d = [Z(t)—2{) <e

Mozemy, zalozy¢, ze dokonujemy takiego podziatu normalnego aby |tx — tx_1| < 6. Wtedy

|0k < €. Zatem
|Sp, — on| < Me(f — a).

7 dowolnosci € wynika, lim,, . 8, = lim,_. 0,. Zatem istnieje calka fﬁ f(2)dz i réwna sie
calce [ aﬁ f(2(t)2'(t)dt. Gdy AB jest krzywa kawalkami gladka, to catka [ f(2)dz jest suma

skonczonej ilosci catek wdtuz gtadkich krzywych.

Whniosek 6.1

1. Jezeli funkcje f, g sa catkowalne wzdtui K = AB, liczby a,b € C, to kombinacja liniowa
af 4 bg jest catkowalna wzdtuz K oraz [ [af(z) +bg(2)]dz = a [, f(2)dz+b [, g(z)d=z

(liniowo$¢é)
2. Joz f(2)dz = — [5 f(2)dz.

Dowdd

Jesli funkcja z(t),t €< «, 8 > opisuje parametryzacje krzywej AB, to zamiana zmien-
nych z; : t — 2(t) = z(a + f — t) wyznacza orientacje przeciwna krzywej K od punktu

B do punktu A. Wtedy

B B
mf(z)alz = /a f(z1(2))z (t)dt = —/a f(()2 (t)dt = — | f(2)dz.
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3. jesli C € AB to [45 f(2)dz = [55 f(2)dz + [z5 [(2)dz.

4| 55 f(2)dz| < Jaz|f(2)||dz| < ML, gdzie M = supyp|f(2)|, L = |AB|- dlugos¢ tuku.

Dowdéd
8 B
fe)tz| = | [ rem) i) = [ em) o
E (0% (0%
dla pewnej liczby ® € R. Poniewaz powyzsza calka jest liczba rzeczywista nieujemna,
to 5
f(z)dz| = / Re (e " f(2(1))2(1)) dt‘ :
AB a

Poniewaz dla funkcji rzeczywistych |ffg(t)dt| < fj lg(t)|dt oraz |Rez| < |z|, zatem

(z)dz

< /AB|f(Z)||Z’(t)dt| - /|f<z>||dz|-

]
AB AB

Przyklad 6.4 o
Obliczy¢ |5 zdz, gdzie AB = {2(t) =t +it, t €< 0,1 >}. Wtedy 2/(t) = 1 +i. Zatem

/zdz = /Ol(t —it)(14+d)dt = (1 —i)(141) /01 tdt = 1.

AB

Przykiad 6.5
Obliczy¢ [, , zdz, gdzie L = {z(t) =1, t €< 0,1 >}, Ly = {2(t) = 1 +it, t €< 0,1 >}.

1 1
1
/ zdz:/zder/ Zdz:/ tdt+/ (1—2’t)z'dt:§+[i(t—it2/2)];:1+i.
LULy L Ly 0 0

Przyklad 6.6 (podstawowy)
/ (z — 20)"dz,
K

Obliczy¢
gdzien € Z, K = {2z : |z — 20| = r} (inny zapis okregu K = {2 : 2 = zy + re', t €<0,2m)}).

2 2
/ (2 — 20)"dz = / rremtrettidt = r"“z’/ gt
K 0 0

2w
/ (z — z0)"dz = z/ dt = 2mi.
K 0
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Dlan # —1

pi(n+1)t 2m il
/ (2 — 29)"dz = r"t1i | - = (e th2m — %) = (.
K iln+1)], n+1l

Definicja 6.4
Niech D C C obszar, f : D — C funkcja zespolona. Funkcje holomorficzng F @ D — C
nazywamy funkcjq pierwotng funkcji f w obszarze D wtedy i tylko wtedy, gdy dla Vz € D,

F'(z) = f(2).

Uwaga 6.2
Jesli F i Fy sa funkcjami pierwotnymi funkcji f, to F} — Fo=const.

Twierdzenie 6.2 (o istnieniu funkcji pierwotnej)
Jezeli [ jest ciagla w kole D = D(zy,r) i dla kazdego trdjkata A C D

F(2)dz = 0,
A+
to funkcja F(z) = f; f(Q)dC jest funkcja pierwotna funkcji f w D.
Wazne: w powyzszym twierdzeniu catkujemy po podcinku taczacym punkty 2o i z. W dal-

szych wyktadach symbol F(z) = fzzo f(¢)d¢ bedzie oznaczaé, ze catkujmy po dowolnej krzywej
laczacej oba punkty.

Dowéd
Niech z bedzie dowolnym punktem z obszaru D = D(zg,r). Definiujemy funkcje

ﬂ@:/3ma,

catkujemy wzdhuz odcinka taczacego zp i z zawartego w D. Niech h bedzie tak male aby
odcinek laczacy z i z + h byl zawarty calkowicie w D. Suma odcinkéw laczacych zg i z + h,
z+ h iz oraz z i 2y tworzy krzywa gladka poza skonczona iloscia punktéow. 7 zalozenia
wynika, ze

z+h z 20
/ F(O)C + ﬂ@xﬁ/f@@:o
20 z+h z
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Stad o
F(z+h) - F(z) = Mﬂwm:/ £(0)dc

F(z+h)—F(z) 1 [**
-5 o

h
2 L[ SO = F(2)1C
Gy AN (GO - (+

/:M[f(C) - f(z)]dc‘ < /:M 1£(C) = f(2)]]dc].

Poniewaz f jest ciagla, to

Ve>0 36>0 [(—z|<d=|f({)—f(2)] <e

Wstawiajac to oszacowanie do poprzedniej nierownosci otrzymamy, ze

l[MWO—ﬂMMqu

Tutaj i w (*) korzystamy z zalozenia, ze punkty z i z 4+ h taczyl odcinek (stad jego dlugosé

jest réwna h). Zatem

F(z+h)— F(z)
h

Przechodzac do granicy otrzymamy, ze

F(z) = }ng(l) F(z + h})L — F(z) ~ f2).

Stad F'(z) = f(z). O

Twierdzenie 6.3 (lemat podstawowy rachunku catkowego) B
D cC C, D-obszar, K = 0D jest suma skoriczonej ilosci odcinkdw i tukéw okregow, f € H(D).

Wtedy
/ f(z)dz = 0.
K

Dowdéd

a) Zalozmy, ze A C D jest tréjkatem, K = OA jest zorientowany dodatnio. Podzielimy
tréjkat A na 4 przystajace tréjkaty Agl), A&Z), A§3), A§4) o brzegach zorientowanych dodatnio,
ktére oznaczymy przez KP, Kf), K}s), K§4).
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Wtedy
/Kf(z)dz = /Kf) f(z)dz+/z<§2> f(z)dz%—/K}S)(z)dz—l— e f(2)dz,

bo calki wzdhuz wspdlnych brzegéw znosza sie. Wsrod tréjkatow Agi),z' = 1,2, 3,4 istnieje

Al iy e {1,2,3,4} taki, ze
/ f(z)dz / - f(2)dz].
K K\
Dzielac Agil) znowu na 4 przystajace tréjkaty Ag), i € {1,2,3,4} znajdziemy wsrdod nich AS’?)

taki, ze
RCLEE
K;IQ)

Postepujac tak dalej dostaniemy ciag tréjkatow A ('Ag), Aﬁlg), Aﬁf), n € N, z ktérych kazdy
jest 1/4 poprzedniego. Niech d,, oznacza dhugosc K. Wtedy d,, = 1d, 1. Stad d, = £.

Niech zg € 2, A" Poniewaz f € H(D), to

<4

<4

f(z)dz

K§i1)

Ve>0 36>0 |z—2] < i‘%—f’(zo)
— 20

< €,

czyli f(2) = f(20)+f'(20)+n(2)(2—20), gdzie n(z) w kole {z : |z— 2| < §} spelia nieréwnosé
In(z)| < e. W tym kole leza wszystkie tréjkaty poczawszy od pewnego n = N. Zatem dla
n>N

/Kw J(2)dz = /Kgn) f(z0)dz + /K o ) = 20} + /K 1= 20)z

Dwie pierwsze calki po prawej stronie réwne sa zeru (korzystamy z przyktadu 6.6 (podsta-
wowy) dobierajac odpowiednio n=0 i n=1), za$

/ n(z — z9)dz
K

bo |z — 29| < d,,, a droga catkowania ma dtugos¢ d,,. Zatem

/K f(2)dz /K o TN

Z dowolnosci € — 0 wynika, ze [, f(2)dz

< / il — zolldz] < e,
KSL’Ln)

2
< 4”6d— = ed’.

S 4" 22n

Il
e
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Zalozmy, ze K jest suma bokéw wielokata zorientowanego dodatnio. Dzielimy wielokat
na tréjkaty przekatnymi. Wtedy catka po brzegu wielokata jest suma calek wzdluz brzegow
tréjkatow. Zatem z poprzedniego kroku catka bedzie rowna zeru.

Ogéblny przypadek. Sprowadzimy go do przypadku poprzedniego. W n-tym kroku wy-
bierzmy na konturze K punkty z; oraz dyski Dy = {z : |z — 2| < 7}, k = 1,...,n dla
pewnego 7 tak aby funkcja f byta holomorficzna na D, := Dy U |J;_, Dy, gdzie D, to
obszar t.ze 0Dy = K. Tworzymy ciag sum catkowych I, = > f(Go)(zk — zx-1), gdzie
Cr € Zk—12K, n € N. Wtedy I, — fK z)dz. Wybierzmy n takie, ze

< 16. (6.2)

/K f(z)dz — I, 5

Gdy n jest dostatecznie duze, to dlugosci odcinkéw Zizxy1 sa dowolnie male i tamana I',, o
wierzchotkach w punktach zy,..., z, lezy calkowiecie w obszarze D,.

Mozemy przy tym zalozy¢, ze zachodzi nieréwnos¢ | f(z) — f(Cr)| < 53, gdzie d oznacza diugosé
konturu K tzn. d = |K|. Policzymy catke z f wzdhiz tamanej T,,.

f(z)dz = Z/Zk f(2)dz
I'n k=1 Y Zk—1

Niech n(2) :== f(z) — f((k). Wtedy z jednostajnej ciagtoéci f wynika, ze dla duzych n,

()l < 5

Wtedy
/fdz—Z/ flz dz-Z/ Ck+nkdz:ln+§/z::nk.

48



Zatem

& * € €
NSRS | me < 53— anl < 5,
k=1 |7 21 k=1
bo dlugos¢ |I',,| < d. Stad iz (6.2) otrzymamy, ze
f(z)dz —/ f(z)dz| < f(z)dz —I,,| + (2)dz — I,| <e.
K r, K

Poniewaz fr (z)dz = 0 z poprzedniego kroku, to modutl z calki ‘ S f (z)dz‘ jest dowolnie
maly. Zatem catka [, f(z)dz=O0. O

7 Twierdzenia 6.2 i Twierdzenia 6.3 wynika nastepujacy wniosek.

Twierdzenie 6.4
Jezeli f € H(D), to w kazdej kuli D(z9,7) C D funkcja f ma funkcje pierwotng F(z) =
fzzo f(Q)d¢, gdzie z € D(zg,1), catkujemy po odcinku taczacym zo i z.

Twierdzenie 6.5
Jezeli F € H(D) ijej pochodna f € C(D), wtedy dla kazdego kawatkami gltadkiego tuku K C D
o koricach z1, zo zachodzi

/K F(2)dz = F(z) — F(2).

Dowéd
Poniewaz zakladamy, ze pochodna funkcji F’ jest funkcja ciagla, to mozemy skorzystaé z
twierdzenia o zamianie calki z funkcji zespolonej na catke oznaczona. Zatem

8 8 qF(»
/Kf(z)dz = /KF’(z)dz = / F'(2(t))2'(t)dt = / Wdt = [F(z()]?
= F(2(8)) — F(2(a)) = F(z2) = F(z).

O
Whniosk 6.2
1. Przy zalozeniach powyzszego twierdzenia [, f w f(2)dz =0, gdzie K krzywa zamknieta.
2. Przy zalozeniach powyzszego twierdzenia catka f « J(2)dz nie zalezy od drogi calkowania

w obszarze D.

Dowdéd pierwszego wniosku jest oczywisty.
Aby dowiesc drugi potaczmy punkty z1, 2o krzywymi K, K5 i obierzmy na nich zwrot od z;
do z3. Wtedy

0= / f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz = f(z)dz — f(2)dz
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Stad
f(z)dz = f(z)dz.
Ky Ky

Uwaga 6.3
Zalozenie holomorficznosci funkcji F' w obszarze D jest istotne.

Przyklad 6.7

Niech f(z) = % Jej funkcja pierwotna jest funkcja F'(z) = Lnz.

Niech D; bedzie ograniczonym obszarem takim, ze 0 ¢ D,, Ky = 0D;. Wtedy f €
H(D) za$ f(z) = F'(2) jest funkcja ciagla w D. Zatem [, f(z)dz = 0. Jedli natomiast
Dy = {z : |z| < 1}, to F(z) nie jest zdefinowana w zerze czyli F ¢ H(D;), za$ calka

i 2 .
J Ly = [T e ttettidt = [ dt = 2mi.
|z|=1 = 0 0

7 Twierdzenia i wzory calkowe Cauchy’ego

Definicja 7.1
Duwie krzywe K, Ko parametryzowane odpowiednio funkcjami

21:<0,1 >3t 2(t) € K1 20:<0,1 >3t 2(t) € Ky
o wspolnych poczatkach i koricach z1(0) = 23(0) = A, 22(1) = 25(1) = B nazywamy homo-

topignie réwnowaznymi (homotopijnymi) w obszarze D, jesli istnieje ciagle przeksztatcenie
H(s,t):<0,1>x<0,1>3(s,t)— H(s,t) €D

(1) H(0,t) = z(t) H(1,t) = z(t), tel,
(2) H(s,0)=A H(s,1)=B, sel.
Jezeli krzywe Ky i Ky sa zamkniete, to warunek (2) w definicji homotopi zastepujemy warun-

kiem

(2) H(s,0)0=A H(s,1)=DB, sel.

Relacja homotopijnej rownowaznosci krzywych jest relacja réwnowaznosci. Dzieki temu
wszystkie krzywe w obszarze D majace ten sam poczatek i koniec lub wszystkie krzywe za-
mkniete mozna podzieli¢ na klasy krzywych homotopijnych. Wérdd nich wazna role odgrywa
klasa drég homotopijnych z punktem.

Definicja 7.2
Obszar D C C nazywamy jednospojnym, jesh kazda krzywa zamknieta K C D jest homoto-
pyna z punktem. W przeciwnym przypadku mowimy, Ze obszar jest wielospojny.
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Definicja 7.3
Krzywa kawatkami gtadka, zamknieta i bez samoprzecieé oraz zorientowang dodatnio wzgledem
obszaru, ktorego jest brzegiem nazywamy konturem.

Twierdzenie 7.1
Jezeli funkcja f € H(D) a krzywe kawalkami gtadkie K1, Ko C D o wspdlnych korcach sa
homotopijnie rownowazne w D, to

(2)dz = f(2)dz.

Ky Ko

Bez dowodu. Wynika stad, ze warto$¢ calki zalezy nie od krzywej ale od klasy
homotopii krzywej.

Whniosek 7.1
Jezeli funkcja f € H(D) a kontury K1, Ko C D sq homotopijnie réwnowazne w D, to

f(z)dz = f(z)dz.
K Ky

Twierdzenie 7.2 (podstawowe twierdzenie Cauchy’ego)
D C C, D-obszar jednospdjny, f € H(D). Wtedy dla kazdego konturu K C D

/K f(z)dz=0.

Twierdzenie to w wynika z zalozenia, ze obszar jest jednospdjny oraz z twierdzenia 7.1.

Twiedzenie 7.3
D C C, D-obszar, f € H(D). Wtedy dla kazdego konturu K C D homotopijnego w tym

obszarze z punktem
/ f(2)dz =0.
K

Dowod

Poniewaz kontur K jest homotopijnie réwnowazny punktowi nalezacemu do D (oznaczmy ten
punkt przez zp), to mozna zdeformowac homotopijnie K do konturu K lezacego w dysku
D(zp, 1) zawartym w D. Poniewaz dysk jest obszarem jednospéjnym, zatem z twierdzenia 7.2
wynika, ze calka po konturze K; zeruje sie. Z wniosku 7.1 wynika teza. O]
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Uwaga 7.1 )
Twierdzenie 7.3 daje sie uogélni¢ na przypadek gdy f € H(D) i f ciagla na D. Reszta zalozen
i teza pozostaja bez zmian.

Twierdzenie 7.4
Kazda funkcja f holomorficzna w obszarze jednospojnym D ma funkcje pierwotna w tym ob-
szarze.

Dowéd

Wykazemy, ze w D catka funkcji f wzdluz krzywej niezamnknietej nie zalezy od wyboru tej
krzywej i jest calkowicie okreslona przez jej poczatek i koniec. Istotnie niech K; i Ky beda
dwiema krzywymi lezacymi w D o poczatku w A i konicu B. Niech K, oznacza krzywa
zorientowana przeciwnie do K,. Wtedy K7 U K, jest krzywa zamknieta. Z wlasnosci calki
wynika, ze

| e[ sede- [ fea
KUK} K1 Ko

a na mocy twierdzenia 7.3 catka wzdluz krzywej zamknietej jest rowna zero. Ustalmy teraz
punkt zyp € D, z jest dowolnym punktem z obszaru D. Niech

F(z) = / T FO)C,

catkujemy po dowolnej krzywej kawatkami gladkiej zawartej w D, laczacej punkty 2y i z. Dalej
postepujemy tak jak w dowodzie twierdzenia 6.2. O

Twierdzenie 7.5 (uogdlnienie tw. Cauchy’ego dla obszaréw wielospdjnych)
Domkniety obszar n-spojny mozna przedstawié jako

n—1

D = (DyUKo)\ | D

i=1

gdzie Yi # j, D;ND; =0, Yi D; C Dy, 0D; = K;,1=0,...,n— 1, K;-kontury dodatnio
zorientowane wzgledem D;. Jezeli f jest holomorficzna w D i na jego brzegu, to

i f(z)dz = i/K.f(z)dz.
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Dowdéd

Dowéd podamy dla obszaru 2-spdjnego. Podzielimy obszar D na dwa obszary jednospéjne
A1, Ay krzywymi Ly, Ly taczacymi kontury Ky i K;. Niech I';, oznacza brzeg obszaru A;, i =
1,2. Jest to krzywa gladka poza skoriczona liczba punktéw. Dla takich krzywych przenosza
sie wszystkie poznane dotychczas twiedzenia o calkowaniu. Wybieramy na I';, orientacje
dodatnia wzgledem obszaru A;, i = 1,2. Zatem

[T =0A =K ;UL UK jUL;,, T3 =0Ay:=KjULy UK,UL{.

Na mocy twierdzenia podstawowego Cauchy’ego fFi f(2)dz=0, i=1,2. Stad

0= [ f()dz+ | f(2)dz= / f(z)dz + f(z)dz + f(z)dz + f(z)dz+
Iy Iy K Ly K, Ly
!
/ f(z)dz + / f(z)dz + f(z)dz + / (2)dz = f(z)dz — f(2)dz
Kg L Ky, Ly Kq Ky

i w konsekwencji

f(z)dz = f(2)dz.
KF Kt

Twierdzenie 7.6 (o wzorze calkowym Cauchy’ego)
Jezeli funkcja f jest holomorficzna wewnqtrz obszaru jednospéjnego D i na jego brzegu 0D,

ktory jest konturem, to Yz € D
1 f(©)
1) 2mi /8DC—Z ‘

Dowéd
Niech z € D, K(z,7) ={w:|w—z| <r} C D.
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Poniewaz funkcja g jest funkcja holomorficzna w obszarze D, : D\ K(z,7), to z uogélnienia

twierdzenia Cauchy’ego dla obszaréw wielospéjnych otrzymamy, ze

/@ RIS ()

pC—2z ok C— 2

dg,

gdzie 0K jest zorientowany dodatnio. Caltke po prawej stronie mozna zapisaé jako sume calek

7] 9]

KG—% kGC—2 ok C—2z

Z przykladu podstawowego 6.6 wynika, ze pierwsza z calek po prawej stronie (7.1) réwna sie

1) | e = romi

Nalezy pokazaé, ze druga z calek po prawej stronie (7.1) zeruje sie. Wybierzmy r tak male
aby dla |¢ — z| = r zachodzilo, ze | f(¢) — f(2)| < 5=. Wynika to z faktu, ze f € C'(D). Zatem

(S flz 27rr €
Ldg‘ qu —
oK 8K |< — 2| r on
gdzie [, |d¢| = 2mr. Z dowolnosci e mamy, ze faK C = Z) FQ=1G) g — -
Whniosek 7.2
f(Q) .
d¢ = 2mif(z).
/8D C -z ( )
Whniosek 7.3

Twierdzenie 10.5 méwi, ze wartosci funkeji holomorficznej w dowolnym punkcie z nalezacym
do obszaru D sa wyznaczone przez jej wartosci na brzegu obszaru.

Przyklad 7.1
Obliczy¢

/ dz
|z|=2 22 + ].

Obszar D ograniczony okregiem {z : |z| = 2} zawiera dwa punkty z; = 4,20 = —i W
ktérych funkcja podcatkowa jest nieholomorficzna. Zdefiniujmy mate dyski

1 1
Dlz{z:|z—i|<§},D2:{z:|z+i| <§}
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Niech K; = dD;, © = 1,2, beda dodatnio zorientowanymi konturami. Korzystajac z uogélnienia
twierdzenia Cauchy’ego dla obszaréw wielospéjnych otrzymamy, ze

/ dz _/ dz +/ dz
| - K122+1 K222+1'

|=2 Z2+ 1

Korzystajac ze wzoru catkowego Cauchy’ego otrzymamy

/ d / Thdz L dz / dz / —+dz
= - oraz 3 - -
K K Ko z2% + 1 Ko Z+1

2241 z—1
) f2(2) = o5 € H(D»), zatem

Nalezy zauwazy¢, ze funkcja fi(z) = Z_H € H(D
sl [ =, N =9 1
/KIZ—@JF/KQzH_ mi(f1(0) + fo(=0)) = 2mi { 52+ —- ) =

Twierdzenie 7.7 (o wartosci sredniej funkcji holomorficznej)
Jezeli f jest funkcja holomorficzna w obszarze D, z € D, D(z,r) C D, to

1 2 )
= / f(z+re')dt
2w Jo

Dowdéd
Niech 2 € D, K = 0D(z,r) ={C:|C =z =r}={C:(=z+re"t € [0,2n)} C D. Z
twierdzenia o wzorze catkowym Cauchy’ego wynika, ze

LS, TfEAret) .
f(z)= 5 /KQ— zd = _27rz' i B ire'dt = / 1 z—i—re
Il

0K jest zorientowany dodatnio.

Twierdzenie 7.8 (o rozwijaniu funkcji holomorficznej w szereg Taylora)
D C C, D-obszar. Jezeli funkcja f € H(D), zg € D, D(z,7) C D, to f mozna przedstawié

w tym kole w postaci sumy szerequ potegowego

z) = ch(z —20)" i

n=0

1 f(Q)
n — . d ;
¢ 278 Jop(zery (€ — 2)" T ¢

gdzie 0D(zg, 1) jest zorientowany dodatnio
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Dowéd
Niech zy € D, D(z,7) = {2 : |z — 20| <r}. Z twierdzenia o wzorze catkowym Cauchy’ego dla
z € D(zy,r) zachodzi

1 f(©)
1) =5 | . (72)
2mi 0D(zo,T) (C - 2)
Poniewaz z € D(zp,7), to istnieje p takie, ze |z — 29| < p < 7 = | — 20|. Wyrazenie C_iz

przedstawimy jako sume szeregu potegowego o srodku w punkcie zg, tzn.

1 1 1 1 1 >z
(-2 ((—z)-(G-2) (=) (1—ﬂ> :C—Zonz:;<<—zo> 7 (7:3)

ktory jest zbiezny jednostajnie na dysku D(zg, p), poniewaz moduly wyrazéw tego szeregu sa
nie wieksze niz y - Tff%. Podstawmy rozwiniecie (7.3) do (7.2), catkujac wyraz po wyrazie

(korzystamy z faktu, ze szereg jest zbiezny jednostajnie) otrzymamy

1 = (z— )" RS f(¢) ST
fz) = 2mi /BD(zo,r) (nz% (€ — Zo)"“f@)) “ 7; [QW /BD(zo,r) (= 20)"“04 (2 = w)"

Czyli f(z) = .2 gcn(z — 2)", gdzie

6 = Lﬂﬂd(‘ n=0,12,....

B 2mi 0D(z0,r) (g - ZO)

Whniosek 7.4
Z twierdzenia 7.8 i wniosku 4.3 wynika, ze A(D)=H(D).

Uwaga 7.2
Poniewaz wspolczyniki szeregu Taylora sa wyznaczone jednoznacznie zatem
(n) 1
N (CO RN (G
n! 2m 0D (zo,r) (g - ZO)n+
to
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Wynika stad nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7.9 (o uogdlnionym wzorze calkowym Cauchy’ego)
Jezeli funkcja f jest holomorficzna wewnatrz obszaru jednospdinego D i na jego brzequ 0D,
0D jest konturem, to dla Vz € D

f(n)(z) — n_' Adg’

2mi Jop (¢ — 2)"Ht

gdzien =0,1,2,....

Uwaga 7.3
Funkcja holomorficzna w obszarze D ma w tym obszarze pochodne dowolnie wy-
sokiego rzedu.

Wynika to z faktu, ze f jest suma szeregu potegowego, a dla takich funkcji udowodnilismy
we Wniosku 6.2 istnienie pochodnych dowolnego rzedu.

Uwaga 7.4
Jezeli f(z) = u(x,y) + iv(x,y) jest holomorficzna w obszarze D, to funkcje v i v maja po-
chodne czastkowe dowolnie wysokiego rzedu.

Przyklad 7.2
Obliczy¢

eiﬂ'z
—dz.
/|z|:3 (z—1)3

Niech D := {z: |2| < 3}, K = dD. Funkcja f(z) = €™ jest holomorficzna w D. Skorzy-
stamy z twierdzenia o uogélnionym wzorze catkowym Cauchy’ego dla f i n = 2. Zatem

ei” 27Ti inz\ . 3
ng —(Z_1)3d2—7(€ )lzzl—l(’ﬂ') .

Twierdzenie 7.10 (odwrotne do podstawowego tw. catkowego Cauchy’ego)(Morery)
D C C, D-obszar jednospdjny. Jezeli funkcja f € C(D) i dla kazdego konturu K C D

/K f(2)dz =0,
to f € H(D).
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Dowéd

Niech K bedzie konturem zawartym w obszarze D takim, ze [, f(z)dz = 0. Z twierdzenia o
istnieniu funkcji pierwotnej wynika, ze istnieje F' € H(D) taka, ze F'(z) = f(z) dla z € D.
Poniewaz F jest holomorficzna, to z twierdzenia o uogélnionym wzorze catkowym wynika, ze
f = F' jest takze funkcja holomorficzna w obszarze D. m

Szeregi Taylora funkcji elementarnych
Korzystajac z twierdzenia 7.8 mozemy znalezé szeregi Taylora (Maclaurina) znanych funkeji.

Sa one rozszerzeniem szeregdéw rzeczywistych do dziedziny zespolonej.

Przyklad 7.3

> Z2 23 [e'e) zk
Le=1+5+5++5+... =205
. 23 5 LT % Z2ht1
2. sthz =z — Tt —Fm ... = Zk:o(_l)k(%H)I‘
22 LA 46 oo 22k
3.cosz=1-5+5—5+...= Zk:o(_l)k(%)!'

0o 2k
4. chz = Zk:O m

0o 2k+1
5. Shz = Zk:ﬂ m

6. Rozwina¢ w szereg Taylora o srodku w punkcie zy # 0 galaz logarytmu.

Wiadomo, ze w obszarze jednospdjnym, nie zawierajacym 0 i oo, istnieje galaz loga-
rytmu. Zatem promien r kola o $rodku w punkcie zg w ktérym szereg bedzie zbiezny
musi spetliaé r < |zg|. Policzymy pochodne f(z) = Lnz.

f2)=2"1Y fll2)=-22 ... fO0%) =FD" Y n-1)"
Stad

_ 1 _ 2 _1n—1 o n
Lnz = Ln(z) + = ZO——<Z ZO) P ) (Z ZO) o

20 2 20 n 20

Przyjmujac zp = 1 i zastepujac z prze 1+ z otrzymamy dla wartosci gléwnej logarytmu

rozwiniecie

2 3 n
2, 1"

In(l+z)=2z——+—=+...+(-1)

5 3 n—!—

w kole |z| < 1.
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8 Funkcje holomorficzne w C
Twierdzenie 8.1 (nieré6wnosé Cauchy’ego)

Jezeli f € H(D(zo, R)) oraz istnieje M > 0 takie, Ze dla kaidego z € D(zo, R), zachodzi
|f(2)| < M. Wtedy wspotczynniki szeregu Taylora funkcji o Srodku w zy spelniaja nierdwnosé

M
len| < —, n=0,1,2,...

R™’
Dowdéd
Niech D(zo,7) = {2 : |z — 20| = r}, gdzie r < R. Wtedy
1 1 1 M
SRy N B N BB
278 Jop(zor) (€ — 20)™F 27 Jop(zor) | (€ — 20)"T 2wt rn
0D(zp, 1) jest zorientowany dodatnio. Dla r — R otrzymamy |c,| < %. O]

Definicja 8.1
Funkcje holomorficzna w catej ptaszczyinie C nazywamy funkcja catkowita.

Przykiad 8.1
Wielomiany, e*, sinz, cosz sa funkcjami catkowitymi.

Twierdzenie 8.2 (Liouville’a)
Funkcja catkowita i ograniczona jest stata.

Dowdéd

Poniewaz f jest calkowita, to f € H(D(0, R)) dla dowolnego R > 0. Zatem f rozwija sie w
szereg Maclaurina w H(D(0, R)). Z nieréwnosci Cauchy’ego wynika, ze |c,| < 4% w D(0, R)
bo f jest ograniczona. Przechodzac z R do nieskoriczonosci dostaniemy, ze ¢; = co = ... =

¢n=...=0dlaVn e N. Stad f(z) = c. O

Twierdzenie 8.3 (d’Alamberta-podstawowe tw. algebry)
Kazdy wielomian stopnia n > 1 w dziedzinie zespolonej ma co najmniej 1 pierwiastek.

Dowdéd (nie wprost)

Niech n > 1. Wtedy wielomian stopnia n ma posta¢ P(z) = ag+ a1z + . .. a,2". Przypusmy,
ze P(z) nie ma miejsc zerowych. Zatem f(z) = ﬁ jest holomorficzna w calej ptaszczyznie C.
Wykazemy, ze f jest ograniczona. Poniewaz lim, .., P(z) = 00, to lim, . f(2) = 0. Zatem
w sasiedztwie punktu zg = oo funkcja f jest ograniczona. W innych punktach ptaszczyzny
funkcja przyjmuje tylko wartosci skoniczone. Stad f musi by¢ ograniczona. 7 twierdzenia
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Liouville’a wynika, ze f jest stala, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze n > 1. O

Whiosek 8.1 (Twierdzenie Bezout)
Kazdy wielomian stopnia n > 1 ma w dziedzinie zespolonej doktadnie n pierwiastkow.

9 Zera funkcji holomorficznej

Definicja 9.1
Punkt a nazywamy zerem funkcji holomorficznej jesli f(a) = 0.

Definicja 9.2
Punkt a nazywamy zerem k-krotnym funkcji holomorficznej jesli

fla) = f'(a), ..., FD(a) =0, f*(a) £ 0.

Twierdzenie 9.1 (o zerach funkcji holomorficznej)

D c C, D-obszar, f € H(D), f # Const, a € D. Jesli a jest zerem funkcji f, to Ik € N
i otoczenie U punktu a takie, ze f(z) = (z — a)*¢(2), gdzie ¢ € H(D), ¢(z) # 0 w pewnym
otoczeniu U punktu a.

Dowod

Poniewaz f jest funkcja holomorficzna w obszarze D | to istnieje otoczenie U punktu a takie,
ze f rozwinie sie¢ w szereg Taylora o $rodku w pukcie a tzn. f(z) = > 2 c,(z —a)" dla
z € U. Punkt a jest zerem funkcji, stad f(a) = co = 0. Z zalozenia, ze f # const wynika, ze
nie wszyskie wspétczynniki ¢, moga byé zerami. Zatem istnieje ¢, # 0. Rozpatrzmy ¢, # 0 z
najmniejszym indeksem k. Wtedy

f)=c(z—a)f +p(z—a)™ +... = (z —a)(cx + crsr(z —a) +...).

Poniewaz wyrazenie w nawiasie jest zbieznym szeregiem potegowym, zatem istnieje jego suma,
ktéra oznaczymy symbolem ¢. Jako suma szeregu potegowego ¢ jest funkcja holomorficzna

w U. Poniewaz ¢(a) = ¢ # 0, to jako funkcja ciagla omija zero w pewnym otoczeniu
U cU. O
Whniosek 9.1

Pukty zerowe funkcji holomorficznej sa izolowane.

Whniosek 9.2
Funkcja calkowita ma przeliczalnie wiele zer w C.
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Uwaga 9.1
Niech f € H(D), D-obszar. Punkty w ktérych funkcja holomorficzna f przyjmuje z gory
zadana wartos¢ A sa izolowane, bo sa to miejsca zerowe funkcji f(z) — A.

Twierdzenie 9.2 (o jednoznacznosci funkcji holomorficznej)
D c C, D-obszar, fi,fs € H(D). Niech F bedzie podzbiorem D majacym pukt skupienia
a € D orazVz € F zachodzi f1(z) = fa(z). Wiedy Vz € D zachodzi f1(z) = fa(2).

Dowdéd

Przypusémy, ze f1 # fo na D. Wtedy mozemy zdefiniowaé funkcje f := f; — fo na D. Jest
oczywiste, ze f € H(D) oraz Vz € F zachodzi f(z) = 0. W zbiorze F istnieje ciag z, majacy
punkt skupienia @ € D. Poniewaz f jest ciagla, to f(a) = lim, o f(2,) = 0. Czyli a jest
takze zerem funkcji holomorficznej. Poniwaz a nie jest punktem odsobnionym, to f musi by¢
stata. Skoro f(a) =0, to f = const =0 czyli f; = fo. O

Whiosek 9.3

Jedli fi1, fo € H(D) i przyjmuja jednakowe wartosci na pewnym tuku K lub w pewnym ob-
szarze Dy C D, to sa réwne w calym obszarze D.

10 Szeregi Laurenta

Dane sa dwa szeregi postaci

ch(z —20)" i Zc_n(z —29) " (10.1)

n=0 n=1

Pierwszy z tych szeregdw jest zbiezny w kole K (zg, R), gdzie R = - 1 , drugi zas
lim SUPy,— 0o 7\L/ ‘C"’L|
jest zbiezny na zewnatrz kota K(z,7) = {z € C : |z — 29| > r}, gdzie r = limsup,,_,, ¥/|c_n|.

Definicja 10.1
Sume szeregow zdefiniowanych w (10.1) zapisujemy

o)

Z en(z — 20)" (10.2)

n=—0oo

1 nazywamy szeregiem Laurenta o $rodku w zg.
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Definicja 10.2
Powiemy, Ze szereg Laurenta (10.2) jest zbieiny, jesli kazdy z szeregow zdefiniowanych w
(10.1) jest zbiezny.

Uwaga 10.1
Jezelir < R, to szereq Laurenta (10.2) jest zbiezny wewnqatrz pierscienia

P(zg,r,R)={2€C:r <|z|] < R} (10.3)
i przedstawia w nim funkcje holomorficznag f(z). Sume szeregu Y~ ca(z — 20)™ nazywamy
czesciq reqularng funkcji f(z), zas sume szerequ Y o c—n(z —20) ™" nazywamy czescia glowna

funkeji f(z).

Twierdzenie 10.1. (Laurenta)
Jezeli f jest funkcja holomorficzna w pierscieniu (10.8) to daje sie w nim przedstawié
szeregiem Laurenta postaci (10.2), przy czym wspdlezynniki wyrazaja sie wzoramsi

L /K(Cﬂ—onﬂdQ n=0,+1,+2 ... (10.4)

Cn:2_’/Ti —ZO>

gdzie K jest dowolnym okregiem o Srodku w zy zorientowanym dodatnio i zawartym w pierscieniu
P(Z()? T, R)

Dowdéd

Niech z bedzie dowolnym punktem pierscienia P(zg,r, R), K1, K5 dwoma okregami o srodku w
2o polozonymi wewnatrz pierscienia tak aby punkt z lezal miedzy nimi, K, K5 sa zorientowane
dodatnio. Pierécienn dzielimy promieniami na dwa obszary D i D’. Zalézmy, ze z € D.

Oznaczajac brzegi obszaréw D i D’ zorientowane dodatnio przez C' i C' otrzymamy, ze

() = i/ HQ e (10.5)

21 Jo (— 2

1 f(¢)
0= C/C_ng, (10.6)
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gdzie (10.5) wynika z twierdzenia o wzorze catkowym Cauchy’ego, za$ (10.6) wynika z podsta-
wowego twierdzenia Cauchy’ego. Dodajemy stronami catki z (10.5) i (10.6). Poniewaz caltki
wzdtuz promieni znosza sie, zatem

f(2) = i,/ &dg—i/ %dg. (10.7)

21 Jg, ¢ — 2 27 Jge, €
Jedli ¢ € Ko, to |¢ — 20| > |z — 20|, wobec czego nastepujaca funkcje mozna przedstawié jako
sume szeregu potegowego o srodku w 2

oo

1 1 1 Z—Zg
éh_Z:(C_ZO)— :C—Zol— Z ¢ — z) (10.8)

(z — 20) —

Szereg Y >, % jest zbiezny dla |z — zp| < |¢ — 20| < R. Analogicznie, gdy ¢ € K,
to |¢ — 20| < |z — 20| wobec czego nastepujaca funkcje mozna przedstawié¢ jako sume szeregu
potegowego o $rodku w 2

o0

I 1 - 1 . ¢ = z0)"
C_Z_<C_ZO)_(Z—20)_ z2—201 — CZO_ Z Z—ZO . (109)

z—20

Szereg >, % jest zbiezny dla |z — zo| > | — 20| > 7.
Oba te szeregi sa jednostajnie zbiezne wzgledem (, wiec szeregi (10.8) i (10.9) mozna

wstawi¢ do (10.6) i (10.7) a nastepnie catkowaé te szeregi wyraz po wyrazie, skad otrzymamy

zm |t +zm | e = )

W powyzszych catkach okregi K7 i Ky mozna zastapi¢ dowolnym okregiem K o srodku w zy,
zorientowanym dodatnio i zawartym w pierscieniu P(zg,r, R). Zatem

f(z) = z—zO"+Zc_nz—zo )",
n=0
gdzie
1
Cp = — Ld(, n=0,+1,+£2,...
210 J (€ — zo)"H!
m

Uwaga 10.2

Jezeli funkcja f jest rozwijalna w pierscieniu P(zg, 7, R) w szereg postaci

f2)= ) an(z—20)",
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to Vn € Z zachodzi réwno$¢ a,, = ¢,, gdzie ¢, sa wspolczynnikami zdefiniowanymi w twiedze-
niu Laurenta.

Dowéd

f(2) _ - a (5 — z k=1
(z — zg)kt1 nz_:oo n( 0) :

Calkujac prawa strone wyraz po wyrazie otrzymamy

/—k+1 E an/ z—2p) ”kle—akQM
rp(Z—ZO r,

n=—oo

I'y={z€C:|z—2|=p} C P(2,r, R). Korzystamy z faktu, ze

o n—k—1 o 0 n # ka
/Fp(z %) dz = { omi n=k.

akzi./K(Ldz:ck.

z— Zo)k-i-l

Zatem

Uwaga 10.3 (nieréwnosé¢ Cauchy’ego)
Niech f € H(P(zy,0,7)). JezeliAM > 0 takie, zeVz,|z—z| = p < r zachodzi, Ze |f(z)] < M,
to

M
len| < —, n=0,£—-1,£2,....
pn

Przyklad 10.1

1. Rozwina¢ funkcje f(z) = =0,
1
po Hanl :—Zz dla |z| <1,
1 1 1 & TR (1)
— z dl -1 <1
c+2 2[1-(-2)] g 2;( ) ; on+1 b1

Zatem dla |z| < 1 mamy




2. Rozwina¢ funkcje f(z) = Zil + lerz w szereg Laurenta o srodku w zp = i. Rozpatrujemy

pierécien o srodku w zy = ¢ i promieniach bedacych odlegloscia $rodka do punktow w
ktérych funkcja jest nieholomorficzna tzn. z; = 11 2 = —2 czyli P(zy = 1,v/2,V5) =

{z:V2 < |z—1i| <5}

! 1 1 (1—)" 1—i |
= T = ———— dla|—— 1 — 2
z=1 z—i[l— ()] nz%(<z_i)n+l a‘z—z“< & lz—il > V2,

1 1 1 1 «— — )" —
_ - ,Z(_nn(z A
z+2 2401+ (53)] 2+ (2+1)" i

<le|z—i| < V5.
24

n=0

Zatem w P(z = 1,v/2,v/5) = {2 : V2 < |z — i| < +/5} mamy

w L= K (1)t
f(z);<_1) (2+z’)”+;W'

11 Punkty osobliwe

Definicja 11.1

Punkt w ktorym f jest holomorficzna nazywamy punktem reqularnym.

Definicja 11.2

Jezeli funkcja f nie jest holomorficzna w zy € C ale jest holomorficzna w pewnym jego
sasiedztwie U(zo,€) \ {z0} = {z € C: 0 < |z — 20| < €}, gdy z0 # o0 lub {z : |z] > R}
dla zy = 00, to zy nazywamy punktem osobliwym izolowanym (odosobnionym) funkcji f.

11.1  Punkty osobliwe izolowane

Definicja 11.3
Punkt osobliwy izolowany z = zy nazywamy:

1. punktem pozornie osobliwym, jezeli lim,_,,, f(z) istnieje i jest skoniczona,
2. biegunem, jezeli: lim,_,,, f(z) = oo,
3. punktem istotnie osobliwym, jezeli nie istnieje lim,_,., f(z).

Przykitad 11.1

1. Dla f danej wzorem
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20 = 0 jest punktem osobliwym.

. 1—cosz . 2sin®(%) . sin(3) 9 1
lim ——— = lim ————== = lim - =
Z—r20 ,22 Z—r20 22 Z—20 % 4 2
Wynika stad, ze zyp = 0 jest punktem pozornie osobliwym.
2. Dla f danej wzorem
T
f(z) = sin(-)
z
zo = 0 jest punktem osobliwym. Rozpatrzmy ciagi postaci z, := ﬁ — 0 dlan — oc.

Zauwazmy, ze f(z,) = sin(a), stad lim, . f(2,) = sin(a). Zmieniajac wartosci «
dostaniemy, ze nie istnieje granica f w zo = 0, czyli 2y jest punktem istotnie osobliwym.
3. Dla f danej wzorem
1
e —1

f(z) =
punktami osobliwymi sa z, = 2nmi, n € N. Sa to bieguny poniewaz lim, _,o,,,; ﬁ = 00.
4. Niech
1

f(z) =

Wtedy punkty z, = % sa biegunami. Za$ punkt zy = 0 jest punktem osobliwym ale nie
jest izolowany.

Twiedzenie 11.1 (Riemanna)

Niech f € H(P(29,0,R)). Punkt osobliwy izolowany zy € C jest punktem pozornie osobliwym
funkeji f wtedy i tylko wtedy, gdy rozwiniecie f w szereg Laurenta w P(zy,0, R) nie zawiera
czesci gltownej tzn.

f(z) = Z cn(z — 20)".

Dowéd

= Niech z; bedzie punktem pozornie osobliwym, wéwczas istnieje skonczona granica A =
lim, ., f(z). Zatem istnieje otoczenie U(zp,€) i stala M > 0 takie, ze |f(z)] < M dla
z € U(zp,€). Niech p < ¢, korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego otrzymamy, ze |c,| < pMn dla
n=0,4+1,4+2,.... Jesli n < 0 to prawa strona % — 0dla p— 0. Stad ¢, =0 dlan <0 tzn.
czesé gtowna szeregu Laurenta znika.
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< Poniewaz w P(zg,7, R) funkcja f ma rozwiniecie w szereg Laurenta, ktére nie zawiera
7’ . ’ . o0 n . . . ’ . .
czesci glownej tzn. f(z) = >~ (2 — 2)", to jest ono szeregiem Taylora w tym pierscieniu.

Wigc istnieje granica lim,_,,, f(z) = ¢o. Dlatego punkt zy jest pozornie osobliwy. O]
Uwaga 11.1 )
Jezeli zy jest punktem pozornie osobliwym f, to funkcja f(z) = f(z) dla z # 2, oraz

f(2) :=lim,_,., f(2) jest holomorficzna w otoczeniu z.

Twiedzenie 11.2

Niech f € H(P(z0,0, R)). Punkt osobliwy izolowany z jest biequnem funkcji f wtedy i tylko
wtedy gdy rozwiniecie f w szereq Laurenta w H(P(29,0,R)) ma czesé gtdwna o skoriczonej
liczbie wyrazow tzn.

FeN flz)= ——— 4+ 2 4 LS ez a)

(z—20)F (22— 2)F! z— 2y

gdzie c_y # 0.

Dowéd
= Niech zy bedzie biegunem funkcji f. Stad lim,,., f(z) = co. Zatem istnieje otoczenie

U(zo,€) takie, ze f(z) # 0 dla z € U(zp, €). Zdefiniujemy funkcje ¢(z) = ﬁ w U(z, €), przy

czym istnieje lim,_,,, #(z) = 0. Zatem z; jest punktem pozornie osobliwym (zerem) funkcji
¢. Wtedy istnieje k € N takie, ze ¢(z) = (2 — 20)*9(2), gdzie ¥(z) # 0 dla z € U(zo, €).

1 1 1
LS TS Sl . LI (1)

Funkcja 1(z) # 0, stad jej odwrotnosé @ jest funkcja holomorficzna w Uz, €), czyli daje

sie zapisa¢ jako suma szeregu Taylora >~ b, (2 — 29)". Wstawiajac go do (11.1) otrzymamy

1 = - _ bo by b1
_ by (2—20)" = by (z—20)"F = b+ ...
f(z) RPN E (z—29) 5 (z—20) = Zo)k—i- (2= 2g) +z — Zo—i- ket

Tak otrzymalismy szereg Laurenta funkcji f, ktorego czes¢ gléwna sklada sie ze skonczonej
liczby wyrazéw.

< Niech f w H(P(z0,0, R)) rozwija sie w szereg Laurenta postaci

g C_k+1 -1 . R
f(z) = =) + ) +...+ — +ch(z 20)".
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Niech ¢(2) := (2 — 20)*f(2) = c_p +c_p11(2 — 20) +. .. W tym otoczeniu. Stad lim,_,., #(z) =

c_r # 0, a nastepnie lim,_,,, f(z) = lim,_,, (‘b(—z)k = 00, czyli zp jest biegunem. O

z2—20)

Uwaga 11.2
Punkt zg jest biegunem funkcji f wtedy i tylko wtedy gdy ¢ = ﬁ jest holomorficzna w
pewnym otoczeniu zg i ¢(zp) = 0.

Uwaga 11.3
Rzedem bieguna z; funkcji f nazywamy krotnosé¢ tego punktu jako zera funkcji ¢ = f(lz).
Uwaga 11.4
Punkt zy jest biegunem k-krotnym funkcji f wtedy i tylko wtedy gdy
lim, ,.,(2 — 20)f 1 f(2) =00 oraz lim, . (2 — 20)*f(2) # co.
Przyktad 11.2
1. f(z) = &2, Punkt z5 = 0 jest biegunem trzykrotnym. Zauwazmy, ze
. 9sinz .. lsinz
lim 2°—— = lim — =00 X 1=o00.
z—0 Z =0z Z
Natomiast
. gsinz . 2sinz
limz2°—— = lim ——— = 1.
20 24 20 23 2z
2. f(z) = 5
e =1 <= 2z = 2kmi- sa to punkty osobliwe. Dla k # 0
_ z
lim = o0,
z—2kmi €% — 1
czyli sa to bieguny.
0 2z — 2kmi
lim (z — 2kni) S {—} = lim =T # 00.
z—2kmi ez —1 0 z—2kmi e
Zatem dla k # 0 punkty zp = 2kmi sa biegunami jednokrotnymi. Dla & = 0 mamy, ze
lim, ;o 55 = [8] = lim,_, eiz = 1 # 0 punkt pozornie osobliwy.

Twierdzenie 11.3

Niech f € H(P(z0,0, R)). Punkt osobliwy izolowany zy jest punktem istotnie osobliwym wtedy
i tylko wtedy, gdy cze$é glowna rozwiniecia f szereq Laurenta w H(P(zy,r, R)) sktada sie z
nieskonczenie wielu wyrazow.
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Dowdéd

Twierdzenie to jest wnioskiem z dwéch poprzednich twierdzen. Jesli czes¢ gtéwna sklada sie
z nieskonczenie wielu wyrazow, to zg nie moze by¢ ani punktem pozornie osobliwym, ani
biegunem. Jesli zy jest punktem istotnie osobliwym, to cze$¢ gléwna nie moze znika¢ ani tez
nie moze sktadac sie ze skonczenie wielu wyrazéw réznych od zera. O

Przykitad 11.3
Niech

f(z) ==

Wiemy ze dla 0 < |w| < oo funkcja wyktadnicza rozwija sie w szereg Taylora o srodku w

20 = 0.
ooy
T
k=0
Podstawmy za w = % Otrzymamy

o0

" 1 11
e :Zﬁ=1+17+2,—+

Czes¢ gléwna sktada sie z nieskonczenie wielu wyrazéw, zatem zy = 0 jest punktem istotnie
osobliwym.

Niech z = re®, r-male. Wtedy

f(Z) _ @relid’ _ e%(cosd)—isind)) | ( >| _ |€Tcosq5|| 7zsznd) | _ efcosqﬁ
Zauwazmy, ze dla ¢ takich, ze cos¢ > 0

lim er%® = 400,
r—0

za$ dla ¢ takich, ze cosp < 0

lim er®0s$ = 0,
r—0

czyli nie istnieje granica modutu funkcji f(z2) = ex gdy z — 2.
Twierdzenie 11.4 (Casoratiego-Weierstrassa)
Jezeli zy jest punktem istotnie osobliwym funkcji, to zbior wartosci funkcji f w dowolnie

matym naktutym otoczeniu tego punktu jest rozmieszczony gesto w catej ptaszczyinie.

Dowdéd Niech U(zp, €) \ {20} bedzie naktutym otoczeniem zy. Gdyby zbiér wartosci funkeji
f(U(z0,€)\{20}) nie byt gesty w C, to wéwezas istnialoby koto D(a, ) nie zawierajace zadnej
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wartosci f(z), wiec |f(z) —a|l > r dla z € U(zg,€) \ {20}. Wtedy funkcja ¢(z) = (z) -
ograniczona dla z € U(zg, €) \ {20}. W my$l twierdzenia Riemanna punkt z, bytby punktem
pozornie osobliwym dla ¢(z). Zatem isnialaby granica lim,_,,, ¢(z). Zatem ¢ bylaby ana-
lityczna w otoczeniu zy. Stad f(z) = a + ¢(Z bylaby analityczna lub mialaby biegun w z
whbrew zalozeniu. O

jest

Twierdzenie 11.5 (wielkie twierdzenie Picarda)
Funkcja analityczna przyjmuje w dowolnie matym naktutym otoczeniu punktu istotnie osobli-
wego kazdg wartosé z wyjatkiem co najwyzej jednej w nieskonczenie wielu punktach.

Twierdzenie 11.6 (male twierdzenie Picarda)
Funkcja catkowita réozna od statej przyjmuje kazda wartosé z wyjatkiem co najwyzej jednes.

Przykitad 11.4

1. f(z) = e* omija wartos¢ a = 0. Zauwazmy, ze jako funkcja calkowita omija tez oc.
Zatem e* omija dwie wartosci {0, 0o}

2. f(z) = tg(z) nie jest funkcja catkowita, bo ma bieguny w punktach z, = § + kn, k € Z,
natomiast omija dwie wartosci 4.

3. f(z) = — omija tylko jedna wartos¢ 0.

4. funkcja P(z) Weierstrassa zdefiniowana za pomoca szeregu

- 1 1
77(2)———1-2{———2} wy, = nw+mw’, m,n €Z, w,w €C, Im( >7é0

2 (z —wg)?  wi

przyjmuje kazda warto$¢ z plaszczyzny domknietej C nieskoriczenie wiele razy. Funkcja
P(z) Weierstrassa jest przyktadem funkcji meromorficznej dwuokresowej o okre-
sach: w,w'.

11.2 Zachowanie sie funkcji holomorficznej w punkcie co

Niech f(z) bedzie funkcja holomorficzna w pierécieniu P(0,7,00) = {z : r < |z| < oo}
(bedacym naktutym otoczeniem nieskoniczonosci zwanym takze pierscieniem o srodku w oo
czyli P(00,0,7)), gdzie r > 0. Wéwczas funkcja f (%) jest holomorficzna w otoczeniu naktutym
zera tzn. P(0,0,1) = {z:0 < |z| < 1}.

Definicja 11.4
Powiemy, Ze f(z) ma w nieskoriczonosci:

1. punkt reqularny,
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2. biequn rzedu m,
3. punkt istotnie osobliwy,

zaleznie od tego czy funkcja f(%) ma w punkcie 0 osobliwosc usuwalna, biegun rzedu m lub
lub punkt istotnie osobliwy.

W P(0,r,00) = {z : 1 < |z| < oo} funkcja f(z) jest suma dwéch szeregdw

E anz" + _zn’
n=0

z ktérych pierwszy jest zbiezny dla |z| < oo a drugi dla |z| > 7. Szereg >~ | “5* przedstawia
czes$¢ regularng funkeji zas szereg >~ | a,2" przedstawia cze$¢ gtéwna funkeji f.

Funkcja f(z) jest ma osobliwosé¢ pozorna w oo, jesli w P(0,7,00) = {z : 7 < |z| < oo} daje
sie przedstawic¢ szeregiem postaci

\MEB
|

g
+
‘@
+H
I
+

zbieznym w tym pierscieniu. Wéwezas f ma granice w lim, . f(2) = ao. Granice te nazy-
wamy wartoscia funkcji w co. Zapisujemy f(oco) = ao.

Punkt co nazywamy zerem k-krotnym danej funkcji, gdy ag = a1 = ... = a1 = 0, lecz
a_p 7& 0.

Przyklad 11.5
L. f(z)=ao+ar1z+ ...+ ay2", a, # 0, ma w nieskoniczonosci biegum rzedu n.

2. funkcja f(z) = €* ma w nieskonczonosci punkt istotnie osobliwy, bo czesé gtéwna roz-
o0 zn

winiecia e* = ) 7 | =7 zawiera nieskoniczenie wiele wyrazéw.

3. Niech f(z) = e=. Podstawmy do wzoru na e” wyrazenie w = L. Otrzymamy

. e 1 1
¢ :sz’k:' 1+E+2'22+

Zatem zg = 0 jest punktem istotnie osobliwym bo czes¢ gtowna sklada sie z nieskonczenie
wielu wyrazéw. Natomiast punkt w nieskonczonosci jest punktem regularnym.
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11.3 Klasyfikacja funkcji holomorficznych ze wzgledu na ich punkty
osobliwe

Klasyfikacja

1. Funkcje holomorficzne w C (czyli majace tylko osobliwo$¢ w nieskoniczonosci) nazywamy
funkcjami catkowitymi. Klasyfikacja funkcji catkowitych:

a) jesli z = oo jest biegunem, to f jest wielomianem.

b) jesli z = oo jest punktem istotnie osobliwym, to f nazywamy funkcja catkowita
przestepnag np. €°, sinz, cosz.

2. Funkcje holomorficzna w C poza punktami w ktérych nie ma innych osobliwosci niz
bieguny nazywamy funkcja meromorficzng np. tgz, ctgz. Funkcje meromorficzna na-
zywamy przestepna, jesli f nie przedluza sie na nieskoniczono$¢ (tzn. f nie ma w nie-
skoriczonosci ani osobliwosci pozornej, ani 0o nie jest biegunem.) Jesli funkcja mero-
morficzna przestepna ma skonczenie wiele biegunow, to oo jest punktem istotnie osobli-
wym, za$ gdy f ma nieskoniczenie wiele biegunéw, to oo nazywamy punktem skupienia
biegunéw (0o nie moze by¢ istotna osobliwoscia bo w P(o0,0,r) funkcja f nie jest
holomorficzna w biegunach nalezacych do tego pierécienia.)

Twierdzenie 11.7
Jezeli funkcja meromorficzna f ma w oo punkt pozornie osobliwy lub biegun (czyli [ nie ma
w C innych osobliwosci niz biequny) to f jest funkcja wymierna.

Dowdéd
Poniewaz f ma w C ma bieguny, to moze ich mie¢ tylko skoriczenie wiele (w przeciwnym
przypadku ze wzgledu na zwartos¢é C bieguny musiatyby mieé punkt skupienia (a punkt
skupienia biegunéw nie moze by¢ ani punktem regularnym ani biegunem, bo w naklutym
otoczeniu tych punktéw f jest holomorficzna a w biegunach f nie jest holomorficzna)). Niech
punkty aq, as, ..., a, beda biegunami f, niech

A_p,; a_

()= — 4 L =10, aly,
g:(2) (z—ai)”i—i_ = a) i n, a_p, #0

oznacza czesé¢ gtéwna rozwiniecia f w szereg Laurenta w P(a;,0,6;) = {2z : 0 < |z — q4] <
d;}. Rozpatrujemy funkcje g(z) = f(2) — Y1, gi(2). Jest to funkcja holomorficzna w C bo
usunelismy wszystkie czesci gléwne. Rozwiniecie funkeji holomorficznej g(z) w szereg > ¢,
w P(0,0,00) musi zawieraé¢ tylko skoriczenie wiele wyrazow, gdyz w przeciwnym przypadku
nieskorniczonosé¢ bytaby punktem istotnie osobliwym. Stad

(*) g(2) =1z + 2.2, o #0.
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Zatem

f(2)=g(2)+ > gil2) (11.2)
i=1
jest funkcja wymierna. Zauwazmy, ze (*) jest czescia gtéwna bieguna funkcji f w zp = co. O

Whniosek 11.1
Wzér (11.2) przedstawia rozklad funkcji wymiernej na cze$é catkowita (co+ g(2)) oraz utamki

proste (>, gi(2)).

12 Obliczanie calek za pomoca residuéw

Definicja 12.1
Jezeli f € H(P(20,0,6)),K jest dowolnym konturem zawartym w pierscieniu i zawierajacym
w swym wnetrzu zg, to liczbe

= /Kf(z)dz (12.1)

21

nazywamy residuum funkcji w punkcie zg i oznaczamy res,, f(z).

Whniosek 12.1
Jezeli punkt 2y jest punktem regularnym lub punktem pozornie osobliwym funkcji f, to
res,, f(z) =0

Whniosek 12.2
res, f(z) = c_q,

gdzie ¢_ jest wspotczynnikiem rozwniecia f w szereg Laurenta w P(zg, 0, ).

Dowdéd
Poniewaz f € H(P(z0,0,0)), to z twierdzenia Laurenta wynika, ze f rozwinie si¢ w szereg
postaci >~ c,(z — 2z0)". Catkujemy nastepujace wyrazenie

/Kf(z)dz: i cn/K(z—zo)”dz.

n=—0oo

n,. _ J O n#E-1
/K<Z_Z°) d”‘_{m n=-—1,

/ f(2)dz = c_12mi.
K

Poniewaz

to
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Zatem res,, f(z) = c_1. O

Jezeli punkt zy jest biegunem k-krotnym to

g Ck+1 C- S .\
f(z) = = ) + (o= ) +...+ p— +nz;cn(z 20)",

gdzie c_j # 0. Wtedy residuum funkcji w punkcie zy liczymy ze wzoru

dkfl
resz f(z) = limz—moﬁm [(z = 20)" f(2)] -

W szczegdlnosci dla k =1

res,, f(z) =lim,_,,(z — 20) f(2).

Przykitad 12.1

sinz

1. Obliczy¢ resy®%%, zg = 0 biegun dwukrotny.

23
. . / . / . ’
sinz 1 . o SINZ . [ sinz . (zcosz — sinz)
resop—— =—lim [ z*—— | =lim [ —— | = lim
,23 1' z—0 23 z—0 z z—0 (2;2)/
. —ZSInz + coSz — CoSZ
(H) = lim = 0.
z—0 2z
2. resg 5?;;2 mozna policzy¢ takze w inny sposob:
sinz 1 A 1 1 N 22 |
23 23 z—3!—|—5!—... R TR T 2 <00

Poniewaz residuum jest réwne wspotczynnikowi c_y, stad resp*3* = 0

Uwaga 12.1
Residuum funkeji w punkcie istotnie osobliwym obliczamy rozwijajac funkcje f w szereg Lau-
renta w otoczeniu nakhitym tego punktu.

Przyklad 12.2
Dla funkcji f(z) = cos (1) punkt zo = 0 jest punktem istotnie osobliwym. Rozwijamy funkcje
w otoczeniu zy w szereg Laurenta.

1 1 1 n 1
cos| - ) =1——+ ——....
z 2122 4124
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Zatem c_; = 0 = resgf(z).

Twierdzenie 12.1 (Cauchy’ego o residuach (1825))
Niech D C C bedzie obszarem jednospdjnym, 0D jest konturem. Jezeli [ jest holomorficzna
w D poza wyjatkiem skoriczenie wielu punktow osobliwych izolowanych ay,as, ... ,a, € D, to

oD

f(z)dz = 2mi i resa, f(2).
k=1

Dowod
Skorzystamy z twierdzenia catkowego Cauchy’ego dla obszaréw wielospdjnych.

W tym celu zdefinujmy dyski Dy = {z: |z —ax| < r},k=1,...,n gdzie r jest tak male, aby
ich domkniecia byly parami roztaczne i zawarte w D. Zaréwno brzeg 0D jak i brzegi 0Dy
orientujemy dodatnio wzgledem obszaréw ktére one ograniczaja. Niech Dy = D\ |J,_, Ds,
wtedy f € H(Dy) i z twierdzenia catkowego Cauchy’ego dla obszaréw wielospdjnych dosta-

niemy
n

- f(z)dz = Z f(2)dz.

k=1 9Dk

Poniewaz | K, [ (2)dz = 2mires,, f(z) to zachodzi teza twierdzenia. O

Definicja 12.2
Niech funkcja f holomorficzna w P(0,R,00) = {2z : R < |z| < oo} ma w nieskoriczonosci
punkt izolowany. Wtedy residuum ress f(z) definiujemy jako

reseof(2) = %/Kf(z)dz,

gdzie K = {z : |z| = R} jest zorientowany zgodnie z ruchem wskazowek zegara (czyli dodatnio
wobec nieogranoczonej sktadowej C\ K ).

Poniewaz f rozwija sie w szereg Laurenta f(z) =Y o ¢,z2" w P(0,R,00) = {z: R < |z| <
oo}, to catkujac ten szereg wyraz po wyrazie wzdtuz konturu K otrzymamy, ze

ress f(2) = —c1.
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Minus przed wyrazem c; bierze sie stad, ze kontur K jest skierowany zgodnie z ruchem
wskazowek zegara.

Twierdzenie 12.2 (o pelnej sumie residuéw)
Jezeli f jest holomorficzna w C z wyjatkiem punktow aq,as, ..., a,, to

Zn: resq, f(2) + ressf(z) = 0.
k=1

Dowéd
Niech R > 0 bedzie tak duze, ze kontur K = {z : |z| = R} zawiera w swym wnetrzu punkty
ai,Qs,...,a,. Z twierdzenia Cauchy’ego o residuach mamy, ze

1 n
2_7rz'/Kf(z>dZ = ;resakf(z).

Przy dalszym zwiekszaniu R lewa calka w powyzszym wzorze nie zmieni sie. Stad dla duzych
R bedzie ona réwna residuum f ze znakiem minus bo do liczenia resuduum w nieskoniczonosci
kontur K musi by¢ zorientowany przeciwnie. I tak udowodniliSmy, ze Y ;_, res,, f(z) +

reseof(z) =0. O

/ dz
=2 (22 +1)2

Funkcja podcatkowa ma 8 biegunéow 2-krotnych. Skorzystamy z powyzszego twierdzenia.
Zatem

Przykiad 12.3 Obliczy¢

8

/|Z|:2 (ZSdel)Q = 2mi ; resa, f(2) = —2miress f(2).

Aby obliczyé¢ residuum f(z) w nieskoriczonosci rozpatrujemy funkcje
f Iy 1 B 216
z _(Zig—l—l)z_(zS—i—l)?'

Wtedy punkt zy = 0 jest zerem 16-krotnym funkcji f (przez co rozumiemy zero funkcji f (é)),
stad f(2) = 2'%(2), ¢(z) jest holomorficzna. Wynika stad, ze rozwiniecie f(1) w szereg

Taylora w punkcie zp = 0 ma posta¢ f(2) = 7 ja,z"'%. Zatem nie ma czesci gléwnej,

wiec a_; = 0 i w konsekwencji
/ dz
=y =0
o=z (28 + 1)
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12.1 Zastowanie do obliczanie calek rzeczywistych

Wpropadzamy oznaczenia: Niech R € RT, odcinek [— R, R] bedzie podzbiorem osi OX, I'r =
{2 :|z| = R, Imz > 0}- pdlokrag,

I':= FR U [—R, R]

Lemat 12.1 (Jordana)

Niech f bedzie funkcja holomorficzng w {z : Imz > 0} z wyjatkiem skoriczonej ilosci punktow,
nielezacych na osi OX oraz M(R) = maxr,, |f(z)| = 0 dla R — co. Wdéwczas dla dowolnego
A>0

f(2)e™dz — 0
Tr
dla R — oc.

Dowéd Niech . -
I ={z: 2=Re" te [0’5]}

f(2)e™dz

g

/ f(Relt)el)\R(costJrzsznt)Z-Reztdt ) (122>
0

Poniewaz |eAfeost] = 1 |e| = 1 oraz |f(2)| < M(R), to wstawiajac te oszacowania do (12.2)
otrzymamy

< / " M(R)Re ™ Fsimtqt < M(R)R / T e Mrsint gy < N(R)R / C AR
0 0 0

2

~dt.

f(2)e™dz
g

Ostatnia nieréwnos$¢ wynika z faktu, ze dla ¢ € [0, 5] zachodzi nieréwnos¢ sint > %t. Zatem

M(R)R/g e ML = M(R)R ( T ) [—e_ R%t] P MR (1 — ) S 0

; IR 0 2\
bo M(R) — 0. Dowéd w pozostalej ¢wiartce jest analogiczny. O
Uwaga 12.2
M(R) moze dazy¢ do zera tak wolno, ze fFR f(2)dz moze nie dazy¢ do zera. Pomnozenie

funkcji podcatkowej f przez e™* przyspiesza zbieznosé calki.

Lemat 12.2
Niech [ bedzie funkcja holomorficzng w {z : Tmz > 0} z wyjatkiem skoriczonej ilosci punktow
ag, k=1,...,n, nielezgcych na osi OX. Ponadto zaktadamy, ze f jest rzeczywista na osi 0X
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oraz dla |z| > r spetnia warunek | f(z)| < P |a, gdzie o > 1, M >0 . Wowczas catka z funkcji
f(z) istnieje i wyraza sie wzorem

n

/ fla)de =271 " res,, f(2).

k=1

Niech K := T'p U [—R, R] bedzie tak duzy, aby wszystkie punkty ay, k = 1,...,n lezaly
wewnatrz K. Z twierdzenia Cauchy’ego o residuach wynika, ze

/R f(z)dz + f(2)dz = 2mi 2”: resa, f(2).
-R g

k=1

Stad wynika teza twierdzenia , bo

gdzie a > 1. O

Uwaga 12.3
Lematy 12.1 i 12.2 sa takze prawdziwe dla dolnej pélptaszczyzny.

Przyklad 12.4

1. Obliczy¢
/ oK e k> 0.a> 0.

2 2
o L7t a

Jako funkcje zespolona bierzemy f(z) = 2@?? ktora ma bieguny w punktach =+as.
Poniewaz do obszaru ograniczonego I' nalezy tylko jeden biegun ai to z twierdzenia
Cauchy’ego o liczeniu calek za pomoca residuéw otrzymamy,

eikz eikz
ﬁdZ = 27TiT€Sai 5, 9 )
rzc+a ze4a

Policzymy residuum f w biegunie az.
eikz eikz —ak

ai = 1li —ai ; ~ = 1li N T =
resqf(2) = zl_gllz(z ai) (z — ai)(z + ai) i (z+ai)  2ai

e—ak T

aeak

eik’z R eikm
z)dz = ———dz + ——dx.
/Ff() /FR22+a2 /_Rx2+a2

78

czyli fF z)dz = 27



Dla R — oo zachodzi, ze — 0 (korzystamy z lematu Jordana) oraz

etkz
22+a?

R ikx o0 ik [eS) %) .
e e coskx . sinkx
_rRIT°+a o TTHFa o TTHa o TTFa

Tak wiec dostaniemy, ze
™ > coskx [ sinkx
o = e = [ i [ S

T e cosk:cd
ak 2 g AL
ae o et a

Zatem

. Zastosowanie twierdzenia Cauchy’ego o liczeniu calek za pomoca residuéw do calek
postaci

/27r f(coso, sing)dep.
0

Wprowadzamy zmienna z = €, ¢ € [0, 27]. Wtedy

R L N . e —e® 71
COsp=——5 =g SO o =
27 -1 -1
zZ+z z—z2 " dz
) do = —
N e

Zastosujemy to do obliczenia catki

/2” do _/ & _/ dz _/ dz
o D+ 4sin(o) lz]=1 D + 4Z’22[1 521 D12 +22(2 — 271) o|=1 222 + 51z — 2

dz . 1 . dz 21
- = 2mres_;i2—, =271 lim : =
z=1 2(2 + 2) (2 + 519) 2°22° + 51z — 2 213 2(2 + 2i) (2 + 31) 3

/Oosmac oo
o T 2
[_

Niech r < R, v, = {2 : z = re", t € [0,7]}, [-R, —r],[r, R] odcinki zawarte w osi
OX. Tworzymy zamknieta krzywa I' :== I'r U [-R, —r| U, U [r, R], ktéra orientujemy
dodatnio wzgledem obszaru D, ktéry ona ogranicza.

. Wykazaé, ze

Niech f(z) = %, wtedy f € H(D). Zatem z podstawowego tw. Cauchy’ego

iz —r iz R iz iz
Oz/f(z)dz:/ e—dz—i-/ e—dx—i-/ e—dx—l— 6—dz. (12.3)
r rp 2 R T . T o 2
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Dla z € I'r mamy

z R R R
dla R — oo, bo y > 0. Stad .
/ e—dz — 0.
I'r <

Dla z € yg mamy

ér 1z G L e 5SS S

— = ' ' =—+i+— == z

z z z 2! 3! PR

Stad

/e—d,z:/ —dz+/ g(2)dz.
Yr “ Yr “ I'r

Policzymy kolejno calki. Dla z € v,, z = re', t € [0, 7]

1 T 1 ,
/ —dz = —/ —iretdt = —inm.
o 2 o red

Na v, |g(2)] < M, zatem ‘f% g(z)dz| < Mnmr — 0 dlar — 0. Stad

lim [ Sdz = —in + 0= —ir. (12.4)
r—0 e 2

DlaR—oc0ir—20

—r iz R iz 0 ix 0o iz
(/ e—d.’E + / e—dl‘) = / e—d:E + / e—dx.
R T . T oo T 0

Jesli w catce ff)oo %dw dokonamy podstawienia z = —t, to otrzymamy catke — Ooo e—;w .
Tak wiec z (12.3) i (12.4) wynika, ze dla R - oo ir — 0

0 T oo _ix
Mﬂ+/ im+/  dr—ir
x 0 T

—00

Zatem

oo ix —ix 00 T e AD N o0 s 0o
X e —e€ e —e 21 X ST ST m
ZW:/ —dx:/ #dmzm/ de = / dr = —.
0 x 0 x21 0 x 0 x 2
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13 Geometryczna teoria funkcji zmiennej zespolonej

Definicja 13.1
Niech zy € C, T jest gladkq krzywa, ktora nie przechodzi przez punkt zy. Warto$c catki

1 dz
Ir = —
(20) := 21 Jr 2 — 29

dz (13.1)
nazywamy indeksem punktu zy wzgledem krzywej I'.

Lemat 13.1
Indeks punktu wzgledem krzywej jest liczbg catkowitq.

Dowéd Niech z(t), t € [a, ], bedzie gladka funkcja opisujaca krzywa I'. Definiujemy funkcje

h(t)—/tzz()dt a<t<B.

t)—ZO

Jej pochodna wynosi h'(t) = z‘i - dlat € [a,f]. Zatem pochodna funkeji e hMO[2(t) — 2]
jest réwna

TO(R (1) (2(8) — 20) + 2'(t) =

!/

—h(?) _ﬂ t) — "Y) =0

0 (St - w0+ #10)) =0
Stad funkcja e "®[z(t) — 2] jest stala na przedziale [, 3] i i jej warto$é jest réwna wartosci
w punkcie t = a. Uwzgledniajac h(a) = 0 otrzymamy e "®(2(t) — z) = e " (2(a) —
2) = z(a) — 2. Wtedy ') = &72 oraz e"® = 1 bo 2(B) = z(a). Zatem h(B) jest

z(a)—
wielokrotnoscia 27i z czego wynika wzér (13.1). O

Definicja 13.2
Pochodnq logarytmiczng funkcji meromorficznej f nazywamy funkcje postaci

din(f(z) _ f'(2)
iz @)

Definicja 13.3
Residuum logarytmicznym funkcji meromorficzne; f w punkcie zg nazywamy residuum po-

chodnej logarytmicznej dl"( (Z)) ’}((Z)) w punkcie 2.

Lemat 13.2
Jezeli zy jest n-krotnym zerem funkcji f, to

Fe)
/()
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Dowod
Poniewaz zy jest n-krotnym zerem f to f(z) = (2 — z0)"¢(2), gdzie ¢ € H(U(2p,€)) oraz
®(20) # 0 dla z € U(zp, €). Policzymy pochodna logarytmiczna funkcji f tzn.

f'(z) _nlz=2)""¢(z)+(-2%)"¢E) _ n A

f(z) (2 —20)"9(2) z—2  #(z)
Residuum funkcji % wynosi
/ 1 / 1 1 /
S B (- VREE X no dE)
f(z) 2w )= f(2) 270 S solmr 2 — 20 270 J)s = (2)
Zauwazmy, ze [ ‘Z((ZZ)) = 0 poniewaz % € H(U(zp,€)). O
Lemat 13.3
Jezeli zg jest n-krotnym biequnem funkcji f, to
f'(z)
res., =—
" f(2)
Dowéd

Jesli zg jest n-krotnym biegunem funkcji f to 2y jest n-krotnym zerem funkcji % Poniewaz

[(z) __d=in(f(=) _ ()

flz) dz dz

Stad
res & = —n.
“f(2)
Twierdzenie 13.1
Niech D C C bedzie obszarem, za$ OD- konturem. Jezeli funkcja f jest funkcja meromorficzna

w D 1 f nie ma ani zer ani bieqgunow na 0D, to

B
2mi Jop f(2)

gdzie N oznacza sume krotnosci wszystkich zer f w D, P-sume krotnosci wszystkich biegunow

fwD.

dz= N — P,

Dowdéd
Niech ag, k= 1,... 1, beda zerami funkcji f za$ b,,n =1,...,m, biegunami f. Wtedy

L PE N G NS )
27t Jop F12) T 2Ty Ty =N =P

82



Twierdzenie 13.2 (Zasada argumentu)

Niech D C C bedzie obszarem, za$ OD- konturem. Jezeli funkcja f jest funkcja meromorficzna
w D i f nie ma ani zer ani biequndw na 0D, to przyrost argumentu f podzielony przez 2m
rowna sie roznicy miedzy tlosciq zer a ilosciq biequnow funkcji w obszarze D czyli

1
%Aapargf(z) =N-P

Dowod
Niech z(t), t €< a, f > bedzie gladka parametryzacja brzegu 0D.
1 Fe) 1 (PP o, 1 [Pdn(f(2)
NP o T T L O T
= (O] = 5 ((f=(8)) — In(F ()

Poniewaz krzywa z(t) parametryzujaca 0D jest zamknieta, to f(z(8)) = f(z(a)). Stad
In(f(2(8)) = In(f(2()) = In|f(2(B))| + iarg f(2(8)) — In|f(2(c))| —darg f(2(c))

iDopargf(2) = i(arg f(=(8)) — argf(+(a))

Stad

1 f'(z) 1

N-pP=_— — A .
27 Jop f(2) dz 27rz'l oparg f(2)

Uwaga 13.1
Wielkos$¢ 5-Agpargf(z) oznacza indeks zera wzgledem krzywej I'(t) = f(z(t)), gdzie
z(t) € 0D.

Twierdzenie 13.3 (Rouché) )
Jezeli dwie funkcje f i g sa analityczne w domknieciu obszaru D i spelniaja na brzegu 0D
nierownosé |g(z)| < |f(z)|, to funkcje f i f + g maja w obszarze D taka sama ilo$é zer.

Dowdéd
Niech Ny, oznacza ilos¢ zer z uwzglednieniem krotnosci funkcjif + ¢g. Poniewaz obie funkcje
sa holomorficzne, to nie maja biegunow. Z zasady argumentu wynika, ze
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1 1
= —Agpargf(z) + —Asparg (1 + M) :
2m 2m

f(z)
Poniewaz %‘ < 1 oraz wektor wodzacy funkcji 1—1—?8 nie obiega zera, to 5-Agparg (1 + %3)
0. Stad i z faktu, ze 5-Agpargf(z) = Ny dostaniemy
Nf+g - Nf
O

Twierdzenie 13.4 (Bezout)
Kazdy wielomian stopnia n ma w dziedzinie zespolonej doktadnie n zer.

Dowéd
Niech
P(2) = @p2" + ap 12" '+ . a2+ ag = a,2" + g(2).

Niech f(z) := a,2". Funkcja f ma dokladnie n zer (liczymy z krotnosciami). Dla dostatecznie
duzego R na okregu {z : |z] = R} zachodzi |f(z)| > |g(2)| (bo stopien g jest nie wigkszy niz
n —1). Zatem z tw. Rouché Ny, = Ny, stad Ny, = n. O

Przyklad 13.1

Pokaza¢, ze zera wielomianu P(z) = 2% — 423 + 10 leza w pierScieniu P(0,1,2) = {z :
1 < |z| < 2}. Wykazemy, ze w kole K(0,1) wielomian P(z) nie ma pierwiastkéw. Niech
f(z) =10, g(2) = 28 — 423, Wtedy |g(z)] < 1+4 =5 < 10 = |f(2)| na brzegu K(0,1).
Zatem z twierdzenia Rouché Np = Ny, = Ny = 0 czyli w K(0, 1) nie ma zer. Wykazemy, ze
w kole K (0,2) wielomian P(z) ma 8 pierwiastkéw. Niech f(z) = 2%, g(z) = 10 — 423. Wtedy
na brzegu K (0,2) mamy [g(z)] < 10 +4 x 23 =42 < 256 = 2% = |f(2)|. Zatem z twierdzenia
Rouché Ny, = Ny = 8 czyli w K(0,2) mamy 8 pierwiastkéw. Ostatecznie dostajemy, ze
wszystkie zera wielomianu P(z) leza w K(0,2) \ K(0,1).

Twierdzenie 13.5 (zasada zachowania obszaru)
Jezeli D C C jest obszarem oraz f € H(D), f # const, to obraz f(D) tez jest obszarem.

Dowod

Nalezy udowodni¢, ze f(D) jest spdjny i otwarty. Ze stwierdzenia 1.1 wynika, ze dla zbioréw
otwartych w C spdjnosé¢ i tukowa spéjnosé sa pojeciami réwnowaznymi. Najpierw udowod-
nimy, ze f(D) jest spdjny. Niech w;,ws oznaczaja dwa dowolne punkty ze zbioru f(D).
Niech zy, 29 oznaczaja ich przeciwobrazy nalezace do D. Poniewaz D jest tukowo spojny, to
istnieje droga v laczaca punkty z1, 2o zawarta w D. Jej obraz jest droga zawarta w f(D)
laczaca punkty wi,wy. Zatem f(D) jest zbiorem tukowo spdjnym, zatem spdjnym. Udo-
wodnimy, ze f(D) jest otwarty. Niech wyg € D, za$ 2y niech bedzie jego przeciwobrazem w
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D. Poniewaz D jest otwarty to istnieje D(zo,7) C D. Zmniejszajac ewentualnie r mozna
zatozy¢, ze D(zp,r) nie zawiera innych przeciwobrazéw wy. Niech «, oznacza brzeg D(zo, )
tzn. v, = {2z : |z — 20| = r}, p = min,e,, |f(2) — wo|. Zauwazmy, ze p > 0 bo w przeciw-
nym przypadku istniatby na ~, punkt bedacy przeciwobrazem wg, wbrew naszemu zalozeniu.
Pokazemy, ze D(w, 1) = {w : lw—wpo| < p} C f(D). Niech w; € D(wy, p1). Definiujemy funk-
cje f(2) == f(2) —wo oraz §(z) := wy — wy dla z € D(zy,r). Poniewaz |§(2)| = |wo — w1| < p
na 7, oraz |f(z)| = |f(z) — wo| > p na ~,. Zatem z twiedzenia Rouché wynika, ze funkcja
f(2)—wy = f(2) —wo+ (wo—wy) = §(2)+ f(2) maw D(zy,7) tyle samo zer ile ma ich funkcja
f(2) = f(2) — wy, tzn. ma co najmniej jedno zero. Zatem funkcja f w D(zg,7) przyjmuje
wartosé wy. Lecz wy byl dowolnym punktem z D(wo, p), stad caly dysk zawiera sie w f(D).
Zatem f(D) jest otwarty. O

Twierdzenie 13.6 (zasada maksimum)
Modut funkcji analitycznej f(z), réinej od stalej w obszarze D, nie osiqga maksimum w
zadnym punkcie wewnetrznym tego obszaru.

Dowod

1. Najpierw pokazemy, jezeli modut funkcji analitycznej jest staly w pewnym obszarze, to
funkcja jest stala. Niech |f(z)| = |u + | = ¢, gdzie ¢ jest stala, to |f(2)]? = u? +v* = 2.
Skad po zrézniczkowaniu otrzymamy.

2uu, + 2vv, =0,  2uu, + 2v0v, = 0.
Na mocy rownan Cauchy’ego-Riemanna
wul, —vuy, = 0, wuy, + vuj, = 0.
Rugujac w, otrzymamy (u® 4+ v*)ul, = c*u, = 0, wiec u}, = 0 jezeli ¢ # 0. Podobnie mozna

pokazac¢, ze pochodne uj, v;, u; sa réwne zeru w catym obszarze. Stad funkcje u, v sa stale i

dlatego f tez jest stala. Jezeli ¢ = 0, to oczywiscie f(z) jest funkcja tozsamosciowo réwna zeru.

2. Jezeli f # const, to na mocy twierdzenia o zachowaniu obszaru kazdy obszar jest prze-
ksztalcany na obszar. Przypusmy, ze | f| ma lokalne maksimum w punkciezy € D tzn. istnieje
U(zp,€) C D takie, ze dla kazdego z € U(zo,¢€), |f(2)] < |f(20)|]- Poniewaz f(U(zo,¢€)) jest
obszarem, wiec znajdziemy punkt z; € f(U(2,€)) taki, ze |z1] > |f(20)|. Ale z1 € f(U(2p,€))
to istnieje zo € U(20, €) taki, ze z; = f(29). Otrzymana sprzecznosé¢ konczy dowdd. O

Wniosek 13.1
Jezeli f € H(D), f € C(D), to |f| osiaga maksimum na brzegu D.
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Uwaga 13.2
Dla min | f| powyZszy wniosek nie jest prawdziwy. Np. dla f(z) = z modul |z| ma minimum
w 2o =0¢€ D(0,1).

Twierdzenie 13.7 (zasada minimum)
Jezeli funkcja f jest holomorficzna w obszarze D i nie zeruje sie w nim, to |f| moze osiagaé
minimum lokalne wewnatrz D tylko w przypadku, gdy f = const.

Dowod
Wystarczy w tym celu zastosowaé¢ zasade maksimum do funkcji %, ktora jest holomorficzna
w D, bo f(z) #0dla z € D. O

Twierdzenie 13.8 (Lemat Schwarza)
Jezeli funkcja f € H(D(0,1)), f € C(D(0,1)) f: D(0,1) — D(0,1) oraz f(0) =0, to

vze DO,1) [f(2)] <2l
Jezeli réwnosé jest osiagana choéby w jednym punkcie z # 0, to f(2) = €*®z, ¢ € [0, 27).

Dowéd Rozpatrzmy funkcje 1(z) := @ Z zalozenia, ze f(0) = 0 wynika, ze jest ona
holomorficzna w D(0,1). Z zasady maksimum wynika, ze funkcja |¢)(2)| osiaga maksimum na
brzegu D(0,r),r < 1. Lecz na brzegu 0D(0,r) mamy

[(2)] < - (13.2)

=S| =

Dla z dazacych do brzegu 0D(0,1) mamy, ze r — 1, zatem z (13.2) wynika, ze |f(2)| < |z
dla z € 9D(0,r). Poniewaz dowolny punkt z D(0,1) nalezy do pewnego D(0,7),r < 1, za-
tem nieréwnosé |f(z)| < |z| zostala udowodniona. Jesli w dowolnym punkcie zy € D(0,1)
mamy znak réwnosci, to |¢| osiaga w tym punkcie maksymalna warto$¢ réwna 1. Wéwezas
1 jest funkcja stala, ktérej modut jest oczywiscie réwny 1. Stad (2) = €' i w konsekwencji
f(z) = ze. O

14 Przedluzenia analityczne

Definicja 14.1
Niech Dy,Dy C C beda obszarami, fi € H(Dy),fo € H
Niech A = Dy N Dy. Jesli dla kazdego z € A, fi(2) = faf

przedtuzeniem analitycznym drugiej.

(Dy). Zatéimy, Dy N Dy # 0.
z), wowczas kazda z funkcji jest
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Przykilad 14.1
Dane sa trzy szeregi potegowe

L) =312 folz) = %Z(l +i2)", fa(2) = - =D (=" (—Z j_l 3 Z)

zbiezne odpowiednio w dyskach D(0,1), D(i,1), D(—1+1,/2). Dyski te maja czedci wspdlne.
Ponadto fi(z) = L dlaz € D(1,1), fo(2) = L dlaz € D(i,1), f3(2) = L dlaz € D(—1+4,V2).

Tz Tz

fi(z) = % = ﬁ => )" z-1"
1 1 1 Iem, (20" I (i=2\" 1,
"CQ(Z)ZZ:z’Hz—z’):z‘(1+(z7—i)):Z;(_1> ( i ) —X;( i ) —Z.;)(l—i—zz)
1 1 1 1 — oz +1—i\"
f3(z):2:z—(—1+z’)+(z‘—1):(i—l)(1+(#—1;")):i—ln;(_l) (?> ’

czyli fi jest analitycznym przedtuzeniem fo, f3 jest analitycznym przedluzeniem fs.
Przedluzenie analityczne daje sie w naturalny sposéb uogélni¢ na skonczony ciag funkcji.

Definicja 14.2
D; C C, D;-obszar, i =1,...,n, A;:= D; N\ D;y1. Niech f; € H(D;) oraz fiy1 jest analitycz-
nym przedtuzeniem f;. Wtedy f, nazywamy analitycznym przedtuzeniem posrednim funkcji fi.

Mozliwe sa dwa przypadki:

1. W czesci wspdlnej kazdych dwéch obszarow D;, Dy, funkcje f; i fi sa identyczne. Wowczas
ciag funkcji f1, ..., f, okredla w obszarze D, U...UD, jedna funkcje analityczna f, ktéra
w obszarze D, jest identyczna z funkcja fy.

2. W czesci wspolnej obszarow D;, Dy funkcje f; i fi nie sa identyczne. Wtedy ciag funkcji
fi,--., fn nie okresla funkcji w obszarze D; U ... U D, w dotychczasowym znaczeniu.
Moéwimy wtedy, ze funkcje f1,..., f, sa galeziami jednej funkcji analitycznej
wieloznacznej, ktéra w obszarze Dy, jest identyczna z fy.

Przyklad 14.2
Niech f(z) = In|z| +i¢, ¢ = arg(z). Zdefiniujemy obszary

3 7 3 5
Ri={z:0<¢ <m}, RQZ{Z:nggngw}, R3:{z:§7r§¢§§7r}.
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Wtedy f1 # f3 w czesci wspolnej Ry N Rs.

Definicja 14.3

Niech D C C, D-obszar, f € H(D). Funkcja f przedluza sie przez punkt brzeqowy zy obszaru
D jesli istnieje funkcja holomorficzna g € H(D(zg,1)), ktora jest réwna f w pewnym obszarze
A =DnND(z,r1).

Jesli w zy nie jest punktem przedtuzalnosci, to nazywamy go punktem osobliwym f, a jesli jest
punktem przedtuzalnosci, to nazywamy go punktem reqularnym

Twierdzenie 14.1
Kazdy szereg potegowy f(z) = >0~ cn(z — 20)", rdiny od statej ma na okregu swego kota
zbieznosci K = {z: |z — 20| = r} przynajmniej jeden punkt osobliwy.

Dowdéd

Gdyby kazdy punkt okregu K byl regularny, to dla kazdego z € K istnialby szereg potegowy
zbiezny w dysku D(z, €(z)) réwny w czesci wspdlnej funkeji f(z). Czesc wspdlna kota zbieznosei
i dyskéw D(z,€(z)) daje wieksze kolo zbieznosci K’ o promieniu 1’ > r, gdzie f jest anali-
tyczna. Otrzymana sprzecznos¢ konczy dowdd. O

Przyklad 14.3
Podamy przyktad szeregu potegowego, dla ktérego kazdy punkt z brzegu kota zbieznosci jest
osobliwy.

z)zZan:z+z2+z4+28+...
n=0

jest zbiezny w kole |z| < 1. Niech z = re%, gdzier < 1,k,p=1,2,...,

i r2te? kT > Z r (p+1)

n=p+1
Dla r — 1 mamy |f(z)] = oo bo 32 ;r*" — oo. Wynika stad , ze wszystkie punkty postaci

2”6277‘717]{71'1' 2n 2" Pl

2)| =

z=e% s osobliwe, bo w punkcie regularnym istnieje granica funkcji f(z). Poniewaz takie
punkty sa geste w okregu jednostkowym, stad wszystkie punkty z okregu sa osobliwe, bo
dostatecznie mate otoczenie punktu regularnego sktada sie wylacznie z punktéw regularnych.

Pytanie

Jak zbadaé czy funkcja analityczna f(z) jest przedtuzalna poprzez brzeg swego obszaru ist-
nienia?
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Shuzy do tego nastepujaca metoda. Niech P(z) = Y " ca(z — 20)", gdzie zp € D bedzie
szeregiem Taylora naszej funkcji. Jest on zbiezny w kole D(zg, 7). Niech A bedzie
najblizszym punktem brzegowym obszaru D. Obierzmy wewnatrz odcinka zoA dowolny punkt
z1. Szereg Taylora w otoczeniu punktu z; ma postaé Pi(z) = Y " cn(z — 21)", ktéry jest
zbiezny w kole D(zy,71). Promien r; jest mniejszy niz odleglosé punktu A od zy, czyli
r = |A—z1| =r—|z0 — 21| W czesci wspdlnej oba szeregi pokrywaja sie.

Definicja 14.4
Przejscie od szereqgu P(z) = Y2 ca(z — 20)" do szeregu Py(z) = > 0" (2 — 21)" nazywamy
przeprowadzeniem szeregu P(z) =Y 07 ¢, (2 — 20)" do punktu 2.

Funkcja f(2) jest przedhizalna przez punkt A wtedy i tylko wtedy gdy r1 > |21 4|, bo na
okregu {z : |z — z1| = r1} lezy tylko jeden punkt brzegowy A zbioru D.

Definicja 14.5

Méwimy, Ze szereq P jest przediuzalny wzdtuz krzywej U opisanej funkcja z(t),t €< a, f >,
jezeli kazdy punkt z(t) € T' jest Srodkiem pewnego szeregu potegowego Pt €< a,f >, o
dodatnim promieniu zbieznoSci. Przy czym szeregi tej rodziny spetniajq warunki:

1. P, = P(z),

2. kazde dwa szereqi Py, Py, sa identyczne w czeSci wspolnej swych kot zbieznosci jesli ty, to
sq dostatecznie blisko.

Rodzine szeregow postaci Py, t €< a, B > nazywamy tancuchem szregow potegowych taczqcych
elementy P, i@ P3. Szereg Pg nazywamy przedtuzeniem szerequ P, wzdtuz I

Stwierdzenie 14.1
Kazdy szereg potegowy wzdtuz krzywej wychodzacej z jego srodka ma co najwyzej jedno przedtuzenie.

Dowod

Gdyby szereg P,,t €< a, [ > mial wzdluz krzywej I' dwa przedtuzenia, to obok lancucha
P,,t €< a, f > istnialby drugi tancuch Qy,t €< a, f > o tym samym poczatku P, = P(z) =
(o 1 0 16znych koncacha Pz # (Qs. Niech ¢y bedzie kresem gérnym takich liczb, ze P, = Q)
dla a <t < ty. Wtedy w dowolnie matym otoczeniu z(ty) istnialyby dwie takie wartoséi ¢ i
' takie, ze P, = Q; oraz P/ # Qy, co nie jest mozliwe na mocy wilasnosci drugiej taiicucha. [

Uwaga 14.1

Funkcje f(z) mozna w obszarze D wytworzy¢ z jednego jej elementu przez przedtuzenie
w obszarze D.
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Definicja 14.6
Funkcje f € H(D) nazywamy dowolnie przedluzalng w D jezeli kazdy jej element daje sie
przedtuzyé analitycznie po kazedej krzywej zawartej w D.

Twierdzenie 14.2 (zasada monodromii)
Funkcja analityczna dowolnie przedtuzalna w obszarze jednospojnym D jest w tym obszarze
jednoznaczna.

Powyzsze twierdzenie mozna uogolnic.

Twierdzenie 14.3
Kazdy element P(z) funkcji analitycznej dowolnie przedtuzalnej w obszarze D ma to samo
przedtuzenie wzdtuz dowolnych dwoch krzywych homotopignych wzgledem D.

Uwaga 14.2

Z zasady monodromii wynika, ze gdy pewien element P(z) funkcji analitycznej f(z) jest
przedtuzalny wzdtuz zamknietej I' i po przedtuzeniu element konicowy jest rézny od P(z), to
wewnatrz [' funkcja f(z) musi mie¢ przynajmniej jeden punkt osobliwy. Jesli istnieje taki
punkt to nazywamy go punktem rozgalezienia danej funkcji (f).

15 Rodziny normalne funkcji
Twierdzenia 15.1 (Weierstrassa)

D C C obszar, f, € H(D),n € N. Jezeli szereg >~ fn(2) jest zbiezny niemal jednostajnie
w D to:

1. suma f(z) = ", fa(2) jest funkcja holomorficzng w D,

2. dla Yk € N szereg k-tych pochodnych jest tez miemal jednostajnie zbiezny w D, przy
czym

fP) =) 1)

Dowdéd

1. Niech K bedzie zwartym podzbiorem D. Mozemy zalozyé, ze K = D(zy, 7). Wtedy brzeg
OK jest krzywa zamknieta, ktora oznaczymy przez I'. Poniewaz funkcje f,,n = 1,2,... sa
ciagle na K a szereg Y~ | fu(2) jest zbiezny jednostajnie na K, to suma szeregu f jest funkcja
ciaglta na K. Ponadto zachodzi nastepujaca wlasnoscé:
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Jezeli szereq Y o~ | fn(2) funkcji ciaglych na T jest zbiezny jednostajnie, to

Af(z)dz:g/rfn(z)dz. (15.1)

Niech r, = [ fdz = > "5, o fe = Jo (f = 2i_ fx) dz. Poniewaz szereg jest zbiezny niemal
jednostajnie, to [f — > "2 f,| <e, gdy n jest dostatecznie duze. Wtedy

/Ffdz—/rifkdz </F|edz|:e|r|.

k=1

Gdy n — o0, to € — 0, skad wynika (15.1).

2. 7 twierdzenia podstawowego Cauchy’ego wynika, ze dla kazdego n, fr fndz =10
(spelnione sa zalozenia, bo f,, € H(D(z,r)) oraz D(zg,7) jest jednospdjny). Zatem catka po
lewej stronie (15.1) wynosi zero. Z twiedzenia Morery za$ wynika, ze f jest holomorficzna
na D(zg, 7). Poniewaz zbiér D mozemy pokry¢ takimi dyskami, to f € H(D) czyli zachodzi

whasnosé (1) z tezy tw. Weierstrassa.

3. Zorientujemy I' dodatnio wzgledem D. Pomndézmy obie strony réwnosci

)k - 1 scatkujemy po ¢ po okregu I'. Wtedy otrzymamy réwnosé

27rz(< 20
k! f(€) B Z fn
27i Jp (¢ — zo)*H! dC = — 2mi / k“ (15.2)

7 twierdzenia o uogdlnionym wzorze catkowym Cauchy’ego wynika, ze 2m fr (C ZO i Hd(’ =

przez

f®)(20) oraz 2= [, ng(ECIZH d¢ = ( 0). Zatem (15.2) oznacza, ze zachodzi réwnosc z punktu

(2) z tezy tw. Weierstrassa.

4. Teraz wykazemy, ze szereg pochodnych » > 7(L )( ) jest zbiezny niemal jednostajnie.
Niech K oznacza koto o srodku w zg i promieniu 7“ = L. Wtedy dla ( € I' i z € K; mamy,
ze | — z| > 1. Z zalozenia szereg > | f,(%) jest zblezny jednostajnie na K zatem

m-+p

Y falr)| <e

n=m-+1

(15.3)

91



dlap=1,2,...1in > N(e€). Zastosujemy (15.3) do oszacowania szeregu pochodnych tzn.
m—+p

| K fa(Q) k!
B Tm/l“n_;u (C_Z)kHdC =

47y

> )

= 9 (pr\k+1
n=m+1 2m (T/>

m+p ‘

Stad moduty | S "*P 1 fék)(z)\ sa dowolnie matle, gdy n jest dostatecznie duze. Zatem sze-

n=m-+
reg y o, fék)(z) jest jednostajnie zbiezny w kole K. Poniewaz dowolny zwarty podzbiér K
zawarty w D mozna pokry¢ skoniczons iloscia dyskéw, to otrzymamy, ze szereg » | f, jest
zbiezny niemal jednostajnie w D. O]

Twierdzenie 15.2 (Hurwitza)

D c C obszar, K C D zwarty, f, € H(D),n € N. Jezeli ciag f,(z) jest zbiezny jednostajnie
na K do funkcji f # const. Wowczas jesli f(zo) = 0, to w dowolnym kole D(zy,r) C D
wszystkie funkcje f, poczynajac od pewnego n takze zerujq sie.

Dowod

Z twierdzenia 15.1 (Weiestrassa) wynika, ze funkcja f jest holomorficzna w D. Poniewaz zera
funkeji holomorficznej sa izolowane, zatem istnieje koto D(zp,r) C D, na ktérym f(z) # 0.
Niech K = 0D(zg,7) oraz p := min,ex |f(2)|. Wtedy p > 0. Poniewaz ciag {fn}nen jest
zbiezny jednostjnie na K, wigc istnieje N € N takie, ze

[fn(2) = f(2)] <

dla wszystkich z € K i dlan > N. Z twierdzenia Rouché wynika, ze dla takich n funkcja
fo=f+(f — fn) ma wewnatrz K tyle zer, ile ma f, tzn. co najmniej jedno. O

Whniosek 15.1

D c C obszar, f, € H(D),n € N oraz réznowartosciowe. Jezeli ciag f,(z) jest zbieiny jed-
nostajnie na dowolnym zbiorze zwartym K C D, to funkcja graniczna jest réznowartosciowa
lub stata.

Twierdzenie 15.3 (Rungego)
D C C obszar jednospéjny, f € H(D), K C D zwarty. Wéwczas dla dowolnej liczby € > 0
istnieje wielomian P taki, ze

sup |f(z) — P(2)| <e.

zeK

Definicja 15.1
Niech F bedzie rodzing funkcji ciagtych w obszarze D o wartosciach w C (rodzina moze byé
nieprzeliczalna). Mowimy, ze F jest rodzina normalna w D, jezeli z kaZdego ciagu (fp)nen 2
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tej rodziny mozna wybrac podciqg niemal jednostajnie zbiezny w D do funkcji skonczonej lub
nieskonczonosci.

Definicja rodzin normalnych pochodzi od P. Montela.

Definicja 15.2
Mowimy, ze funkcje z rodziny F sa wspdlnie ograniczone w obszarze D <=

VK C D, K —zwarty IM(K)>0 VfeF Vze K |f(2)] <M(K).

Twierdzenie 15.4
Jezeli rodzina F C H(D) jest wspdlnie ograniczona w obszarze D, to rodzina pochodnych tych
funkcyi jest takze wspolnie ograniczona.

Dowéd
NiechU ={z:|z—z2| <r} CV ={z:|z—2| <r'} C D. Z twierdzenia o wzorze catkowym
wynika, ze dla

f(©)

v (C—2)?
gdzie OV jest zorientowany dodatnio. Dla z € U i ( € OV mamy, ze |( — z| > r’ — r oraz

f(Q) 1 M , MY
/av (C—Z)2dC’ = 2 (v —7“)22w (=2 M)

7, twierdzenia Borela wynika, ze dowolny zbior zwarty mozna pokry¢ skonczona iloscia kot
zawartych w D. Niech {U; : i = 1,...,k} bedzie skoficzonym pokryciem K oraz M(K) =
sup; <<, M(U;). Wtedy

VieF, VzeV f’(z)—i/
0

2T

dg,

1
o7

/(2]

VK CD, K—zwarty YVze K VfeF |f(z)]<MK)
czyli pochodne tej rodziny sa wspdlnie ograniczone. O

Definicja 15.3
Rodzina funkcji F, okreslonych w D jest jednakowo ciagla, jezeli

Ve>0 VK CD, K—zwarty 36(e, K) >0 VfeF VzZeD |z=2|<d=|f(z2)—f()|<e

Twierdzenie 15.5
Jezeli rodzina F C H(D) jest wspdlnie ograniczona, to jest ona rodzing funkcji jednakowo
ciagtych.
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Dowod
Niech K bedzie zwartym podzbiorem D, 2p := inf,copceor |2 — ¢|. Przez K, oznaczmy
p-otoczenie K tzn.

K, = U{z:|z—20|<p}.

zeK

Wtedy E C D oraz z zalozenia, ze F ograniczona wynika z poprzedniego twierdzenia, ze
Vze K, VfeF |f(z)] <M.

Niech z, 2’ € K, beda dowolnymi punktami takimi, ze |z — 2/| < p. Wtedy odcinek < z,2" >
laczacy z 1 2’ jest zawarty w K,. Stad

| £ < M) - 2| < MK,

f(z) = f()] =

Zatem

€

M(K)

Ve VK C D, Elézmin{p, } VieF Vz,2/eD [z—2|<d =|f(z)—f(Z) <e

co dowodzi jednakowej ciaglosci funkcji f € F. O]

Twierdzenie 15.6 (Montela)
Rodzina F C H(D) funkcji wspdlnie ograniczonych w D jest rodzing normalng.

Dowdéd

1 Wykazemy najpierw, ze jesli ciag funkcji (f,,) C F jest zbiezny w kazdym punkcie pewnego
zbioru zbioru £ C gestego w D, to jest on jednostajnie zbiezny na kazdym zwartym podzbiorze
K C D. Ustalmy € i zbior zwarty K C D. Z poprzedniego twierdzenia wynika, ze rodzina
F jest jednakowo ciagla. Korzystajac z niej wybierzmy podziat obszaru D na kwadraty z
bokami réwnolegltymi do osi wspétrzednych tak drobny, aby dla dowolnych punktéw 2/, 2" € K
nalezacych do jednego kwadratu i dowolnej funkcji f € F zachodzila nieréwnosé

€

7 = S < 5 (15.4)

Zbiér K pokryty jest skonczong liczba takich kwadratéw {O, : p = 1,..., P}. Poniewaz
zbior E jest gesty w D, wiec w kazdym @), mozna znalezé z, € E. 7Z zalozenia, ze ciag (f,)
jest zbiezny na I wynika, ze istnieje N € N takie, ze dla dla m,n > N i wszystkich z,,

p=1,..., P,
1

| frn(2p) — fu(2p)| < §€' (15.5)
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Niech teraz z bedzie dowolnym punktem zbioru K. Istnieje p € {1,..., P}, istnieje kwadrat
Q)p taki, ze z € (), oraz istnieje punkt z, € @), taki, ze dla wszystkich m,n > N korzystajac
z (15.4) i (15.5) otrzymamy, ze

[fm(2) = fu(2)| < | fn(2) = fn(20)| + | fn(2p) = ful2p) [+ [fu(2p) — fu(2) <& (15.6)

A to oznacza, ze (f,) jest zbiezny jednostajnie na K.

2. Wykazemy teraz, ze z dowolnego ciagu ( f,,) mozna wyja¢ podciag zbiezny w kazdym punk-
cie pewnego zbioru £ C D gestego w D. Niech E bedzie zbiorem tych punktow z = x4y € D,
ktérych obie wspoétrzedne sa wymierne. Oczywiscie E bedzie przeliczalnym i gestym podzbio-
rem w D). Poniewaz zbior E jest przeliczalny, to mozna ustawic jego elementy w ciag a,,,n € N.
Rozwazmy ciag liczbowy (f,,(a1))- jest on ograniczony, wiec mozna z niego wybra¢ podciag
zbiezny (f,,). Niech (fi,,) ozncza podciag zbiezny w punkcie a;. Nastepnie rozpatrujemy ciag
(fin))nen brany w punkcie ap. Poniewaz jest ograniczony, wiec mozna z niego wybraé¢ podciag
zbiezny, ktéry oznaczymy (fo,). Ciag (fa2) jest zbiezny w co najmniej w dwéch punktach
a1, as. Analogiczna konstrukcje mozna przedtuzac nieograniczenie. Analogicznie postepujac
dostaniemy podciagi:

f11f12 f13~--
f21f22 f23--‘
f31f32 f33---

Metoda przekatniowa wybieramy podciag (fi1, fa2, f33,...). Ciag ten jest zbiezny w dowol-

nym a, € F, poniewaz jego wyrazy poczawszy od p-tego sa wybrane z ciagu f,, zbieznego w
a,. Zatem ciag (fnn) jest zbiezny na zbiorze E. Korzystajac z I kroku dostajemy teze. O

Twierdzenie Montela nazywane jest w literaturze zasada zwartosci.

Przyklad 15.1

Niech f(z) = zP,p > 2. Przez f™ oznaczymy n-krotne ztozenie funkcji f tzn. f"(z) :=
F(f(f(2)...) = 2P". Tworzymy przeliczalna rodzine F = {f.(2) : n € N,z € D(0,1)}.
Kazda funkcja f, € H(D(0,1)). Rodzina F jest ograniczona, poniewaz

VK K={z:]z|<r<1} |fu2)| <0 <1

Zatem ta rodzina jest normalna na mocy Twierdzenia Montela. Fatycznie caly ciag (f,) jest
zbiezny niemal jednostajnie do funkeji f(z) = 0 dla z € D(0,1). Ale funkcja graniczna nie
nalezy do F. O]
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Niech dana bedzie funkcja meromorficzna f : C — C. Wtedy n-ta iteracja funkcji f ozna-
czamy symbolem f™ i definiujemy jako n- krotne zlozenie funkcji tzn. f* := fo fo...o f.

Definicja 15.4
Niech f: C — C bedzie funkcja meromorficzna przestepna lub wymiernag stopnia deg(f) > 2.
Zbiorem Fatou funkcji f nazywamy zbior

F(f) :={z € C: 3U — otoczenie punktu z t.ze rodzina iteracji {fit}  Jest normalna}.

Zbiorem Julii funkcji f nazywamy zbior

Nazwy tych zbioréw pochodza od twércow teorii zw. dynamika holomorficzna P. Fatou i G.
Julia (matematykdéw francuskich zyjacych w XX wieku.)
Przyklad 15.2

1. Jedli f(2) =2%d>2,to J(f) ={z€ S':|z| = 1}.
2. Jedli f(2) = 2% +¢,|c| > 5, to J(f) jest zbiorem Cantora.

3. Dla f(z) = e* zbiér Julii J(f) = C, natomiast dla fy(z) = Xe*, A € R,0 < A < L zbiér
Julii jest tzw. bukietem Cantora tzn. ma lokalnie strukture produktu zbioru Cantora i
krzywej.

4. Jesli fa(z) = Mtg(2),A € C, |\ < 1 to dla kazdego k € Z, J(f)N{z € C: k < Rez <
k + 1} jest zbiorem Cantora, natomiast dla f(z) = tg(z) zbiér Julii jest prosta (o$
rzeczywista).

Twierdzenie 15.7 (Fatou-Julia)
Jezeli f : C — C jest funkcja wymierng stopnia deg(f) > 2, to zbidr Julii jest niepusty.

Twierdzenie 15.8 (Fatou)
Jezeli f: C — C jest funkcja catkowita przestepna, to zbior Julii jest niepusty.

Twierdzenie 15.9 (Baker)
Jezeli f: C — C jest funkcja meromorficzna przestepnag to zbior Julii jest niepusty.

Uwaga 15.1 W klasie funkcji meromorficznych na C zbidér Julii jest obiektem
czesciej wystepujacym niz np. biegun, poniewaz funkcje calkowite przestepne nie
maja biegunéw, a wszystkie funkcje meromoficzne przestepne (w tym calkowite)
i wymierne, z wyjatkiem homografii i funkcji statych, posiadaja zbiér Julii.
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