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Zagadnienie wielowymiarowosci
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Rysunek 1: Rozkfad normalny dla jednego i dwdch \x/vymiaréw

o lle elementéw rozktadu X ~ AN(0, 1) miesci sie w hiperkuli o
promieniu $rodku (0,0) i promieniu 17?
e Jedna zmienna: ok. 68 procent,
e Dwie zmienne: ok. 26 procent,
e Dziesie¢ zmiennych: ok. 0.02 procenta.
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/Zmienne skorelowane

e Jezeli zmienne s3 skorelowane to wptywaja na jako$¢ modelu
decyzyjnego.

e Uzywajac do opisu kilku cech, z ktérych czes¢ jest w sposéb
niejawny powigzana z tym samym czynnikiem, zwiekszamy
wptyw danego czynnika na proces decyzyjny.

Tabela 1: Opis przedmiotéw

Przedmiot Wyktad Laboratoria Projekt ECTS ECTS
[h] [h] [h] kontaktowe praktyczne

PPD 15 30 15 2 4

Pl 15 15 30 2 4

PO 15 0 30 2 3

e Punkty ECTS s3 wyliczane na podstawie liczby godzin zajec.

e Mamy wiec do czynienia z pozornie réznymi zmiennymi, ktére
opisuja to samo zjawisko.
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Analiza sktadowych gtéwnych

Analiza sktadowych gtéwnych (Principal components analysis
(PCA)) zastepuje zbiér zmiennych mniejszym zbiorem ich
kombinacji liniowych.

Powstate liniowe kombinacje nazywane s3 skfadowymi
gtownymi.

Sktadowe gtéwne tworzy sie w oparciu o wektory wtasne.

Dzieki temu osiggamy nastepujace efekty:

e Sktadowe gtdéwne sa niezalezne.
e Maksymalizacje wariancji kolejnych sktadowych gtéwnych.
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Wartosci i wektory wtasne

Przypomnienie

Wartosci wtasne Niech B bedzie macierza wymiaru m x m i niech
| bedzie macierza jednostkowa wymiaru m x m.
Wartoéciami wtasnymi B nazywamy skalary
A1, A2, ..., Am jezeli [|[B — Al = 0.

Wektory wtasne Niech B bedzie macierza wymiaru m x ma A
bedzie wektorem wtasnosci wtasnych B. Wektor e
nazywamy wektorem wtasnym B jezeli Be = \e
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Kowariancja

Przypomnienie
Kowariancja jest miarg podobiefistwa dwéch zmiennych X; i X;

2 k=1 (ki — i) (kg — 145)
O'U = n s

gdzie u jest Srednig wartoscia zmiennej

e Dodatnia wartos¢ kowariancji oznacza, ze jezeli jedna zmienna
rosnie to i druga ma tendencje do wzrostu.
e Ujemna warto$¢ kowariancji oznacza, ze jezeli jedna zmienna
rosnie to druga ma tendencje do spadku.
e Jezeli zmienne X; i X; s3 niezalezne to a,?j =0
Wartos$¢ kowariancji jest zalezna od wielkosci zmiennych!
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Korelacja

Przypomnienie

Korelacja jest unormowana kowariancja.

2 n
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Macierz kowariancji

Macierz korelacji
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Standaryzacja

e Pierwotne zmienne Xi, X, ..., X, nalezy ustandaryzowa¢ tak,
aby Srednia kazdej zmiennej wynosita 0, a odchylenie
standardowe 1.

Zi = (Xi — pi)/oii
e Standaryzacje mozemy zapisa¢ jako:
1y
Z=(V2) (X—p),

gdzie \Vk: jest macierza diagonalng macierzy kowariancji X.
e Standaryzacja powoduje, ze macierze kowariancji i korelacji sa
takie same.
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Wyliczenie sktadowych gtéwnych

e Dla macierzy Z i-ta skfadowa gtéwna wyliczana jest jako:
Y, = ef-Z =ej1Z1+ eplo+ -+ enly,

gdzie e; jest i-tym wektorem wiasnym.

e Sktadowa gtéwna Y; jest niezalezna od wszystkich pozostatych
sktadowych i maksymalizuje zmienno$¢ Var(Y;) = €’ pe;.

e Mozna zauwazyé, ze pierwsza sktadowa ma wiekszg zmiennosé
niz wszystkie pozostate kombinacje liniowe zmiennych.
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Wptyw zmiennych na sktadowe

e Wptyw danej zmiennej na wyliczong sktadowa mozemy
przedstawi¢ w postaci korelacji czastkowe;j.

e Jest ona zalezna od wektoréw i wartosci wtasnych macierzy
korelacji p:

Corr(Y;, Zj) = e,-j\//\>,-

e Poniewaz A1 > A\» > -+ > A, to pierwsze sktadowe maja
potencjalnie najsilniejszy zwigzek ze zmiennymi.
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Zmiennosé

e Catkowita zmienno$¢ w standaryzowanym zbiorze danych nie
zmienia sie dla sktadowych i jest wyrazana przez sume
wartosci wtasnych, a takze liczbe zmiennych.

i Var(Y;) = i Var(Z;) = Z Ai=m
i=1 i=1

i=1

e Mozemy oceniaé cze$¢ zmienno$ci zmiennej Z wyjasniang
przez sktadowa Y; poprzez iloraz \;/m.

e Zatem pierwsze sktadowe najlepiej ttumacza zmiennos$¢
zmiennej Z.
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Dane z Urzedu Miasta Stotecznego Warszawy

e Analizujemy dane z Urzedu Miasta Stotecznego Warszawy
wyliczone dla 776 obszaréw miasta
powMieszkalna suma powierzchni catkowitych wszystkich

budynkéw mieszkalnych,
powUstugowa powierzchnia catkowita budynkdéw ustugowych,
powHandlowa powierzchnia catkowita budynkéw handlowych,
IMieszkancéw catkowita liczba ludnosci,
IDzieci liczba ludnosci w grupie wiekowej 0-14 lat,

IMiejscPracy catkowita liczba miejsc pracy.
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Sktadowe PCA

Tabela 2: Budowa sktadowych

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PCé6

powMieszkalna -0.5622  0.1521  0.0745 0.0585 -0.7950 -0.1406
powUstugowa -0.1678 0.6388 0.1371  0.6750 0.2960  0.0418
powHandlowa -0.2538 -0.0645 -0.9486 0.1513 0.0922 -0.0158
IMieszkancéw  -0.5194 -0.2973  0.2056 -0.0428 0.4391 -0.6364
IDzieci -0.5059 -0.3458  0.1705 0.0423 0.1782  0.7496
IMiejscPracy -0.2562  0.5973 -0.0671 -0.7172  0.2175  0.1067
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Analiza wyliczonych PCA

Tabela 3: Istotno$¢ sktadowych

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6

Standard deviation 1.6259 1.3708 0.9511 0.5260 0.4220 0.3435
Proportion of Variance 0.4406 0.3132 0.1508 0.0461 0.0297 0.0197
Cumulative Proportion  0.4406 0.7538 0.9045 0.9507 0.9803 1.0000

e QOdchylenie standardowe PCA.

e Udziat w ttumaczeniu zmiennodci —Z

Zj:l 7

e Skumulowane wyttumaczenie zmiennosci 3

k o

i=1 Z;:l o '
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Wizualizacja gtéwnych sktadowych

25-

= ot

e

°
°

PoBsctana e Istnieje zaleznos$¢
miedzy powierzchnia
mieszkan, liczba
mieszkancow i liczba
dzieci.

standardized PC2 (30.5% explained var.)
o
o

e Istnieje zalezno$é
miedzy powierzchnia
ustugowa, a liczba
miejsc pracy.

50-

0 2 4
standardized PC1 (44.1% explained var.)

Rysunek 2: Wizualizacja dwoch sktadowych
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Czy sktadowe s lepsze od zmiennych?

e Otrzymujemy taka sama liczbe sktadowych jak zmiennych.

e Jednakze s3 one uporzadkowane wzgledem istotnosci
i mozemy usuna¢ kilka ostatnich skfadowych.

e Sktadowe tworza kombinacje liniowa zmiennych, sa wiec
trudniejsze do interpretacji niz zmienne.
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Kryteria wyboru sktadowych

Kryterium wtasnosci wiasnej

Kryterium czesci wyjasnionej wariancji

Kryterium wykresu osypiskowego

Kryterium minimalnego zasobu zmiennosci wspolne;j
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Kryterium wtasnosci wtasnej

e Kazda sktadowa powinna ttumaczy¢ zmienno$é réwna
przynajmniej jednej zmiennej podstawowej.

e Dlatego mozna wybra¢ sktadowe o wartosciach wiekszych
niz 1.

e Metoda moze powodowaé wybér zbyt matej liczby sktadowych
dla mniej niz 20 zmiennych i zbyt duzej dla powyzej 50
zmiennych.

Tabela 4: Kryterium wtasnosci wtasnej sktadowych

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PCé6
o 1.6259 1.3708 0.9511 0.5260 0.4220 0.3435
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Kryterium czesci wyjasnionej wariancji

e Okres$lamy jaka cze$¢ zmiennosci ma zostaé wyjasniona przez
sktadowe gtéwne.

e Nastepnie dobieramy sktadowe, az do momentu gdy zostanie
osiagnieta oczekiwana wartos¢.

o Jaka wartos¢ zmiennosci bedziemy wyjasniaé?

e W badaniach socjologicznych cenne s3g juz zwiazki o niskiej
wartosci 60%, w naukach przyrodniczych stosuje sie wyzsze
wymagania 90-95%.

o Jezeli celem jest redukcja wymiaru danych to maksymalizujemy
cze$¢ wyjasnionej wariancji przy ograniczeniach z innych
kryteriow.

Tabela 5: Kryterium czedci wyjasnionej wariancji

PCL PC2 PC3 PC4 PC5 PC6
Sk, 7 — 0.441 0.754 0.905 0.951 0980 1.000

j=1%
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Kryterium wykresu osypiskowego

e Wykres osypiskowy stanowi graficzng prezentacje wartosci
wiasnych wzgledem numeru sktadowe;j.

e Poniewaz pierwsze sktadowe wyjasniaja wiekszos¢ zmiennosci,
to wykres opada szybko dla pierwszych sktadowych, a
nastepnie staje sie ptaski.

e Mozemy odcig¢ sktadowe zawarte w ptaskiej czesci wykresu.
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Wybér sktadowych - przyktad

e Kryterium wtasnosci wiasnej
nakazuje wybraé dwie
sktadowe, ale ze wzgledu na
mata liczbe zmiennych i
wartos¢ std trzeciej
sktadowej bliskiej 1

T e e R e R wybieramy 3.

kryterium wiasnosci wiasnej

e Kryterium wyjasnionej
wariancji wielkosci 95%
nakazuje wybraé 4 sktadowe.

kryterium wyjasnionej wariancji >95%

Kryterium osypiskowe

e Kryterium osypiskowe

| | | | | ‘ wybiera 4 sktadowe, bo
‘ ) Coe ' potem spadek staje sie
Rysunek 3: Kryteria selekgji tagodny.
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Wstep PCA FA NMF

Kryterium minimalnego zasobu zmiennosci wspdlnej

e Zas6b zmiennosci wspdlnej jest czescig wariancji danej
zmiennej, ktéra jest uwzgledniona w wybranych sktadowych.

e Wyliczamy go sumujac kwadraty wag danej zmiennej dla
wybranych sktadowych.

e Warto$¢ zasobu zmienno$ci wspélnej mniejsza niz 0.5 moze
oznacza¢ zbyt mata reprezentacje zmiennej w sktadowych.
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Wybér liczby sktadowych

Tabela 6: Kryterium minimalnego zasobu zmiennosci wspdlnej

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PCo6

powMieszkalna 0.32 0.34 0.34 035 0.98 1.00
powUstugowa 0.03 044 045 091 1.00 1.00
powHandlowa 0.06 0.07 0.97 099 1.00 1.00
IMieszkancéow 0.27 0.36 040 040 0.60 1.00
IDzieci 0.26 0.38 0.40 0.41 0.44 1.00
IMiejscPracy 0.07 042 0.43 094 099 1.00

e Wybierajac trzy sktadowe uwzgledniamy w znaczacym stopniu
tylko jedna zmienna.

e Cztery sktadowe uwzgledniajg trzy zmienne.

e Aby uwzgledni¢ wszystkie zmienne musimy wybra¢ wszystkie
sktadowe.
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Weryfikacja sktadowych

Ostateczng liczbe sktadowych mozemy ustali¢ korzystajac
z mechanizmu weryfikacji.

Wyliczamy sktadowe dla czesci danych, zbioru uczacego.

Nastepnie ponawiamy te czynno$¢ na odrebnych danych,
o tym samym charakterze, stanowigcych zbiér weryfikacyjny.

e Poréwnujemy oba wyniki, aby sprawdzi¢ czy sktadowe sa
reprezentacyjne dla catego zbioru danych.
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Weryfikacja PCA

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6

powMieszkalna -0.5622  0.1521 0.0745 0.0585 -0.7950 -0.1406
powUstugowa -0.1678 0.6388 0.1371  0.6750 0.2960 0.0418
powHandlowa -0.2538 -0.0645 -0.9486 0.1513 0.0922  -0.0158
IMieszkaficéw -0.5194 -0.2973 0.2056  -0.0428 0.4391 -0.6364
IDzieci -0.5059 -0.3458 0.1705 0.0423 0.1782  0.7496
IMiejscPracy  -0.2562 0.5973 -0.0671 -0.7172 0.2175 0.1067

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PCé

powMieszkalna -0.5762  0.0589 -0.0590 0.0351 0.4626  0.6677
powUstugowa -0.1827 0.6586 -0.0852 0.6920 -0.1500 -0.1557
powHandlowa -0.1857 -0.0361 0.9761 0.0868 -0.0296 -0.0548
IMieszkancéow  -0.5160 -0.2798 -0.1232  -0.0300 -0.7908 0.1180
IDzieci -0.5115 -0.3282 -0.1443 0.0852 0.3671 -0.6840
IMiejscPracy -0.2688 0.6128  0.0212 -0.7101 -0.0495 -0.2125

e Tylko cztery sktadowe maja powtarzalny charakter.
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Podsumowanie

e Korzystajac z kryteridéw wtasnosci witasnej, wyjasnionej
wariancji i osypiskowego uznaliémy, ze nalezy uwzglednié trzy
lub cztery sktadowe w zredukowanym zbiorze danych.

e Kryterium minimalnego zasobu zmiennosci wspdlnej pokazato,
ze uwzgledniajac cztery sktadowe nie bedziemy dobrze
reprezentowacl czesci zmiennych.

e Jednakze weryfikacja sktadowych na zbiorze walidacyjnym
pokazata, ze sktadowa 5 i 6 nie moze by¢ generalizowana na
caty zbiér danych.

e Finalnie, redukujemy zbiér danych do czterech sktadowych.
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Analiza czynnikowa

e Analiza czynnikowa (factor analysis) stanowi model danych
oparty na liniowej kombinacji zmiennych.

e Na podstawie modelu analizy czynnikowej stawiamy hipoteze,
ze wektor zmiennych X1, Xo, ..., X, mozna modelowaé jako
liniowe kombinacje mniejszego zbioru k ukrytych zmiennych
losowych Fi, Fo, ..., Fx nazywanych czynnikami wspélnymi
razem z sktadnikiem btedu € = [e1, €2,..., €]

X —u=LF+e¢,

gdzie X — p jest wektorem zmiennych przesunietym o wektor
Sredni tak, ze jego Srednia jest wektor zerowy.
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Zatozenia i ograniczenia

e W celu ograniczenia przestrzeni rozwigzan przyjmuje sie
nastepujace zatozenia
o £E(F)=1,
e E(e) =0,
e Cov(e) jest macierza diagonalng,

e Metoda nie daje jednoznacznych wynikéw. Dla ortogonalnej
macierzy T dwa modele dadza takie same wyniki

X—pu=LF+e,
X—pu=(LT)TF) +e
e Ze wzgledu na niejednoznaczno$¢ wynikéw stosujemy rotacje
czynnikéw.
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Rotacja czynnikéw

e Rotacja czynnikéw (factor rotation) przeksztatca osie uktadu
wspbtrzednych tak, aby zwiekszaé duze tadunki czynnikowe
zmiennych i zmniejszaé¢ mate.

e Pomaga to w interpretacji wyodrebnionych czynnikow.

e Rotacja varimax maksymalizuje zmienno$¢ tadunkéw dla
czynnikéw w celu uzyskania kolumny ztozonej z zer i jedynki
dla kazdej zmiennej.

e To podejscie silniej wigze czynniki z wybranymi zmiennymi
i zapewnia wigksza niezmienniczo$¢ niz analogiczne dziatanie
na wierszach macierzy (rotacja quartimax).
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/asadnos¢ stosowania modelu

W celu weryfikacji modelu stosuje sie test Bartletta

(ang. Bartlett's test of sphericity) testujacy zerowa hipoteze,
ze macierz korelacji jest macierza jednostkowa (zmienne nie sa
skorelowane).

e Hipoteza zerowa 0% = 03 = --- = 0%

e Statystyka testu:
o (N=K)In (52) = Sk (mi = 1)In (SP)
k )
L+ 3 (2 (74) - w)

gdzie S? jest wariancja i-tej grupy, a Sg jest sumaryczna

i 2
wariancja 53 => = (I(\I,’V_1,2§" .

e Dla p-wartosci duzo wiekszej niz 0.10 nie ma dostatecznego
dowodu, ze zmienne s3 skolerowane, wiec analiza czynnikowa
moze by¢ nieodpowiednia.
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Czynniki FA

Tabela 7: Model ztozony z trzech czynnikow

Factor 1 Factor 2 Factor 3

powMieszkalna 0.70 0.49 0.31
IMieszkancéw 0.89

IDzieci 0.90

powUstugowa 0.85
IMiejscPracy 0.83
powHandlowa 1.00

e Model uzyskat warto$¢ p = 0.0023.

e Trzy czynniki wyjasniaja wszystkie zmienne.
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Wybor czynnikéw

Tabela 8: Ocena czynnikéw

Factor 1 Factor 2 Factor 3

SS loadings 2.10 1.69 1.23
Proportion Var 0.35 0.28 0.21
Cumulative Var 0.35 0.63 0.84

e Metody wyboru czynnikéw s3 podobne jak dla wyboru
sktadowych.

e Mozemy obserwowal powigzanie ze zmiennymi i kumulacje
wariancji.
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Rotacja czynnikéw

owMieszkalna

wMieszkalna

Mieszkaricow

05
Factor1

Rysunek 4: Wptyw rotacji na tadunki
czynnikéw
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Rotacja spowodowata

przesuniecie wektoréw

fadunkéw czynnikéw
blizej osi
wspdtrzednych
e Zmiana jest
szczegdlnie
widoczna dla
zmiennej
IMieszkancow.
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Poréwnanie metod
Factor Analysis Principal Component Analysis
Latent factors drive the observed variables Observed variables are reduced into components
[ e ™
Item 1 (——Kh ) Item 1
N /
e Item 2 & — Item 2
e - /
Factor Component

Item k /Ek\ Item k

Rysunek 5: Poréwnanie modelu Analizy czynnikowej i sktadowych
gtéwnych [Matsunaga, 2010]

e Model analizy czynnikowej moze by¢ stosowany po
potwierdzeniu jego zasadnosci.
e Analiza sktadowych gtéwnych moze byé uzywana zawsze.
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Rozkfad macierzy nieujemnej

¢ Rozktad macierzy nieujemnej (Nonnegative Matrix
Factorisation (NMF)) polega na rozktadzie nieujemne;j
macierzy A € R™*" na dwie nieujemne macierze W € R™*k
H ¢ ®R*" dla k < min{m, n}.

e W tym celu minimalizujemy funkcje

1
F(W, H) = S |A - WH2

dr inz. Marcin Luckner mluckner@mini.pw.edu.pl Wersja 1.2 18 pazdziernika 2021 37 /45



Wstep PCA FA NMF
[o]e] 0000000000000 0000000000 00000000 0@00000

Norma Frobeniusa

e Stosowana przy faktoryzacji norma Frobeniusa jest
bezpos$rednim uogdlnieniem normy euklidesowe;.

m n
> llagl?

i=1j=1

IAJIE =
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Operatory pomocnicze

o Algorytm faktoryzacji wykorzystuje notacje MATLABa.

e A.x B jest iloczynem komoérek macierzy:
1 2 2 5\ [ 1x2 2x5
3 4 1 3 ) | 3%x1 4%3

e A./B jest ilorazem komoérek macierzy:

12 2 5\ (172 2/5
(i) 3)-(33 %)
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Iteracyjny algorytm rozktadu

e Algorytm rozkfadu ma charakter iteracyjny.

1. Inicjuj W i H warto$ciami losowymi
2. Przez zadana liczbe iteracji wyliczaj

H=H.+(WTA./(WTWH +¢)
W =W.x(AHT./(WHHT +¢)

e Czynnik € ma zapewni¢ unikniecie dzielenia przez zero.
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WHtasciwosci algorytmu

Algorytm jest zbiezny.

e Nie ma gwarancji zbieznosci do minimum globalnego.

Jezeli minimum globalne lezy na krawedzi analizowanej
przestrzeni nie ma mozliwosci wykrycia tego minimum.

Uzyskana macierz H € %*" redukuje wymiar cech.
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Wynik dziatania algorytmu

Uzyskana macierz H € R¥*" redukuje wymiar cech do k.

Kazda komérka h;; okresla nieujemng site powigzania i-tego
przypadku z j-ta z k nowo powstatych cech.

Sposéb doboru parametru k nie jest oczywisty, ale powinien
on by¢ znacznie mniejszy od m.

Zastosowania w klasyfikacji i klasteryzacji [Zdunek, 2014].

dr inz. Marcin Luckner mluckner@mini.pw.edu.pl Wersja 1.2 18 pazdziernika 2021 42 / 45



Wstep PCA FA NMF
00 00000000000000000000000 00000000 000000@

Zastosowanie NMF w klasyfikacji

e Wykrywanie Hepatocellular carcinoma (HCC) - ztosliwy guz -
na podstawie 57 symptoméw [Ji et al., 2015].

e Zastosowano NMF by utworzy¢ grupy istotnych syndroméw.

Feature subsets Dimension Classification accuracy in LSSVM (%)

ES; 39 80.002 +9.95
ES, 33 77.50 + 12.36
OFS 49 72.50 + 11.64

Rysunek 6: Wyniki klasyfikacji z uzyciem oryginalnych syndroméw (OFS)
i danych przetworzonych z uzyciem NMF (FS;,FS,)
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