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Przyktad

Selekcja w oparciu o wariancje

e Jezeli zmienna ma zerowa wariancje to nie niesie zadnej
wartosci informacyjnej.

e Przyktadowo, nie moze by¢ uzyta jako wyznacznik réznych
klas w procesie klasyfikacji.

e Mozna rozwazyé, czy nie nalezy takze usuwaé zmiennych o
niezerowej, ale niskiej wariancji.
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Klasyfikacja pajakéw

Majac za zadanie
klasyfikacje gatunkéw
pajakéw mozemy wiec
poming¢ zmienng
opisujacy liczbe odndzy.

Rysunek 1: Przyktady pajakéw [Wikipedia, 2019]
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Mata wariancja

e Usuwanie zmiennych o niezerowej wariancji wymaga
dodatkowej analizy.

o W przypadku matej wariancji istotny jest jej rozktad miedzy
klasami.

e Jezeli zmienna ma niska, najlepiej zerowa, wariancje wewnatrz
klasy, a niezerowa wariancje ogdlna, to bedzie dobrym
dyskryminatorem.

e Dla danej zmiennej i wyliczamy iloraz sumy wariancji
wewnatrzklasowe] i wariancji nad catym zbiorem danych.

2
ZcEC Oic
2
JiB

e Mniejsza warto$¢ wskazuje na duzy rozdziat miedzy klasami i
mata wariancje wewnetrznga.
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Klasyfikacja rodzin zwierzat

e Dokona¢ klasyfikacji trzech
rodzin zwierzat
e tasicowate, kotowate,
psowate

e Zmienne objasniajace
o ciezar, dtugosé¢, dtugosé
ogona
e Podano minimalna
i maksymalnag wartos¢ dla
kazdego gatunku

Rysunek 2: Przedstawiciele trzech
rodzin zwierzat
[Wydawnictwo Rebel, 2019]
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Wptyw przetwarzania danych na wariancje

Tabela 1: Wariancja wyliczona dla cech bez normalizacji

ciezar dtugosc ogon
min max min max min max

062.89 4294.63 1044.59 2547.30 375.63 547.05

e Wariancja wyliczona dla zmiennych bez normalizacji utrudnia
poréwnanie cech.

Tabela 2: Wariancja wyliczona dla cech po normalizacji

ciezar dtugosé ogon
min max min max min max

0.043 0.055 0.063 0.054 0.063 0.079

e Po normalizacji min-max widzimy, ze ciezar minimalny
charakteryzuje sie najmniejsza wariancja.
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Wyliczenie wariancji w podziale na klasy

Tabela 3: Wariancja w podziale na klasy

ciezar dtugosé ogon
min  max min max min max
catos¢ 0.04 0.05 0.06 0.05 0.06 0.08
psowate 0.00 0.01 0.03 0.02 0.01 0.01
fasicowate 0.00 0.00 0.03 0.02 0.02 0.03
kotowate 0.10 0.12 0.07 0.08 0.09 0.11

e Widzimy, ze dwie klasy charakteryzuja sie mata wariancja
wewnetrzng w poréwnaniu do trzeciej klasy

dr inz. Marcin Luckner mluckner@mini.pw.edu.pl
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Wyliczenie wspétczynnikow

Tabela 4: Stosunek sumy wariancji wewnetrznej do wariangji

ciezar dtugosé ogon
min  max min max min max

232 234 196 223 18 1.9

e Wyliczenie stosunku sumy wariancji wewnatrz klasowej do
ogdlnej wariancji pokazuje, ze minimalny ciezar nie odstaje od
miar innych klas i nie ma powodu, aby usuwaé t3 zmienna.

e Dodatkowo widzimy, ze najkorzystniej wypada zmienna
minimalna dtugos$¢ ogona.
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Klasyfikacja rodzin zwierzat

o L 1 T
Rysunek 3: Rozktad zmiennej Rysunek 4: Rozktad zmiennej
minimalny ciezar (e = 2.32) miedzy minimalna dtugo$¢ ogona (e = 1.85)
klasami miedzy klasami
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Korelacja ze zmienng objasniang

Naturalng miarg stuzaca do pozytywnej selekcji, jest korelacja
zmiennych ze zmienng objasniana.

W przypadku zadania regresji, test Fishera wskazuje jak silna
jest liniowa regresja miedzy zmiennymi, a celem.

W przypadku zadania klasyfikacji, test ANOVA pokazuje
korelacje miedzy zmiennymi, a celem.

Jezeli problem klasyfikacyjny jest opisany poprzez jakosciowe
dane nieujemne, mozna zastosowa¢ test x?

dr inz. Marcin Luckner mluckner@mini.pw.edu.pl Wersja 1.1 5 marca 2021 12 / 53



Wariancja Korelacja Regularyzacja Drzewa Przyktad

00000000 0@0000000 00000000000 000000000000 000000000

Test Fishera (F-test)

o W tescie stawiamy hipoteze, ze wariancje dwéch rozktadéw sa

sobie réwne Hp : 0% = 0%,

e Test dziata poprawnie na zmiennych o rozktadzie normalnym.
e Statystyka F-testu moze by¢ wyliczona jako stosunek dwdch
wariangji $2 i S2
52
_°T

F=>T
S%
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ANOVA

o W tescie stawiamy hipoteze, ze Srednie dla rozktadu w kazdej
z n klas s3 takie same Hyp : i1 = o = -+ = pin
e Wyliczenie statystyki opiera sie na nastepujacych krokach
o Wyliczenie wariancji wewnetrznej prébki S3,4:
e Wyliczenie $redniej dla kazdej z klas
e Wyliczenie wariancji pomiedzy érednimi S3

Between

e Statystyka moze by¢ wyliczona jako stosunek dwdch wariancji

F— 5 ~Between
SWIthII‘I
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Test HSD Tukeya

e Test HSD Tukeya ( Tukey's Honestly Significant Difference)
test) pozwala nam okresli¢, bazujac na wynikach z analizy
wariancji, czy zmienna rézni si¢ znaczaco miedzy klasami.

e Test wykorzystuje statystyke

_HAa— kB

s SE

gdzie pa jest wiekszg ze Srednich pa, g, a SE jest btedem
standardowym sumy S$rednich.

e Uzyskana wartos¢ gs jest poréwnywana do krytycznej wartosci
ga Wynikajacej z rozkfadu t-Studenta.
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X2

e Jezeli zmienne przedstawiaja np. zliczenia wystapienia danego
zdarzenia w klasie to mozemy zastosowaé test 2.

e Test bada hipoteze zerowa, ze kolumny i wiersze tabeli sa
niezalezne.

e Dla kazdej komérki tabeli wyliczamy warto$¢ oczekiwang jako
sume wartosci dla wyznaczanego przez nig rzedu i kolumny w
stosunku do wszystkich wartosci

_ Sk¥c
>

e Statystyka testu jest wyliczana jako

Xzzz(O—e)z

e

e

gdzie o wartos¢ obserwowana, e warto$¢ oczekiwana
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Stopnie swobody

e Liczba stopni swobody to liczba niezaleznych zmiennych
losowych, ktére wptywaja na wynik.

Tabela 5: Stopnie swobody

kobiety mezczyzni razem

wole psy X1 Xo 100
wole koty X3 X 100
razem 100 100 200

e lle stopni swobody ma test y? dla powyzszej tabeli?

e Jeden, bo ustalenie dowolnej zmiennej ustala wszystkie
pozostate wartosci.

e Liczba stopni swobody wptywa na poziom istotnosci testow,
ale w statystyce komputerowej zazwyczaj uzywa sie p wartosci.
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Prawdopodobienstwo testowe

o Woszystkie testy zwracaja wartos¢ p-value, czyli
prawdopodobienstwo testowe.

e Mozna j3 interpretowac jako prawdopodobienstwo uzyskania

obserwowanego wyniku jesli hipoteza zerowa faktycznie jest
prawdziwa.

e Warto$¢ p nizsza od krytycznego poziomu oznacza, ze
mozemy odrzuci¢ hipoteze zerowa.
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Przyktad zastosowania F-testu

e Sprawdzmy, jaka zmienna najlepiej bedzie wyjasniaé

maksymalny ciezar zwierzecia.

Tabela 6: Wyniki testu zaleznosci z maksymalnym ciezarem

zmienna objasniajaca F p
ciezar_min 1.28 0.49
ciezar_max 1.00 1.00
dtugos¢_min 0.87 0.71
dtugosé_max 1.02 0.97
ogon_min 0.87 0.69
ogon_max 0.69 0.30

e Wariancja dtugoséci maksymalnej najlepiej odpowiada

ciezarowi maksymalnemu

dr inz. Marcin Luckner mluckner@mini.pw.edu.pl
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Przyktad zastosowania testu HSD Tukeya

e Przeprowadzony test HSD
Tukeya na zmiennej ciezar
maksymalny dat nastepujace

wyniki
e tasicowate-kotowate: :
p=0.014
e psowate-kotowate:
p =0.030
e psowate-tasicowate:
p = 0.945 T

; f ‘ T
e Ktore klasy sa dobrze ‘
separowane przez t3

zmienng?

Rysunek 5: Rozktad zmiennej cigzar
maksymalny miedzy klasami
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Przyktad

Regresja linowa

e W zadaniu regres;ji liniowej dopasowujemy parametry (53;, @),
aby przy pomocy zmiennych x; wyjasni¢ wartos¢ y

n
y=> Bixi+a

i=1

e Liczba niezerowych wspdtczynnikéw (3; oznacza ile zmiennych
bedzie uzytych w budowanym modelu.
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Whptyw liczby zmiennych na regresje

e Duza liczba zmiennych uzytych do budowy modelu grozi
nadmiernym dopasowanie, modelu do zbioru treningowego.

e Wieksza liczba wspotczynnikéw niezerowych utrudnia
zrozumienie modelu i wnioskowanie na jego podstawie.

e 7/ powyzszych powoddw dazymy do budowy modeli rzadkich,
z mata liczba wspotczynnikéw niezerowych.
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Regularyzacja

e Regularyzacja jest technika polegajacg na dodawaniu do
czynnika btedu kary, ktéra jest zwiekszana wraz ze wzrostem
wartosci beta.

e Nastepnie probujemy zminimalizowa¢ sume bteddw i kar.
e Technika zabezpiecza przed powstawaniem duzej liczby
niezerowych wspdtczynnikéw.
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Metody regularyzacji

e Ograniczenie wartoéci wspdtczynnikéw modelu regresyjnego
mozna przeprowadza¢ na rézne sposoby.
e Ograniczenie normy L, wektora wspotczynnikéw - regresja
grzbietowa.
e Ograniczenie normy L; wektora wspdtczynnikéw - regresja
LASSO.

e Zastosowanie mieszaniny norm - sieci elastyczne.
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Normy

Przypomnienie

e Norma L;

e Norma L,
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Regresja grzbietowa

o Dla regresji grzbietowej wzér na estymator wspdtczynnikéw
ma postaé

Bridge = argmin(, 5)( + X3 — y) (e + X3 — y) + A37 3

e gdzie A jest wspotczynnikiem funkcji kary regularyzacji
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Regresja LASSO

LASSO (least absolute shrinkage and selection operator.

Dla regresji lasso wzér na estymator wspdtczynnikéw ma
postaé

ﬁlasso = argmin (o,8) HOZ—}-Xﬁ y||2+>‘HﬁH1

gdzie A\ jest wspdtczynnikiem funkgji kary regularyzacji, a N
wielkoscig prébki uczacej.

Regresja LASSO pozwala uzyskaé 3; = 0.
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Sieci elastyczne

e Dla regresji siecig elastyczng wzdr na estymator
wspotczynnikéw ma postaé

Przyktad

~ ) 1
Brer = argmin(,g) i llor+ X8 = y[I3 + M8l + Aol 8113

e gdzie A jest wspotczynnikiem funkcji kary regularyzacji, a N

wielkoscig prébki uczace;.
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Selekcja zmiennych
e Zwiekszajac wspdéfczynniki A dowolnej metody regularyzacji
bedziemy zmniejszaé wspbtczynniki (.
e Jednakze tylko metoda Lasso moze, dzieki zastosowaniu
normy Ly, zerowaé wspdtczynniki.

B2

Rysunek 6: Norma kulista regresji grzbietowej nie osiagnie 5; = 0 na co

pozwala norma kwadratowa regresji Lasso [Hastie et al., 2001]
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Estymacja ciezaru

e Uzywajac metody lasso, zbudujmy modele wyjasniajace
maksymalny ciezar zwierzecia.

E e Istotno$¢ zmiennych
wynikajaca z kolejnosci
zerowania wspdtczynnikdéw
ciezar_min
dtugosé_max
ogon_max

dtugos$é_min

ogon_min

Coefficients

e Wykres ilustrujacy zmiane

8 7 6 5 -4 3 2 7 1z
o wspo’rczynn!kow 08 wzgledem
wspotczynnika A nazywamy
Rysunek 7: Zmiana wspéfczynnikéw [ ze éciezkami lasso.

wzrostem wspodtczynnika A
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Wptyw liczby zmiennych na wyniki
0.15 = 0.1 —T

ore- 012
g . 2
¥ . ¥
2 2
E 0os- . E oo

006~ - 006~

o0l 015 020 H 3
lambda Liczba uzytych cech

Rysunek 8: Wptyw wspdtczynnika A Rysunek 9: Wptyw liczby zmiennych
na wyniki na wyniki
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Drzewo decyzyjne

TRUE
0.53
100%

es -MOUSE_COUNT >= 1-{no

TRUE
0.73
73%
KEY_COUNT < -1869

Rysunek 10: Drzewo decyzyjne
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e Drzewo decyzyjne, w

kazdym wezle nie bedacym
lisciem, dzieli analizowany
zbiér na dwa podzbiory.

Podziat odbywa sie na
podstawie zmiennej i progu
dla jej wartosci.

Poniewaz celem jest
uzyskanie, w lisciach,
zbioréw jednorodnych, to
kryterium podziatu musi
maksymalizowad
rozrdznienie zbioréw.
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Podziat przestrzeni

app. error rats: 0.034.

§ |k $$ Dl k . . . .
[ E E & e Dla kazdej zmiennej
z 2 wybierana jest wartos¢
g 2 dzielgca przestrzen na dwa
5 g podzbiory.
- e Podziat dokonywany jest w
sk BT : ! taki sposéb, aby
-0.3 -0.2 -0.1 0.0

minimalizowa¢ liczbe btedéw
dopasowania.

Rysunek 11: Podziat przestrzeni e W tym celu stosowane s3
Sredniego czasu wcisniecia klawisza specjalne miary
alfanumerycznego i specjalnego do dvsk T

rozpoznania czy mamy do czynienia yskryminacjt.
z tym samym uzytkownikiem

S_KEY_TIME_MEAN
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Krzywa Lorenza i wskaznik Ginniego

e Krzywa Lorenza opisuje
Krzywa Lorenza nierdbwnomiernosci podziatu
globalnego zasobu cechy
jednowymiarowego rozktadu
zmiennej losowej o wartosciach
nieujemnych.

08

06

04

e Wskaznik Giniego jest polem
pomiedzy réwnomiernym
podziatem a krzywa Lorenza.

‘Skumulowany udziat w calkowitym prychodzie

02

‘Skumulowany udziat ludzi od najnizszego do najwyzszego przychodu ° W ekonometl’il S+UZQ do |ICZbOW€gO
Rysunek 12: Przykfady wyrazania koncentracji kapitatu i
réznych krzywych Lorenza nierébwnomiernosci zarobkéw.
[Economic Theory Blog, 2019] e W uczeniu maszynowym pokazuja

jak dobrze zmienna réznicuje zbibr.
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Wyliczanie wspotczynnika w wezle

o W kazdym wezle m drzewa T wyliczamy wspdtczynnik
Ginniego bazujac na wspdtczynniku f; okreslajacym udziat
klasy w zbiorze

g g

m) = 3 (1=) = 3= F7) =3 6i-d 7 =1=3 £
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1

e gdzie g jest liczba klas w zadaniu klasyfikacyjnym.
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Udziat klasy w zbiorze
e Wspditczynnik f; okresla udziat klasy i w zbiorze
Nm: .
fi: 171217"‘7g
Nm
® np, liczba obserwacji w wezle m
nm = card(Sp)
® N, liczba obserwacji nalezacych do klasy i
Nm, = card({xx € Sm : yk = i})
dr inz. Marcin Luckner mluckner@mini.pw.edu.pl Wersja 1.1 5 marca 2021

Przyktad
000000000

36 /53



Drzewa
0O0000e000000

Wariancja w drzewach CART

o W drzewach CART (Classification and Regression
Tree) [Maimon and Rokach, 2005] wspétczynnik Ginniego
stosowany jest jako miara wariancji definiowanej dla wezta m i
drzewa T jako

o W przypadku podziatu drzewo tworzy dwéch potomkéw my,
and mp dla ktérych mozna wyliczy¢ taczng wariancje

M, Qm(T) + ZﬂQmR(T)'

nm m
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Ocena jakosci podziatu

e Zmiana réznorodnosci wynikajaca z podziatu wezta m na
wezty potomne my, oraz mp, wynosi:

Nm

A Qg = Qn(T) = (2@ (T) + "7 Qi (7))

e W celu uzyskania najlepszego podziatu chcemy
maksymalizowa¢ réznice AQm, my, mpy -

o Wtedy, w efekcie wprowadzenia podziatu uzyskujemy mozliwie
niewielka réznorodnos$¢ w weztach my, oraz mg.

e W idealnym przypadku, w kazdym z tych weztéw znajda sie
przedstawiciele tylko jednej klasy.
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Problem doboru podziatu

e Rozpatrzmy jedna ceche X; przyjmujaca wartosci Xj;. Liczba
mozliwych podziatéw wynosi 32° — 1 =2P~1 — 1, gdzie
D = card({, Xjj € Sm}).

e Liczba podziatéw wynika z liczby podzbioréw, jakie mozemy
wydzieli¢ ze zbioru wartosci atrybutu X; w ramach rekordéw w
wezle m, czyli zbioru Sp,.

e Redukujac zadanie przyjeto, iz analizowane s3 wytacznie
podziaty monotoniczne.

o Nowym celem jest znalezienie wartosci ¢ takiej, ze do wezta
my, trafig rekordy spetniajace Xj; < c, a do wezta mp
pozostate rekordy spetniajace Xj; > c.

e Ogranicza to liczbe analizowanych podziatéw wzgledem
atrybutu X; do D = card({Xj; € Sm}), czyli liczby unikalnych
wartoéci atrybutu X; w Sp,.
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Ograniczenia metody

Algorytm ma zastosowanie tylko dla zmiennych liczbowych i
uporzadkowanych.

W przypadku zmiennych nominalnych konieczne jest
dokonanie analizy wszystkich podzbioréw.

e Z powyzszego powodu, algorytmy budowy drzew decyzyjnych
nakfadaja ograniczenie na liczbe wartosci cech nominalnych.

Metoda nie ma tez zastosowania dla zadan klasyfikacyjnych z
wieksza liczba klas.
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Wybér cechy

e Algorytm wyboru podziatu nalezy powtérzy¢ dla
poszczegdlnych atrybutéw X; w celu ustalenia najlepszego
podziatu, czyli wyboru atrybutu X; i jego wartosci c,
wzgledem ktorej zostanie wykonany podziat.

e Pozwala nam to na uzyskanie informacji na ile dobrze kazda z
cech dyskryminuje dane.

e Moze by¢ to podstawa do selekcji zmiennych.
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Okreslenie istotnosci cech

e Dla kazdej zmiennej f wyliczany zmiane bedaca suma zmian
dokonanych przez te ceche we wszystkich weztach gdzie
stanowi ona podstawe podziatu. AQr = 37 cp, AQm my,my

o gdzie My jest zbiorem weztéw z podziatem opartym o f

e Nastepnie ustalamy wptyw cechy na catkowita zmienno$é w

drzewie
AQr

If;) = ————.
) leyzlAka

e Wyliczona warto$¢ jest istotnoscig cechy.
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Uwagi do istotnosci cech

e Istotnos¢ cech nie jest wartosciag znormalizowang. Mozna
dokona¢ normalizacji wyliczajac

s ()
") = ()

e Cechy nie wystepujace w strukturze drzewa maja istotnos¢
réwng 0.

e Mozna stosowaé metode to wyliczania istotnosci cech
w zadaniach regresji zamieniajac indeks Ginniego na btad
$rednio kwadratowy.

e Metode wyliczania istotno$ci cech mozna uogdlni¢ na lasy
losowe wyliczajac wartos$¢ sumaryczng dla wszystkich
drzew [Breiman, 2001].
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Selekcja zrodet sygnatéw

e Na wydziale MiNI zbudowano system lokalizacji oparty o site
sygnatu Wi-Fi rejestrowana na telefonie komérkowym
[Gérak and Luckner, 2018].

e Lokalizacja (x,y) jest wyznaczana na podstawie wektora
odczytanych sygnatéw.

e Wymiar wektora istotnie wptywa na czas uczenia modelu
lokalizacyjnego i powinien by¢ zredukowany.

e Dane uzyte do lokalizacji pozyskane zostaty metoda
fingerprinting.
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Fingerprinting
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Estimated worker'
RSSI fingerprint system location

x ‘The online phase

Rysunek 13: Schemat procedury fingerprinting [Lin et al., 2013]

e W metodzie fingerprinting zbieramy w ustalonych punktach
informacje o sile rejestrowanych sygnatéw.

e Nastepnie na podstawie odczytanych sygnatéw staramy sie
okresli¢ lokalizacje.
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Dane

e Podczas zbierania danych odnotowano 570 unikalnych zrédet
sygnatéw S.

e Sa nimi punkty dostepowe (Access Points) sieci wydziatowej i
innych okolicznych sieci.

e Sie¢ wydziatowa uwzglednia 46 APs 7
e Inne sieci obejmuja 524 APs O
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Istotnos¢ zrodet sygnatow
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index of feature

Rysunek 14: Istotno$¢ zrédet
sygnatéw. Dla czytelnosci zmieniono

znak istotnosci zrédet zewnetrznych.
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e Korzystajac z laséw
losowych estymujacych
potozenie (x, y) wyliczono
znormalizowang istotno$¢
cech.

o Wyliczenia pokazaty, ze
zaréwno sygnaty sieci
wydziatowej jak i sygnaty z
innych sieci maja istotny
wptyw na lokalizacje.
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Wptyw cech na jakos¢ lokalizacji
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features features

Rysunek 15: Btad lokalizacyjny w

Rysunek 16: Przyblizenie
zaleznosci od liczby uzytych cech

najistotniejszych 50 cech
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Wybér liczby cech

o Wybor liczby cech wynika z obserwacji redukcji btedu na
zbiorze uczacym.

e Pierwsze podejscie wybiera liczbe cech oferujaca najmniejszy
btad uéh

my, = arg min(uEn(L, SP)).
n<N

o Jednakze ze wzgledu na malejacy charakter funkcji uEx(n)

nalezy przypuszczaé, ze wartos¢ my, uplasuje sie blisko
wartosci maksymalnej M.
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Alternatywny wybor liczby cech

e Alternatywne podejscie okre$la rozdzielczos¢ btedu, czyli
warto$¢ 0y, ktéra uznajemy za nieistotny przyrost btedu.

e Nastepnie liczbe cech okreslamy jako minimalng sposréd
wartoéci dla ktérych uzyskany bfad nie jest wiekszy o 6, od
btedu mnimalnego

np = min{n : pE(L,SP) — pén(L, S™) < Op}.
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Poréwnanie modeli

e Poréwnano modele
lokalizacyjne dziatajace w
oparciu o

00 - e Petny zbiér 570 AP.

ooy o Zbidr oparty o 46 AP sieci

jll wydziatu.

Zo9s e /bidr np = 156

oo4 najlepszych cech.

0s2- e Stworzony podzbiér daje

- w 95 procentach pomiaréw

T e T takie same wyniki jak petny

Rysunek 17: Btad lokalizacji dla zbidr.
poszczegblnych modeli e Daje tez mniejsze btedy

grube niz model oparty na
sieci wydziatowej.
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