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Rozdziatl 1

Funkcje specjalne Eulera

1.1 Funkcja Gamma

Definicja 1.1.1

o0
[(z):= /eﬂft’z*1 dt zeC,teR
0

1.1.1 Analiza zbieznoSci

Zauwazmy, ze:
7 = 6zlnt _ e(ReerzImz) Int _ 6Rez-lnt . ezlmz-lnt’ |€za| = 1.
eta
Zatem o zbieznosci calki decyduje tylko jej cze$é rzeczywista: ef¢#nt, Calka postaci:
oo

/e_ttm dt

0

jest zbiezna dla m > —1.
Jesli Rez < 0, to calka definiujaca I'(z) moze by¢ rozbiezna.

Wiemy,
1

1
/t—a dt jest zbiezna < a < 1
0
Definicja jest poprawna dla Rez > 0

Twierdzenie 1.1.1 T'(z) jest funkcjg holomorficzng dla Re z > 0.

Dowéd
1. Niech F,(z) := /e_ttz_1 dt.

1

Pokazemy, ze F,, sa holomorficzne.
Catke mozna rézniczkowaé wzgledem parametru, kiedy calka jest zbiezna jednostajnie wzgle-
dem parametru.



F,(2) - calka zbiezna jednostajnie wzgledem z.
Zbadajmy rézniczkowalnosé¢ w punkcie. W tym celu badamy otoczenie z.
Rozwazmy pas {z:0 < Rez < A}.

Al 1<t
—tyz—1 < — € )
|€ t | = gﬁ(t) eftt(sfl 0 <t< 17

Czyli mamy oszacowanie niezalezne od z, wiec F), jest holomorficzna.

2. 7 twierdzenia Weierstrassa ciag funkcji holomorficznych zbiezny jednostajnie na kazdym zbio-
rze zwartym jest zbiezny do funkcji holomorficznej.

Na dowolnym zbiorze zwartym K C {z: Rez > 0}
F,=T
Zbior K jako zwarty jest domkniety i ograniczony
1

D(2) = F, ()] = /e‘ttz_ldt </|<p(t)| it —— 0
0 0

n—oo

bo ¢ - calkowalna i dlugo$é¢ przedziatu — 0

Stad wynika, ze I" jest holomorficzna. O
Sprobujmy teraz rozszerzy¢ funkcje I' poza rozwazana pélplaszezyzne.
'z = /e_ttz_l dt = /(e_t + 0"t dt =
0 0
SN (DR
(x5
k=0

- (—1>ktk> o
Z 7l dt =
(x5
1 [e’e]
—t - (71)ktk z—1 - (71)ktk z—1 —tyz—1 _
e _ZTt dt + > X A+ | et dt =
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1 00
- (_1)k 1 _ . (_1)ktk z—1 typz—1
I'(z) — Z Wi Z X TRt 4 | e T dE = p(z)
k=0 0 \k=n+l !

©(z) - holomorficzna dla Rez > —(n+ 1)
z = —k - biegun pierwszego rzedu ( bo ... )



(=D*

o bo ResT' = Res %

Res.—_I'(z) =

Whiosek 1.1.1 T'(z) posiada bieqguny rzedu 1 w punktach z = -k, (k=0,1,...)

(=D*

Res,—_I'(z) = o
1.1.2 WtlasnoSsci
Wzér 1.1.1 (Uogblnienie silni) I'(z + 1) = 2I'(2)
Dowéd - -
[(z41) = /e*ttz dt, T(z)= /e*ttzfldt
0 0

Pokazemy prawdziwosé dla Re z > 0, dalej korzystajac z rozszerzenia.

o0 o0 1 /
= /e*ttzfldt = /e*t <t2> dt=et- =
z
0

0 \—/—’
=0

o0

+/e —t*dt = (z+1)
0

Whniosek 1.1.2
YneN TI'(n)=(n—-1)!

Funkcja T' stanowi uogdlnienie silni.

) = /e*tto dt =1

Uzasadnienie 0! =T'(1) =1

Przyktad 1.1.1

1 7 00 )
_ —t,—1 _ t = u2 _ 2 B
F(2>_/e tht_(dtZQ’udu)_/e *Zudu NZs
0 0

Wzér 1.1.2 (Zwigzek funkcji I’ z sinusem)

[(z) T(1—z) = —

sinmz

Dowdd na éwiczeniach / w domu

Whniosek 1.1.3 Funkcja I' nie ma zer w plaszczyinie zespolonej.

Dowdéd Przypuéémy, ze z € C, I'(z) = 0. Wtedy:
I'l—2)=#zn€C

0- 2:1_07é

sinmz



I(l1-2)=00

Wiec w punkcie 1 — z ma punkt osobliwy.
0-co=1-—2€Z (1—z=-k)=2zeN=TI(z)#0,
bo T'(n) = (n —1)!

Wzér 1.1.3 (Wzdr na I'(2z2))

222710(2) - T'(2 + %) = /7'(22)

1.2 Funkcja Beta

Definicja 1.2.1 (Funkcja beta)

1
B(x,y):/tﬂ(kt)y*ldt Rex >0, Rey>0 xz,yeC
0

1.2.1 Wlasnosci

Twierdzenie 1.2.1 Zachodzq nastepujgce zwigzki:
1. B(z,y) = B(y,z)

-1

r+y—1
3. B(m,n)m VYm,n € N
1 1
4. B(z,z) = WB(?T/)

[e.°]

5. B(x,y):/( -

——dt
1+ t)zty
0

6. Zwigzek z funkcjg T’

e = T
Dowéd (5.)
s - Jema-omac( 41, ) -
- Zo(#l)z*l (1- uil)yfl e du =
= Zo(uﬁ;w du



Dowdéd (6.)

It~

o g o—3

Iz +y)

u-parametr

t=14ur
et gt = dt=(1+uwdr | =

e’(H“)r(l +u)2 YTy ) dr =

Il
—

T Ooflura:fl 1
1+u)+y‘0f6(+)r+y dr ‘.W

o0

1

_ —(14uw)r x+y—1

= e T dr
14u)zty Tz + / ’
( ) Y) )

podstawiamy do 5.

o0 o0
_ 1 rx—1 —(14u)r . x+y—1 _
B(z,y) =5/ u du [ e~ (HWrpety=1 gp =
0 0
(mozna bo calka zbiczna bezwzglednie)

1 oo oo
— —rnrt+y—1 —ur,x—1 _
—F(m+y)fe r drbfe uldu =

— F(m+y) /e_’"ry 1dr/ T(ru)”’:_1 d(ru)

0

I'(y) I'(z)

Dowdd (2.)

B(z,y) :ﬁyﬂB( —1) =
y—1 F(I)F(y 1) w1l T(@)l(y)
z4+y—1 I'(z+y—1) - T'(z+y)

_ T(@)C(n) L(z)(n—1)! _
vmeN Blen) = m ) T G n D +n—2.. @+ Del@)
(n—1)!

(x4+n—-1)(z+n—-2)...(z+ 1)z

1.2.2 Zwiagzek ze stalg Eulera

Definicja 1.2.2 (Stala Eulera)

1 1
c= lim <1—|—2+...+n—ln(n)>

n—oo

Dowdd (istnienia granicy (szkic))

1 1
un::1+§+...+g—ln(n)

1 1
vn::1+§+...+ﬁ—ln(n+1)

VneN wu, >uv,



uy - ciag malejacy.
Uy, - Clag rosnacy.
Up — Uy —— 0
n—oo
Wiec
J lim u, = lim v, = c~0.57721...

n—oo n—oo

Twierdzenie 1.2.2 (Wzér Gaussa dla funkcji I)

Ple) = Hm (n"-nd) - 20T & (+n)

okreslony dla x € R ale rozszerzymy.
Uwaga! korzystamy ze wzoru (z definicji pochodnej):

1
lim n(1 —u%) =In—

n—oo

S

Dowéd

= limy, oo n"B(2,1) = limy, oo ”xn' T L=

L w(n-1)
= lim, oo z(z+1)...(z+n—1)

= 1 .
ngrolox(x—i-l)(x—kn)

‘Whniosek 1.2.1

. n®(n)!
— 1 I+ (A+5)% .. (14 717)”
= Moo 3 — (T (Z+1)...(Z+D)

_ 17 11
=limp oo 3 [T (1+7) () T

imy e (14 1) =

( inny zapis wzoru Gaussa )

Wzér 1.2.1




Wzér 1.2.2 (Wzér Weierstrassa)

1 c T x
_— €z 1 7) n
['(z) ¢ xnl:ll( + n)
Dowéd Zauwazmy, ze:
Czr __ H en
e =
1 x>
n=1 (1 + E)
oraz: " )_lﬁ(l—f'%)l
- oute 14+ £
Stad:
Cx 1 - 6%
I(x)-e - H Tz
n=1 n
Wzér 1.2.3
(1) = —ec.

Dowédd Zlogarytmujmy funkcje korzystajac ze [wzoru Weilerstrassal

_lnI‘(x):Cx—an—kg(ln (1+%) —%

o)
xT

InT(z) =—-Cz —Inz — Z (ln (1 + %) -

n=1

Zrézniczkujmy obie strony:

(lnF(I))/Cii<1ii.i;>C‘i;

Wstawmy teraz x = 1:

).
).

Zwazywszy na to, ze:
RN
(nT@)) = F5
dostajemy:
(1
( ):—C:>F’( )y=-C-T(1)=-C




Rozdzial 2

Szeregi Fouriera

Uwaga 2.0.1 Bedziemy uzywali nastepujgcego oznaczenia:

fla®) = lim_f(x),

z—at

fla™) = lim f(x).

T—a

2.1 Pomocnicze lematy o zbieznosci pewnych calek

2.1.1 Lemat Riemanna-Lebesgue’a

Lemat 2.1.1 (Lemat Riemanna-Lebesgue’a) Jezeli g(t) dla t € R, jest bezwzglednie calko-
walna, to:

1.
b

lim [ g(¢)sinptdt =0
p—00

b
lim [ g(t)cosptdt =0

p— 00
a

Dowdéd (dla przypadku 1.)
Wybierzmy € > 0.
Podzielmy przedzial [a,b] na przedzialy: [t;—1,¢;] dla ¢t = 1,2...,n, gdzie ty = a oraz t, = b.
Wprowadzmy oznaczenia:
i = inf t )
m <t,i12,ti>g( )

M;= sup g(),
<ti—1,ti>

dlai=1,2,...,n
Wtedy:

b t;
/ ) sin ptdt = Z / t) sinptdt = Zmz / sin ptdt + Z / — my] sin ptdt.

=17 s =137,



Mozemy dobraé taki podzial odcinka [a, b], aby:

DO ™

Z/ — m;] sinptdt| < Z / |M; — m;|| sin pt|dt < z”: M; —my)At; <
=1

zlt 71t

Zauwazmy, ze:
t;

1 .
/sinptdt = ‘(cospt)|t’% )
p i

[\

3

Zatem
n

n
2
mi/sinptdtgf | .
2 t b2

i=1

Stad dp takie, ze

n

. €
Zmi/smptdtgi.

i=1 ti 1

Stad ostatecznie:

b
/g(t) sinptdt < e
a

Z dowolnoéci € otrzymujemy teze.

2.1.2 Calka Dirichleta

Przy dowodzie tego twierdzenia bedziemy potrzebowali nastepujacego faktu z analizy:

Twierdzenie 2.1.1 (Il twierdzenie o warto$ci $redniej) Niech f bedzie funkcjg monotonicz-
ng, a g calkowalng. Wtedy 3¢ € (a,b), zZe zachodzi wzdr:

/bf(ﬂc)g(x)dff:f(aﬂ/§ (z)dz + f(b /bg
“ 3

a

Lemat 2.1.2 (Calka Dirichleta) Jezeli g(t) jest rosngca i ograniczona na przedziale [0, h], gdzie

h > 0, to zachodzi wzor:
h

lim [ g(t)

p—00

sin pt

dt = g(O*).

Dowé6d

h h h
sin pt sin pt sin pt
o222 = g00%) [ 220+ [l - 9102
0 0 0



Zauwazmy, ze:

h ph %)
sin ptdt x=pt | _[sin x e sinz
dr =pdt |
0 0 0

Wybierzmy teraz € > 0.
WezZmy pewne & > 0 i rozdzielmy przedzial catkowania:

h ) h

J1at) == bt = [19(6) - 907 e+ [lg(6) — 9092

0 0 &

I]_ IQ
Korzystajac z [l twierdzenia o wartosci sredniej| dostajemy:
3 5 P
B ot sin pt ot simpt | pt=x
B =[g(0%)-g(0)] [ P derla6)-g0")) [ e = | P7E
0 13 pé

Zatem dla dostatecznie matych 9:

1] < [9(67) = g(0")] - L < 2

Zauwazmy, ze na mocy [lematu Riemanna-Lebesgue’al
h

Jla®) - g0 = ™= o,
4

Zatem przy odpowiednio duzym p:

g

Ostatecznie wigc:

h
Sln t
/ NPt < ) + D < e
0

7 dowolnoéci e otrzymujemy teze.
O

Uwaga 2.1.1 Teza powyiszego twierdzenia pozostaje prawdziwa dla funkcji, ktora jest rozinicg
dwdch funkcji rosngcych.

2.2 Szeregi Fouriera

Lemat 2.2.1 Dla kazdego n € Nyn > 0 zachodzi wzor:
sin (n + §)(u — zo)

2 sin ¥=%o

1 n
3 +7nzz:lcosm(u—:z:0) =

Dowéd(Indukcja po n)
Dowdéd przeprowadzony na ¢wiczeniach. O

10



2.2.1 Konstrukcja szeregu Fouriera

Twierdzenie 2.2.1 Niech bedzie dana okresowa funkcja f o okresie 2w. Zakladamy takze, ze f
jest roznicg dwoch funkcji rosngcych. Wtedy:

1 - oo 1
Sn(z) = 00+ Z(am cos mzx + b, sinmz) "—3 5[]”(35*) + f(x7)).
m=1
gdzie:
1
Ay, = f/f(x) cos madz,
v
dlam=0,1,...
oraz i
1 .
by, = — / f(z) sinmadz,
T
dlam=1,2,....
Dowédd
1 n
Sp(xo) = zag + Z (am cosmzg + by, sinmag) = (x)
2 m=1

Wstawmy wzory na wspblczynniki szeregu:

1 n . : ™
_%/f(u)dUerZ:l Cos;nxo /f(u)cosmudu+sm;nx0 /f(u) sinmudu | = (x)

Skorzystamy ze wzoru trygonometrycznego: cos(a — 3) = cos «cos 3 + sin asin 3

/f du—i—z /f u)cosm(u — xg)du = — /f { +Zcosmu—xo)}du:(*)

Korzystamy z okresowoéci funkeji f, funkcji trygonometrycznych i [lematul

™ xo+m
1 sin(n 4+ 1) (u — z) 1 sin(n + 1)(u — ) u—xz0 =1

() = T / J(w) 2sin #5* du = T / fu) 2sin #5570 du = du = dt (+)

—T To—T
Rozbijamy przedzial catkowania:

sm n+ sm —i—lt 7 sin (n + )t
/f /f f) dt+/f(x0+t)(_t2)dt =
© 2sinft sm = 5 2sin 5

0
Zmieniamy zmienna, aby mie¢ takie same calki:

/f To — 2 Smﬂdz—l-/f(xo—&—t)Wdt = ()

t = —
(*)—‘ dt— 2sin =
0

2

Korzystamy z [II tw. o wartosci sredniej] calki Dirichleta i faktu, ze:

t

in L
251112

h(t) =

11



jest funkcja rosnaca:

T

in(n+ 1 T in(n+ 3% o0
(9= 3 [t teo—) i = - [15etye fla—0) =2 3
0 0
S 1) + S o)
([l

2.2.2 Zbieznosé do funkcji

Twierdzenie 2.2.2 (Warunki Dirichleta) Jezeli:
1. f jest réznicg dwoch funkcji rosngcych,
2. W kazdym punkcie niecigglosci xo zachodzi: f(xo) = 3[f(zd) + f(zg)).
3. f(m) = f(=m) = 5lf(=7) + f(=77)],

10 Ve (—n,m) f(x) jest sumq swojego szerequ Fouriera.

2.2.3 Szereg Fouriera dla liczb zespolonych

Pamietajac, ze:

cosmz = (eimz + e_"’mz) ,

N =

oraz

—imz)
b

sinmz = — (e”"z —e

24
mozemy definiowaé szereg Fouriera dla liczb zespolonych wzorem:

1 > 1 = , ,
S(z) = 500 + Z (am cosmz + by, sinmz) = 540 + mz_l(cmezmz + dpe ).

m=1

Oznaczmy e** = ¢. Otrzymujemy szereg Laurenta
Yy

S(z) = %ao + ) (em™ +dm&™).

m=1

Szereg Laurenta jest zbiezny, gdy:

r<l|{|<R
Skoro
§: eiz — eixfy’
to
] = o] = o] e = e
Wiec
e Ve (rR).

A zatem ostatecznie:
Imze (—InR,—Inr).

Zatem szereg jest zbiezny dla z € C takich, ze Imz € (—In R, —Inr), czyli w pewnym pasie
rownoleglym do osi rzeczywiste;j.

12



Rozdziat 3

Transformata Fouriera

3.1 Wz6ér catkowy Fouriera, definicja transformaty Fouriera

3.1.1 Wzébr w postaci zespolonej

Niech g(z) bedzie funkcja okreslona na przedziale [—%; é], gdzie [ > 0. Zalézmy, ze funkcja g jest
rozwijalna w szereg Fouriera. Zatem:

o0 oo
g(x) = Z(an CoOS Ynx + by, siny,x) = Z cnetin®, (3.1)
n=0 n=-—oo
gdzie:
yn = 2T \Vn € Z
cn = L(ay, —ib,) ,n>=0

cn = 5(a_p +1ib_,) ,n<O0.
Vn € Z wspotczynniki ¢, moga by¢ okreslone wzorem:

=1 [ 9O e, (32

L

2
Réwnanie [3.2] wstawmy do réwnania [3.1

1
o 2

1 _
sa) = 35 ey [ g mds = o)
n=-—oo .
-3
Zauwazmy, ze: Yp — Yp—1 = 27” Oznaczmy zatem y,, — yp—1 = Ayy,.
theiae 1o Ayn
Stad oczywiscie: ; = S

(=50 > ey, [ g@e s = (o).

n=—oo

2
Otrzymalismy sume Riemanna, ktéra w granicy zamieniamy na calke Riemanna. Mozemy przejsé
z | do nieskonczonosci i wtedy catka wewnetrzna bedzie po calym R.

l—oo 1 ivx i
(095 o [ eray [ g s

13



W ten sposéb otrzymujemy:

Wzér 3.1.1 (Wzdr catkowy Fouriera w postaci zespolonej)

o@) =5 [ ey [ gere s

3.1.2 Wzébr w postaci rzeczywistej
Wzér ogdlny

Dokonajmy teraz prostej modyfikacji powyzszego wzoru.

:% ]ody]Og( el 5)d§— /dy/ )eosy(z — &) +isiny(z — §)]d§ =

- [ o [ e

gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z nieparzystosci sinusa.

Otrzymalismy:

Wzér 3.1.2 (Wzér calkowy Fouriera w postaci rzeczywistej)

o0 oo

1 1
27T/dy/g &) cosy(x — & 27T/dy/g (cos(yx) cos(y€) + sin(yx) sin(y&))dE.

Wzory uproszczone w pewnych szczegdélnych przypadkach

Dla g(x) parzystej ho(z) = g(z) cos x jest parzysta a hg(z) = g(z) sin z jest nieparzysta. Natomiast
dla g(z) nieparzystej ho(x) = g(x) cosx jest nieparzysta a hg(z) = g(x)sinx jest parzysta. Stad
wobec calkowania po przedziale symetrycznym wzgledem zera, otrzymujemy nastepujace wzory

uproszczone.

Wzér 3.1.3 (Wzdr catkowy Fouriera dla funkcji g-parzystej)

:l/dy/g cosy(x — & /dy/ ) cos(yx) cos(y€)dE.
7
0 —o0

Wzér 3.1.4 (Wzdr catkowy Fouriera dla funkcji g-nieparzystej)

= 71r7dy 79 ) cosy(w — €)dg = o~ / / ) sin(ya) sin(yg)dg.
0 —0o0

3.1.3 Transformaty sinusowe i cosinusowe

Definicja 3.1.1 Transformatq cosinusowq g(x) nazywamy przeksztalcenie:

Ge(y) = | 9(§) cos(y&)dé.

é\g

14



Odwrotng transformatq cosinusowq G.(y) nazywamy przeksztalcenie:

1

9(x) = 5

27T/Gc(y)cos(yav)dy.

Transformatq sinusowq g(x) nazywamy przeksztalcenie:

oo

Guly) = j/ 9(€) sin(yE)de.

— 00

Odwrotng transformatq sinusowq Gs(y) nazywamy przeksztalcenie:

oo) =5 | Gulwsinty)dy

3.2 Podstawowe twierdzenia dla transformat
3.2.1 Warunek dostateczny istnienia transformaty

Twierdzenie 3.2.1 Jezeli istnieje [ |g(z)|dz, toVy € R funkcja G(y f e~ Weg(&)d¢ istnieje

i G(y) jest jednostajnie ciggla.
Dowéd

e (okreslonosé)

oo

Gl =| [ e gle)ae| < /!e-wf! \d&—/m )| d < oo.

o0

e (jednostajna ciaglosé)
Ustalmy € > 0 i wezmy pewng § > 0 taka, ze § nie zalezy od y. Rozwazmy nastepujaca
réznice:

Gy +6) - Gy)| = / 08 g (¢)de l/ g (e)de| =

- / e WE (e — 1) g(&)dg| < / le™ 8| - [e7¢ = 1] |g(&)] = (%)

Zauwazmy, ze:

|efi5§ — 1|2 = | cos(8¢)—isin(¢)—1|2 = (cos(6€)—1)%4(sin(0€))* = 2—2 cos(5¢) = 4 sin? (25) .

w=27sm()\ O)lde = (+).

15
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Rozbijmy ta calke na przedzialy, dobierajac oy w ten sposob, aby:
—ao
4
7

zo
— a0

() =2 / sin (‘;5)‘ g(6)]de + 7 sin (2’5)‘ : |g(£)|d£+/oo

— OO —XQ o

€
—+2
<tezf

—x9

sin (% )| la@)de < &

oraz

)
sin (% )| lat@lae < 5

Wtedy:

sin (5 )| e ) <

Zo

Zajmijmy sie pozostala catka:
sin [ ¢
|5£‘ S 75)

0 5
2 [ fon ()| tatonae =2 | BLIZE 2 e <
2

—Zo —Zo

9
< faal [ lo(e)lde < 5,

dla dostatecznie matych 9.

Stad ostatecznie:
Gy +6) —Gy)| <e.

Wobec dowolnodci e funkcja G(y) jest jednostajnie ciagla.

O

Uwaga 3.2.1 Nalezy zwrécié uwwage, Ze zaloZenie calkowalno$ci funkcji g na calej osi rzeczywistej
jest zatozeniem bardzo mocnym i znacznie zawezajgcym przestrzen rozpatrywanych funkcyi.

Whniosek 3.2.1 Z powyzszego twierdzenia wynika, ze transformaty poprawiajq klase funkcji jako,
ze wyjsciowo nie zakladaliémy nic o cigglo$ci funkcji transformowane;.
3.2.2 Warto$é gléwna catki niewlasciwej

Definicja 3.2.1 Wartoscig glowng calki niewlasciwej z funkcji f nazywamy:

Mozna rozwazaé réwniez calki niewlasciwe z funkcji nieograniczonych.

Przykltad 3.2.1 (dla funkcji nieograniczonej)

1 —e 1
1 1 1
V.P. | —dx = lim /fda:—i—/fdx =0.
T T
—1 5

x e—0*t
—1
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3.2.3 Twierdzenie o transformacie odwrotnej
Flol(y) i g jest funkcjq o

Twierdzenie 3.2.2 (O transformacie odwrotnej) Jezeli G(y)
wahaniu skoriczonym (réznicg dwdch funkeji rosngeych) to zachodzi wzor:
o0

zt T i
glat) +9(@7) _ V.P.% / e G(y)dy.

2

Dowéd
1 R [SS)
N B iyx —iy& —
=gt [ eray [ ey
R —0
Laczymy wyktadniki i zamieniamy kolejnosé catkowania:
1 R 00 1 oo R
- iy(z—¢) - w(@—¢) gy —
3 dim [y [ eneOg(6ae = o tim [ g(de [ enOdy
—o0 —R

—R —o00
el% _e— iz
24

Obliczamy calke i korzystamy ze wzoru: sin z =
1 r i =R r 2isin(R(z — £))

- li de [ — iy(z—¢) - — 1 d v S

im [ g(¢) 5( e e Aim [ g(€)de ( (=) -

27T R—oo
—00

SRR GRS

T R—oo
— 00

Rozbijamy przedzial catkowania w punkcie x:
=2 g | [ oo™ EE e [T ae)

x

0 oo
| E—z=u| l . sin( Ru) sin(Ru) B
T | dé=du —WRIEHOO g(x +u) " du+ [ g(z+u) " dul =
o 0
Na mocy |lematu Dirichletal
Lom 9(e™) + gla™)
—_ — .= +31 —
= Zlga) + 9] !
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Rozdziatl 4

Transformata Laplace’a

4.1 Wprowadzenie, definicja
Rozwazmy funkcje f(t) rzeczywista taka, ze f(t) =0 dla ¢ < 0.

Definicja 4.1.1 Transformatq Laplace’a funkcji f(t) nazywamy przeksztalcenie okreslone wzorem:

F(s)= /e‘“f(t)dt = /e_iyt ceT T f(t)dt.
0 0

dla s=z+1iy € C.

Zauwazmy, ze na podstawie twierdzenia z poprzedniego rozdziatu:

o0 oo

1 .
ft)e ™t = V.P.Z— / e’ytdy/e_su’f(u)du.
™
—o0 0
') xr+100
f(t):VPi /e($+iy)tF(8)dy: S:x—Fiy :VPL / estF(s)dS
“on ds = idy C 2 ) .

Uwaga 4.1.1 Granice w ostatniej calce oznaczajg catkowanie po prostej réwnoleglej do osi Im s
takiej, Ze Res = .

Definicja 4.1.2 Odwrotng transformatq Laplace’a nazywamy przeksztalcenie zdefiniowane wzo-
rem:

r+1i00
1
—V.P— P (s)ds.
Flt) = V.P o / ¢t F(s)ds
T—100

4.2 Wlasnosci transformaty Laplace’a

4.2.1 Twierdzenie o zbieznosci bezwzglednej

Twierdzenie 4.2.1 Jezeli F(s) jest zbiezna bezwzglednie dla s = s, to F(s) jest zbiezna bez-
wzglednie dla Res > Re sg.

18



Dowéd
et p ()] = et po)] < e £ (1)

dla kazdego t > 0. O
Uwaga 4.2.1 Jezeli |f(t)| < Me*, gdzie a > 0, to F(s) jest zbieina bezwzglednie dla Res > «.

Definicja 4.2.1 Funkcjq Heaviside’a lub inaczej funkcjg skoku jednostkowego nazywamy funkcje
zdefiniowang wzorem:

1 dla t>0
]l+(t)_{ 0 dla t<0

Przyktad 4.2.1
1

ft)= m:h(t)
F(s) z/%dt.

0

Wezmy teraz s takie, Ze Res > 0. Wtedy powyzsza calka bedzie zbiezna bezwzglednie. Dla Res < 0
w sposob oczywisty bedzie rozbieina. Zajmijmy sie wiec przypadkiem, gdy Res = 0. Wtedy s = 1y.

Dostajemy zatem:
it e—iyt
F(s) = / ——=dt.

14¢2
0
Poniewaz |e‘iyt’ = 1, wiec powyzsze rozwazania pokazujg, e F(s) jest zbieina bezwzglednie dla
Res > 0.
Przyktad 4.2.2
f(t) =14(0).

oo
= /e*Stdt
0

Tutaj latwo zauwazyé, ze F(s) bedzie zbiezna bezwzglednie dla Re s > 0.

Whiosek 4.2.1 Obszar zbieznosci bezwzglednej jest polplaszczyzng Res > o lub Res > «
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4.2.2 Twierdzenie podstawowe o zbieznosci transformaty Laplace’a

Twierdzenie 4.2.2 Jezeli F(s) jest zbiezna dla s = sg, to jest zbiezna w pdiplaszczyénie Res >
Re sg, w ktorej mozna jg wyrazié¢ przez calke zbieing bezwzglednie postaci:

o

(s — 50) / e~ (=50 (1) dt,

gdzie

Dow6d WeZzmy Re s > Re sg. Wtedy:

w

/ —étf /e—(S—SQ)te—Sotf(t) dt = /e—(S 50)t / dt
0 0

0 @’ (t)

— 67(5750)15()0(25

w w
(s—s TR t=e "7 w) — +(5—s e T p(T) dt
Hsmso) [Tty de = ¢ p(w) — pl0) +s-s0) [ p(t)d
—_—————
0 0

lim A(w) = lim e C750%p(w) = lim ef(sfso)w/efsotf(T) dr = F(sg) lim e~ (670w — g,

W00 W0 W00 w00
0
gdzie z zalozenia wiemy, ze F(so) istnieje. Zatem:
)
(%) “= (s — s /e (s=s0)t o (¢) dt.
0
Wiemy, ze ¢(t) jest ograniczona, wiec powyzsza calka jest zbiezna bezwzglednie. (]

Uwaga 4.2.2 Obszarem zbieznosci zwyklej calki Laplace’a jest polplaszczyzna otwarta Re s > a.

Przyktad 4.2.3
1
t)y=——=1.,(2).
1) = e ®

Tutaj oczywiscie zbieznosé jest na obszarze Res = 0.

Przykltad 4.2.4
1
t)=——1.(¢).
J0) = 75 140)

Dla Re s > 0 mamy zbieznosé. Rozpatrzmy Res = 0, wtedy s = iy, a zatem:

7 —iyt 7 oo‘.
F(S) :/e dt:/&(yt)dt—z‘/%dt.
1+t 1+¢ 1+¢
0 0 0

Powyzsze calki sq zbiezne dla y # 0, bo dla y = 0 mamy:

—dt,
/1+t

co w sposob oczywisty jest rozbiezne.

20



Twierdzenie 4.2.3 (Kryterium Dirichleta) Jezeli funkcja f zbiega monotonicznie do 0 na
b
fg(a:)da:| < L, gdzie L >0, a < b, to calka:

a

(a,0), oraz

[tz
jest zbiezna.

4.2.3 Twierdzenie o transformacie odwrotnej

Twierdzenie 4.2.4 (O transformacie odwrotnej) Niech Q2 bedzie obszarem zbieznosci F(s).
Jezeli F(s) jest zbieina bezwzglednie dla Re s = Re 8o, to zachodzi wzdr:

4100

i .
w = %V.P. / F(s)e*'ds.

T —100

Dla t = 0 zachodzi wzor:

1
07)=—=V.P. | F(s)d
f0%) = ~vp. [ Fioys
gdzie prosta Res = x C €.
Przyktad 4.2.5
f(t) =1,(t)

dla Res > 0.
Policzmy dla przykiadu transformate odwrotng i sprawdzimy jej wartosé w zerze:
1
F(s)=—-.
() = -
1 :1:+iool )
R L, | s=w+z
27i VP / sds Tl ds=idy |
R
= — lim / dy = 1 lim (In(z +iy))|Y=", =
2T R—oo | T+ 1y 274 R—oo y=—R
-R

1. . . 1 /m 1
= %}gl_rgo(ln(x—i-zR) —In(z —iR)) = el (5—%5) =_.

Przyktad 4.2.6 Niech

£(t) = 0 dla 0<t<Inln3
(-1)"exp (3€¢') dla Inlnn <t<Inln(n+1),n>3

Wykazaé, ze F(s) jest zbiezna, ale nigdzie nie jest zbiezna bezwzglednie.
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4.3 Zastosowanie do rownan rézniczkowych

Transformate catkowa Laplace’a mozemy uzy¢ do rozwiazywania zagadnien z réwnan rézniczko-
wych. Ponizszy schemat przedstawia klasyczny i alternatywny sposob ich rozwiazywania.

przestrzen oryginaltéw
zagadnienie fizyczne ‘ — rOwnanie rézniczkowe ‘ — ’rozwi@zanie rown. roézn.
! 1
rownanie algebraiczne ‘ — ’ rozwiazanie rown. alg.
przestrzen obrazéw

Twierdzenie 4.3.1 (o transformacie catki) Jezeli Z{f}(s)

Dowdd

Wystarczy teraz pokazaé, ze:

Rozpiszmy z definicji:

Wystarczy teraz pokazaé, ze I jest ograniczone:

T T

I:/ —soT (1)

0 0 ‘Pl(t)

t

gdzie: p1(t) = /6_50Tf(T) dr

0

(*) — e—sU(T—T)

T
o1(T) — 50 / =T, (r) dr = ¢y (T)
0

22

= F(s) oraz o(t) =

T
_ SO/B—SO(T—T)(pl
0

f(r)dr, to:

o &

dr = [T e () dr = (s),

(1) dr.



Zauwazmy, ze:
T— o0
e1(T) " =" F(so).

Wiemy, ze F(so) istnieje, zatem nalezy zajaé sie wyrazeniem:

. T
M
|s0] / (T)dr| < M - |sg] - /e—Reso(T—q—) dr < ﬂ.
Re sg
0 0

Otrzymujemy zatem:
T
— 1
/e o(t T2 —F(s).
s
0
O

Twierdzenie 4.3.2 (o transformacie pochodnej) Niech Z{f}(s) = F(s). Wéwczas zachodzi

wWZOoT:
L{f'}(s) = sF(s) — f(07),
o ile istnieje f' i L{f'} jest zbieina.

Dowd6d Obliczamy ponizsza catke jak nastepuje:

/ f(7)ydr = £(t) — F(07).
0

Transformujemy obie strony:

/ e — L{f}s) — L0} (s) = F(s) -

7 drugiej strony:
/ e =~ 2(/}(5)

zatem

ZL{f'}s) = sF(s) = f(07).

Przyktad 4.3.1 Rozwigzac nastepujgce zagadnienie poczgtkowe:

d + t,
— +x =sin
dt

gdzie z(0%) = 0. Niech Z{f}(s) = X(s). Policzmy transformaty Laplace’a obu stron.

sX(s) —z(0%) + X(s) = ﬁ

Uwzgledniajgc warunek poczgtkowy dostajemy nastepujgce réwnanie algebraiczne:

1

)= e

= (x).
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Rozkladamy na ulamki proste:

1 1 s +1 1
s+1 28241 2s2+41°

(=3

Z [tabely transformat Laplace’d i korzystajoc z liniowosci transformaty znajdujemy transformaty
odwrotne obydwu stron i dostajemy wynik:

1 1 1
x(t) = (2e_t ~3 cost + 2sint) 14(¢).

Przyktad 4.3.2 Rozwigzaé nastepujgce zagadnienie poczgtkowe:

y' =y —2y=1,

gdzie y(07) = 1 oraz y'(0%) = 0. Niech £{y}(s) = Y(s). Policzmy transformaty Laplace’a obu
strom.

LU6) ~ L))~ ¥ (5) =+

Uwzgledniajoc warunek poczgtkowy dostajemy nastepujgce réwnanie algebraiczne:

SZY(S)*S~1*O*(S~Y(S)*1)*2Y(S):é.
s2Y (s) — sY(s) — 2Y(s) = % —14s= 527%“
Y(s) = s —s+1 __S —-s—1 — (+).

s(s2—s5-2) s(s—2)(s+1)
Rozkladamy na utamki proste:
( )1 1 n 1 n 1 1
*)=— = .
2s s+1 2s-—2
Z [tabeli transformat Laplace’d i korzystajgc z liniowosci trasformaty znajdujemy transformaty od-
wrotne obydwu stron i dostajemy wynik:

y(t) = (—; +et+ ;e2t> 1, (t).

Twierdzenie 4.3.3 (O podobienstwie) Jezeli L{f} =F, to

2@ =38 (2), ax0

Dowéd

r = yi u d 1

2{ftae) = [etsaya=| 570 | = [etiw S = LPO)
0 0
(]
Przyktad 4.3.3 )
Z{sint}(s) = o
1 1 o

ZL{sinat}(s) = e = oo
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Twierdzenie 4.3.4 (o przesunieciu) Jezeli L{f} =F, to
Lt =D)Lt =b)}(s) = ™F(s), b>0

Dowdd

oo

LU - D)Lt —D)}s) = / ¢S — )L (¢ — ) dt =

0
—s t—b=u —s(u
= /e tf(t—b)dt:‘ = du :/e (4 f(u) du =
b 0

= e ¥F(s)

Przykltad 4.3.4 Wyznaczycé transformate Laplace’a funkcji
| sint dla t € (0,2m)
(1) = { 0 w.p.p
f(t) =sint — sin(t — 2m) 14 (t — 2m),

1 6727rs 1— 67271'5

wiec f{f}(s):82+1732+1: 241

1
Przyktad 4.3.5 ZnaleZé transformate odwrotng funkcji G 1)6_8
s(s
1 1 1 1
== = 7 )=1—et (dlat>0
s(s+1) s s+1 {s(s—l—l)}() ‘ (dlat>0)

7 {S(S +1> } (1) = (1— e D)1, (t 1)

Twierdzenie 4.3.5 (polaczenie [podobienstwal z [przesuniecieml))
Jezeli Z{f}=F, to

L{f(at — b1y (at — )} (s) = ~e= % F (f) . ab>0

a

Twierdzenie 4.3.6 Jeieli L{f} =F, to

bs S

LU (at 4 B) L ()}(s) = Lo (FC)-m(2)  ab>o

a

b
gdzie Fy(s) := /e_Stf(t) dt  (Fp jest skoriczong transformatq Laplace’a)
0

Dowdd na éwiczeniach lub w domu

Twierdzenie 4.3.7 (o przesunieciu obrazu) Jezeli F(s) = Z{f}(s), ¢>0,deC, to

F(es+d) = %f {e_%uf (%)} (s)
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Dowdd Niech Fy(s) = F(cs+ d).

Przykltad 4.3.6

2oy = matl
Loty = o)

Whniosek 4.3.1 (twierdzenie o tltumieniu) Dla ¢ = 1 otrzymujemy

F(s+d) =% {efd“f (u)} (s)

4.4 Splot funkcji

Definicja 4.4.1 (Splot funkcji)
(f1* fo)(t /fl ) fo(t —7)dr

Zalozenia

1. Funkcje f1, fo sa bezwzglednie calkowalne i jedna z nich jest ograniczona.

2. f1, fo € L*(R), (wtedy z nieréwnosci Schwarza: |f_°ooo fi(m) fat =) dr| < | fallez - [ f2llz2)

Definicja 4.4.2 (Splot funkcji prawostronnych) Jesli fi(t) = fo(t) =0 dlat <0, to

t

(% fo)(2) = / f1(7) falt — 7) dr

0
Uwaga 4.4.1 Od tej pory bedziemy rozwazali tylko takie funkcje.

Przyklad 4.4.1 (zalozenie samej bezwzglednej zbieznosSci calek nie wystarcza)

1

Al =t7%, fo)=(1—1)"2

f1, f2 - sa bezwzglednie catkowalne.

(magq osobliwodci, ale rzedu pierwiastkowego, wiec sq zbiezne)

(f1 = f2)( /1\}
0

-

1
1 ..
= | —dr — rozbieina
p
0
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Definicja 4.4.3 Klasa 1o jest to zbior funkcji bezwzglednie calkowalnych, ktore punkt osobliwy
mogq mie¢ wylgeznie dla t = 0.

Okres$lono$¢ splotu dla funkcji klasy 7

/fl(T)f2(t_7)d7':/fl(T)f2(t—T)dT+/f1(T)f2(t—7‘)dT

I

I
Wiec w 19
%
1] < My, [ 151(7)]dr < oc
0
¢
2] < My, [ 172l = 1) dr < oc
%
Twierdzenie 4.4.1 (Younga) Jezeli
1 1 1
f1eLP(R),f2eLq(R),5+g—1:;>0,

to
J1x fo istnieje i f1 * fo € L"(R)

Uwaga 4.4.2 Jezeli % = 0(r = 00) (symbolicznie), to f1* fa jest ograniczona i jednostajnie ciggla.

4.4.1 'Wtlasnosci splotu
Wtiasnoéé 4.4.1 (przemienno$é) f1* fo = fox fi
Wtiasno$é 4.4.2 (laczno$é) (f1* fo) x f3 = f1 x (fa * f3)

Twierdzenie 4.4.2 (Borela) Jezeli Z{f1} = F1, Z{f2} = F> oraz F1, Fs sq zbieine bezwzgled-
nie dla s = sq, to

ZL{f1* fa}(s0) = Fi(s0) - Fa(s0)
(fixf2) = 2L H{F - F})
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Dowéd f1, fo - prawostronne.

Fl(SO) 'FQ(S()) = / e_SOTfl(T) dT' / e_s"“fg(u) du =

( F1, F» zbiezne bezwzglednie, wiec mozna zmienié kolejno$é catkowania. )

—S80T ,—SoU = t N
_ / /e e fy (1) folu) drdu = | 40T | =
= / e_SOTfl (T) / e_SO(t_T) f2 (t - T) dth =

oo

_ /e_sotdtffl(T)fg(t—T)dT: /e‘SOt(fl*fZ)(t)dt:

oo

—00

= Z{f1* f2}(s0)

Ciaglos¢ splotu

Lemat 4.4.1 Jezeli f jest calkowalna na przedziale < 0,t >, to
t

ti [ 10 +) = f(w)]du =0
0

Twierdzenie 4.4.3 Jezeli f1, fo € 79 © sq prawostronne, t > 0, to splot
f1 % fo jest ciggly w punkcie t.

Dowé6d
t+5 t
D(t.d) = (A f)(t+8) = (i f)O) = [ Afalt+d-rdr = [ At - r)dr =
0 0

= /fl(T)(f2(t+5—T)—fz(t—T)) dT+/f1(T)(f2(t+5—T)—f2(t—7)) dr +
0 to

I Iy

I3

I: argument f, zmienia sie w przedziale (t — ¢o,t + ), wiec |fa] < My,

to
1
|| < 2My, - /|f1(7')\ dr < 3¢ dla dostatecznie malych ¢
0
—_——
calkowalne z zalozenia
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I>: argument f; zmienia si¢ w przedziale (to,t), wiec |f1| < My,

t—T=u

t
Ll < My [1ters - - pe-nlar=| 750
to

t—to

- My, / [t 8) — fow)| du <

0
(na mocy [emataIL1)

% dla dostatecznie malej ¢§

t+6
|I3| < My, / [folt+0 —71)|dr < % dla dostatecznie malej 4§,
t

bo fo catkowalna i przedzial malejacy.

Uwaga 4.4.3 Teza |twierdzenia)|4.4.3 nie jest prawdziwa dla t = 0.

Przyklad 4.4.2 (kontrprzyklad) Niech fi(t) = t77, fo(t) =t 7. Wtedy f1,fo € 70 i dla

t>0:
1 1 - = t-d d
u s au U
(fl f2)( ) \/? Vit—T dr — du A /ut\/i t—ut / \/am

i oveds (L1 _TETE)
u 2(1—’LL) 2du—B<2,2>—F(1)—

I
3 O\»—A =}

—— m - stala, niezalezna od ¢

Lecz z definicji:
0
(fxf2)0)=[...=0
/

Zatem funkcja (f1 * fo) nie jest ciagla.
Sprzecznosé. O

Uwaga 4.4.4 Jezeli f1, fo € 10 4 jedna z nich jest ograniczona, to (f1 x f2) jest ciggla dlat > 0.

Dowéd
t t
[ 1orsate=myar <y, [ 18- n)ldr —0,
0 0
bo fy calkowalna i dlugos¢ przedziatu catkowania dazy do zera. O

Twierdzenie 4.4.4 (O pochodnej splotu) Jezeli f1, fo € 19, istnieje f] € 19, to dla tych punk-
tow t > 0, dla ktérych fa jest ciggla (z prawej lub lewej strony), splot (f1 * f2) jest rézniczkowalny
(prawo- lub lewostronnie) i zachodzi wzdr:

(fr* f2) (%) = (fi * f2) (1) + f1(0F) - fo(t)
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Dowé6d

(f1* f2)(t)

hH@) et =1)dr = [ fo(t —7)
/ /

0

JE

0
t

JE

0

T

fi(r) = / flw) du+ f,(07)

0

t

t

U=x—y

t x
/ dz / fi(@ — y) f2(y) dy, zatem
0 0

(f1xf2)

t

0

(t—7)dr | fi(u)du+ fr
/

T=—-y+t ’_

0

t

(fr* f2) () = (f1 * f2)(t) + f1(0T) fo(£5)

Uwaga 4.4.5 Jesli f1(0) =0, to cigglosé fo nie jest istotna.

Uwaga 4.4.6 Jesli t = 0, to|twierdzenid|4.4.4| nie jest prawdziwe.

Przyklad 4.4.3 (kontrprzyktad)

(f1* f2)(t)

Wige (fy * fo) = =

E.

Ale ze wzoru z ftwierdzeniall1. 4.4
(f1* f2)'(0) = (1 * f2)(0) + f1(07) - f2(0) = 0
—_———— N——

Sprzecznosdé!

0

T _

dt—u
ar
t—du

31
272

30

1

:/t@-du

0

)Ztﬂ?’

0

(0+) / Folu) du

du =

o _

t——M

an

(/f{(u) du+f1<o+)) dr —
0

(t—T7)dr [ fi(w)du+ f1(07) [ falt —7)dr =
/ /



4.5 Zagadnienie réznowartosciowosci transformaty

Bedziemy teraz rozwazali nastepujace zagadnienie:

LY=Ly = fi=fo

Do precyzyjnej odpowiedzi na postawione w powyzszej implikacji pytanie bedziemy potrzebowali
dodatkowego pojecia funkcji zerowe;j.

4.5.1 Funkcja zerowa
t

Definicja 4.5.1 (Funkcja zerowa) Funkcje u(t) nazywamy zerowg <, gdy vt >0 [u(z)dz = 0.
0

Uwaga 4.5.1
ZL{u} =0.

Dow6d WeZzmy w > 0 i zastosujmy uogdlniony wzor na catkowanie przez czesci. Wtedy:

w t
—|—S/675t/u(7')d7'=0.
0 0

w + !/ w

/we“u(t) dt = /‘375’5 /u(T) dr | dt =e % ju(r) dr
0 0

0 0 0

Lemat 4.5.1 Jezeli ¢ jest ciggla na (a,b) oraz:

b
/x”¢(x) dx =0,

dlan=0,1,2,...., to 1 =0.

Twierdzenie 4.5.1 Jeieli Z{f} =F oraz F(sp+nd) =0dlan=1,2...,8 >0, to f jest funkcjq
zerowg.

Dowd6d Wiemy, ze transformate Laplace’a funkcji f mozemy wyrazi¢ wzorem:

o0

F(s) = (s — so) / e~ (57s0)t (1) dt,

0

gdzie:
t

o(t) = /efS“Tf(T) dr.
0

Dokonajmy teraz podstawienia: s = sg + nd. Zgodnie z zalozeniem:
i 1
—Inz 1
"/”( 5 )(M) ’
0

1
= n/x"‘lz/}(x) de = Y(x)=0=p(t) VE>0
0

675t:x
dt = g—xldx

0= F(sg+nd) = n5/6_"5t<p(t) dt =
0
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Stad:
u = e %07 v =

Ozo/te_smf(T)dT: R U—fo £)de ‘ _GUT/f §)dg +So/ _Wo/f ydédr

Rézniczkujac obydwie strony wzgledem t otrzymujemy:

t

t t
d
0= s [ 1@ue e G [ 5@+ [ o
0 0

0

Stad:

t

/f(&)df =constVt >0 = f- f. zerowa
0

Whniosek 4.5.1 Jezeli Z{f1} = ZL{f2}, to f1 — f2 jest funkcjq zerowq.

4.6 Holomorficzno$¢ transformaty Laplace’a

Twierdzenie 4.6.1 Jezeli Z{f}(s) = F(s) jest zbiezna dla Res > 3, to F jest holomorficzna w

tej potplaszczyinie i dla kazdego n = 1,2, ... zachodzi wzor:
F (s) = (1) / e=sn F (1) dt.
0

Dow6d Wezmy n=1. Chcemy sprawdzié czy:

fiy T 2 e

0

Niech s,s9 i 8 beda takie, ze 3¢ takie, ze:

e Re(s— ) =3¢,
e Re(so—f)=¢,
e Re(s—sg)=2¢.

Zakladamy, ze transformata jest zbiezna w punkcie sg. Mamy zatem:

oo
(s — so /e*(S sg)t ) dt,
0

gdzie:

o) = [ sirydr
0
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Teraz wprowadzimy funkcje v, ktéra otrzymamy formalnie rézniczkujac F po s (choé¢ nie wiemy,
czy taka operacja jest poprawna). Zatem wprowadzamy funkcje ¢ okreslona wzorem:

oo

(s) = / e~ =s0 (1) dt — (s — so)

0

e~ (57s0)to(t) dt.

Chcemy teraz sprawdzi¢ czy v jest rzeczywiscie pochodng transformaty. Bedzie to prawda, gdy
prawdziwa bedzie ponizsza réwnosc¢:

Jim (F(SW—F@) _ ¢(5)) .

h—0 h
F(s+h)—F(s
Plot WZFO) ) =
1 T 7 7
=5 (s +h—so) /e (sh=s0)t (1) dt — (s — s0 /e s=s0)t o (t) dit —/e*(sfso)t (t) dt+
0 0
+(8780)/67(5750)ttg0(t) dt _ /67(s+hfso /6 s— so)t dt | +
0 0 0
1 —(s+h—s )t 1 —(s—s )t —(s—so)t
+(s—s0) nle 0 (t)dtfﬁ e 0 dt+ [ e Doty dt | =
0 0
n 7 —ht __ 1
— /e—(s—so)t (e—ht ) o(t) dt + (s — so /6 (s—so)t ( - -i-t) o(t) dt.
0 0

Rozpatrzmy teraz wyrazenia:
}e*ht -1|< et |nt| .
—ht _ 14 ht‘ _ |ht|? et

—ht 1 1
h 2 h

h

1
= = |h| %€ .

+] -

Niech teraz D(h) = w — 9(s). Zgodnie z powyzszymi oszacowaniami otrzymamy:

T 71 .
|D(h)| < M/e—25fe€f|h|tdt+M-2g/§|h\t2e5te—2ftdt< |h| - const. =2 0.
0

To dowodzi holomorficznodci F i tego, ze F' = 1. Teraz wystarczy pokazaé, ze ¢ wyraza si¢
wzoren:

b(s) = - / (1) dt
0

W tym celu policzmy pomocnicza calke:

t t

/T (e77f(7)) dr =T o(7)|T /ga(T) dr =

0
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Mozemy zapisac:

! e~ f(7) + (7)) dr.

Rozpatrzmy teraz nastepujace wyrazenie:
oo oo
—(s—s0) / e~ (sms0)ty / ~(s=s0)t gp(t) dt =
0 0

t=o00 7
— e (5 So)tt(p(t) - _ /ef(sfso)t (tefsntf(t) —+ gﬁ(t)) dt =
0

Il
I

e~ (sms0)tpe=s0t £(¢) dt — /e—(s—so)tw(t) dt.
0

Wracajac do wzoru na v otrzymujemy:

O

Lemat 4.6.1 Jezeli F(s) = ZL{f}(s) jest zbieina dla s = sg, to calka L{f}(s) jest zbieina
jednostajnie w kazdym sektorze postaci:

{s€® arg(s — so)| < ¥ < g}

Dowdéd Transformata Z{f} jest zbiezna jednostajnie < Ve > 0 3IQ Vwq,ws > 0

w2

/e*stf(t) dt| < e.

1

Niech
oo
o) =~ [ srar
t
Stad mamy:
¢'(t) = e7 ™ f(t),
oraz
p(t) 70
w2 w2
/ —stf(t) e (s—so)t —sotf() _
w1 w1
wa
e~ (sms0)t (¢ ‘ UJ2—|—($—50) e (575t (¢ dt
t=wy
M w1
B
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—(s—sg)w —(s—sp)w g
] = [em 02 (w5) — €=M )| < fip(wn)] + [ip(wa)] < 5,

dla wy ,wy > ), gdzie 2 jest dostatecznie duze.

w2 w2
|B] = |(s — 50)/6_(s_s°)tgp(t) dt| < |s — so| sup |o(t)] - /e_Re (s=s0)t g <
J t>0 J
wa
—1 e
< |s — so| sup |¢(t)] /e_‘s_soltcosw dt = |s — sg|sup |¢(t)] - (e_ls_sotmsw) <
t>Q t>Q |s — 50| cos 1) w1
w1
< 28upsale®)] _ e
cos 2
Stad ostatecznie:
wo
/e_Stf(t) dt| < e dla dostatecznie duzych .
1
O

Twierdzenie 4.6.2 Jezeli Z{f}(s) = F(s) jest zbiezna dla s = sq, to: lim F(s) = 0 po kazdej

drodze zawartej w sektorze:
T
{s e€C:larg(s—s0)| < < 5}

Dowéd Uwagal Piszac s — oo mamy na my$li, ze |s| w sensie liczb zespolonych zbiega do

nieskonczonoéci.
oo T 13 0
F(s) = /e*stf(t) dt = /e"“f(t) dt+/e*“f(t) dt+/e*stf(t) dt.
0 0 T Tz
Oszacujmy teraz poszczegdlne czesci:
T
e (t) di| < %
0
dla dostatecznie malego T7.
/e*“f(t) dt| < g
T2
dla dostatecznie duzego T (na mocy .
T T
/e_Stf(t)dt < /e_tReS [f(t)] dt < %,
Ty T
dla dostatecznie duzych Re s. Stad:
lim F(s) =0.

§— 00

Whiosek 4.6.1 Obrazem tranformaty Laplace’a jest funkcja holomorficzna taka, Ze:

lim F(s)=0.

Re s—o0
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4.7 Odwracanie transformaty Laplace’a

Wiemy, ze jesli F jest obrazem f przy przeksztalceniu Laplace’a, to:

ct+100

+ _
f(t );—f(t ):%m / GStF(S)dS,

o ile oczywiscie powyzsza calka jest zbiezna.

Uwaga 4.7.1 (BARDZO WAZNY WZOR NA ODWRACANIE TRANSFORMATY!!!)
Jezeli F(s) ma bieguny w punktach s, Sa, ..., Sy, to:

+ _ n
HEFEE = e (00,

Wzo6r wynika z lematu Jordana dla funkcji zespolonych.

4.8 Zastosowania transformaty Laplace’a

4.8.1 Zastosowanie do réwnan rézniczkowych zwyczajnych

1) Y™t -y 4ty -y = f(t) dlat >0, gdzie co,ci,. .., cp_1-stale;
(2)  warunki poczatkowe: y (0%) = yo, 3 (07) =y, ..., y™=D (0F) =y V.

Zalozenia:

—_

. fE€n

. [ ma & transformate

. funkcje 3,7/, ...,y Y € C (funkcje ciggle) dla t > 0

Yy ) ey )+ ey (BF) deo -y (1) = £ (1F)

Tt W N

. ™ ma & transformate

Zauwazmy, ze nie zakladamy tutaj np. ciagloéci y(™ oraz f.

Oznaczamy: £ {y} (s) =Y (s), Z{f}(s) = F(s) i stosujemy .Z transformate do réwnania

[sny () —yo-s" ' —yp " — - yén_l)} +cpo1 - {s"fl Y (s)—yo- 8"~ — yé"_z)} +
ton—2- [SH_Q'Y<s)_yo'Sn_g_"'_y(()nj)} +.oter[s Y (s) —yo] +co- Y (s)=F(s)

Grupujemy odpowiednie wyrazy i dostajemy:
Y(s) p(s)=F(s)4+yo- (s" P 4+cpn1-s"2+...4c)+yy (" 2+cp1-s" 3+ )+

4.+ y(()n_Q) (s+ep—1)+ y(()n_l),

gdzie p(s) = s" +c,_1 8" L+ ...+¢1 -5+ co - wielomian charakterystyczny.
Cazyli:

() Y (s)= L 4y

(S7L71+Cw,—1‘(SVI)L72+~--+C1)
(s

(8"72—&-@,,,1's"L’3+...+cQ)
p(s)

oY

+ 95
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Rozpatrzmy dwa przypadki:
A Roéwnanie niejednorodne z jednorodnymi warunkami poczatkowymi.

B Réwnanie jednorodne z dowolnymi warunkami poczatkowymi.

[Ad. Bl Przypadek szczegblny Okazuje sie, ze gdy znamy rozwiazanie tego konkretnego przy-
padku, to potrafimy znalezé rozwigzanie [B]

Niech: ) )
yOZan(/):Oa"'vy(()n )_07y(()n ) = =1
Wtedy:
1
s) = =: G (s) oraz g .= £ 1{G
(5) = =5 = G(5) oz g = 27 {G)

// funkcja g jest postaci - kombinacja liniowa funkcji wyktadniczych, albo wielomian
razy funkcja wyktadnicza

Mamy:

L9} (5) = G(s) = -5
Z{g}(s)=s" G( ) —9(07) = 575
249"} (s) = p(s)

;g {g(n—l)} (S) _ smt

p(s)
24} (6)= g5 1
Liczymy transformate odwrotna

y(t)=yo- {g("’l) ) +cn1 9" @) +... g (t)} +

o [0 (O + a1 g O 4 g ()] + T g (1)

Jest to rozwigzanie przypadku [B]
Znajac rozwigzanie przypadku szczegblnego, znamy rozwiazanie dla dowolnego
jednorodnego.

[Ad. Al

Zatem na mocy |twierdzenia Borela o splocie |(4.4.2)):

y(t) = (g% f)( /f o(t-7)d

Uwaga 4.8.1 Gdybysmy nie zakladali warunkow 2. i 5., to mimo wszystko y = g* f spelnia
réwnanie niejednorodne:

Pamigtajge, e g(07) =g (01) = ... = g2 (0) =0 oraz g~V (0) =1

Y=g *f+g(0") - f=g«f
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//:g//*f+g/(0+)'f:g/l*f

y(n—l) — g(n—l) " f

y " =g f g (0) f =g e f 4 f
Teraz powyzsze wzory podstawiamy do 1 otrzymujemy:

YW ey Ve y ey = g R f A fren—1- gV x fb ey x f e gxf 2
A —
:(g(n)ﬂ_cnilg(n 1)++Clg/+cog)*f—|—fgf

A korzystamy z lintowosci splotu
O g™ e 1-g D+ g +co-g=0, bo g - rozwigzanie réwnania jednorodnego

Whniosek 4.8.1 Jesli znamy g (t), to umiemy rozwigzaé dowolne réwnanie niejednorodne z
jednorodnymi warunkamsi poczgtkowyms.

4.8.2 Zastosowania w fizyce

Model matematyczny:
Dla transformat:

Gdzie G (s) - transmitancja ukladu.

Przyklad 4.8.1 Przypadek szczegdlny.
f(t) =14 (1)

Interpretacja fizyczna: od chwili 0 przykladamy staly impuls (np. elektryczny, mechaniczny itp).
Wtedy:
t
. O =(gxN® = [s(r)ar
0
Czyli otrzymujemy uniwersalny wzdr na funkcje g:

9= (. (1)

Znagjgc odpowiedZ ukladu na impuls 14 (t) na mocy poprzednich uwag, znamy rozwigzanie zagad-
nienta z dowolnymi warunkami poczgtkowyms.

Przyktad 4.8.2 Uklad R,L,C

Wejscie: E (t) - sila elektromotoryczna zZrédla produ
Wyjscie: i (t) - natezenie produ.
Zgodnie z II prawem Kirchhoffa mamy:

t
1
E=R-i+L- 7+7 /z
0

Przypadek E € C' = E =R % + L- dtg NS C -1 - Tozwigzanie na cwiczeniach.
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Przyktad 4.8.3 Uklad R, L

E@)=U-1, (1)
i(t)="
Transformujemy to réwnanie:

U-1+(t):R-i(t)+L-d—t., i(0%) =0
YU=R-I(s)+L-s-I(s), I(s)=2L{i}(s)
I(s)(R+s-L)=Y
U
To) = Tres 1y

gdzie U, R, L- stale
Stosujemy rozktad na utamki proste i obliczamy £~ {I} (jest to Prawo Ohma):

Przyktad 4.8.4 Proste doswiadczenie: do cylindra wlewamy ciecz i umieszczamy w nim ciezarek
na sprezynie.

F (t)- wejscie (sila wymuszajgca)

y - wyjscie (wychylenie z poloZenia réwnowagsi)

Mamy nastepujgce réwnanie roZniczkowe:
my=F —ky—cy

Gdzie cy - to sila oporu (zakladamy, Ze przy malych predkosciach opdr jest proporcjonalny do )
miy+cy+ky=F

Zavwazamy odpowiedniosé do:

. di d*i 1
FE=R — 4+ [ —— 4+ — .4
Rattmpta!
To znaczy:
m <« L
c— R
F—F
Przyklad 4.8.5 Przyklad: (rrcz paraboliczne)
Rownanie przewodnictwa cieplnego:
0
8—1; =a*Au, ,

gdzie u = u (z,t) - temperatura, x € R", t >0, a >0

n=1

3 2’U.
Gi=ad 5 z>0 (1)
u(x,0) =up (x) -warunek poczgtkowy x>0
u (0,t) = Uy -warunek brzegowy t>0 (2)
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Z (2) wynika, ze x =0 - punkt o stalej temperaturze ug.

Niech ug =0

Ulx,s) =L A{u(z,t)} 76 dt
0

f{%}(s)zzoe_“~%dt:s-U(:c,s)—u(x,O)=S'U(9Ca5)

f{aﬁ} fe_St gxgdt 2 66;22 fe_St (z,t)dt = U(x s)

& zaktadamy bezwzglgdnq caikowalnoéé

Transformujemy réwnania|(1) ¢ (2))

sU (z,8) = a® - a‘zzU(x s)
U(0,s) = Z{u(0,t)} = ?
{;;U(x, 5) — U (x,8) =0
U (07 S) = % (3)
Rownanie charakterystyczne:
r? — Z=0=r= :I:%
Rozwigzanie ma postac:

//rrez zredukowalo sie do rrzw

NG

Ul(x,s)=Cy g% +Cy-e 0 ®

C1 =0, poniewaz transformata musi znikaé w oo.
Czyli:
NA
U(x,s)=Cy-e a”

Z obliczamy statg Csy:

% =Cy = Ul(x,s) = @eféx

Teraz obliczamy transformate odwrotng.
Calkujemy po takiej drodze:

Po odwréceniu otrzymujemy:
o0
20U
u(x,t) = To . / e dr
™

2Va-t

Z postaci rozwigzania wynika, zZe temperatura rozchodzi sie z nieskoriczong szybkoscig, bo t > 0 =
u > 0 - jest to wlasnosé przyjetego modelu matematycznego.
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Rozdzial 5

Wstep do teorii dystrybucji
5.1 Dystrybucje, wiadomosci wstepne

Wielkosci fizyczne opisujemy najczesciej przyporzadkowujac im funkcje (np. zalezne od czasu).
Inna droga opisu tych wielkosci jest przyporzadkowanie im funkcjonatéw okreslonych na odpo-
wiednich przestrzeniach funkcyjnych rzeczywistych lub zespolonych. Funkcjonaty takie nazywamy

dystrybucjami. Dystrybucje moga by¢ okre$lone na réznych przestrzeniach funkcyjnych. Zmienia-
jac odpowiednig przestrzen funkcyjna zmieniamy klase dystrybucji.

Ponizej przypomnimy podstawowe pojecia dotyczace dystrybucji.

5.2 Przestrzen funkcji prébnych &, przestrzen 2’
Definicja 5.2.1 @ (zbior funkcji probnych) = C§° (R) lub C§° (R™).

Oznacza to, ze ¢ € I < ¢ € C* oraz supp ¢ = {z : ¢ (v) # 0} (nosnik funkcji) jest zwarty
(¢ moze by¢ funkcja o wartosciach rzeczywistych lub zespolonych).

W przestrzeni funkcji probnych definiujemy zbieznosé ciagu funkcyjnego w sposéb nastepujacy.

Definicja 5.2.2 o, - p w 2 < Vke N @57@ = o)
oraz nosniki supp @, s¢ wspdlnie ograniczone.

Uwaga 5.2.1 To jest kontrprzyklad na zbieznosé (brak wspdlnej ograniczonosci nosnikéw)

Twierdzenie 5.2.1 KaZda funkcja ciggla o nosniku ograniczonym moze bycé jednostajnie przybli-
zZona przez funkcje z przestrzeni 9.

Dowdd (szkic) Nalezy rozwazyé funkcje:

‘i 0 dla [t|>1
= 1
e?-1 dla |t|] <1

41



oraz zauwazy¢, ze jest ona klasy C'°° i utworzy¢ kolejng funkcje pomocnicza okreslong wzorem

L oo

ga(t):%, /g(,(t)dtzl
[ea =

dla a > 0. Funkcja g, jest tozsamosciowo réwna zeru poza przedziatem (—q, «). Niech

+oo
soa<t>=/f<r>ga<t—7>dr, o€

Funkcja ¢, jest zadanym przyblizeniem, poniewaz

+oo

“+o0o
/[f(t)*f(f)]ga(t*T)dT S/If(t)*f(f)lga(tff)dr

o0

[f () = a (8)]

Dobierajac a tak matle, by dla |t — 7| < « na mocy jednostajnej ciaglodci funkcji f zachodzila
nieréwnosé |f (t) — f (7)] < € otrzymujemy teze, gdyz

t+a

|f(t)—90a(t)|Sa/ga(t—f)dT:g

t—a

co konczy dowod. |

Definicja 5.2.3 Przestrzeniq dystrybucji 2’ nazywamy przestrzeri funkcjonaldw liniowych i cig-
glych na 2 (cigglosé wzgledem zbieznosdci okreslonej w poprzedniej definicji).

W przestrzeni 2’ okre§lamy zbiezno$é jak nastepuje.
Niech T, T € 9’ (oznaczamy réwnowaznie T (¢) = (T'|p) = (T, ¢)).

Definicja 5.2.4 T, = T w 2' Vo € 2 =T, (¢) —— T (p)

n—oo

Twierdzenie 5.2.2 Przestrzeri 9’ jest domknicta ze wzgledu na zbiezno$é (tzn. granica ciggu
funkcjonaléw liniowych i cigglych jest funkcjonalem liniowym i cigglym).

Sposrod wszystkich dystrybucji szczegdlnie wyrdzniamy tzw. dystrybucje regularne. Sa to dys-

trybucje wyznaczone przez funkcje lokalnie caltkowalne. Niech f bedzie funkcja lokalnie catkowalna
na R.

Definicja 5.2.5 Dystrybucjq reqularng wyznaczong przez lokalnie catkowalng funkcje f nazywamy
dystrybucje okreslong wzorem

+00
() = / F () (t)dt

dla p € 9.

Poprawno$é tej definicji (ciaglo$é funkcjonatu) wynika z oszacowania

+oo
(1) — {Fleom)] < / O (6) — o ()] dt =/|f(t)\ 0 (£) — pn (D] dt < My - €
o K
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gdzie K jest zbiorem zwartym, w ktorym zawarte sg nosniki wszystkich funkcji ¢, ¢.

Wiele poje¢ zwiazanych z dystrybucjami wprowadza sie zwykle w ten sposob, by byly one
uogdlnieniem wlasnoéci dystrybucji regularnych. Dotyczy to przede wszystkim rézniczkowania dys-
trybucji, pojecia réwnosci dystrybucji na zbiorze otwartym (mimo, ze dystrybucja nie jest funkcja
majaca okreslong warto$¢ w kazdym punkcie) oraz pojecia no$nika dystrybucji.

Rozwazmy na poczatek funkcje lokalnie catkowalna f, ktérej pochodna f jest takze funkcja
lokalnie calkowalna. Niech ¢ € 2 bedzie taka, ze supp p C K = {(a,b) - zwarty. Wowczas ze wzoru
na catkowanie przez czesci otrzymujemy

400 b+1 b+1 400
[rwema= [roena=10eolt - [roend=- |00 o
EN at1 — o

co pozwala przyjaé nastepujaca definicje rézniczkowania w przestrzeni 2.

Definicja 5.2.6 Pochodng dystrybucji T € 9’ nazywamy dystrybucje T' = DT okreslong wzorem
(T'lp)y =—(Tl¢) dla €2
(w ten sposdb kazda dystrybucja, a wiec i kazda funkcja lokalnie calkowalna ma pochodng).
Pochodng tg nazywamy pochodng w sensie dystrybucyjnym.
W przypadku wielowymiarowym powyzsza definicje modyfikujemy do wzoru
(D*T|p) = (~1)*T| D)
gdzie « jest wielowskaznikiem o = (@, as, ..., an), |a| = a1 + as + ... + @y,

glel

DYp=—
v Ox*...0xp"

@Y.

Definicja 5.2.7 Dystrybucje Ty, To € 9’ sq réwne na zbiorze otwartym A C R &<
Vo e, suppyp C A= (Tilp) = (Txp).

Definicja 5.2.8 Nosnikiem dystrybucji T € 9’ nazywamy najmniejszy zbidr domkniety F C R
taki, ze T =0 na F' w sensie poprzedniej defincyi.

Sposérod wszystkich dystrybucji wyrézniamy tzw. dystrybucje skonczonego rzedu bedace po-
chodnymi dystrybucyjnymi funkcji ciaglych.

Definicja 5.2.9 Dystrybucje T € 2’ nazywamy dystrybucjq skoriczonego rzedu < gdy istnieje
funkcja h(t) ciggla na R oraz liczba naturalna k taka, Ze T = D*h. Najmniejszq liczbe k o tej
wtasnosci nazywamy rzedem dystrybucyi T .

Twierdzenie 5.2.3 Kazda dystrybucja T € 9’ jest lokalnie dystrybucjg skoniczonego rzedu tzn.,
ze dla ustalonego ograniczonego lecz dowolnego przedzialu (a,b) C R istnieje h € C (a,b), k > 0
taka, Ze Vo € 9, supp ¢ C (a,b) zachodzi

b

Th) = (0 [0 @t = (1" [0 ()t = (D*hlo)

a R

(dla dystrybucji skoniczonego rzedu réwnosé powyzsza zachodzi dla wszystkich ¢ € 9 - bez zadnych
dodatkowych ograniczen co do nosnika ).
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Przyklady (dystrybucji skoniczonego rzedu)

1. Niech
0 dlat<0
h“)_{ t dlat>0
Wéwezas Dh = 14, gdzie 14 jest funkcja skoku jednostkowego (funkcja Heavyside’a) okre-

$lona jako
0 dlat<0
1+(t):{ 1 dlat>0

Obliczajac z definicji pochodng Dh otrzymujemy

+oo +oo
(Dhlp) = — (hl') = — / 1 (£) dt = —tp ()] + / o (1) dt =
0 T 0
+oo
= [ 0@t = (Lo, aviee Dh=1,.

2. Niech § = D1, = D%h. Obliczmy wartoéé¢ (5]p).

“+oo

(0lp) = (D1ly|p) = = (1|¢') = — / @' (t)dt = —p(00) + ¢ (0) = ¢ (0)
0 0

Dystrybucja ¢ zwana jest tzw. delta Diraca. Nie jest ona dystrybucja regularna, poniewaz
(patrz [twierdzenie|[5.2.5)) nie istnieje funkcja lokalnie catkowalna f taka, ze Vo € Z zachodzi

/ F @) e (t)dt = (0), jest ona jednakze dystrybucja skonczonego rzedu, jej rzad réwny jest

3. Dystrybucje 6™ = D"§ = D"*2h s takze dystrybucjami skoficzonego (n + 2 - go) rzedu.
Korzystajac z definicji obliczamy natychmiast, ze

(6™1p) = (—1)"* (8™ = (1) ™ (0)

¢
Twierdzenie 5.2.4 Niech f bedzie lokalnie calkowalna na R. Niech h (t) = /f (r)dr.
Wéwcezas f = Dh (w sensie dystrybucyjnym,).

Dowdd W teorii catki Lebesgue’a dowoduzi sig, ze h (t) jest rézniczkowalna prawie wszedzie i prawie
wszedzie b/ (t) = f (t). W takim razie mamy na mocy wzoru na catkowanie przez czesci

+0o0 +oo
(Dhlg) =~ (') = = [ (¢ ®dt= b0 OLZ+ [ 7O dt=fle).
—_——
— o0 0 —00
a wiec Dh = f.
Poniewaz h jest ciagla, wiec f jest skonczonego rzedu (0 - gdy f ciagla, 1 - w przeciwnym razie).
O

Przypomnijmy sobie jeden z waznych lematéw z analizy funkcjonalnej:
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Lemat 5.2.1 Niech Q C R™ - 2bior otwarty. o
Wtedy dla dowolnego zbioru ' C R™ - ograniczonego i takiego, ze Q' C Q istnieje funkcja
n e C§e(N) taka, zen(z) =1 dlaz e Q i0<n(z) <1 dlax e Q.

Twierdzenie 5.2.5 Dystrybucja Diraca < §,¢ >= ¢(0) Vo € 2(R™) jest dystrybucjg osobliwg
(nie jest dystrybucjg reqularng).

Dowéd
Nalezy wykazaé, ze J nie jest dystrybucja regularna.
Nie wprost:

Przypuécmy, ze ¢ jest dystrybucja regularna.
Zatem istnieje funkcja lokalnie calkowalna f w R taka, ze

(+) <&¢>:/}@W@Mx:¢m>vweﬁm»
R

Skorzystamy z przyjmujac, ze
1
=10}, Qy={xeR:|z|<=}dlai=1,2,...
i
Na mocy istnieja funkcje n; € 2(Q;) takie, ze 7;(0) = 1, n;(x) = 0 dla = ¢ ; oraz

0<ni(z) <1ldlaxeq,.
Zatem korzystajac ze wzoru (*) mamy

1=M®=/ﬂ@%@®</U@W%—HO

1—00

Otrzymali$my sprzecznosé, zatem dystrybucja Diraca jest dystrybucja osobliwa. O

5.3 Transformata Laplace’a dystrybucji - definicja

Ze zbioru wszystkich dystrybucji skonczonego rzedu wybieramy te, ktére sa pochodnymi dystry-
bucyjnymi funkeji ciagltych h (t) spelniajacych dwa dodatkowe warunki:

1. h(t)=0dlat <0

2. Z{h(t)} istnieje (w sensie klasycznym) i jest zbiezna bezwzglednie dla Re s > o.
Zbiér takich dystrybucji oznaczamy przez 2.

Definicja 5.3.1 Dla dystrybucji T = D*h € 9}, definiujemy przeksztalcenie Laplace’a wzorem
LT} (s) = F L {h (1)} (s) = 8" H (s)

gdzie H (s) = Z{h(t)} (s).

Twierdzenie 5.3.1 Jesli funkcja f (t) posiada £ transformate w sensie klasycznym, to posiada
réowniez transformate w sensie dystrybucyjnym i transformaty te sq rowne.
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t
Dowéd Niech h(t) = /f (7)dr oraz niech Z{f}(s) = F(s) w sensie klasycznym. Wéwczas
0

h spelnia warunki 1 i 2 oraz Dh = f. Ponadto, zgodnie z tw. o transformacie calki w sensie
klasycznym £ {h} (s) = 1.2 {f}(s) = 1F (s) = H (s). Zatem z poprzedniej definicji wynika, ze

T s

wyznaczajac te transformate w sensie dystrybucyjnym dostajemy

1
Z{f}(5) = Z{Dh} = sH (s) = 5 F (s) = F (s)
co konczy dowdd. O
Przyktady
N . 0 dlat<0 g .
— — D2 —
1. T =4. Poniewaz § = D*h (t), gdzie h (t) = { ¢t dlat>0 spelnia 11 2, wiec

L5} (s) = 2L (D)} () = 8= = 1

52
(funkcja stala nie nalezala do przestrzeni obrazéw klasycznej transformaty).

2. T = 5. Poniewaz 6(™ = D"+2h (t), wicc

1
% {5(n)} (s) = s"‘*‘gf2 = 5" - wielomiany!
s

3. T =46(t—a), gdzie (§(t —a),p) := ¢ (a). Poniewaz § (t —a) = D?h (t — a), wigc na mocy
wlasnosci klasycznej transformaty (tw. o przesunieciu) otrzymujemy

LUt a)} (5) = e = e

5.3.1 Najwazniejsze wlasnosci .Z-transformaty dystrybucji
Zatéimy, ze T € P} tzn. T = D*h (t), h(t) spelnia warunki 1 i 2 oraz
LT (s) = s* 2 {h} (s) = s"H (s) = F ()

Definicja 5.3.2 Niech b € R. Wowczas operator przesuniecia 1, okreslony na funkcjach klasycz-
nych réwnosdcig Ty (t) = @ (t — b) definiujemy w przestrzeni dystrybucji jako

(nT|) = (Tl (t + b))

( yuzasadnieniem” tej definicji jest nastepujgca réwnodé dla funkcji lokalnie calkowalnych

“+oo +oo
[te-vowa= [raeesni

Przyktadowo, (1,6|¢) = (d]¢ (t + b)) = ¢ (b) - por. poprzedni przyklad.

Twierdzenie 5.3.2 (O przesunieciu) Dla kazdego b > 0 prawdziwy jest wzdr

ZL{nT} (s) = e " F (s)
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Dowé6d

(W Tlp (1)) = (D h () ¢ (¢ + 1)) = (=) (h (1) [o®) (t+0)) =
+oo
= (0 [ RO e+ vyt =
=
= (-1)" /h(t —b) o™ (t)dt = (D*h (t — b) | )

co oznacza, ze T = DFh (t — b). Zatem
LT} (s) = L{D"h(t —b)} (s) = s e ™ H (s) = e " F (s)

]

Analogicznie do operatora przesuniecia wprowadzamy w przestrzeni dystrybucji operacje mno-
zenia dystrybucji przez funkcje klasy C°. Pomewaz dla f - lokalnie catkowalnych, ¢ € 2,19 € C*>
+

zachodzi oczywisty wzor / (fW)p(t / ft (t)) dt, wiec w naturalny sposéb
wprowadzamy nast@puj@c_; definicje mnozenia dystrybucp T € 9’ przez funkcje ¢ € C°.
Definicja 5.3.3 (T|p) := (T|vp)

Twierdzenie 5.3.3 (przesuniecie w dziedzinie zespolonej) Jezeli T € 9!, a € C, to zacho-
dzi wzor

ZL{e T} (s)=F(s+a)

Dowéd Niech T' = D¥h. Wéwczas ze wzoru Leibniza otrzymujemy

(ee17ie) = (1ietg) = (Do) = (0 (3 (8) (ot otmt ) -
— (1) i(’“) (—a)f (Hleot60) =

=0 —
<he—at|@(k—i)>

S i(k) (—a)' (-1 T (D () e ) =
=S (B (p e )

=0

k
W takim razie e T = Z(?)aka_i (h(t)e ), a wiec
i=0

k
LA{e T} (s) = Z(I:) o's" ' H (s +a)=H(s+a)-(s+a) =F (s +a)

co konczy dowdd. O
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Twierdzenie 5.3.4 (o transformacie pochodnej) Jesli T € %), n € N, to prawdziwy jest
wzor
ZLA{D"T} (s) = s"F (s)
Dowéd Niech T' = D¥h (t), zatem D"T = D"**h (t). Stad
ZLA{D"T} (s) = L{D"*h} (s) = s"TFH (s) = s"F (s)

co konczy dowdd. O

Uwaga

Powyzszy wzér rézni sig pozornie od sformutowania klasycznego. W sformutowaniu klasycznym
prawdziwy jest wzor

2{IW W} ) = SF ) = [ 07) "= (07) 57— = 0D (0).

Wystepujaca miedzy obydwoma przypadkami réznica jest jednak tylko pozorna. Jezeli oznaczymy
przez [f] dystrybucje generowana przez funkcje f (réwna 0 dla ¢ < 0), to tatwo pokazaé przez
indukcje wzgledem n, ze pochodna w sensie dystrybucyjnym D™ [f] moze byé wyznaczona jako

D" f] = [£7] + 107 (0F) 6+ ot £ (07) 5. (5.1)

Najpierw obliczamy dla n = 1 jak nastepuje
0

+00 oo
Dfle) =~ 1le) == [ 10 Wat=— [ fe wa- [ 109 0=
0 “ 0

0

+oo
— FWe @+ / £ ®©)di= 1 (0) Plg) + (7l¢)
0 ©(0)

tzn. D [f] = [f'] + f(0")d. Stad dalej tatwo przez indukcje uzyskaé¢ wzor (5.1) dla dowolnego n.
Stosujac do wzoru (5.1 twierdzenie o transformacie pochodnej (w sensie dystrybucyjnym) otrzy-
mujemy

L) =L {7 () + £V (0F) o f (0F) 57

ktory jest réwnowazny wzorowi klasycznemu.

Twierdzenie 5.3.5 (o rézniczkowaniu transformaty) Dla kazdegon € N prawdziwy jest wzor:
FO)(s) = £ {(~t)"T} (s),  gdzic Z{T}(s) = F(s)

Dowéd dlan =1
F(s)=s"H(s), T = D"h, h - ciagta

F'(s) = ks"=1 . H(s) + s"H'(s)
ZLA{kD*h(t) + DF (=t - h(t)} (s) = ks" T H(s) + s H'(s) = F'(s)

Poniewaz D®(—th(t)) = — (g) tD*h(t) — (T) D*=Lh(t), to

F'(s) = 2 {kDF"'h(t) + D¥ (=t - h(t))} (s) = 2 {~tD*h(t)} (s) = L {~T} (s)

48



5.3.2 Splot dystrybucji

T,,15 € D(l) (Cth T, = Dklhl,TQ = Dkzhg, hl(t) = hg(t) =0dlat< 0)

Definicja 5.3.4

Ty « Ty = (DF1hy)  (DF2hy) " DE1FR2 () s hy)

Uwaga 5.3.1 Jezeli splot dystrybucyi istnieje w sensie klasycznym, to istnieje w sensie dystrybu-
cyjnym i sq¢ sobie réwne.

Dowdéd ,
Ty = D(hy % 1) (h*1)(t) = ({h(T) dr
T2 = D(hg * I].)

Ty #Ty = D*(hy L% hy % 1) = D*(((hy % hy) * 1) x 1) = D ((hy * hg) * 1) = hy * hy

Twierdzenie 5.3.6 (Borela) Jezeli Z{T1} = Hy, Z{T2} = Ha, to

g{Tl*TQ}:Hl-HQ

Dowé6d

LT« To}(s) = ZL{D"hy+ Dhy}(s) = L{D" %2 (hy x hy)}(s)
= shtR 2ih s hyl(s) =
z twierdzenia [Borela o splocie] (4.4.2])

= M 2 (s) L {ha)(5) = Hals) - Hals)

Wtasno$ci splotu dystrybucji
Wtiasno$é 5.3.1 (Splot z dystrybucja ) ¢ jest jedynkq w algebrze dystrybucyi.

Dowé6d

h(t)= [ dr=14x14

=t da 20 ¢
10 t<0’ 0

T8 =D+ D*h = D**2(hxh) = D**2(h« 1, x1,) = D*(h) =T

Wtasnoéé 5.3.2 (Splot z dystrybucja ) Splot z 6™ to rézniczkowanie rzedu n.

Dowé6d

T 8™ = DFh s« D"*2(1, 1) = D" 2(h« 1, « 1) = D**™(h) = D"(D*h) = D"T
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Wtlasnosé 5.3.3
DM(Ty «Ty) = TyTyxd™ =

Ty# (T 6™) = Ty + D" Ty =
(Ty % 6M)) % Ty = DT + Ty

Uwaga 5.3.2 Rownanie rozZniczkowe w przestrzeni dystrybucyi
D"y + 1 D" Yy + ...+ 1Dy + coy = f, co, - - ,Cn — Stale
mozna zapisaé w réwnowaznej postaci splotowej
(Cnd" +cp10™ P4+ e + cod) xy = f.

Wtasnosé 5.3.4
Jezeli L(ys) = § (rozwigzanie dystrybucyjne z f = 6), gdzie L(y) = ¢, D™y + ...+ c1Dy + coy,

to L(ys = f) IE;‘}:{lL(y(;) x f=0xf=f. Zatem ys = f jest rozwigzaniem réwnania z dowolnym f.
Yys - to tzw. rozwigzanie podstawowe.
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Rozdziat 6

Uzupelnienie wtasnosci klasycznej
transformaty Fouriera

Przypomnienie: f(t) - funkcja bezwzglednie catkowalna na R. Wéwczas:

oo

FIfy) = / e f (1) dt = F(y)
f(t):V.P.% / e E (y) dy

6.1 Wilasnosci F transformaty

Wtasnoéé 6.1.1 (Pochodna transformaty)

d'F

= (=)EF[t"f(1)], th () — bezwzglednie calkowalna
Y

Wlasno$é 6.1.2 (Rézniczkowanie funkcji f (transformata pochodnej))
FIFONy) = iyFIf(0)]()
FIFM®)y) = )" FIF(0))

Wtasno$é 6.1.3 (Transformata catki)

]_‘

/ f(7) dr] ) = ~FAW)

1y
o ile istnieje transformata funkcji po lewej stronie.

Wtasnoéé 6.1.4 (Twierdzenie o przesunieciu)
FLf(t—to)] (y) = eV FLf(1)](y)
Wtasnosé 6.1.5 ‘
F et f()] (y) = F(y — o)
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Wtlasnosé 6.1.6 1
F [f(t) cosyot] (y) = 3 (F(y —vo) + F(y +3o0))

Wlasnosé 6.1.7 )
FLf @) sinyot] (y) = 5 (F(y —y0) = F(y +10))

Wtasno$é 6.1.8 (Twierdzenie Borela)
Flfv = fo] = FLA]- FLf2]

Twierdzenie 6.1.1 (Tozsamos$é Parsevala) Jezeli F[g1] = G1, Flga2] = G2, to zachodzi tozsa-
mosé:

7 91 (u)G2(u) du = 70 G1(u)gz(u) du
Dowéd
L = 791(“)G2(U) du = 791(“) 7€_iuvg2(v) dv | du =

(zmieniamy kolejnos$¢ catkowania)

oo o0 o0]

_ /gg(v)dv/gl(u).e*i"vdu: /gg(v)Gl(v)dv:P

— 00 — 00 — 00

Whiosek 6.1.1 (inna postaé tozsamos$ci Parsevala) Niech go = F~1[g1], wtedy G2 = g1

0= F g = 5o [ = oo [ oo d= S Gi
L= [ ot -aidi= [ Giw:gwdi= o [ GG du

oo 1 o0
[lntPau= o [ 1610 du

F: L*(R) — L?(R)
(gdyby w definicji dobraé wspétczynmiki przy catkach réwnomiernie, to bytaby to izometria w L*(R))
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Rozdziat 7

Ciagg dalszy dystrybucji

7.1 Dystrybucje temperowane

Definicja 7.1.1 Funkcja f(t) jest szybkomalejgca <

Vn,k € N3cnk

t"cp(’“)’ < cp k-

Zbior funkcji szybkomalejgcych oznaczamy przez ®.

Uwaga 7.1.1 Zachodzi oczywista inkluzja D C @, bowiem kaz’da2 funkcja o nosniku zwartym jest
szybkomalejgca. Co wiecej, rozwazajgc przyktad funkeji ¢ (t) = et € ® latwo zauwazyé, ze p & D,
zatem D G ®.

Definicja 7.1.2 Mdwimy, Ze cigg funkcji ¢, € ® zbiega do p € ® & Vm, k€ N tmgoglk) = tm k)
(zb. jednostagna,).

Definicja 7.1.3 Dystrybucjg wolnorosnacqg (temperowang) nazywamy funkcjonal liniowy i ciggly
na przestrzeni ®. Zbidér dytrybucji wolnorosngcych oznaczamy ®'.

Uwaga 7.1.2 Jezeli f € @', to f € D', zatem &' C D’.
Rozwazmy nastepujacy przyklad:

Przyktad 7.1.1

oo

2
(T,0) = > € p(n).
n=—oo
a wiee dla (t) = e~ otrzymujemy
2 e 2 2
(T,e ") = Z e"em" = o0.
n=—oo

Zatem T ¢ ®' T € D'.

Przyjecie powyzszej definicji dystrybucji temperowanej jest uzasadnione tym, ze w przypadku
funkcji klasycznych (dystrybucji regularnych) mamy:

+oo
(f. o) = / F()(t) dt,
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gdzie ¢ € ®. O ile zachodzi oszacowanie:
)] < Ot

to catka powyzsza istnieje dla kazdej funkcji szybkomalejacej ¢. Funkcje takie nazywamy wolnoro-
snacymi. Kazda wolnorosnaca funkcja wyznacza dystrybucje temperowana.

7.2 Transformata Fouriera dystrybucji

Przypomnijmy sobie réwnosé Parsevala:
Jesli Gi = Flg1] i G2 = Flgal, to:

o0 o0

/gl(U)Gz(u)du: /gg(u)Gl(u)du.

— 00 — 00

Definicja 7.2.1
def
(Flfl, ) = (f, Flel),
gdzie p € ®.

Uwaga 7.2.1 Uzasadnienie powyzszej definicji wynika z przedstawionej wyzej rownosci Parsevala.
Twierdzenie 7.2.1 Jesli ¢ € ®, to Fp] € D.

Dowéd Niech F = F[g]. Mamy:

Dokonajmy oszacowania:

d’n

(oo}
. nF(k) — / —iwt
oy PO @) = | [ e L

oo

(i) (1)) dt| < / ’j; (—it)*o(t))| dt < Cpp = F € ®.

O

Uwaga 7.2.2 Przeksztalcenie: F : ® — @ jest ciggle. Wystarczy pokazac cigglo$é w zerze. Czyli,
ze jesli pn — 0, to F, — 0.

Uwaga 7.2.3 Niech f € ® oraz o, — 0. Mamy

<7[f]’(pn> = <fa.7:90n> - <f,0> =0.
Stad F[f] jest ciggle.

7.2.1 Wlasnosci

Twierdzenie 7.2.2 (Wlasno$ci transformaty Fouriera dystrybucji) Niech F = F[f]. Wte-
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2. F[D*f] = (iw)*F(w).
3. Flf(t—7)) =eTF[f].

4. Niech f = 5(k)(t —7).
Wtedy:
F[f] = (it)ke="*. W szczegdlnosci:

5. 7|
6. 7|
7. Fl(it)F] = (=1)F2m5®).
8 7l
9. ¥l

Dowéd [Wlasnoéé 1] Wezmy k = 1 (dalej przez indukcje):

(F',0) = —(F ') = —{f, (&) = —{f, / et () dw) = —(f, / (it)e~ ! ip(w) duw) =

(oo}

— (it / e lip(w) dw) = (~it - f, Flgl) = (Fl-it - ], 0).

Dowdéd [Wlasnosé 2]
(FID*f],0) = (D*f, Flel) = (1)}, Lk?[@D = (=DM, F[(=it) o(t)]) = (FLf], (it)*o(1))

dwk

= (FA@)*, ).
Dowéd [Whasnosé 4]
(F[11 ) = (6 (t—7), ) = (1) (F )P (7) = (=) F[(=it)*o()](7) = / e~ (it) (t) dt
= (7" (it)", o).
Dowéd [Whasnosé 5]
(Fl1],p) = (L Fop) = 71dw 7 e o(t) dt = 7e"“'° dw /Ooe‘““so(ﬂ dt =

— 00 —00

=2mp(0) = (274, ).
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Lemat 7.2.1 Zachodzi nastepujgca toisamos$é:
oo o0
Z e~ = op Z O(A — 2nm).
n=-—oo n=-—oo
Dowédd

< >
n=-—00

(2k+1)m
e~ (N) dA

”:*mk:*m(zk—nn

f Z / —in(r+2km) 7‘+2]€7T)d

n=—ook=—oc"
7

Z efink7 © (

)

5 /

n=—oo_

[niech ¢y, (1) =

AN—2kr=r
d\ =dr

—inr

+o0o oo
E E e—’L’anTk’ _

n=—ook=—o0

r+ 2k7)| ok (r)dr

—Tr
—T

—2k

S or 3 e, (o)
k=—0o0 n=—o0
+m
gdzie ¢, (o) = 5= / e~ "oy (r) dr sa wspétezynnikami Fouriera funkeji .

—T

400
Wyrazenie Z

n=—oo

~2km) e, (pr) jest wartoscia sumy szeregu Fouriera tej funkcji w punkcie rj, =

—2km, a zatem z okresowosci tej sumy mamy

E ezn( 2k7r

n=—oo

n (k) = ¢k (0) = ¢ (2k) .

Wynika stad, ze

+oo +oo
Z ot Z ein(—QkTr)

k=—oc0 n=—0o0

(or) =2m Z

k=—oc0

(2km) <27r Z 0 (A

k=—o0

— 2km), >

co konczy dowdd.

7.2.2 Wzbr sumacyjny Poissona

Twierdzenie 7.2.3 (Wzér sumacyjny Poissona) Jezeli F = F|p], to zachodzi wzdr:

oo o0

Z F(n)=2n Z o(2nm).

n=—oo n=—oo

Dowdd Z poprzedniego lematu wynika, ze

oo

> Fn Z S(A—n), Fp) =
= i e M o) = (2n i I\ —2nm),
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oo

Zd—n

oo

)

p) =27 Z w(2n).

n=—oo



7.2.3 Tozsamosé Jacobiego

Zastosujmy wzér sumacyjny Poissona dla funkeji p(x) = e~ dlat > 0. Wiadomo, ze F(z) =

—132 . . . . . 7 . . .
= \/?67. Dokonujac podstawienia t = ﬁ otrzymujemy nastepujacag postac powyzsze] tozsa-

mosci:
o0 oo
™ —72n? 2
— E e = E e ™",
i

n=—oo n=—oo

Wzér ten nazywamy tozsamoscia Jacobiego.
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Rozdziat 8

Funkcje Bessela

8.1 Wprowadzenie

R.r. Bessela, ; v - parametr

(%) u/’—i—%u’(z)—i—(l—g)u:O u=u(z), z,v €C

Definicja 8.1.1 Funkcjg Bessela I-go rodzaju o wskazniku v nazywamy funkcje:

o0 (_1)k v+2k
v X%F G+ DT (k+v+1) (2) sy el

Twierdzenie 8.1.1 Funkcja J, (z) jest rozwigzaniem réwnania (x).

Dowéd
00 . o
J,(z) = kz_:oozkzu+2k, gdzie ay, = F(k+1)F((k+13+1).2u+2k
T (2) = S ag (v + 2k) 22kt
k=0
(oo}
J'(2) = S ou (v +2Kk) (v + 2k — 1) zvT2k=2
k=0

Teraz wystarczy wstawié¢ do (x).

Uwaga 8.1.1 Prawdziwe sq¢ wzory:

e Diav=neN

To (2) = z ks ()™
e Diav=—n
n(2) = z s () =

e J_,(2), J.(2), v#n sqgliniowo niezaleine, czyli kazde rozwigzanie réwnania (x) mozna
zapisac:

u(z)=c1-Jy(2)+ca-J_y (2)

n+s
Sy

n+s)‘ .5l )n+28 = (_1)” Jn (Z)

uMg

SN
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Definicja 8.1.2 Funkcjqg Bessela II-go rodzaju o wskazniku v nazywamy funkcje

Y, (2) = Jy (z) cosvm — J_, (2) s eC

I

Gdy v = n, to wyrazenie definiujgce funkcje Bessela II-go rodzaju traktujemy jako granice.

. regula Hospitala
(lzm (%) gue Zoop )

Uwaga 8.1.2

Yo (2) = lim, (2) = tim a0 Jr (D) cosvm = Jy (2) - sinvm — i, (T (2))

v—n v—n T - COSVT

Twierdzenie 8.1.2 Funkcja

u(z) =c1d, (2) + Y, (2)
jest rozwigzaniem ogdlnym réwnania (*).
Twierdzenie 8.1.3 Zachodzi wzor:

Y (2) = _12(‘]’:‘” (;)”“Z;i (—1)" ﬁ ()" fomZ —we s - wEnin)

gdzie ¥ = 1% oraz dla n = 0 tylko drugi szereg jest niezerowy.
Twierdzenie 8.1.4 Wilasnos$ci funkcji J, (=)

1. % [2¥ - J, (2)] = 2" Jp—1(2)

2 L1z J, ()] = =2 (2)

8 Jyo1 (2) + Juga (2) = 2 - T, (2)

4 Joer (2) = Jus (2) = 201 (2)
Dowéd

e Ad 1.

k 2u+2k

Poniewaz z"J, (z) = Z F(k+1)F(k+V+1)2V+2" oraz I'(k+v+1)=(k+v)T (k+v), wiec

v +oo k_2k+(r—1)
d 2v+k)(=DF2 Y (=1)"z _ v
iz (270 (2)] = Z T(h+1) (ko) (hFr) 2o T2k — # kZ:OF(k+1)F(k+(uf1)+1)22’€+(”—1) =2"Ju-1(2)
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e Ad 2.

+oo (—1)k22F

Poniewaz 2" J, (2) = 3. rgroras roavrer oraz I (k+1) = k- T' (k) dla k > 0, wiec
k=0

+oo X k_2k—1 +oo k—1_2(k—1)+(r41)
d [,—v _ 2k(—1)"% _ —v (=" "= _
=127 (2)] = kz;l TR (ktvt1)2vF2F — % kzlF((k—1)+1)F((k—1)+(u+1)+1)2(V+1)+2(k—1) =
=—2""Jy41(2)
e Ad3.14.

v () 42 I (2) = 20y (2)| s 2
(Prosta obserwacja do 1. - zapisujemy: & [z¥ - J, (2)] = < [z¥] - J, (2) + 27 - £ [], (2)])
—vez T () 2 T (2) = —2 s (2)| 2T
(Prosta obserwacja do 2. - analogicznie)
Otrzymujemy:
LI+ =da(s) (@
{—ZJV (2) + 4, (2) = =Jus1 (2) (D)

Jak dodamy stronami (a) i (b), to otrzymamy wlasnosé 3., a jak odejmiemy stronami, to
otrzymamy wtlasnosé 4.

Uwaga 8.1.3 Szczegolny przypadek 4.:
2J5(2) = J-1(2) = J1(2) = =21 (2)
[ Jo(2) =i (2) |

Definicja 8.1.3 (Funkcja tworzgca)
Niech

Twierdzenie 8.1.5 Wiwczas

(0) w(z,t) = Z cn (2) -t gdzie ¢, (2) = Jp (2) .

n=—oo

(aby udowodnié wzdr (o) wystarczy rozwingé funkcje e3(t=1)7 4 szereg Laurenta wzgledem
zmiennej t - korzystamy z rozwiniecia e* w szereg © grupujemy odpowiednie wyrazy)

Twierdzenie 8.1.6 (wlasnosci funkcji 'Y, (2))

Wzory 1. - 4. z twierdzenia 8.1.4 obowigzujg dla'Y, (2)

Twierdzenie 8.1.7 (twierdzenie o zerach)

Funkcja J,(z) nie ma zer zespolonych, ma nieskoniczenie wiele zer rzeczywistych, symetrycznych

wzgledem z = 0. Punkt z = 0 jest zerem o krotnosci n dla funkcji J,(2). Pozostale zera sq
jednokrotne.
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Definicja 8.1.4 Szereg Fouriera - Bessela

Wezmy f(r) okreslong na przedziale domknietym [0, a). Szeregiem Fouriera - Bessela nazywamy
szereg postaci:

f(r)= mii:lcmjy (J:Vm . 2)

gdzie (x,,, ), - cigg dodatnich zer funkcji J,

m

Twierdzenie 8.1.8 {J,, (x,,m . 1) }70:::1 - tworzy uklad ortogonalny z wagq h (r) = r.

a

Dowdéd Oznaczmy uy, (1) = J, (ar) ,wtedy !, (r) = oJ), (ar), o2 (r)=a?J! (ar)

Wiemy, ze funkcja Bessela I-go rodzaju spelnia r.r. Bessela, zatem prawdziwa jest réwnoéc:

ug—k%u’a—i—(oﬂ—%ﬁ)uazo “Tug
2
ug—i—%ub%-(ﬁQ—%)u[g:O CTUg

Odejmujemy dwie ostatnie réwnosci stronami i otrzymujemy:

(a® — B?) ruqus = {r (uau% - u;ug)]/

Rozwazamy iloczyn skalarny:

(a2 — 3?) }ruau5dr = {7‘ (uau’ﬁ — ugu[;)}
0

r=0

(a2 — 62) 77"Jl, (ar) J, (Br)dr = aBJ, (aa) J), (Ba) — aaJ]!, (aa) J, (Ba)
0

Niechozz%7 B=2m B, ntm

a

(0 = 82) [ (v 5) o (v - ) dr = 0, ponicwas
0

a- L ~J,,(x"’" -a)JL(xV" ~a)—a-my’" 'Jli(xl'm -a)Ju(xV" -a)zO

a a a a a a
b
(f,9) = [h(x) [ (x) g (x)dz - loczyn skalarny z waga h.
W tym przypadku waga jest réwna h (r) =7 > 0. O

Uwaga 8.1.4 Mozna pokazaé, Ze {J,, (ml,m . 5)} jest zupelny w L2, to znaczy:
<7,J(x,,m . £)> =0 Ym=12,...=~v=0

Uwaga 8.1.5
@ T a?
| e (o D) ar =S R0 @) 0

Whiosek 8.1.1 (z poprzedniej uwagi, bo wyrazenie (A) jest rézne od zera)

2

@ r
m = 535 % Jolz, -—)d =1,2,...
¢ (12JV2_~_1 (xym)/o rf(r) (m " a) " m
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Twierdzenie 8.1.9 (warunki dostateczne)
Jesli

1. f(r) jest przedzialami ciggla i przedzialami monotoniczna (o wahaniu skoriczonym,),

2. istnieje calka [y /7 |f (r)]dr < oo,

to szereg Fouriera - Bessela jest zbiezny w kazdym punkcie cigglosci funkeji f do f (r).

rt r
<zbiez'ny do W)
Przyktad 8.1.1 0 <r < a, t>0

Av_@ﬁ-}-@_l-@
Tor2 r Or kOt

Warunki:

v =1y dlar:aév_ i)
v=0 dlat=0 r=a

V' - transformata Laplace’a wzgledem t, r - parametr

V=2L{v}(s)= [, e v (rt)dt

g—:zv—i- 1. %V =V q> = —3%, bo to liczba zespolona

g—;V + % . %V +q¢*-V =0 - jest to réwnanie rézniczkowe zwyczajne (r.r. Bessela dla v =0)

Zatem rozwigzanie jest postaci:

V=c-Jolg-r)+coa-Yolqg-7)

Ale z ograniczonodci rozwigzania wynika, Ze: co = 0

V=c-Jolqg-7)

Zeby wyliczyé stalg ¢1 musimy obliczyé transformate warunku brzegowego, czyli:
Vr:a:%o =c1-Jo(qg-a)="2

vg
s-Jo(gq-a)

Zatem transformata rozwigzania jest postaci:

Cc1 =

vo - Jo(q-7)
s-Jo(q-a)

Obliczamy transformate odwrotng (wogdlniona metoda residudw):

V—

— st U -Jo(g-T)
v(r,s) =) res {e (0] ]

st vodolan)] _ g st v0dolan)] _ Lo, v0rdo@) _ voJo(©) _
reg e W] = tim e ] = G = iy =

s—0

Niech (o) - ustalony cigg zer funkceji Jo (za), tzn. Jo (ana) = 0.
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Punkty osobliwe transformaty rozwigzania V. wystepujg w takich punktach s, ze

qzan:\/—%jsn:—ka%

. st voJo(gr) | _ : et UU"]O(V*%'T) : 2\ |
Zatem: Sr:ess" {e ol ] = s—l>l—7713a% [ . To(/—T0) (s + kan) =
. GSt'Jo(\/—i'T) (s+kai) ) e~kant. g, (op 1) 200, -k 2e—kaRt. g (o m)
- Silj/goﬂ |:’UO ' S : ’ J(J( _%'a) - Yo _kCS% ’ Jl(sn'a)'a = Y- a'an'Jl((‘))‘n‘a)
. (S'HCO‘?L) H 200,k
(v) s—%l—nl;La% |:Jo(ﬁ-a) = Ji(an-a)a
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Rozdziat 9

Przeksztalcenia catkowe z jadrem
fourierowskim

Niech f bedzie funkcja dana dla = € (a,b); K(«,z) dana funkcja dwéch zmiennych.
Przyporzadkowanie

b
Ie) = [ Kleo)f@de. 1y ©.1)

nazywamy przeksztalceniem z jadrem catkowym K(«,x).

Dla a =0, b = co mamy:

K(a,z) =e * — transformata Laplace’a

K(a,z) =21 — transformata Mellina

Uwaga 9.0.6 Kazde przeksztalcenie calkowe[9.]] jest liniowe.

If(a) - dana = £ (?)

Rozwazmy takie przeksztalcenia, ze:
f@) = [ Hia.0)I(@)da (9.2)

Przypadek a = 0, b = cc.

Definicja 9.0.5 Mowimy, ze przeksztalcenie (a =0, b = o0) jest przeksztalceniem z jadrem
fourierowskim < przeksztalcenie odwrotne daje sie zapisaé wzorem:

f(z) = /K(a,x)lf(a)doz, tzn. H(a,z) = K(a, ).
0

Ograniczenie: Rozwazamy K(«o,z) = K(a - x)

Rozpatrzmy teraz nastepujace przeksztalcenie (zwane przeksztalceniem Mellina):

K(s) = /OOK(x)xs_ldx
0
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Twierdzenie 9.0.10 JezZeli jadro K jest jgdrem fourierowskim, to zachodzi warunek

K(s) - K(1—s)=1.

Dowéd
I(s) = 7If(04)045_1d06 = /as_lda 7K(a -x) f(x)dx = 7f(a:)dx7K(a cx)a T rda =
0 5 ) )
xzz : Zﬁ ' - 7f(£c)dm 7K(77) 77;;1 n = 7f(x)x sdzK(s) = K(s)F(1 — s)
0 0 0
Zatem:

Podobnie mozemy wykazaé, ze
F(s) =1I(1 — s)K(s)

Wystarczy teraz podstawié¢ s := 1 — s 1 wynik wstawié do (x). O

Uwaga 9.0.7 Mozna pokazalé, ze warunek K(s)-K(1 —s) =1 jest takze warunkiem dostatecznym
na to, zZeby funkcja K byla jedrem fourierowskim.

Przyktady jader fourierowskich:

1. K(x) = Acosz, A-stala

K(s) = A/l‘s*l cos xdr = iA/xsfl(e”—Fe*”)dx: 5/6”1‘8716&34- E/ef“txsfldx
0 d ) ,
= A (D)eF + T(s)e T = AT(s) cos 2
K(1—s) = AT'(1-s)cos g(l —5) = AT'(1 — s) Sm%s
2
iF(S)T(l — 5)2sin T os Z2 =1
2 2 2
A2

2
_W SinwsléA\/i
2 sinws ™

Zatem K(z) = \/g cos z jest jadrem fourierowskim.

Fo(a) :=I(a) = \/zjf(a:) cosaxdr, f(x)= \/z/oolf(a) cos axda.
0 0

2. K(z) = Asinz, ... = A= % (analogicznie)

Fo(a) :=If(a) = \/z/oof(x) sinaxdz, f(z) = \/Z]Olf(a) sin azda.
0 0
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3. K(x) =+xzJ,(x)

Skorzystamy ze wzoru, dowodzonego w teorii funkcji Bessela:

oo

(1 1 1
/Jy(at)t”dt _ 2T+ gutay)

TG dir 1)

(=)

F(dv—1s+3)
Zachodzi K(s) - K(1 —s) = 1.
Mamy zatem:

g(a) :/f(x)\/(ﬂJy(ax)daz, f(x) :/g(a)\/@J,,(ax)da.

0
Wprowadzmy dla uproszezenia: f(z) = f(z)y/z i g(a) = §(a)/a. Po uproszczeniu wzoréw
otrzymamy tzw. prosta transformate Hankela:
o0

gla) = /xf(:c)Jl,(ax)da:

0

oraz odwrotna transformate Hankela:

9.1 Zwigzek transformaty Mellina i transformaty Laplace’a

—+o0
F(s) = / e *'f(t)dt — dwustronna transformata Laplace’a
c+ioco
1 st
ft)=— F(s)e**ds
2mi )

Zrébmy podstawienie: t = — Iny wtedy e %t =y, dt = fidy, zatem

—_— ~
F(s) = /ysf1 f(=Iny)dy — prosta transformata Mellina funkcji f oraz

c+ioco
~ 1
fly) = f(=Iny) = 5 / F(s)y®ds — odwrotna transformata Mellina
™
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Przyktad 9.1.1

flz) = e

F(s) = / e T rdr = T(s)
0
ct+ioo cti00

T lemat Jordana

2rif(x) = /F(s)x_sds: / m: 3 =

c—1i00 c—1i00

9.1.1 Wilasnosci transformaty Mellina

1. (twierdzenie o transformacie pochodnej)

e *2mi

Fiols) = [ 19@)a* 1o = [ D) |7 = (5= 1) [ 14 D(w)a 2
0 0

Przy zalozeniu, ze lim, oo f*~ D (z)z*~! = 0 mamy wzér:

Fuy(s)=—(s = DFg-1)(s — 1)

2. F(s), G(s) - transformaty f(z), g(x)

[e%) c+ioco c+io0o

oo

/oo f@e e = [g@de-z o [ R i = o [ P [g@er et
0

T 21
0 c—100 c—100
1 cti00
= 5 F(o)G(s — o)do
dla s = 1 mamy:
) c+100
1
f(z =5 F(o)G(1 —o)do
0 c—100

3. F(s), G(s) - transformaty f(z), g(x)

c+ioco c+ioco

—5 _ —a s—1 _ .
27 / F(s ds = 27 / Fls ds/g() du-/g(u)u
0

c—100 c—100

Wtlasnosci 2. i 3. sa odpowiednikami tw. Borela o splocie.
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Rozdzial 10

Z-transformata

Rozwazmy funkcje f(t) = f, - stala, dla n <t < n + 1(schodkowa), f(t) = 0, dla t < 0. Wtedy:

oo 50 n+1

/e—sff(t)dtzz / e st dt =

0 n=0

Z{f}(s)

[oe) 1 n+1 e3¢} 1
= Yn || =g (e o) -
S _ S
n=0 t=n n=0
1—e™® o
= T e
s n=0
D=(f)

(obszarem zbieznosci transformaty Laplace’a jest Res > a)
oo
D*(f) = Y. fne ®" - nazywamy dyskretna transformata Laplace’a
n=0

Podstawmy: z = e°

Definicja 10.0.1 (Z-transformata)

Z{\fﬁl} = faz "
n=0

ciag

Jest to czesé gléwna (osobliwa) szeregu Laurenta w otoczeniu 0.
Obszarem zbieznosci jest wiec |z| > R

Przyktad 10.0.2

ad ad 1 z
1 Z{eom} :nz:%eomz—n :nz:%(e—az)—n _ T _ —
1 > P 1
2 Z{m}‘zn"ez
n=0
> > / 1 ! z ! z—1—2z
rre =S (Se) () - () - () -
J— Z B -
S (z-1)2
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4. Niech > 0. Wtedy

Z {sin fn}

z-sin
22 —2zcos B+ 1

10.1 Wilasnosci Z-transformaty

1. Liniowosé

2. Twierdzenia o przesunieciu

{fu} = fo, f1, for ..

(umowa) {frir} = fr, fes1 frogor -, k>0
(umowa) {fnfk} = f*k:affk+17 e affla f07f17 e
=0 umownie

(analogia do 14+ w zmiennych ciaglych)

Twierdzenie 10.1.1 (I tw. o przesunieciu)
Jezeli Z{f }(2) = F(2), to Z{fn_1} = 27 FF(2)

Dowéd
Z{fn_i} = Z Froopz= (R ko =k Z Fopz— (k) — =k Z Fopz~ (7R = 7R (1)
n=0 n=0 n=~k
(]
Twierdzenie 10.1.2 (II tw. o przesunieciu)
k—1
Jezeli Z{fn}(2) = F(2), to Z{fuir} = 2" (F(z) -3 f,,z”)
v=0
Dowéd
o] oo k—1
Z{fuii} = 3 fugpz ™" = 2D g = o (F ()= f)
n=0 n=0 v=0
O

Przyktad 10.1.1
{n-2}=0,0,0,1,2,...
z 1

n— =2"2Z(n) =272 =
Zin=2) Z(n) (z—=1)2  2z(z—1)2
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10.1.1 Rdznice skonczone

fn - clag
Definiujemy nastepujace réznice (odpowiedniki rézniczek):
Afyp = fn+1 — fn

Azfn = A(Afn) = fn+2 - 2fn+1 + fn

AFf = A(AF71f,) - definicja rekurencyjna dla k € N.

3. Twierdzenie 10.1.3
Jesli Z{fn}(2) = F(2), to Z{Af,} = (z—1)F(2) —z- fo
Dowéd

Z{Af} = Z{fuir} — Z{10) 2(F(2) = fo) = F(2) = (= )F(2) — 2+ fy

Cwiczenia: Wyprowadzié¢ wzér na Z{AFf,} (indukcyjnie).
4. Twierdzenie 10.1.4 N
Jesli Z{fn}(2) = F(2) i gn = > fu (odpowiednik calki fot), to Z{gn} = zle(Z)

v=0

Dowdéd
fn =09n — Ggn-1

) = 2(12} = Z{o2) ~ Z{gar} T2 Z{,) 2 2{0u)

Stad: Z{g,} = P

F(z)

5. Twierdzenie 10.1.5

Jesli Z{fn}(z) = F(2), to Z{n- fo} = —2 L F(2)

Dowdéd Analogiczny do przyktadu 3.

Definicja 10.1.1 (Splot ciagéw) Splotem ciggéw {fn} i {gn} nazywamy cigg {h,} taki, ze
hn = Z fl/gnft/
v=0

o0
> pamietajgc, Ze reszta sie zeruje
— 00

(jest to splot klasyczny dla funkcji schodkowych)
Ozn. hy = fn *gn

6. Twierdzenie 10.1.6 (odpowiednik tw. Borelal)
Jesli Z{ fn}(2) = F(2), Z{gn}(2) = G(2), hn = fo % gn, to Z{fn * gn} = F(2) - G(2)

Dowéd
F(Z) : G(Z) = qu Z_VG(Z) = Zfl/ Zz_ngnfz/ = Z z7" Zfl/gnfu = Z{fn * gn}
v=0 Z{g;ﬂ,} v=0 n=0 n=0 v=0
Frnxgn
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Przyktad 10.1.2
- n(n+1)
1 = = —
{nx1} VE:OI/ 5

z 222

nin+1) z
Z{ 2 }:Z{”}'Z{ﬂ}:(z—1)2'z—1:(z—1)3

10.2 Transformata odwrotna do Z-transformaty

F)=Z{fa} =3 fus "

Odwrotna transformate mozna wyznaczy¢ ze wzoréw na wspolczynniki szeregu Laurenta:

1
fn= F(z) 2" tdz dlan=0,1,2,...

211
|z|=r

Przyktad 10.2.1

z
F =
(=)= 35—
1 z"
n— &5 - d
4 2mi 217
|z|=r
Szukamy punktow osobliwych.
z1 =1, 20 = —1 - biequny rzedu 1.
2" 2" 1 —(-1)™ 1
n — z=1"5 1 z=— = = =—(1 -1 ntl
f ress=1 5 tresi—m1 7 =5+t — 2( +(=D")

10.3 Roéwnania réznicowe

x = x(t) - funkcja niewiadoma
ag, a1, ..., am—1, f(t) - dane
Roéwnanie:

z(t+m)+ amagz(t+m—1)+ap—ox(t+m—2)+...+ a1zt + 1) + apx(t) =

nazywamy réwnaniem réznicowym zmiennej ciaglej.

Podstawiajac funkcje schodkows;:

2(t) =z, dlan<t<n+1
otrzymujemy:
Definicja 10.3.1 (Réwnanie réznicowe dyskretne)

Tnt+m T @m—1"Tntm—-1 1 ...+ a1 Tpy1 + a0 Tn :fn
TQy X1y .-+ Tm—1, fn - dane poczgtkowe
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Uwaga 10.3.1
Zagadnienie @ moze byc zapisane w réwnowazny sposob:

A%+ Cope1 - A", + 40 - Az, + Co - T, = fn
~———

Az, =z, 2 def
TOyT1s- -y L1, fn - dane poczgtkowe

Rozwiazanie: Stosujemy Z-transformate do (). Oznaczmy Z(z,,) = X(2), Z{fn} = F(z), wtedy:

z™ (X(z) e a:kzk) + apy12™ ! <X(z) e zkzk> +...+apX(z) =F(2)

k=0 k=0
m v—1
F(2)+ Y a,z” Y apz7F
Stad: X (z) = =1 =0

2M Gy 12™ L a1z +ag

Przyktad 10.3.1 x40 —3zp41 + 22, =0, x0,21 - dane
1
22 (X(z) —202° — xlz) —32(X(2) —x0) +2X(2) =0

X(2)(2% =32 +2) = 202° + 212 — 3302

xo(2% —3z) + w1z wo(2? — 32) + 212

X(z) = =
(2) —32+2 :-1)(z—2)
1 1 —
Tn = ; ]{ X(z)z"" dzii % " +1’122”71 dz =
2mi 27 (z—1)(z—2)
jzi=r =
B zo(2% — 32) + 212 -1 xo(2% —32) +x12 ,_ 1
I P )Ty e T LT © T
—2x0 + 11

= —— 1+ (—2z0 + 2x1)2"_1 =29 — 1 + 2"(z1 — 20)

Dla x¢g = x1 otrzymujmy cigg staly.

Przyktad 10.3.2 2,40 —2, =1, 20=0,27 =1

1 z
2 X I _X —
2 (X()-7) - x6) = 5
z z2—z+z 22
X - =2t ===
X(2) = 22 Az Bz Cz
TTEC12G+D) -0 (z-12  (z+1)
1 1 1
A=pB=3¢=7
11 1
w= g ont (-1
T 4+2n+4( )
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Rozdziat 11

Transformata Hankela

11.1 Transformata Hankela

Definicja 11.1.1 Transformate Hankela funkcji f nazywamy odwzorowanie:
oo
Foo) = [ r0) 2, or)
0

a transformatq odwrotng odwzorowanie:

o0

fr)= [ pfo(p)J,(pr)dp.
/

Poprawnosé tych wzoréw wynika z rozwazan o przeksztalceniach z jadrem fourierowskim.

11.1.1 Wtlasnos$ci transformaty Hankela

Twierdzenie 11.1.1 (WlasnoS$ci transformaty Hankela) Zaldimy, ze
lim rf(r) =0 oraz

lim rf'(r) =0, wtedy:

r—00

1. Transformata pochodnej

o0

FD(p) = /rji;Jy(p?") dr = —p (]Eu—l(p)y;—/l - V2_Vlfu+1(p)> :

0

2. Transformata drugiej pochodnej

5 v . V2 -3 - v—1-
) = iPQ (V+1fu2(p) - 21/2773][1/(19) + Vlfu+2(]9)> .

3. Zwigzek z rownaniem Bessela
To/2f 1df w2 i
/7"< e >Jl,(p7')d7'=—p2fl,(p).

dr2  rdr 12
0
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Dowdd ad 1)

oo

£9) = [ rL gy dr = rf0) LGS ~ [ 105 (o) dr =
=0 0

0

di (rdo(pr)) = Jo(pr) + prd, (pr).

/f w(pr) + prd(pr)) /f w(pr) +prdu_1(pr) — vly(pr)) dr
0 0

(v—1) [ f(r)Jo(pr)dr — pfo_1(p).
!

Zauwazmy, ze zachodzi réwnos¢:

2ud, (pr) = prdy—1(pr) + prdy+1(pr),

Stad:
2 / F) To(pr) dr = p ( / r () Tos (pr) dr + / rF () s (pr) dr> = pfocr () + phoss ).
0 0 0

Wstawiajac f f(r)Jy(pr) dr do wzoru na f 2 dostajemy:
F®) = 0 =1) (o for @) + 5 Fosr)) = pfuea(p) =

(a2 Y ) = (R0 = 2 ).

Dowdd ad 2)
Stosujemy dwukrotnie punkt (1).

Dowdd ad 3) Calkujac przez czesci otrzymujemy:

[ (Ef 1 d [ d
/r(dr];—i-r d{”) v(pr)dr:/T%Jv(pr)dr—i—/df{f]u(pr)dr:
0 0

/d—f( »(pr) + prJ, (pr)) dr—|—/dr,]v(pr) dr = —p/d—rJ{)(pr) dr =
0

Zauwazmy, ze:
2
pJy(pr) +p*rd (pr) = — < ‘- U) Jo(pr)r,

gdyz po podzieleniu przez p?r mamy:

1 2
—J! (pr) + J(pr) = — (1 N ) Ju(pr)  (jest to r-nie Bessela).
pr



Wracamy do (*):

(x) = —/ ( — U2> rdy(pr)f(r)dr co kohczy dowdd.
0

Przyklad 11.1.1 Rozwazmy réwnanie Laplace’a:
Av =0,
gdzie v =v(r, z) oraz r = \/x% + y? przy warunkach:

v=vy dla 0<r<1l,z=0
g—;’ =0 dla r>1,2=0
(v - potencjal naelektryzowanego dysku)

Zapiszmy rownanie Laplace’a we wspdlrzednych biegunowych:
v 1 v 0% _

Av=oEt e Tae T

0.

Zastosugmy transformate Hankela. Niech:

o(p,z) = [ rJo(pr)v(r,z)dr
/

v(r,z) = | pJo(pr)o(p, z)dp

0\8

Wtedy:
2

N ¢ .
—p*o(p, 2) + 530(p,2) =0

Dostalismy réwnanie zwyczajne drugiego rzedu. A zatem jego rozwigzanie:
0(p,z) = A(p)e™"* + B(p)e™.
Poniewaz poszukujemy rozwigzania ograniczonego, to B(p) = 0. Czyli:

3(p.2) = A(p)e .

Z warunkow mamy:
v(r,0) = /pJo(pr)A(p) dp = vy,
0

dla0<r<1.

Analogicznie dla r > 1 mamy:

/ﬁ%@mﬂm@:a
0

(0]



Po rozwigzaniu tych rownan catkowych otrzymamy:
2 sinp
Alp) = —vg——.

(p) = —o 7

A stqgd ostatecznie:

v [ e P
U(T,Z):%/ep Jo(pr) sinp dp.

11.2 Transformaty skonczone

Rozwazmy funkcje f(z), gdzie x € [—I;1]. Rozwifimy f na szereg Fouriera:
a > nwr nw
flx) = ?0 + nz::l (ancos - + b, sin T) ,

gdzie:
1 1

1 1
anzj/f(x)cosnlﬂdx, bnzj/f(m)sin@dx
2 -

Na wspélczynniki a,, i b, mozemy spojrzeé¢ jak na transformate.

Uwaga 11.2.1 Na rozwiniecia funkcji na szeregi mozemy patrzeé jok na transformaty odwrotne.

11.2.1 Transformaty cosinusowa i sinusowa

Definicja 11.2.1 Niech dana bedzie funkcja f(x). Skoriczong transformatq cosinusowg nazwiemy:
a
~ prE
fe(p) = /f(:v)cos “a dz,
0

a Sinusowq:

fs(p)Z/f(x)sin?dx.
0

Przyktad 11.2.1 Rozwazmy nastepujgce zagadnienie Dirichleta:

Au=0 ze€(0,m) ye (0,
u = r=0,mr y=0
u=uy Y=T ug # 0

Zastosujmy transformate sinusowq wzgledem x:

™

i(p.y) = / u(z, y) sinpa dz.
0

Nasze réwnanie ma postaé:
u  0%u

@-Fain:O.
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Obliczmy:
[e.e]

T
4 6u b 2 :
—-p a—cospxz—pu(x,y)cospﬂo —p° | usinprdr = .
0 z
0 0

/82u . d ou .
—— sinpxdr = — sinpzx
Ox2 Oz

0

= —p*a(p,y).
Nasze rownanie przyjmuje postac:

2
2 = _
—p-u(p,y) + 8yQU(p, y) =

Warunki brzegowe:
™

u(p,0) = /u(m, 0) sinpz dz = 0,
0

s

u(p,m) = uo/sinpxdm = —@(cospw -1) = el (1= (=1)P).
p p

0

Zapiszmy rozwigzanie:
u(p,y) = C1eP¥ + Care™PY = Asinh py + B cosh py.
Z warunku 4(p,0) = 0 wynika, ze B = 0. Czyli:
u(p,y) = A(p) sinh(py).

Korzystajgc z drugiego warunku mamy:
- . Uo
i(p, ™) = A(p) sinhpr = 22 (1 — (—1)7).
p

Stqd:
Ug

A 1—(=1)7).

(p) = psinh pr

Zatem ostatecznie: )
ug sinh py 1

i(p.y) = St (1 (1),

Funkcja u bedzie sie zatem wyrazaé poprzez szereg:

oo

2ug sinh py .
= — — =2 (1 — (-1 p .
u(z,y) - ; psinhpr (1 —(—1)?)sinpx

Uwaga 11.2.2 W przypadku zagadnienia Neumanna nalezy stosowac transformate cosinusowg.
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Dodatek A

Tabela transformat Laplace’a

Uwaga A.0.3 Wszystkie funkcje w pierwszej kolumnie tabeli nalezy pomnozy¢ przez 14 (t).

Funkcja transformowana (dla ¢ > 0) | Transformata Laplace’a funkcji
f(t) Z{f}s)
1 (t) :
cos(at) e
sin(at) "
o Ho
1
eat —
cosh(at) ==
sinh(at) ol
Int —+(lns+C)
t cos(at) zzlgz
t sin(at) Sfi‘z .

Tabela A.1: TABELA TRANSFORMAT LAPLACE’A
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Dodatek B

Tabela transformat Laplace’a dla
dystrybucji

Dystrybucja | Transformata Laplace’a dystrybucji

£ ZL{f}(s)

J 1
o(t —a) e 9
5 s"

Tabela B.1: TABELA TRANSFORMAT LAPLACE’A DLA DYSTRYBUCJI
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Dodatek C

Tabela Z-transformat

Ciag tranformowany | Z-transformata ciagu

fa Z{fn}(2)

an z
€ z—e%
1
L e;
n!
z
" (1)
: z-sin 3
SN ﬁn 22—2zcos 3+1

Tabela C.1: TABELA Z-TRANSFORMAT
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Dodatek D

Tabela transformat Hankela

Funkcja transformowana | Parametr | Transformata Hankela funkcji

f(x> v fv<p>

v+1
2V 1o q) () v>—1 “—Jus1(pa)
v, —ar? 1 P =%
Qf 6 U > - (20[)U+16 4o
e T _ 1
T v=20 2 a2

Tabela D.1: TABELA TRANSFORMAT HANKELA
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Dodatek E

Wzory trygonometryczne

Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy

sin(x 4+ y) =sinx cosy + coszsiny sin(x — y) = sinx cosy — cosxsiny

cos(x +y) = coszcosy —sinxsiny cos(x —y) = cosz cosy + sinxsiny

Sumy i réznice funkcji trygonometrycznych

r—y

. . - s xty T—y . o _ Tty -
sinx + siny = 2s8in =% cos =5~  sinz —siny = 2co0s =5~ sin =

COST + cosy = QCOSxQﬂcos% COST — COSYy = —2sin%sin%

Iloczyn funkcji trygonometrycznych

sina cos 3 = 3[sin(a + ) 4 sin(a — §)]  cosasin § = §[sin(a + B) — sin(a — §)]

cosavcos § = 3[cos(a + ) + cos(a — ()] sinasin 3 = —i[cos(a + 3) — cos(a — 3)]
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