0.1 Dystrybucje temperowane

Definicja 0.1.1 Funkcja f(t) jest szybkomalejgca <

Vn,k € N3c,

tn<p(k)’ < Cn,k-

Zbior funkcji szybkomalejgcych oznaczamy przez ®.

Uwaga 0.1.1 Zachodzi oczywista inkluzja D C ®, bowiem kazda funkcja o nosniku zwartym jest
szybkomalejgca. Co wiecej, rozwazajge przyklad funkcji p (t) = et € ® latwo zauwazyé, ze p ¢ D,
zatem D G ®.

Definicja 0.1.2 Mowimy, Ze cigg funkcji ¢, € ® zbiega do p € ® & Vm, k€ N tmcpglk) = tm k)
(2b. jednostajna,).

Definicja 0.1.3 Dystrybucjg wolnorosnacg (temperowang) nazywamy funkcjonal liniowy i ciggly
na przestrzeni ®. Zbidér dytrybucji wolnorosngcych oznaczamy ®'.

Uwaga 0.1.2 Oczywiscie jezeli f € ®', to f € D', zatem & C D'.
Rozwazmy nastepujacy przyklad:

Przyktad 0.1.1
<T,e_t2>: Z e,

n=—oo
Zatem T ¢ ®' T € D'.
Przyjecie powyzszej definicji dystrybucji temperowanej jest uzasadnione tym, ze w przypadku

funkcji klasycznych (dystrybucji regularnych) mamy:

+00
(f.0) = / F()p(t) dt,

gdzie ¢ € ®. O ile zachodzi oszacowanie:
[f()] < O™

to catka powyzsza istnieje dla kazdej funkcji szybkomalejacej ¢. Funkcje takie nazywamy wolnoro-
snagcymi. Kazda wolnorosnaca funkcja wyznacza dystrybucje temperowana.

0.2 Transformata Fouriera dystrybucji

Przypomnijmy sobie rownosé Parsevala:

Jesli G1 = 5[[91] i G2 = _(]:[gg], to:

/gl(u)Gg(u)du: /gz(u)Gl(u)du.
Definicja 0.2.1
def

gdzie p € ®.



Uwaga 0.2.1 Uzasadnienie powyzszej definicji wynika z przedstawionej wyzej rownosci Parsevala.
Twierdzenie 0.2.1 Jesli p € ®, to Flp] € .

Dowéd Niech F = F[g]. Mamy:

F®) () = / (it)Fe™ ™t p(t) dt.
Dokonajmy oszacowania:
- \n (k) —iwt a" i\ k d" Y.
(i) FE )] = | [ e == ((=it)'e(t) dt| < [ |22 ((=it)"p(t)) | dt < Cop = F € @.

O

Uwaga 0.2.2 Przeksztalcenie: F : & — & jest ciggle. Wystarczy pokazaé cigglo$é w zerze. Czyli,
ze jesl o, — 0, to Fp, — 0.

Uwaga 0.2.3 Niech f € ® oraz ¢, — 0. Mamy

(F1f)sn) = (£, Fon) — (£,0) = 0.

Stad F[f] jest ciggle.

0.2.1 Wlasnosci

Twierdzenie 0.2.2 (Wlasno$ci transformaty Fouriera dystrybucji) Niech F = F[f]. Wte-
dy:
1. Fl(=it)k f(t)] = F®) (w).
FID*f] = (iw)*F(w).
Flft—7)=e""7.

Niech f =d6®(t — 7).
Wtedy:
F[f] = (it)*e™ 7. W szczegdlnosci:

™o

o 7[0] =1,
o FI5(t—7)) =€,
o F[6)] = (it)*.
F[1] = 2r6.
Fle ] = 276 (w + 7).
Fl(it)F] = (—1)*2ms®.
Fl(it) e 7] = (=1)*2m6®) (w + 7).

© > xS @

Flat™ + an 11"+ ...+ ag] = 27[ani™0™ + ap_1 (1)1 4 4 apd).



Dowéd [Wlasnosé 1] Wezmy k = 1:

oo o0

<F/,<p>:*<F,<P/>:<f,f(s0')>:*<f,/e’i‘“tsof(w)dw>~:<f,* /(*it)e’i“tw(w)dw

(it / e p(w) dw) = (~it - £, Fle]) = (it - . 0).
Dowéd [Wiasnosé 2]
k
(FID* 1, 0) = (D* . 1) = (—DM(f,~ F ) = (— DML Fl(—it) o(0)]) = (F1F), (it) (1)

Dowéd [Wlasnoséé 4]

(F(fl,0) = (0P (t=7), o) = (1) (Fp) V(1) = (~1)*F[(~it) o ()](7) = / e (it) () dt

= ("7 (it)", )
Dowéd [Wiasnosé 5
) = e = [1do [ e pmar= [e0ds [ e par-
—o0 —o0 —o0 -
=2mp(0) = (270, ).
Lemat 0.2.1 Zachodzi nastepujgca toisamosé:
Z e~ =27 Z 5(A — 2nm).
n=—oo n=—oo
Dowdéd
+oo 4 +oo T too  4oo (2k+1)m 4
< Z €_Zn)\<p(/\)>: Z / —zn)\ d)\_ Z Z / e_zn)\tp()\)d)\:
n=—o0 n=—o0_ ”——wk_—oo(zk r
A —2kr =7 = Cin(rt ok
’d)\:dr = > Z/ TR G (1 + 2bm) dr =

n=—ook=—o0q" R

o0 o0 +r
= |niech ¢y, (1) = ¢ (r + 2k7)| = Z Z e*m%”/ o (r) dr

n=—ocok=—o0 g

Z 21 Z in(— 21@71') QOk)

k=—oc0 n=—00



—+7
gdzie ¢, (i) = %/e‘””gpk (r) dr sa wspolezynnikami Fouriera funkcji ¢.

—T

—+o0
Wyrazenie Z efm(=2km) e (¢r) jest wartoscia sumy szeregu Fouriera tej funkcji w punkcie r, =
n=—oo

—2km, a zatem z okresowosci tej sumy mamy

400
Y e, (1) = o (—2km) = i (0) = i (2km).

Wynika stad, ze
+oo +o0o ]
Z 2m Z 2R e (pr) = 2 Z (2km) <27T Z 0 (N —2km) |<p>
k=—o0 n=—00 k=—o0 k=—o00

co konczy dowod. |

0.2.2 Wzér sumacyjny Poissona

Twierdzenie 0.2.3 (Wzér sumacyjny Poissona) Jezeli F' = Flp], to zachodzi wzdr:

oo o0

Z F(n)=2n Z o(2nm).
Dowéd

iF Zé—nﬂo (Zé—n>7):

oo o0 o0

( Z e~ o) = (27 Z §(A—2nm),p) =27 Z o(2n).
n=-—oo n=—oo n=-—oo
]
0.2.3 Tozsamosé Jacobiego
Twierdzenie 0.2.4 (Tozsamos$é Jacobiego) Jezeli o(t) = , dla t)0, to F(x \fe .

Uwaga 0.2.4 Dokonujgc podstawienia t = g otrzymujemy nastepujgcq postac powyzszej tozsa-

mosci:
o0
_ 2
\/> E 6 T = E e L .

n=—oo n—=—oo
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