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Ponizszy tekst zawiera konspekt wyktadu z algebry podzielony na kilka tematéw. Konspekt ten
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Temat 1

Liczby zespolone

1.1 Definicja i dziatania, liczby sprzezone
W zbiorze punktéw ptaszezyzny (z,y) wprowadzamy dziatania

- dodawania: (z1,y1) ® (2, y2) = (T1 + T2, y1 + Y2)

- mnozenia: (r1,y1) © (T2,Yy2) = (T122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1)

Dziatania te sg taczne, przemienne, dzialanie mnozenia © jest rozdzielne wzgledem dziatania
dodawania @. Dzialanie dodawania odpowiada dodawaniu wektoréw na plaszczyznie R2.

Definicja
Punkt (z, y) oznaczamy jako z i nazywamy liczbg zespolong. Zbibér wszystkich liczb zespolonych
(tzn. punktéw plaszczyzny z okreslonymi na nich dziataniami @ oraz ®) oznaczamy przez C.
]
Punkty potozone na osi rzeczywistej postaci (z,0) utozsamiamy z liczba rzeczywista x. Wow-
czas

(L,0) =1, (z,0)=~=x.
Niech i = (0,1). Wtedy
i?=i®i=(0,1)®(0,1) = (~1,0) ~ —1.

Korzystajac z definicji dziatan mozemy dla dowolnej liczby zespolonej z = (x,y) napisaé, ze

z=(r,y) = (2,000 (10)® (0,1) © (y,0) = x + iy. (1.1)
\(_/
Ostatna réwnos¢ moze by¢ przyjeta jako definicja liczby zespolonej przy uwzglednieniu tozsamosci
i? = —1. Dzialania na liczbach w postaci (1.1)) wykonujemy wedtug regut obowiazujacych dla liczb
rzeczywistych ze zwyklymi dziataniami dodawania i mnozenia, pamietajac, ze i = —1.

Definicja
Liczby rzeczywiste x oraz y nazywamy odpowiednio czescig rzeczywista i czescig urojong liczby
zespolonej z i oznaczamy

r=Rez, y=Imz. (1.2)
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Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby zespolonej z # 0 istnieje dokltadnie jedna liczba zespolona
27! taka, ze z- 27! = z71 . 2 = 1 okredlona réwnoscia
-__r Y
72 + y2 x2 + y2 '

(1.3)

Definicja
Liczbe zespolona z = x — iy nazywamy liczba sprzezona do liczby z = x + iy. Z powyzszej
definicji wynika natychmiast, ze

Z=x—iy=1x+1y = z. (1.4)

n
Zauwazmy, ze iloczyn 2z = (x + iy) (v — iy) = x2+y? jest zawsze nieujemna liczba rzeczywista.

Przyktady
1. Wykona¢ dziatanie (54 3i) (=7 + 7i).

Rozwigzanie

Korzystajac z rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania oraz przemiennosci dziatan,
otrzymujemy

(5 + 3i) (=7 + 7i) = —35 4 35i — 21i 4 21i%> = —35 + 14i — 21 = —56 + 14i = 14 (—4 + 1) .

5+3¢
—7-Ti

2. Wykona¢ dziatanie

Rozwigzanie
Rozszerzajac powyzszy utamek przez liczbe sprzezona z mianownikiem tzn. (—7 + 77) otrzy-
mujemy

5430 (5+30)(=T+7i)  —56+14i 14(—4+i) 1
~T—Ti (=T—=T)(=7T+7Ti)  49+49 98 7

(—4+1)

1.2 Modul, argument, posta¢ trygonometryczna

Definicja
Modutem liczby zespolonej z = x + iy nazywamy liczbe rzeczywista |z| okreslona wzorem

o = Vot 5 .

Zauwazmy, ze z powyzszej definicji natychmiast wynika réwnowaznosé
2| =0<=2z=0.
Prawdziwe sa rowniez wzory:

|Zl|

21

2l =121, 2Z2= 2", |2zl = |al |2l
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Definicja
Argumentem liczby zespolonej z nazywamy taki kat ¢, ze

z = |z| (cosp + isiny) (1.6)

Argument liczby zespolonej oznaczamy ¢ = arg z.
|

Uwaga

Argument liczby zespolonej nie jest wyznaczony jednoznacznie. Jesli ¢ jest argumentem liczby
zespolonej z, to kazda liczba postaci ¢ + 2km, gdzie k jest dowolng liczba catkowita, jest row-
niez argumentem tej liczby. W niektorych sytuacjach wygodne jest jednak jednoznaczne ustalenie
argumentu. W zwiazku z tym wprowadzamy pojecie tzw. argumentu gléwnego liczby zespolone;j.
Argumentem gléownym liczby zespolonej z nazywamy ten z jej argumentéw, ktory zawiera sie w
przedziale (—m, +7]. Oznaczamy go symbolem ¢ = Argz

Uwaga

Argument liczby sprzezonej wyznaczamy ze wzoru

argz = —arg 2. (1.7)

Dla liczb zespolonych nie lezacych na ujemnej poétosi rzeczywistej (Argz # m) prawdziwy jest
analogiczny wzor dla argumentu gtéwnego

Argz = — Argz
A .
T
.'-
»

- .-::.'If
Definicja

Wzor (1.6) nazywamy postacia trygonometryczna liczby zespolonej z.
Przyktady

1. Liczbe z = 10 — i10v/3 przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej.

Rozwigzanie
Poniewaz |z| = /102 + 3 - 102 = /400 = 20, wiec liczbe z zapisujemy jako

a argument ¢ wyznaczamy z uktadu réwnan

! v
£)

CcosSp = 3 sinp = —
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Wystarczy przyja¢ ¢ = gﬂ', zatem postacig trygonometryczng jest
. d .0
10 — i10v/3 = 20 | cos §7T + ¢ sin §7r :

2. Wyznaczy¢ argument gtéowny liczby 2 = —1 + 4.

Rozwigzanie
Poniewaz |z| = /2, zatem z = /2 (—72 -+ Z?) Wyznaczajac kat ¢ z uktadu réwnan

J V3

singp = —

s =—=, 5

otrzymujemy, ze ¢ = %7?. Kat ten zawiera si¢ w przedziale (—m, 47| wiec jest argumentem

gtownym liczby 2z = —1 + 4.

1.3 Dziatania na liczbach w postaci trygonometrycznej
Niech
2z =1k (cospp +isingg) dlak=1,... n.
Wowcezas korzystajac z elementarnych wzoréow trygonometrycznych tatwo pokazacd, ze
2129 .. 2y =TT ... Tp (COs (@1 + 2+ ...+ @n) Hisin(pr + o + ...+ @) (1.8)

tzn., ze modutem iloczynu liczb zespolonych jest iloczyn moduléw (jest to zgodne ze wzorem
(1.5))), zas argumentem iloczynu liczb zespolonych jest suma argumentéw wszystkich tych liczb.

Analogiczny wzér mozna wyprowadzi¢ dla dzielenia liczb zespolonych w postaci trygonome-
trycznej. Jesli z; = ry (cos 1 + isin ) oraz zo = ry (cos g + isin ps) # 0, to

21 r

= é (cos (91 — ) + i sin (@1 — ¢2)) (1.9)

Powyzszy wzor oznacza, ze przy dzieleniu liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej, modut
ilorazu réwny jest ilorazowi modut 6w, zas argument ilorazu réwny jest réznicy argumentow.

Bezposrednim wnioskiem ze wzoru ((1.8)) jest tzw. wzér de Moivre’a na potegowanie liczby
zespolonej w postaci trygonometrycznej. Jezeli

z=r(cosp+isingp),
to dla dowolnego n € N prawdziwa jest rownos¢

n

2" = 1" (cosny + sinngp) (1.10)
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Przyktady

1. Obliczy¢ warto$é wyrazenia (1 + i)*

Rozwigzanie
Przedstawiajac liczbe 1 + ¢ w postaci trygonometrycznej otrzymujemy

1 1
1+i:\/§<coszl7r+isinzl7r),

zatem na mocy wzoru de Moivre’a ([1.10]) zachodzi réwnosé
25 25 25 1 1
(1+0)* = <\/§> (cos i + isin Zﬂ') = 2% (cos vl + isin Zﬂ) =22 (1 +14).

(1+i)100

(Vi)

2. Obliczy¢ wartos¢ wyrazenia

Rozwigzanie
Postepujac podobnie jak poprzednim przyktadzie, wyznaczamy najpierw (1 +i)100 oraz

(vi-i)"

100 100
(144)'% = 2% (cos — ™ +isin Tw) = —2%

(8" <o) o (- 50)) - (345

W takim razie, na mocy wzoru (|1.9)) wykonujemy dzielenie liczb zespolonych, dzielac moduty
i odejmujac argumenty

(1_”)100 950 50 N 50 L3
—50 = o5p (COS (T A —7 | +asin | T+ —7 S
(V3 —1) 2 6 6 5 5

1.4 Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Niech z = r (cos ¢ + i sin ). Wyznaczymy wszystkie liczby zespolone postaci w = p (cos a + i sin «)
takie, ze w"™ = z, tzn. wyznaczymy pierwiastki stopnia n z liczby zespolonej z. Na mocy wzoru de
Moivre’a ((1.10]) otrzymujemy, ze

p"t=r, cosna =cosyp, sinna = sinp,

skad wynikaja nastepujace rownosci

p=/r, a=

(gdy k& > n otrzymujemy powtodrzenia wartosci funkcji cosa oraz sin«). Oznacza to, ze kazda
liczba zespolona z # 0 ma n réznych pierwiastkow zespolonych stopnia n okreslonych wzorami

wy, = Yt (cos

2%
PHRT  fak =01, .n—1

o+2kr . o4 2knm
—+ sin

p ) dlak=01,...,n—1. (1.11)

Wzor (1.11) nazywa sie wzorem de Moivre’a na pierwiastki
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Przyktady
1. Wyznaczyé v/1

Rozwigzanie

Zgodnie z powyzszymi rozwazaniami, najpierw przedstawiamy liczbe 1 w postaci trygono-
metrycznej. Otrzymujemy r = 1, ¢ = 0. Zatem zgodnie ze wzorem de Moivre’a liczba
1 ma cztery pierwiastki stopnia czwartego okreslone jako

wo = cos0+sin0 =1

™ ™

W) = CoS — +1sin - =1
! 2 2
wy = cosT +isinT = —1
3T s 3T .
w3 = COS — + i sin — = —i
’ 2 2
2. Rozwiazaé réwnanie 26 (1 —i)* = 1.
Rozwigzanie
Roéwnanie powyzsze zapisujemy jako
1
2% = I
(1—1)

1

Obliczajac warto$¢ wyrazenia T dostajemy

1 1 1

(1—d)"  4(cos(—m) +isin(-7)) 4

W takim razie rozwigzaniami réwnania sg pierwiastki stopnia széstego z liczby —}L. Wyzna-
czajac te pierwiastki zgodnie ze wzorem (1.11), otrzymujemy (r = 1, ¢ =)

1 1 3 1
w0:—<cosz+isinﬁ>: (\/7_+z§>

72 \“% )~ s
1 ( 7r_|_, , 7T> 1.
—_ — —_ 11n — = —
w1 \3/5 COS2 () 9 32’L

1 COS57T+,S_ 57 1 \/§+,1
Wy = —= — +tisin— | =—= | ——— +t1iz
TR 6 6 o\ 2 2

1 Tw .. I 1
wsz% COSF—FZSIHF :3—2
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1.5 Trudniejsze przyklady
1. Wyrazi¢ funkcje cos bx za pomoca sinx i cos x.

Rozwigzanie

Zastosujemy wzér de Moivre’a (1.10). Uwzgledniajac, ze i2 = —1, 43 = —i, i* = 1, ¢° = 4,
otrzymujemy

Y xsinz — 10 cos® zsin® x +

—10i cos® x sin® x + 5 cos x sin? & + 7 sin® .

L. .. 5 .
cos 5x + isin bz = (cosz + isinx)’ = cos” x + 5i cos

Poréwnujac czesci rzeczywiste, mamy

5

cos 5 = cos® x — 10 cos® z sin’ x + 5 cos x sin” .

Zauwazmy, ze niejako ,przy okazji” wyprowadzilismy drugi wzér na sin bx

5 4

sin 5z = sin® z — 10 sin® z cos® z + Hsin x cos® z.

2. Wykazacé, ze

T n 3 . 5% N T . 97
COS — + coS — + cos — + oS — + cos — = —.
11 11 11 11 11 2

Rozwigzanie

NlechU—COS——I—COS—+COS—+COS—+COS?—7{, z—cos——f—zsmﬁ
V—sm +81n3—+sm5—“—|—sm7—”—|—smg—

Wowczas Stoqu@c WwzOr na sume skonczonego ciggu geometrycznego oraz wzoér de Moivre’a

(L.10), otrzymujemy

2k +1 2k +1 1 — 210
U+iV = Z(cos 11— T+ isin + ) Zz%“ 1_222 -

1 — cos —7r —78in 1(1)7?
2
11

) 2 sin? —7T—228111 57TCOS 5

T
= (COS—+ZSI —
11 =7

1—cos—7r—zsm

1
1

LT
cos—+231 —
( 11 251n —71'—2ZSH1 777 COS 17

sm 7T Sln 57'('—ZCOS 1w

T

= cos—+zs1 —1
11

5

nd
) _
s1n 1 =T — { COS —7r)
sin 117r (cos 7T 7 8in 7r)

™

= cos——l—zsm—)
( 11 sin 7T(COS +zsm7r)
5 5

sin T (cos ur + 7 sin 117r)

1 9
sin 77
zatem
<5 50 10
) Sin =7 coS = 1 sm o 1
U=Re(U+iV)=—>="1— " ==
sin 377 2 sin 117‘(‘ 2

co konczy dowdd.
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3. Udowodnié¢ wzor

n+1

oS —gosm %
Zcos ko =
— smggo

Rozwigzanie

Niech U oznacza lews stron¢ powyzszego wzoru, tzn. U = ZCOS ky. Niech V' oznacza
k=1

odpowiednia sume sinuséow V = Z sin k. Rozwazmy wyrazenie U + V.
k=1

n

U+iV = Zcoskgp+z’Zsink@: Z(coskgo—l—isinkgo).

k=1 k=1 k=1

Na mocy wzoru de Moivre’a na potegi (|1.10) otrzymujemy

U+iV = Z(cosgo—irz'singp)k.

k=1

Ostatnie wyrazenie mozna przeksztatci¢ stosujac wzor na sume skonczonego ciggu geome-

trycznego
- & 1—2" ) .
Zz =27 , gdzie z = cos ¢ + isin .
k=1 —F
Otrzymujemy
1 — (cosp + isingp)” . 1 — (cosny +isinn
Zz (cos @ + isiny) (cos o — ?) = (cosp +isiny) ( d — ?) =
1 — (cosp+isiny) 1 — (cosp+isiny)
1 —cosnp —isinn 2sin? %2 — {2sin %2 cos %2
= (cos +isiny) Ld Ld = (cos ¢ +isiny) = 2 2 —
1 —cosp —isingp 2sin” £ — i2sin £ cos §
sin %57 (sm %F —icos 2<p)

= (cos @ + i sin =
(cos ?) sin € (sm £ _jcos )
sin &2 5 (sm e

sin £ (sin € —icos £) (sin £ + i cos £)

e (cos (n=De 5 Ve | jsin & 1”)
= (cos p +isin ) sin — 5 :

—@COST“’) (sin§+icos§) B

= (cosp +isiny)

®
sin D)

Poniewaz U = Re (sz>, wiec

(N (=D _ i (=D
- sin -5 (cosgpcos 5 sin @ sin ~—;
N sin £ N
2
( 1)
CoS psin 2o
sin £

co konczy dowdd.
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1.6 Zadania

1. Wykonaé nastepujace dziatania na liczbach zespolonych:

(a
(b
(c

)
) (3H) (5 —20) + (8 —14) (24 3i)
)
)

(144)®
(d (1-1)”

(1—i)°—1
(e) (1+0)5+1

2. Sprowadzi¢ do postaci trygonometrycznej nastepujace liczby zespolone:

(a) 144, 1+1iV3
(b) —14iv3, V3 —i

3. Obliczy¢ stosujac wzor de Moivre’a:
(a) (1+4)%
N 30
(b) (H24)

—1+i\/§ 15 —1—i\/§ 15
(C) ( (177;)20) + ( (1+7,)20)

4. Obliczyé¢:

(a) (1+4)"dlan=1,2,3,4
(b) i" dla n catkowitych

(c) (1(1’;; dla n naturalnych

5. Rozwiazaé nastepujace rownania w zbiorze C:

(a)
(b)

(c) 22=224+5=0

(d) 22— 24+i)z+ (=1+7i) =0
() 224+ (2—2)=3+2i

f) i(z+2)+i(z—2)=2i—3

6. Rozwigza¢ uktad réwnan

z

{(1+i)x+(2—z’)y = 2-2i
(1-i)z—B+1)y = —3+3i

7. Obliczy¢ (za pomoca uktadu réwnan) wartosci wyrazen:

(a) vV—8+6i
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(b) V3—4i
(¢) /=11 + 60

8. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a na pierwiastki, obliczy¢:
(a) /=4, V1, /16
3/ 1—i 14i
(b) V=i, V Vare V) Ve

9. Rozwiaza¢ nastepujace réwnania w zbiorze C:

(a) 22 —=1=0
(b) 26 +27 =0
(c) (1—i)'z*=—1

10. Korzystajac ze wzoru Eulera exp (z + iy) = exp (x) (cosy + i siny), udowodnié wzory:

+1 n
. _ sin“S—psingp
(a) E sinkp = —2— T,
k=1
1+itge | _ ltitgn
(b) (7=22) = =222 dla n catkowitych
1—itge 1—itgne

11. Wyprowadzi¢ wzory dla sum:
(a) cosp +2cos2p + ...+ ncosng
(b) sinp +2s8in2¢p + ...+ nsinney

1—(n+1)z"4+nznt1
(1-2)*

Wsk.: Pokazaé najpierw przez indukcje, ze 2z + 222 + ... +nz" = 2

12. Udowodni¢, ze:
(a) sin 2% 4sin 4 + . 4 sin 2% =0
(b)
)
)

(c
s 3 11r __ 1
(d) cos{5 +cosyg +...+cosq3 =5

27 4 2nmw
cos <5 +cos =+ ...+ cos = =0

27 4m 6 8w 100 _ 1
COS 77 + €COS 7 + COS 77 + COS 77 + €COS 517 = —3

13. Funkcje sin 6z oraz cos 7x wyrazi¢ za pomocg funkcji sinzx i cos z.

14. Przedstawi¢ w postaci wielomianu pierwszego stopnia od funkcji trygonometrycznych wie-
lokrotnosci kata ¢ nastepujace wyrazenia:

(a) cosb ¢

(b) cost

(c) sin?



Temat 2

Funkcje elementarne zmiennej
zespolonej

2.1 Funkcja wyktadnicza
Niech z = x 4 1y, woéwczas definiujemy funkcje wyktadniczg e* jako
e =e"(cosy +isiny). (2.1)
Funkcje wyktadniczg oznaczamy réwniez symbolem exp (z).
Wzor (2.1) zwany jest réwniez wzorem FEulera.
Czescia rzeczywista 1 urojona funkcji e* sa funkcje u (z,y) i v (z,y) okreslone wzorami
u(z,y) = Re(e®) =€ cosy, v(x,y)=Im(e*) = e"siny. (2.2)
7 powyzszej definicji wynika, ze dla dowolnego z € C zachodzi
e” # 0.

Przedstawiajac liczby zespolone w postaci trygonometrycznej i stosujac elementarne wzory
trygonometryczne mozna pokazac, ze prawdziwe sg wszystkie wzory obowiazujace dla argumentéow
rzeczywistych, w szczegdlnosci

z1tz2 21,22

e ele
Z1
e — &
e*2

Funkcja wyktadnicza zmiennej zespolonej jest okresowa, dla dowolnego z € C, i k catkowitego
prawdziwy jest wzor (wynika on bezposrednio z definicji (2.1]))

ez+2k7rz — ez )

Przyktady
1. Obliczy¢ warto$é¢ wyrazenia e*.

Rozwigzanie

Zgodnie z definicja (2.1))

e* = €% (cos2 4 isin2) = cos2 + isin 2.

11
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2. Obliczy¢ warto$¢ wyrazenia el =™,

Rozwigzanie

1—me

e!™™ =e' (cos 0 —isin7) = —e.

2.2 Funkcja logarytmiczna

Niech
eV = z.

Dla zadanej liczby zespolonej z # 0, bedziemy poszukiwaé liczby zespolonej w spetniajacej powyz-
szy warunek. Liczbe te nazywac bedziemy logarytmem naturalnym z liczby zespolonej z i oznaczad
symbolem In z.

Przedstawiajac z jako

z = |z| (cos ¢ + isin p)

iw jako
w=u+ 10,
otrzymujemy
e"t = e¥ (cosv +isinv) = |z| (cos ¢ + isin @),
a stad

u=In|z|, v=argz,

gdzie In |z| oznacza logarytm naturalny z dodatniej liczby rzeczywistej |z|.
Zatem logarytmem naturalnym z liczby zespolonej z nazywaé¢ bedziemy wyrazenie

w=1Inz=In|z|+iargz. (2.3)

Uwaga

Poniewaz wartos¢ argz, zgodnie z definicja nie jest jednoznacznie wyznaczona, wiec
rowniez wartos¢ logarytmu zespolonego nie jest jednoznacznie wyznaczona. Funkcja logarytmiczna
jest przyktadem tzw. funkcji wieloznacznej. Jesli potrzebne jest jednoznaczne okreslenie wartosci
logarytmu, wtedy mozemy si¢ postuzy¢ tzw. logarytmem gtownym zdefiniowanym wzorem

Lnz =1In|z| +iArgz, (2.4)
gdzie Arg z oznacza argument gtéwny liczby zespolonej z.

Dla z € C takich, ze Re z > 0 zachodza wzory opisujace cze$¢ rzeczywistg i urojong logarytmu
gtownego

u(z,y) =Re(Lnz)=In|z|, v(z,y) = arctg% (2.5)
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Przyktady
1. Wyznaczy¢ Ln (—1).

Rozwigzanie
Zgodnie ze wzorem (2.4)) mozemy napisaé, ze

Ln(=1)=In|1|+:Arg(—1) =0+ ir = im.

2. Wyznaczy¢ Ln (1 4 4) oraz In (1 + ).

Rozwigzanie
Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, stwierdzamy

1
Ln (1 + 1) zln‘\/i(ﬂArg(Hz‘):§1n2+z%,

i
In(1+7) = In| V2| + farg (1+1) = S 2+ (T +26r)

dla k catkowitych.

2.3 Funkcje trygonometryczne

Funkcje trygonometryczne zmiennej zespolonej definiujemy jako

COSZ:§(6 +e %), smz:Q—Z_(e —e”). (2.6)

Dla tak zdefiniowanych funkcji trygonometrycznych prawdziwe sa wszystkie podstawowe wzory
obowigzujace dla funkcji rzeczywistych takie, jak np.:

sin® z 4+ cos® z = 1, (2.7)
sin (z1 & 29) = sin 27 cos z5 % o8 21 sin 2y

cos (z1 £ z3) = €os 21 €OS 29 F sin 21 sin 29
LT
sSin|—=+2z) =cosz
2
itd.

Funkcje te sa rowniez okresowe.
Dla funkcji trygonometrycznych zmiennej zespolonej nie jest prawda, ze |cosz| < 1 oraz
sinz| < 1.

Przyktady
1. Wyznaczy¢ wartosé cos 2i.

Rozwigzanie
Z definicji (2.6) wynika, ze

.1, -
0052225(6 2—1—62).

Liczba ta jest rzeczywista i wigksza od jednosci.
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2. Wyznaczy¢ wartosé sin(1 + ).

Rozwigzanie
7 definicji wynika, ze

sin (141) = % (e7 —e!™) = % (67" (cos1+isinl) 4+ e(cosl—isinl)) =
= 2% ((6_1 + e) cosl+esinl (6_1 — e)) =
= % (e’l — e) sinl — %z (e’l + e) cos 1.

2.4 Funkcje hiperboliczne

Podobnie jak w przypadku funkcji rzeczywistych, definiujemy funkcje hiperboliczne (cosinus hi-
perboliczny i sinus hiperboliczny) zmiennej zespolonej wzorami

1 1
chz = 3 (e +e?), shz= 3 (ef —e™?). (2.8)
Prawdziwe pozostaja wszystkie wzory dotyczace wlasnosci funkeji hiperbolicznych argumentu
rzeczywistego w szczegolnosci tzw. jedynka hiperboliczna
ch®z —sh?z = 1. (2.9)

Pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi i funkcjami hiperbolicznymi zachodza nastepujace
zaleznosci

1
cosz = ch (iz), sinz = —sh (iz) = —ish(iz). (2.10)
i

Wzory te wynikaja bezposrednio z definicji (2.6]) i (2.8]).

2.5 Funkcja potegowa

Niech o bedzie ustalong liczbg zespolona, z € C - biezacym argumentem. Potege 2 definiujemy
wzorem

2% = e2lnz, (2.11)

Funkcja ta nie jest jednoznaczna i jej wartosé zalezy od wyboru logarytmu (a wiec i argumentu)
liczby z.

Przyktady
1. Wyznaczy¢ warto$é wyrazenia ‘.

Rozwigzanie
Zgodnie z definicja (2.11)) nalezy najpierw wyznaczy¢ warto$¢ Ini. Poniewaz

1m':1n|¢|+z'arg¢:1n1+@'(g+2km) :z’(g—i—%w),

zatem

i2 %+2k7r)

?:i —e ( . 6—7T(2k2+%)

Poniewaz k moze by¢ dowolng liczbg catkowita, wiec i moze przyjmowaé nieskorniczenie wiele
roznych wartosci. W tym przypadku wszystkie one sa liczbami rzeczywistymi.
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2. Wyznaczy¢ warto$¢ wyrazenia z%, gdzie n € N.
Rozwigzanie
Zgodnie ze wzorem (2.11]), mamy

1 L 1
zn = en "% = en = en = (na mocy wzoru (2.1)))

(o o) i (o) ) = 9 (e (o) o (o)
=en cos | —argz | +¢sin | —argz = {/|z| (cos | —argz | +isin | —argz | |.
n n n n

Poniewaz mozemy napisa¢, ze arg z = Arg z + 2kn dla pewnego k catkowitego, wiec ostatni
wzOr mozemy zapisaé jako

In|z|+iarg 2) 1n|z\+7ilargz

(2.12)

PR ( Argz + 2k | Argz+2k7r)
zn = {/|z] | cos ———— +isin ——— | .
n n

Dla k przyjmujacych kolejno wszystkie wartosci catkowite, wyrazenie okreslone wzorem
(2.12) przyjmuje tylko n réznych wartosci (np. dla k = 0,1,... ,n —1). Wzor (2.12) jest
identyczny z wezesniej oméwionym wzorem de Moivre’a na pierwiastki ([1.11]).

Dla dowolnej liczby zespolonej z, wyrazenie 2w okresla zbior wszystkich pierwiastkow stopnia
n z liczby z.

2.6 Trudniejsze przyktady

Kazda funkcja zmiennej zespolonej o warto$ciach zespolonych moze by¢ traktowana jako odwzo-
rowanie geometryczne na plaszczyznie R?. Zapisujac funkcje f (z) w postaci

f(z)=u(z)+iv(2),

gdzie funkcje u (z) oraz v (z) przyjmuja wartosci rzeczywiste, oraz stosujac utozsamienie liczby
zespolonej z z punktem (z,y) na plaszczyznie, mozemy traktowaé f jako odwzorowanie okreslone
na podzbiorze plaszczyzny R? o wartoéciach w R?, okreslone wzorami

u=u(z,y), v=uv(z,y).

Ponizej rozwazymy dwa przyktady takich odwzorowan.

1. Niech D = {(z,y) : © € RA —n <y < 7}. Znalez¢ obraz zbioru D przy odwzorowaniu f (z) =

e®.

Rozwigzanie

Poniewaz e¢* = e” (cosy + isiny), wiec dla ustalonego x € R i zmiennego y mamy ustalona
warto$¢ r = |e*| = e*. Gdy y zmienia sie w zakresie od —m do 7, to punkt e* porusza sie po
okregu o $rodku w (0, 0) i promieniu 7, przebiegajac ten okrag poczawszy od punktu (—r,0)
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara i konczac w tym samym punkcie.

Gdy z kolei ustalimy y i bedziemy zmienia¢ x od —oo do +o0o, to punkt e* porusza sie po
otwartej poétprostej wychodzacej z punktu (0, 0) takiej, ze dla z nalezacych do tej potproste;j
spetniony jest warunek arg z = y. Punkt e* moze wiec przyja¢ dowolne potozenie na ptasz-
czyznie za wyjatkiem punktu (0, 0).

Oznacza to, ze obrazem zbioru D przy odwzorowaniu f (z) = € jest zbiér D; = R?*\ {(0,0)}.
Obrazem prostych o rownaniach y = —7 1 y = 7 jest otwarta p6tos rzeczywista ujemna.
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2. Niech D = {(x,y) : z > 0 Ay > 0}. Znalez¢ obraz zbioru D przy odwzorowaniu f (z) = 22.

Rozwigzanie
Wykorzystamy przedstawienie liczby zespolonej w postaci trygonometrycznej ([1.6]). Niech
z =1 (cos p + isin ). Wowcezas, zgodnie ze wzorem de Moivre’a na potegowanie (|1.10)),

2? = r*(cos2¢p + isin2¢),

tzn. argument liczby zespolonej z ulega podwojeniu. Oznacza to, ze obrazem otwartej pot-
prostej, ktorej jednym koncem jest punkt (0,0), okreslonej warunkiem

Argz =
jest otwarta potprosta, okreslona warunkiem
Arg z = 2¢.

Obrazem zbioru D jest zbiér Dy = {(x,y) : y > 0}.

2.7 Zadania

1. Wyznaczy¢ czesé rzeczywista i urojona funkcji

(a) w=2z"
(b) w=25
(C) w = 1,122

3. Dana jest funkcja w = % Zbadac, czym jest przy tym odwzorowaniu obraz krzywej okreslonej
roOwnaniem

a

(a)
(b)
)
)

y—l

z?
Y=
(c) z

(d (x—l) yi=1

4. Obliczy¢ wartos¢ wyrazen

(a) Ln(—i), In(—i), In(1+41), In(—1)
(b) cos(1+ z) sin (1 4 21), tg (2 — 1)
)
)

exp (2 — '), Cos 21, cos i



Temat 3

Wielomiany

3.1 Definicja wielomianu, dziatania

Definicja
Wielomianem jednej zmiennej x nazywamy funkcje postaci

W (z) = apx™ + a1z™ ' + ...+ ap_1T + ay,

gdzie a; € Cdlat=0,1,... ,n oraz ag # 0 Liczbe n nazywamy stopniem wielomianu. Zmienna
x moze przebiega¢ dziedzine rzeczywista lub zespolona. ]

Dziatania na wielomianach okreslone sa w sposéb naturalny, zgodnie z dziataniami na liczbach
rzeczywistych lub zespolonych. Wynika stad bezposrednio prawdziwos$¢ nastepujacej uwagi.

Uwaga

Jesli W (x) jest wielomianem stopnia n, a U (z) jest wielomianem stopnia m, to
stopien (W (z) + U (z)) < n+m,

stopien (W (z) - U (x)) = nm.

3.2 Dzielenie wielomianéw, twierdzenie Bezout

Definicja

Méwimy, ze wielomian W (x) jest podzielny przez wielomian U (z) < istnieje wielomian @ (z)
taki, ze W (z) = U (z) Q (z). Wielomian @ () nazywamy ilorazem wielomianéw W (z) i U (x).
Podzielno$¢ W (x) przez U (x) zapisujemy symbolicznie U (z) |W (x). n

Definicja
Liczbe zp nazywamy pierwiastkiem wielomianu W (z) < W (zy) = 0. u
Jesli stopien (W (z)) >stopiefr (U (x)), to mozemy zawsze napisac, ze
Wi(z) =U (2)Q () + R(x), (3.1)
gdzie stopien (R (z)) < stopien (U (z)). Wielomian R (x) nazywamy reszta z dzielenia W (x) przez
Y (agézwaZmy teraz przypadek szczegdlny wzoru (3.1) w przypadku, gdy U (z) = 2 —a. W tym

przypadku R (x) jako wielomian stopnia zerowego jest po prostu stala, tzn. R (z) = r. Mozemy
zatem napisaé

Wix)=(x—a)Q(x)+r. (3.2)
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Podstawiajac w powyzszej réwnosci = a, otrzymujemy, ze W (a) = r, zatem
W () = (¢ — a) Q (¢) + W (a) (3.3)
Réwnosé (3.3) mozna sformutowaé¢ w postaci nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie
Reszta z dzielenia wielomianu W (z) przez dwumian x — a jest réwna W (a). m

Bezposrednim wnioskiem z powyzszego twierdzenia jest twierdzenie Bezout.

Twierdzenie (Bezout)
Liczba 2, jest pierwiastkiem wielomianu W (z) < (z — z) |W (). n

Zatézmy teraz, ze zo jest pierwiastkiem wielomianu W (). Przyjmujemy nastepujaca definicje.

Definicja
Krotnoscia pierwiastka zy wielomianu W (x) nazywamy najwicksza liczbe naturalna n taka, ze
(x — 20)" |W (). n

Uwaga
Mozna tatwo pokazaé, ze krotno$é¢ pierwiastka wielomianu moze by¢ okreslona poprzez badanie
zachowania si¢ jego pochodnych w punkcie zy. Pierwiastek z; jest pierwiastkiem n-krotnym wie-
lomianu W (z) & W (20) =0, W' (20) = 0,... , W™D (25) =0, W™ (2) # 0.

3.2.1 Najwiekszy wspolny dzielnik wielomianéw
Definicja

Najwigkszym wspoélnym dzielnikiem wielomianéw W (z) i U (z) nazywamy taki wielomian
d (z), ktory jest wspOlnym dzielnikiem wielomianéw W (z) i U (z), i ktéry jest podzielny przez

kazdy inny wspoélny dzielnik tych wielomianéw. Najwickszy wspolny dzielnik oznaczamy symbolem
d(z) = (W (x),U(z)). u

Z powyzszej definicji wynika, ze najwiekszy wspolny dzielnik wielomiandéw wyznaczony jest
z doktadnoscig do czynnika statego. Opierajac sie na rozumowaniu analogicznym do tzw. algorytmu
Euklidesa mozna udowowodni¢ prawdziwos¢ nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie
Jesli d (x) = (W (z),U (x)), to istnieja takie wielomiany p (z) i 7 (z), ze

W (z)p(x) + U (z)r(x) =d(x),
przy czym stopien (p (z)) < stopien (U (x)) oraz stopien (r (z)) < stopien (W (x)). n

W szezegdlnosei, jesli wielomiany W (x) 1 U (x) sa wzglednie pierwsze, tzn. (W (x),U (x)) = 1,
to istnieja wielomiany p (z) i r (z) takie, ze

Wi(x)p(z)+U(z)r(z) =1
Przyktady

1. Nie wykonujac dzielenia, znajdz reszt¢ z dzielenia wielomianu W (z) = 2% + 2 + 22 + 2 + 1
przez U (z) = 2? — 1.
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Rozwigzanie
Zgodnie ze wzorem ({3.1)), reszta R (x) z dzielenia W (x) przez U (z) jest wielomianem stopnia
pierwszego, zatem mozemy zapisaé, ze R (xr) = ax + b i otrzymujemy

W(z)=(2*>—1)Q(x) + ax +b.

Podstawiajac * = 1 oraz x = —1 i uwzgledniajac fakt, ze W (1) = 5, za§ W (—-1) = 3
dostajemy uktad réwnan
a+b = 5
—a+b = 3,

z ktérego wynika, ze a = 1, b = 4. Szukana reszta jest postaci R (x) = x + 4.
2. Tle wynosi krotnos¢ pierwiastka zo = 2 dla wielomianu W (z) = x° — 5a* + 723 — 222 + 42 — 8?

Rozwigzanie
Zgodnie z uwaga, wyznaczamy pochodne wielomianu W (x).

Poniewaz W (2) = W' (2) = W" (2) = 0 oraz W®) (2) = 42 # 0, wiec 2o = 2 jest trzykrotnym
pierwiastkiem wielomianu W (z).

3.3 Rozkltad wielomianu na czynniki w zbiorze liczb rze-
czywistych
Z poprzednich rozwazan wynika bezposrednio nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie

Jesli 21, z9,. .. , 2y, sa réznymi pierwiastkami wielomianu W (z) stopnia n, o krotnosciach od-
powiednio réwnych kq, ko, ...  ky (k1 + ko + ...+ ky <), to
W(z)=(r—2)" (z—2)" .. (- 2.)"Q2), (3.4)

gdzie @Q (z) jest wielomianem stopnia n — (k; + ko + ... + k), ktéry nie posiada pierwiastkow
rzeczywistych. ]

Prawdziwe jest rowniez nastepujace twierdzenie bedace wnioskiem z tzw. podstawowego twier-
dzenia algebry, ktore zostanie oméwione dalej.

Twierdzenie
Kazdy wielomian W (x) o wspétczynnikach rzeczywistych moze byé¢ przedstawiony w postaci
iloczynu wielomianéw o wspotezynnikach rzeczywistych stopnia co najwyzej drugiego. [ ]
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Przyktady

1. Rozlozyé na czynniki rzeczywiste stopnia drugiego wielomian z* + 1.

Rozwigzanie
Stosujemy przeksztalcenie

2
x4+1:x4+2x2+1—2x2:(x2+1)2—<x\/§) =

= (a:z—x\/ﬁ—l—l) <m2+x\/§+1>-

2. Roztozy¢ na czynniki rzeczywiste stopnia drugiego wielomian 2% + 1.

Rozwigzanie
Stosujemy przeksztatcenie

1= (2 4+1) (2 =2 +1) = (22 +1) (2" + 222 + 1 - 327) =
= (z*+1) [(x2+1)2— (x\/ﬁﬂ _
= (¢*+1) ($2—$\/§+1> (x2+x\/§+1>.

3.4 Rozkltad wielomianu na czynniki w zbiorze liczb ze-
spolonych

Najwazniejsze wlasnosci wielomianéw w zbiorze liczb zespolonych wynikaja z nastepujacego pod-
stawowego twierdzenia algebry po raz pierwszy sformutowanego i udowodnionego przez wielkiego
niemieckiego matematyka Gaussa.

Twierdzenie (podstawowe twierdzenie algebry)
Kazdy wielomian W (x) stopnia n > 1 o wspo6tezynnikach zespolonych ma pierwiastek w
zbiorze liczb zespolonych. [ ]

Z podstawowego twierdzenia algebry i z twierdzenia Bezout wynika nastepujacy wniosek.

Twierdzenie
Kazdy wielomian W (x) stopnia n > 1 o wspoétczynnikach zespolonych ma n pierwiastkow
w zbiorze liczb zespolonych (liczac kazdy pierwiastek tyle razy ile wynosi jego krotnosé). ]

Wniosek
Rozktad na czynniki wielomianu W (x) stopnia n o wspétezynnikach zespolonych w zbiorze
liczb zespolonych jest postaci

W(x)=ao(x—2)" (x—2) .. (x—z)", (3.5)

gdzie zq,29,..., %, sa réznymi pierwiastkami tego wielomianu, k; + ko + ... + k,, = n, ag jest
wspotezynnikiem przy najwyzszej potedze.

Dla wielomianéw o wspotezynnikach rzeczywistych tatwo wykazac¢ prawdziwosé nastepujacego
twierdzenia.
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Twierdzenie
Jedli liczba zespolona zg jest pierwiastkiem n-krotnym wielomianu W (z) o wspo6tczynnikach
rzeczywistych, to liczba sprzezona Zy jest takze pierwiastkiem n-krotnym tego wielomianu. [ ]

Uwaga
Poniewaz iloczyn

(x—2)(x—%) =22 —x-2Rez + |2 (3.6)

jest zawsze wielomianem o wspotczynnikach rzeczywistych, wiec wynika stad natychmiast praw-

dziwos¢ wzoru ((3.4)).

W celu znajdowania wymiernych pierwiastkéw wielomianéw o wspoétczynnikach catkowitych
wykorzystuje si¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie
Jesli wielomian W (z) = aoz™ + a12™ ' + ... + a,_17 + a,, ktérego wszystkie wspotezynniki sg
liczbami catkowitymi, ma pierwiastki wymierne postaci xg = §, to pla, i qlao. [ |

Przyktady

1. Rozlozy¢ na czynniki w zbiorze R i w zbiorze C wielomian W (z) = z* + 4

Rozwigzanie
Aby uzyska¢ rozktad w zbiorze liczb rzeczywistych wystarczy zastosowaé przeksztatcenie

A=t p 4 44— 42® = (P +2)° - (22)° =
:(x2—2x+2) (x2+2x+2).

Dla uzyskania rozktadu w zbiorze liczb zespolonych nalezy znalezé¢ pierwiastki zespolone
réwnania z* + 4 = 0. Stosujac np. wzér de Moivre’a na pierwiastki (1.11)) otrzymujemy, ze
pierwiastkami tymi sg liczby 2y = 1+, 20 = =141, 23 = —1 — 4, z4 = 1 — 1, zatem szukany
rozktad jest nastepujacy

ttd=(r—1-d9)(r+1—d) (z+1+4)(z—1+1i).

bLatwo zauwazy¢, ze zgodnie ze wzorem ([3.6) zachodza rownosci
(x—1—i)(z—1+d)=2*—-2x+2o0raz (x+1—1)(z+1+1i)=2+2z+2.

2. Zbudowaé¢ wielomian najmniejszego stopnia o wspoétczynnikach rzeczywistych, jesli dane sg
jego pierwiastki: podwojny 1, pojedyncze 2, 3, 1 4 1.

Rozwigzanie

7 jednego z powyzszych twierdzen wynika, ze pierwiastkiem szukanego wielomianu musi
by¢ rowniez liczba 1 — ¢. Oznacza to, ze poszukiwany wielomian musi by¢ stopnia szdstego.
Wielomianem spetniajacym warunki zadania jest np.

Wr)=@—-1>@-2)(z-3)(z—1—i)(z—1+1i) =
=@-1)*@—-2)(r—3) (2 —22+2) =
= 2% — 92° + 332* — 652° 4 T42? — 462 + 12.
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3.5 Wzory Viete’a

Rozwazmy wielomian W (z) stopnia n opisany wzorem

W (z) = apx" + a1z ' + ... + ap_17 + a,, gdzie ag # 0. (3.7)

Twierdzenie

Niech z1, 23, ... , 2, oznaczaja pierwiastki wielomianu (3.7), przy czym kazdy pierwiastek wy-
stepuje w tym ciagu tyle razy ile wynosi jego krotnosé. Wowczas zachodza wzory (tzw. wzory
Viete’a):

aq

—:—<Zl—|—22+...+2n),

Qo

a2

— =212+ 2123+ ...+ 212, + 2923+ ...+ 292, + ... Zp_12n,

Qo

as

P (212223 + 212224 + ... + Zn—22n-1%n) (3.8)
0

Qn

— =(=1)"z122... 2.

Qo

Wzory te sg uogdlnieniem wzoréw Viete’a dla tréjmianu kwadratowego. Pozwalajg one w tatwy
sposob okresli¢ wspotezynniki wielomianu w przypadku, gdy dane sa jego pierwiastki.

Przyktad

1. Znalez¢ wielomian W (z) czwartego stopnia, ktérego pierwiastkami sa liczby: 5, —2, 3, 3
(3 jest pierwiastkiem podwdjnym).

Rozwigzanie
Mozemy zatozy¢ dla prostoty, ze ag = 1. Wtedy, zgodnie z wzorami ({3.8)), otrzymujemy

a1 =—(5-2+3+3) =9,
a2:5-(—2)+5~3—|—5-3+(—2)~3+(—2)-3+3-3:17,
az=—(5-(-2)-3+5-(-2)-3+5-3-3+(—2)-3-3) =33,
ay=5-(=2)-3-3=—-90,

a wiec W (x) jest postaci

W (z) = 2* — 92° + 172 + 332 — 90.

3.6 Trudniejsze przyktady

1. Przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomianow o wspotczynnikach rzeczywistych, wielomian
W (z) =2?" — 22" + 2 dlan € N.



TEMAT 3. WIELOMIANY 23

Rozwigzanie
W celu rozwiazania zadania, musimy najpierw wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu W (z)
w zbiorze C. Podstawiajac w réwnaniu

¥ — 21" +2=0
nowg niewiadoma t = x", otrzymujemy
£ —=2t+2=0

skad wynika, ze t = 144 lub t = 1—4. W takim razie pierwiastkami réwnania 2°" —2z"+2 = 0
sa liczby wy 1 v (dla k=0,1,2,... ,n — 1) takie, ze

wp =1+1 oraz vy =1—1.

Zgodnie ze wzorem de Moivre’a na pierwiastki (1.11)), liczby wy i vy moga by¢ zapisane

w postaci
n 2+ 2km 2+ 2km N -2 —2km o =T —2krw
WE = 2 (0084— +isin4—) , Vg = 2 (0054— +2'81n4—)
n n n n
dla £ = 0,1,2,... ,n — 1. Poniewaz liczby te sa wzajemnie sprzezone, tzn. vy = Wy, wiec

odpowiedni rozktad na czynniki rzeczywiste uzyskamy taczac w pary wyrazenia
(z —wp) (x —vp) = (2 — we) (2 — W)

Zgodnie ze wzorem (3.6)), otrzymujemy
&+ 2k
Py (7) = (z —wy) (x — wg) = 2* — 2 ¥/2cos (4—) x+ V2.
n

Oznacza to, ze W (z) réwny jest iloczynowi wielomianéw postaci Py ()
dlak=0,1,2,... ,n—1.

2. Wykaza¢, ze dla dowolnych liczb m, n, p € N wielomian W (x) = 2®™ + 23! 4+ 232 dzieli
si¢ przez U (z) = 2* + x + 1.

Rozwigzanie

Zgodnie 7z twierdzeniem Bezout, wystarczy wykazaé, ze pierwiastki wielomianu U (z) sa
jednoczesnie pierwiastkami wielomianu W (z). Rozwigzujac réwnanie U () = 0 i przedsta-
wiajac pierwiastki x1 i xo W postaci trygonometrycznej, otrzymujemy

1 \/§ 21 21 1 V3 A7 C Ar

Ilz—i—f-i?:COS?‘i‘Z’Sin?, $2:—§—Z7:COSZ+Z'SH'I?.

Korzystajac ze wzoru de Moivre’a na potegowanie ([1.10]) i uwzgledniajac okresowos¢ funkeji
trygonometrycznych, dostajemy

W( ) 27T+, 27 3m+ 27T+, .27 3n+1+ 27T+, .27 Sp+2
e = COS — 7S1N — COS — 781N — COS — 7811 — =
! 3 3 3 3 3 3

- 2 2 4 .4
= (cos0+isin0) + | cos=m +isin=m | + | cos =m +isin -7 | =
3 3 3 3
1. V3 1 3

=1 - 44— - —j=—==0.
2—!—22 2 22 0

Analogicznie dowodzimy, ze W (z5) = 0. Wynika stad, ze U (z) |W (z).
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3.7 Zadania

1. Roztozyé¢ na czynniki w zbiorze R i w zbiorze C wielomiany:
(a) W(z)=2a"—32*+22% — 622 +2 -3
(b) W(x)=a+2*+1
2. Roztozy¢ na czynniki w zbiorze R wielomian W (z) = 2" + 2" + 1 dlan € N

3. Zbudowa¢ wielomian najmniejszego stopnia o wspotezynnikach rzeczywistych, jesli dane sa
jego pierwiastki:
(a) potréjny 2 — 3i
(b) podwdjny i, pojedynczy —1 — i

4. Dla jakich wartoéci parametréw a i b wielomian W (z) = 2%+ ax3+ 222+ +b jest podzielny
przez tréjmian % 4+ x + 17

5. Zmalezé najwiekszy wspolny dzielnik wielomianu W (z) i jego pochodnej (bez obliczania
pochodnej), jezeli:
(2) W(z) = (¢ =1)"(z+1)" (z - 3)
(b) W(z)=(z—1)(a? 1) (2® — 1) (2" - 1)

6. Ile wynosi krotnosé pierwiastka xy dla wielomianu W (z), jezeli:
(a) zg = =2, W (z) = 2° + Tz* + 162 + 82% — 162 — 16
(b) zop =14, W(x) =2+ (1-3))23-3(1+)a*—B3—d)x+1i
() o=1, W (x)=na"t —(n+1)z"+1dlaneN

7. Wyznaczy¢ wartos¢ parametru a tak, aby liczba o = —1 byla pierwiastkiem wielomianu

2% — ax? — ax + 1 o krotnosci co najmniej 2.

8. Liczba 3 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu W (z) = 2% — 323 + ax? + bx — 18.
Zmajdz pozostale pierwiastki tego wielomianu.

9. Wyznaczy¢ wspotezynniki m oraz n tak, aby wielomian 23 + 822 + 5z + m byl podzielny
przez wielomian z? + 3z + n.

10. Dla jakich wartosci parametréw m i n wielomian W (x) = x* + 223 + ma? + nx + 1 jest
kwadratem pewnego wielomianu @ ()7

11. Wielomian W (x) przy dzieleniu przez x — 1, z — 2,  — 3 daje odpowiednio reszty 1, 2, 3.
Wyznacz reszte z dzielenia tego wielomianu przez iloczyn (z — 1) (v — 2) (v — 3).

12. Dla jakich wartosci parametréw a i b reszta z dzielenia wielomianu W (x) przez @ (x) jest
réwna R (z), jezeli:
(a) W(x)=a+222+ax+0b,Q(z)=2*+2—2, R(z) =4z — 3
(b) W(z)=az®+ 24+ Ba—0)x+10,Q () =2*+ 2 —6, R(zr) =3z +4
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() W(x)=a*+(a+b)a®+22+ 2a—b)x—15 Q(x) =22+ 22— 3, R(z) =22 —3
13. Nie wykonujac dzielenia, znajdz reszte z dzielenia wielomianu W (z) przez Q) (z) jezeli:
(a) W(z)=2-1,Q (z) =2*>+4
(b) W(z)=2°-1,Q(z)=2+=x
14. Wyznaczy¢ wartos¢ parametrow A i B tak, aby wielomian W (z) dzielit si¢ przez (z — 1),
jezeli:
(a) W(x) = Az* + B2® + 1
(b) W (z)=Az""' + Ba"+1dlaneN
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Macierze i wyznaczniki

4.1 Macierze - definicje i dzialania

Definicja
Macierza rzeczywista (zespolona) wymiaru m x n, gdzie m,n € N, nazywamy prostokatna
tablice liczb rzeczywistych (zespolonych) ustawionych w m wierszach i n kolumnach.

aix Q2 - Qip

Q21 Q22 -+ Q2
A=

Am1 Am2 - Amn

Przyjmujemy ponadto nastepujace okreslenia szczegdétowe odnoszace si¢ do macierzy specjalnych
postaci.

1. Macierz wymiaru m x n, ktérej wszystkie elementy sa rowne zero nazywamy macierza zerowsa,
wymiaru m X n.

2. W przypadku, gdy m = n, to macierz taka nazywamy macierza kwadratowa stopnia n.
Przekatna macierzy kwadratowej tworzg elementy, ktérych numer wiersza i kolumny jest
taki sam (a;;).

3. Macierz kwadratowa stopnia n > 2, ktérej wszystkie elementy znajdujace sie nad (pod)
glowng przekatna sa réwne zero, nazywamy macierza troéjkatna dolng (gorna).

4. Macierz kwadratowa stopnia n, ktérej wszystkie elementy znajdujace si¢ poza gtowna prze-
katng sa rowne zero, nazywamy miacierzg diagonalng. Macierz diagonalng, ktorej wszystkie
elementy na przekatnej rowne sa 1 nazywamy macierza jednostkowsq i oznaczamy I lub I,,.

Definicja

Niech A = [a;;] i B = [b;;] beda macierzami wymiaru m x n. Sumg (réznica) macierzy A i B
nazywamy macierz C' = [¢;;], ktérej elementy okreslone sa wzorem ¢;; = a;;£b;; dlai =1,2,... ,m,
j=1,2,... n. Sume (réznice) macierzy A i B zapisujemy jako C'= A + B.

Definicja
Niech A = [a;;] bedzie macierza wymiaru m x n oraz niech ¢ bedzie liczba rzeczywista (ze-
spolona). Iloczynem macierzy A przez liczbe ¢ nazywamy macierz B = [b;;], ktérej elementy sa

26
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okreslone wzorem b;; = ca;; dla ¢ = 1,2,... ,m, 5 = 1,2,... ,n. lloczyn ten zapisujemy jako
B = cA.

Twierdzenie (wlasnoSci dodawania macierzy i mnozenia macierzy przez liczby)
Niech A, B i C beda macierzami, zas « i § liczbami rzeczywistymi (zespolonymi). Wowczas
zachodza wzory:

1. A+ B=B+ A

2. A+ (B+C)=(A+B)+C

3. A+ 0=0+ A=A (0 oznacza macierz zerowa)
4. A+ (-A)=0

5. «(A+ B) =aA+aB

(a+pB)A=aA+pA

1-A=A

(af) A = a(BA)

S

Definicja

Niech macierz A = [a;;] ma wymiar m x n, a macierz B = [b;;] ma wymiar n x k (tzn. macierz
A ma tyle kolumn, ile macierz B ma wierszy). lloczynem macierzy A i B nazywamy macierz
C = [¢;;] wymiaru m x k, ktérej elementy okreslone sa wzorem

n

Cij = ailblj + aigbgj + ...+ ambnj = Zaikbkj- (41)
k=1

Wzor (4.1)) wyraza iloczyn i-tego wiersza macierzy A i j-tej kolumny macierzy B. Iloczyn macierzy
A i B zapisujemy jako C' = AB.

Przyktady

1. Obliczy¢ iloczyn C' = AB, jesli

3
A:[_?;_g],B: 10
2 1

Rozwigzanie
Zgodnie ze wzorem (4.1)), iloczyn C' = AB bedzie macierza wymiaru 2 x 2 okreslong naste-

pujaco
3 i
(J:AB:{_f;_g] 1 0=
2 1—i
_ 2:34+1-(=1)+5-2 2-i+1-04+5-(1—4) | [ 15 5—3i
(D343 (-1)+(-2)-2 (-1)-i+3-0+(=2)-(1—d) | | —-10 2+
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2. Rozwiaza¢ rownanie macierzowe

3 3
w[re]-]s s
0 =3

Rozwigzanie
Zgodnie ze wzorem (4.1]) szukana macierz X musi by¢ wymiaru 3x 2. Oznaczajac jej elementy
jako

X =

o o
~ QL o

i wykonujac mnozenie, dostajemy uktad rownan

a+2b 3b 3 3
c+2d 3d |=12 31|,
e+2f 3f 0 -3

skad wynika, zea=1,b=1,¢=0,d=1,e=2, f = —1, zatem

Twierdzenie (wlasnosci iloczynu macierzy)

1.

Jesli macierz A jest wymiaru m X n, a macierze B i C' s wymiaru n X k, to

A(B+C) = AB + AC.

Jesli macierze A, B sg wymiaru m X n, a macierz C' jest wymiaru n X k, to

(A+ B)C = AC + BC.

Jesli macierz A jest wymiaru m X n, a macierz B jest wymiaru n x k, « jest liczbg rzeczywista
lub zespolong, to

A(aB) = (0A)B=a(AB).

Jesli macierz A jest wymiaru m X n, macierz B jest wymiaru n X k, a macierz C' jest wymiaru
k%1, to

(AB)C = A(BC).

Jesli macierz A jest wymiaru m x n, I, i I, oznaczaja macierze jednostkowe stopnia n, to

Al, =1,A=A.

Uwaga
Mnozenie macierzy zdefiniowane réwnoscia (4.1) nie jest na og6é! przemienne, tzn. najczescie]
AB # BA. Réwnosé AB = BA zachodzi tylko w pewnych szczegdlnych przypadkach.
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4.2 Macierz transponowana

Definicja

Niech A = [a;j] bedzie macierza wymiaru m x n. Macierza transponowana do macierzy A
nazywamy macierz B = [b;;| wymiaru n x m, ktérej elementy sa okreslone wzorem b;; = a;; gdzie
i=1,2,...,n, j=1,2,...,m. Macierz transponowang do macierzy A oznaczamy symbolem A7 .

Definicja

Moéwimy, ze macierz kwadratowa A stopnia n jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy A =
AT,
Twierdzenie (wlasnosci macierzy transponowanych)

1. Jesli A i B sg macierzami wymiaru m X n, to

(A+B)" = AT+ BT,
2. Jedli A jest macierzg wymiaru m x n, to
(AT)" = A.
3. Jedli A jest macierzg wymiaru m x n, « jest liczbg rzeczywista lub zespolong, to

(aA)" = aAT.

4. Jesli A jest macierzg wymiaru m x n, a B jest macierzg wymiaru n x k, to

(AB)" = BTAT.
5. Jedli A jest macierza kwadratowsa, k jest liczba naturalng, to

(4h)" = (47)"

4.3 Definicja wyznacznika, rozwiniecie Laplace’a

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Ponizej podamy definicje wyznacznika macierzy
za pomocy indukcji wgledem stopnia macierzy. Nie bedziemy omawiaé¢ definicji permutacyjne;j.

Definicja
Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A nazywamy funkcje det A okreslong na zbiorze macie-
rzy kwadratowych o wartosciach liczbowych zdefiniowana nastepujacym wzorem indukcyjnym:

1. Jesdli macierz A ma stopien n =1 (tzn. A = [a1]), to

det A = aqy;
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2. Jesli macierz A ma stopien n > 2, to
det A = (—1)1+1 a1l det AH + (—1)1+2 a12 det Alg + ...+ (_1)1+n QA1n det Alny

gdzie A;; oznacza macierz stopnia n — 1 otrzymana z macierzy A przez skreslenie i-tego
wiersza i j-tej kolumny.

Wyznacznik macierzy A oznaczamy takze symbolami det [a;;] lub |A].

Uwaga
W przypadku n = 2 zachodzi wzoér

a b

detA:det[c d

] = ad — bc,

w przypadku n = 3 mozna postuzy¢ sie tzw. requl ¢ Sarrusa.

Dla n = 2 wyznacznik ma prosta interpretacje geometryczna, liczba |det A| przedstawia pole
réwnolegtoboku rozpietego na wektorach [a,b] i [¢, d].
W przypadku n = 3 warto$¢ bezwzgledna wyznacznika

det A = det

Q@ QR

b ¢
e f
h k
przedstawia objetosé réwnolegtoscianu rozpietego na wektorach [a, b, c], [d, e, f], [g, h, k].

Przyktad

1. Korzystajac z definicji obliczy¢ wyznacznik macierzy A, jesli

2 4 1
A=1(1 0 -1
2 2 3

Rozwigzanie
Zgodnie z definicja (punkt 2) i wzorem na wyznacznik macierzy stopnia drugiego, otrzymu-

jemy

0 -1 1 -1 10
detA:Qdet[2 3}—4det[2 3}+det[2 2}:

=2.2-4.54+2=—14.

Definicja
Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n > 2. Dopelnieniem algebraicznym
elementu a,;; macierzy A nazywamy liczbe

Dij = (—1>i+j det Az‘j, (42)
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gdzie A;; oznacza macierz stopnia n — 1 otrzymang przez skreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny
macierzy A.

W celu praktycznego obliczenia wartosci wyznacznika, najczedciej korzystamy z tzw. rozwinie-
cita Laplace’a.

Twierdzenie (rozwiniecie Laplace’a wyznacznika)

Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n > 2 oraz niech beda ustalone liczby
naturalne 7 oraz j, gdzie 1 < i,j < n. Wéwcezas wyznacznik macierzy A mozna obliczy¢ z naste-
pujacych wzorow

n

det A = ailDil + aiQDZ‘Q + oo+ aian = ZaikDik, (43)
k=1

det A = allej + anng + ...+ Clnanj = Zaijkj. (44)
k=1

Wzor (4.3) nazywamy rozwinieciem Laplace’a wyznacznika wzgledem i-tego wiersza, wzér (4.4))
nazywamy rozwinieciem Laplace’a wyznacznika wzgledem j-tej kolumny.

Nastepne twierdzenie przedstawia niektére wlasnosci wyznacznikow.

Twierdzenie (wlasnosSci wyznacznikéw)

1.

Wyznacznik macierzy tréjkatnej dolnej (gérnej) jest réwny iloczynowi elementéw stojacych
na jego gtéwnej przekatne;j.

. Wyznacznik macierzy kwadratowej, ktérej jeden wiersz (kolumna) sklada si¢ z samych zer

jest rowny zero.

Jesli w macierzy kwadratowej zamienimy miejscami dwa wiersze (kolumny), to wyznacznik
zmieni znak na przeciwny.

. Wyznacznik macierzy kwadratowej, ktorej dwa wiersze (kolumny) sa identyczne jest rowny

Zero.

Jesli wszystkie elementy pewnego wiersza (kolumny) zawieraja wspolny czynnik, to czynnik
ten mozna wytaczy¢ przed wyznacznik tej macierzy.

. Wyznacznik macierzy kwadratowej, ktorej elementy pewnego wiersza (kolumny) sa sumami

dwoch sktadnikéw jest rowny sumie wyznacznikéw macierzy, w ktérych elementy tego wiersza
(kolumny) sa zastapione tymi sktadnikami.

. Wyznacznik macierzy nie zmieni sie, jesli do elementéw dowolnego wiersza (kolumny) doda-

my odpowiadajace im elementy innego wiersza (kolumny) pomnozone przez dowolna liczbe.

. Wyznacznik dowolnej macierzy kwadratowej A i macierzy transponowanej A” sg réwne, tzn.

det A = det AT,

W praktyce wykorzystujemy najczesciej wlasno$é¢ 7 powyzszego twierdzenia w celu uzyskania
jak najwigkszej liczby zer w danym wierszu lub kolumnie, a nastepnie korzystamy z rozwinigcia

Laplace’a (4.3)) lub (4.4).
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Twierdzenie (Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu macierzy)
Jesli A1 B sa macierzami kwadratowymi tego samego stopnia, to

det(A-B) =det A-det B (4.5)

4.4 Algorytm Gaussa obliczania wyznacznikow

Zatézmy, ze A = [a;;] jest macierza kwadratowa taka, ze a;; # 0 (jesli pierwsza kolumna nie
sktada sie z samych zer, to zamieniajac wiersze miejscami zawsze mozemy uzyskaé¢ taka sytuacje).
Woéwcezas od wiersza o numerze i (gdzie 2 < i < n) odejmijmy wiersz o numerze 1 pomnozony przez
liczbe 2”111 . Operacja ta nie spowoduje zmiany wartosci wyznacznika, jednakze wszystkie wyrazy w

pierwszej kolumnie, poczawszy od drugiego wiersza beda rowne zero. W takim razie, korzystajac
z rozwiniecia Laplace’a (4.4]) wzgledem pierwszej kolumny, otrzymujemy

ailz Qi - Qip @11 Aiz2 -+ QAip b b
0 b b 22 2n
Qg1 G2z -+ Q2n 22 "0 U2 .
. = = an : ) (4-6>
bn2 : bnn
ap1 Ap2 - Ann O bn2 e bnn

co oznacza, ze obliczenie wyznacznika macierzy stopnia n sprowadzamy do obliczenia wyznacznika
stopnia n — 1. Elementy macierzy stopnia n — 1 wyznaczone sg ze wzoru

a
b,-j:aij—alji dlaz':2,...,n,j:1,2,...,n. (47)
ai
Postepowanie powyzsze mozemy powtorzy¢ w odniesieniu do macierzy stopnia n—1 i w ten sposéb
doprowadzi¢ wyjsciowa macierz do postaci trojkatnej gornej.

Uwaga
Jesli w kolejnym kroku okaze si¢, ze w otrzymanej macierzy jedna z kolumn sklada si¢ z samych
zer, to oznacza to, ze wyznacznik macierzy rowny jest zero i przerywamy dalsze postepowanie.

Algorytm powyzszy odgrywa podstawowg role w obliczaniu wyznacznikow i rozwigzywaniu
uktadow réwnan liniowych.

4.5 Macierz odwrotna

Definicja
Niech A bedzie macierzg kwadratowa stopnia n. Macierza odwrotna do macierzy A nazywamy
macierz A~! taks, ze

AA ' =ATA=1,. (4.8)

Definicja
Macierz kwadratowa A nazywamy osobliwg, gdy det A = 0, w przeciwnym przypadku méwimy,
ze A jest nieosobliwa.
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Uwaga
Jesli istnieje macierz A~ to z twierdzenia Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu macierzy (4.5))
wynika ze det A # 0 1 det A~ # 0, bowiem det A - det A=! = det I, = 1. Oznacza to, ze tylko

macierze nieosobliwe moga by¢ odwracalne, tzn. posiada¢ macierz odwrotng.

Twierdzenie (wlasnoSci macierzy odwrotnych)
Zalozmy, ze macierze kwadratowe A i B sg tego samego stopnia, a # 0, n € N. Wowczas
macierze A=, AT, AB, aA, A" takze sg odwracalne i prawdziwe sg réwnosci:

1. det (A7) = m,

2. (A7) = 4,

Dla znajdowania macierzy odwrotnych wykorzystuje sie nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie
Jesli A jest macierzg kwadratows taka, ze det A # 0, to macierz odwrotna A~! istnieje i wyraza

sie wzorem

1

Al = ——
det A

[Dy]" (4.9)

gdzie D;; oznaczaja dopelnienia algebraiczne elementéw a;; macierzy A i sa okreslone wzorem (|4.2)).
[ |

Uwaga

Dla znajdowania macierzy odwrotnej wykorzysta¢ mozna réwniez tzw. bezwyznacznikowy al-
gorytm znajdowania macierzy odwrotnej oparty na przeksztatceniach blokowych.

Niech A bedzie macierza nieosobliwg. W celu znalezienia macierzy A~! wykonamy nastepu-
jace postepowanie. Z prawej strony macierzy A dopisujemy macierz jednostkows I tego samego
stopnia. Na wierszach otrzymanej macierzy blokowej [A|I] wykonujemy tzw. operacje elementarne
(przestawianie wierszy, mnozenie wierszy przez stalg rézna od zera, dodawanie i odejmowanie in-
nych wierszy pomnozonych przez dowolne liczby), ktérych celem jest sprowadzenie calej macierzy
do postaci [I|B]. Otrzymana macierz B jest woczas macierzg odwrotng do A, tzn. B = A~L.
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4.6 Zadania

1. Obliczy¢:

1 3
(a) 21 } +2{
[ 3 —4 5
()] 2 -3 1
|3 5 -1
[ 2 1 -1
0 1 4
© 2 9
2 2 3
() [ sina cosa
& | —cosa sin «v

2. Obliczy¢ f (A), jezeli:

1
—_ o w <9

2 1
0 4
3 29
2 18
0 -3
0 1 2 2
3 3 0 =2
— 1 1 -2
1 4 3 1
' sinf3 cos (3
—cosf sinpf
2 11
3 1 2
-1 -1 0
1 -2
2 —4
3 =5

N — W 1

— O N

N O N

O = O

34
1 01 310
(b>3[021}_[021]
0
1 -1 1 -1 -1
(d>l—1 1 -1 1]' 2
-3
2 =3 5
(f){;_gﬂ- 14 =2
3 —1 1
(h) cosa —sina | | cosf —sinf
sina cosa sinf3  cosf3
1 0 2
=10 21
210
2
0
0
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5. Rozwiazac¢ uktad réwnan macierzowych:

( 2.0 0
( 11 X+Y =020/,
Xrr o= { 0 1 }’ 100 2]
. 10 ) (0 0 2]
| 25T :{O]l' X-Y =]020
(200

N ERI R
H ”.Xw _H H.

6. Obliczajac kilka poczatkowych poteg macierzy A i nastepnie stosujac zasade indukcji mate-
matycznej pokazaé, ze A" = B, jezeli:

a2 (3 ]
|

(©)

\

(11 1 n
(b) A= 101 ]’ B = [ 0 1

(2 —1 5_ A dla n nieparzystych
3 =2 |77 | I dlan parzystych

cosa —sino cosna  —sinna
(d) A= ) B = )
sin o CoS (v sin no cos na

() A= [ cosa sina - cosno  Sin no
© o | —sina cosa |’ | —sinna  cosna
[1 0 1] on=l o 2t
(fy A={0 1 0 |,B= 0 1 0
| 1 0 1 ] on—b g 9on-l
() A= 8 ? (1) B_ A dla n nieparzystych
100 ’ I dla n parzystych

7. Uktadajac odpowiednie uklady réwnan znalezé wszystkie macierze X spetniajace podane
réwnanie macierzowe:
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BRI RS RSSO

4i 0 bl -l
(g) X —iXT = . (h)y | 2 1 X = 0
6—21 —2
31 1
1 2 73 A 31 4 -1
(1){011})( {41} (J>{01}X X{?) o}
1 1 00
2 _ 2 _
wx =]y ;] ox=|0 0]
8. Obliczy¢ nastepujace wyznaczniki:
-1 5 4 5 3 4 1 =z 22
()| 3 =2 0 by| 1 =2 0 (¢) | 22 1 =z | gdriez=—14i¥L3
-1 3 6 -3 6 1 z 22 1
i 1+i 2 1 i 141 ;i’j’;l
(d) | 1—2i 3 —i (e) —i 1 0] (f)
41— 344 L—i 0 1 6 2 10
b ! 23 05
56 000 2 5 0 -1 3
[1) _} g _g 15600 1 0 3 7 -2
(2) 3 9 _9 (hy{O 1 56 0 i)|3 -1 0 5 =5
5 3 1 1 000135 2 6 -4 1 2
6 0 015 0o -3 -1 2 3
9. Niech n oznacza stopien wyznacznika. Udowodni¢ nastepujace tozsamosci:
T a a ... a 1 2 3 R )
a r a ... a —1 0 3 R 1)
(a)|a a x ... a :(x_a)”—l(x+a(n_1)) by |-1 =2 0 coon | =pl
a a a ... T -1 -2 -3 —=(n—=1) 0
530 ... 00 111 ... 1 1
253 ... 00 12 2 ... 2 2
025 ... 00 12 3 ... 3 3
. . . . . . |=3F=2t . . . . : =1
000 5 3 1 2 3 n—1 n—1
000 2 5 1 2 3 n—1 n
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10. Niech n oznacza stopien wyznacznika. Udowodni¢ nastepujace tozsamosci:

510 00
4 5 1 00
0 45 00 .
(@) | . . . .= +31_1
000 5 1
000 4 5
2cosx 1 0 0 0
1 2cosz 1 0 0
0 1 2cosx 0 0 :
(b) . . . . | = 2Ot Gl g £ ke
0 0 0 2cosx 1
0 0 0 1 2cosx
11. Rozwiaza¢ réwnania:
1 1 1 1
11—z 1 1 } -2 g ;4
1 1 2—x 1] = - L= Tl
(a) | ‘ , =0 My Sy =0
: : : -1 x —x 43
1 1 1 n—=
12. Wyznaczy¢ macierze odwrotne do podanych nizej macierzy:
3 =5 [ 1+ 1 [ cosa —sina
(a) [6 2] (b) I 1 1—@'} (c) | sina COos (v
2 5 7 (1 20 [2 7 3
d 6 3 4 )2 30 f) | 3 9 4
5 —2 =3 |1 -1 1 |15 3
13. Rozwiaza¢ podane réwnania macierzowe: i
1 2 3 1 46
(a)X-[? :ﬂ:{:ég} b)X-]023|=|026
| 0 0 3 00 3
- - - [ 5 3 1 —8
©f 2| x=ax+| 7] _H X-| 1 -3 2|=|-5
L - L -5 2 1 -2 1
- . . —1
3 -1 5 6 14 16 0 3 1 2
)] 5 —2_X'[7 8__l910} (f)<{5 —2}+4'X) _{34
(11 1] [1 2
3 - 01 1 01
. — . 00 1]1.x=1]100
(g) 3 X—i—{_Q 1} {7 8} X (h) L ‘ X L
1 00 1 1 00

37




Temat 5
Uktady réwnan liniowych (I)

Definicja
Uktadem réwnan liniowych nazywamy uktad postaci

AX = B, (5.1)

gdzie A = [aj;] jest macierza o wymiarach m x n, X jest wektorem kolumnowym niewiadomych
T1,Ta, ... , Ty, Bjest kolumng wyrazéw wolnych by, by, ... , b,. Uktad (5.1]) mozna zapisa¢ w postaci
rozwinietej jako

a111 + Qs + ... + ap%, = bl
211 + Q%y + ... + Qop¥, = bg

(5.2)
AmiTi + Gmaxs + ... + QunTn = bm

Zaktada sie, ze elementy macierzy A i wektora B sg liczbami rzeczywistymi lub zespolonymi.

Definicja
Uktadem Cramera nazywamy uktad réwnan liniowych (5.1), w ktérym A jest macierza kwa-
dratowa wymiaru n i det A # 0 (A jest macierza nieosobliwa).

Przyktad
1. Zbada¢ dla jakich wartosci parametru p uktad réwnan

r + 3y + 3z = px
3r + y + 3z = py
3r + 3y + 2z = pz

jest uktadem Cramera.

Rozwigzanie
Zapisujac powyzszy uktad w postaci rownowaznej

1—-p 3 3 x 0
AX = 3 1—-p 3 y | =10
3 3 1—0p z 0

stwierdzamy, ze det A = (p 4 2)* (7 — p), zatem dla p # —2 i p # 7 uklad ten jest uktadem
Cramera.

38
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5.1 Wzory Cramera

Twierdzenie (wzory Cramera)
Uktad Cramera (j5.1) ma dokladnie jedno rozwiazanie. Rozwigzanie to okreslone jest wzorem

T et A

dlai=1,2,... n, (5.3)

gdzie A; oznacza macierz otrzymang z macierzy A przez zastgpienie i—tej kolumny macierzy A
kolumng wyrazow wolnych B.

Dowodd
Zapiszmy rozwazany uktad w postaci rozwiniete;
a;1ry + aprs + ... + QpnT, = b1
a1y + G29T2 + ... + QopTy, = bg
: . ) (5.4)
Ap1T1 + Ap2T2 + ...+ AppTn = bn
Niech Dy;, Doy, . .. , D,; oznaczaja odpowiednio dopetnienia algebraiczne elementow aq;, as;, - . . , Qg

okreslone wzorem (4.2). Pomnézmy pierwszy wiersz uktadu (5.4) przez Dy;, drugi przez Dy; itd.
Otrzymamy wtedy uktad

a1 Dyry + apDyze + ... 4+ ap,Duzx, = 0Dy
as1Doizy  + ageDoizs + ... 4+ agDyx, = boDo;
anle’ml + an2Dm’x2 + ...+ annDnixn = annz

Dodajac stronami wszystkie rownania otrzymujemy jedno rownanie postaci
n
c1x1 +cxo + ...+, = ijDj'h (55)
j=1

gdzie

Cp = Zaﬂ‘?Dﬁ dlak=1,2,...,n.

i=1

Na mocy twierdzenia Laplace’a o rozwinieciu wyznacznika (4.4]) wspétezynnik ¢; réwny jest det A,

pozostate wspotczynniki ¢ dla k # ¢ rOwne sg zero, poniewaz przedstawiajg rozwiniecie Lapla-
n

ce’a wyznacznikéw o dwéch identycznych kolumnach (k—tej oraz i—tej). Suma ijDji rowna
j=1

jest det A;, gdzie A; oznacza macierz otrzymang z macierzy A przez zastgpienie i—tej kolumny

macierzy A kolumng wyrazéw wolnych B. Oznacza to, ze réwnosé ((5.5) mozna zapisaé jako

r;det A = det A;,

co konczy dowdd twierdzenia. [ ]
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Prz yktady

1. Rozwiaza¢ uktad réwnan

r + 2y — z =1
v + y + z = 2
x - 5z =0

Rozwigzanie
Obliczajac odpowiednie wyznaczniki, otrzymujemy

det A =28, det Ay =15, det Ay =8, det A3 =3,

-1 2 ,_3
zatem x = 55, Yy = %, 2 = 55.

2. Znalez¢ wielomian W (x), ktéry spetnia warunek

W (z) +2W' (z) — 3W (z) = —32° + 132 — 1

Rozwigzanie
Z tresci zadania wynika, ze W (z) musi by¢ wielomianem stopnia drugiego, zatem

W (z) = ax® + bz + c.

Obliczajac pochodne W' (x) i W" (z), otrzymujemy W' (z) = 2ax + b, W” () = 2a. Po
podstawieniu do warunku zadania i pogrupowaniu wyrazéw w tych samych potegach, do-
chodzimy do rownania

—3az® + (4a — 3b)z + 2a + 2b — 3¢ = —32* + 13z — 1,

skad wynika uktad réwnan na wspoétczynniki

—3a = -3
4a — 3b = 13
2a 4+ 26 — 3¢ = -1

Poniewaz det A = —27, det A; = —27, det Ay =81, det A3 =81, wieca=1,b=3, c=3.

Uwaga

Uktad Cramera moze by¢ rozwigzany metoda znalezienia macierzy odwrotnej do macierzy
A. Ze wzoru wynika, ze kazda macierz nieosobliwa ma macierz odwrotng A~!. Wéwczas
rozwigzanie uktadu Cramera wyraza si¢ wzorem

X =A"'B.
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5.2 Metoda eliminacji Gaussa dla uktadéw Cramera

Rozwazmy uktad Cramera AX = B. Utwérzmy z elementow macierzy A i kolumny wyrazow
wolnych B, tzw. macierz rozszerzong postaci

11 a2 @13 ... Qin ’ by
Q21 Q22 Q23 ... Q2n ’ ba

e e (5.6)
Qp1 Ap2 Ap3z ... Apn | bn

Nastepnie, stosujac tylko operacje elementarne na wierszach (przestawianie wierszy, mnozenie
wierszy przez stata rézng od zera, dodawanie i odejmowanie innych wierszy pomnozonych przez
dowolne liczby), sprowadzamy macierz do postaci

1 00 0 | x
010 ... 0| a
000 ... 1]

w ktorej ostatnia kolumna jest rozwiazaniem uktadu. Mozliwos¢ doprowadzenia macierzy do
postaci wynika z zalozenia o nieosobliwos$ci macierzy A.

Metoda ta jest identyczna z bezwyznacznikowa metoda znajdowania macierzy odwrotnej i opar-
ta jest na algorytmie Gaussa przeksztalcania wyznacznikéw ([4.6)-([4.7).

5.3 Metoda eliminacji Gaussa dla dowolnych uktadéw réw-
nan liniowych

Rozwazmy dowolny uktad réwnan liniowych (5.1)) postaci AX = B, gdzie A jest macierza wymiaru
m X n. Z elementéw macierzy A i kolumny wyrazéw wolnych tworzymy macierz rozszerzona

ap; a2 a3 ... Qip | by
(21 Q22 A23 ... Q2 | by

[A|B] - : : : .. : | : ’ (5'8)
Am1 Am2 Am3 ... Qmn ‘ bm

Na tej macierzy wykonujemy tylko operacje elementarne na wierszach, ale poniewaz nie jest to na
0g6t nieosobliwa macierz kwadratowa, wigc nie da sie jej sprowadzi¢ do postaci (5.7)).

W zaleznosci od m oraz n i innych wtasnosci macierzy A, dochodzimy na koncu do przedsta-
wienia

1 0 0 | Siy41 - S1n | &
0 1 0 | S2r42 .- S2n ’ Z9
B = | . ] (5.9)
0 0 ... 1 | Spg1 -ov Sem | 2
(00 ... 0 | 0 ... 0 | zmn

w ktorym ostatni wiersz moze wystapi¢ lub nie wystapic.
Ponizsze twierdzenie okresla zachowanie si¢ uktadu réwnan w zaleznosci od postaci przedsta-

wienia ([5.9)).
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Twierdzenie

1.

Jesli w przedstawieniu (5.9) wystapi ostatni wiersz i z,..; # 0, to uktad AX = B jest
sprzeczny.

Jesli w powyzszym przedstawieniu nie pojawi si¢ ostatni wiersz oraz r = n, to uktad AX = B
jest réwnowazny uktadowi Cramera i jest jednoznacznie rozwiazalny (tzw. uktad oznaczony).

Jesli w powyzszym przedstawieniu nie pojawi sie ostatni wiersz oraz r < mn, to uktad
AX = B ma nieskoniczenie wiele rozwiazan (tzw. uklad nieoznaczony) przy czym niewiado-
me i1, Trio, ... , T, Nalezy przyjac jako dowolne parametry, za$ niewiadome x1, o, ... , 2,

wyznaczy¢ np. z postaci (5.9)).

5.4 Zadania

1.

Znalez¢ wielomian W (x) mozliwie najnizszego stopnia, ktory dla k = 0, 1,2, 3 spelnia wa-
runek

W (k) = k!.
Zmalez¢ wspotezynniki A, B, C', D wielomianu trygonometrycznego postaci
T (x) = Asinz + Bcosx + C'sin 2z + D cos 2z,

ktory spetnia warunek

T" (x)+ T (z) = sinx — cosx + 8sin 2z + cos 2x.

Dla jakich wartosci parametru p € R podane uktady rownan sa uktadami Cramera?
B 2px +4y —pz =4
a) { é];—i_ D +]Zy 1) _ il)) b) ¢ 2z +y +pz =1
P 4 P 2p+4)x +6y +pz =3

x -y —z2 —t =pzx
-r +y —z —t =py
- -y 4z -t =pz
—-x -y —z +t =pt

pr +3y +pz =0
c) 8 —px +2z = d)
r +2y +pz =p

4. Nastepujace uktady rownan rozwigzaé za pomocg wzorow Cramera oraz metodg macierzows:

20—y 4z =2 2v 4y +3z =1 r +2y —z =1
a) ¢ 3x +2y +2z =-2 D) r =2y +4z =3  ¢) ¢ 3v +y +z =2
r =2y +4z =1 3r  —y +dz =2 x -5z =0

r +2y 43z =1 r +2y +3z =14 r 4y +z =5

d)< 2z +3y +z =3 e) 4 +3y —2z =T f) 2z 42y +z =3
3r 4y +2z =2 r -y +z =2 v +2y +z =1
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5. Nastepujace uktady réwnan rozwiaza¢ metoda eliminacji Gaussa:

r  +y =1
a) r 42y —3z =-3
2 +4dy 4z =1
[z 4y 4z =
o) 2v +2y 4z +t =0
3r +2y +3z +2t =
| 6 +4y +3z +2t =2
( r 44y +2z  —s
2 49y +6z —2s -3t
e) r 42y —z —s +bt
—2x =Ty +z +3s —4t
—r —dy —z +3s +6t

\

2
3z
4x

b)

T
4x

=3
=5
=5
)
=4

—T

+3y 42z
+4y +2z
+2y +3z

—3z
—7z

—z
+4z

+2y
+8y
+2y

+y

43

+3s
+8s
+3s
+3s
—9s

6. Nastepujace uktady prostokatne rozwiaza¢ metoda eliminacji Gaussa:

=1
=1
=1

2x +1
—3t

—t

+y  —z
y +3z
+y  +z

—2s
+s
—9s

+t
+3t
+t

-y +z
+4dy -z
—8y +5z

—t
+4t
+2t
+6t
—Tt

5%
—11x
14z
3x

2x

+2z
—9z
+2z
—T7z
+9z

+s
—2s
+3s
+S

+y
+3y

=0
=1
=1

+6u
—15u
+13u
—2u
+8u

b)

+2y
+y
+5y

+y
Y
+y
-y

+y
-3y +5z
—6y +8z

+z
+3z
+z
+z

+z
+z

7. Przedyskutowac¢ rozwiazalnosé¢ uktadéw rownan w zaleznosci od wartosci parametru p:

x +ply +z =-p

a) = 4y —pz =p°

y +z =1

r +py —z =1

c) x +10y —6z =p
2x -y +pz =0
p+1)x +y

e) r +(p+1)y

X

+z =p*+3p
+z =p*+ 3p?

+y +p@+1)z =p*+3p’

r F4y -2z =-—p
b) ¢ 3z +by —pz =3
pr +3py +z =p
pr  +y +z =
d) r +py +z =p
x4y +pz =p°
pr  +y =2
fyd 3z —y =1
r +4y =p



Temat 6

Przestrzenie liniowe

6.1 Podstawowe definicje i przyktady
Niech X bedzie zbiorem niepustym, K = R lub K = C. Przyjmujemy nastepujaca definicje.
Definicja

Zbiér X nazywamy przestrzenia liniowa (przestrzenia wektorowa) nad K wtedy i tylko wtedy,
gdy w zbiorze X okreslone jest dzialanie dodawania elementéw tego zbioru (dla u, v € X, suma

u+ v € X) oraz dzialanie mnozenia elementéw zbioru X przez liczby z K (dla z € X, A € K,
iloczyn A - x € X) speliajace nastepujace aksjomaty:

1° u+ v = v + u (przemienno$¢ dodawania);

2° (u+v)+2z=u+ (v+2) (tacznos¢ dodawania)

3° istnieje § € X taki, ze dla kazdego u € X, zachodzi u + 6 = u (element neutralny);
4° dla kazdego u € X istnieje —u € X taki, ze u + (—u) = 6 (element przeciwny);

5° dla dowolnego v € X zachodzi 1 - u = u;

6° dla dowolnych «, 5 € K, u € X zachodzi a (Bu) = (af) u;

7° dla dowolnych «, 8 € K, u € X zachodzi (o + ) u = au + fu;

8° dla dowolnych a € K, u, v € X zachodzi a (u + v) = au + av.

Elementy przestrzeni liniowej X nazywamy wektorami.

Uwaga
Odejmowanie elementow przestrzeni X definiujemy jako dodawanie elementu przeciwnego, tzn.

u—v=u+(—v).
Przyktady
. X =R"={x=(x1,29,...,2,) :0; € Rdlai=1,2,... ,n} z dzialaniami

I+y=(x1+y1,x2+y2,... 7xn+yn)
Az = (Axy, Az, ..., \xy,)

jest przestrzenig liniows.

44
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2. X =R¥={x=(z1,29,...) 0, e Rdlai=1,2,...} z dzialaniami

x+y:(x1+y1,x2+y2,...)
Ax = (A\xy, Aza, .. .)

jest przestrzenig liniowa.

3. Niech X = R[z]| oznacza zbioér wszystkich wielomianéw o wspoétczynnikach rzeczywistych
z dziataniami okreslonymi w sposob naturalny, tzn. jako suma wielomianow i iloczyn wielo-
mianu przez liczbe. Zbior ten jest przestrzenia liniows.

4. Niech X = R, [z] oznacza zbiér wszystkich wielomianéw o wspétezynnikach rzeczywistych
stopnia co najwyzej n z dziataniami okreslonymi w sposéb naturalny, tzn. jako suma wielo-
mianéw i iloczyn wielomianu przez liczbe. Zbiér ten jest przestrzenig liniowa.

5. Niech X = C (1) bedzie zbiorem wszytkich funkcji ciagtych na przedziale I C R o war-
tosciach rzeczywistych. Dziatania okreslamy w sposéb naturalny, tzn. jako sume funkcji i
iloczyn funkcji przez liczbe. Zbiér ten jest rowniez przestrzenig liniows.

6. Niech X = M,,«, bedzie zbiorem macierzy o m wierszach i n kolumnach. Jesli A = [a;;]
i B = [b;;], to dzialania okre§lamy w sposob naturalny, tzn.

A+B = [CLZ']' + b”]
AA= [)\aij] .

Zbiér M, ., jest przestrzenia liniowa.
Definicja
Niech X bedzie przestrzenia liniowg nad K. Podzbior W C X nazywamy podprzestrzenia

liniowg przestrzeni liniowej X wtedy i tylko wtedy, gdy:

1° jest on zamkniety ze wzgledu na dziatanie dodawania, tzn. dla dowolnych u, v € W, ich
suma u +v € W,

2° dla kazdego A € K i dowolnego u € W iloczyn A - u € W.

6.2 Liniowa niezalezno$¢ wektorow, kombinacje liniowe

Definicja

Niech X bedzie przestrzenig liniowa. Méwimy, ze wektory uq, us, ... ,u, € X sa liniowo nieza-
lezne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych wspotczynnikéw aq, s, ... , a, € K z warunku
QU1 + ol + ...+ U, =60 (6.1)
wynika, ze
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Definicja
Niech X bedzie przestrzenig liniowa. Mowimy, ze wektory uq, us, ... ,u, € X sa liniowo zalezne
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja wspotczynniki aq, as, . .. , a,, € K, nie wszystkie rowne zero takie,
ze
Uy + s + ...+ apu, = 0.
Definicja
Nieskonczony uktad wektorow z przestrzeni liniowej jest liniowo niezalezny, jezeli kazdy je-

go skonczony poduktad jest liniowo niezalezny. W przeciwnym przypadku uktad taki nazywamy
liniowo zaleznym.

Definicja
Niech X bedzie przestrzenia liniowa. Kombinacja liniowa wektoréw wuy, us, ... , u, nazywamy
kazdy wektor v postaci

V= Ul + QoUg + ... + QplUy,

gdzie ay, e, ... ,q, € K. Zbiér wszystkich kombinacji liniowych wektoréw wy,us, ... ,u, ozna-
czamy przez lin (uy, ug, ... , Uy).
Wektory wuq,us, ... ,u, nazywamy generatorami zbioru lin (uy, ug, ... ,uy,).

Twierdzenie
Niech X bedzie przestrzenia liniowa, niech v, uy, us, ... ,u, € X. Niech W C X bedzie pod-
przestrzenia liniowa przestrzeni X. Wowczas:

1° kazdy uktad wektoréw przestrzeni X zawierajacy wektor zerowy 6 jest liniowo zalezny;

2° jesli wektory wy,us, ... ,u, sg liniowo zalezne, to kazdy uktad wektorow przestrzeni X za-
wierajacy uq,Us, ... , U, jako swoj podzbiodr, jest takze liniowo zalezny;
3° jesli wektory uy, usg, ... ,u, sa liniowo niezalezne, to kazdy podzbiér tego uktadu jest réwniez

uktadem liniowo niezaleznym;

4° jesli wektory wq,us, ... ,u, sa liniowo zalezne (niezalezne) w przestrzeni X, to sa réwniez
liniowo zalezne (niezalezne) w podprzestrzeni W

5% wektory uy, us, ... ,u, sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jeden z nich
jest kombinacja liniowa pozostatych;

6° jesli wektory wuq,us, ... ,u, sa liniowo niezalezne, a wektory v, uy, us, ... ,u, sa liniowo za-
lezne, to wektor v jest kombinacja liniowa wektoréw wuy, us, ... , Us,.

Twierdzenie (Steinitza)
Niech vy, v9,...,v, € X, W = lin (vq,vg,... ,v,). Niech wektory wy,ws,... ,wy € W beda

liniowo niezalezne. Wéwczas k < n.
[

Przyktady

1. Uktad wektoréw (1,0,0,...), (0,1,0,...), (0,0,1,...) jest uktadem liniowo niezaleznym
w przestrzeni R,

2. Uktad elementéw {1,z,z?%, ...} jest ukladem liniowo niezaleznym w R [z].

3. Uktad funkcji postaci fy (z) = e*® dla A € R jest uktadem liniowo niezaleznym w C (R).
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6.3 Baza i wymiar przestrzeni liniowej

Definicja
Baza przestrzeni liniowej X nazywamy nazywamy liniowo niezalezny zbiér B wektoréw tej
przestrzeni taki, ze X = lin B.

Przyktady
1. Zbadaé, czy uklad wektoréw u; = (1,1,1), us = (1,0,0), uz = (0,2,2) jest bazg w R3.

Rozwigzanie
Poniewaz us = 2u; — 2us, zatem rozwazany uktad nie jest ukltadem wektoréw liniowo nieza-
leznych. Oznacza to, ze nie jest bazg w R3.

2. Zbada¢, czy uklad wektoréw u; = (1,1,0), us = (1,0,1), ug = (0,1,1) jest baza w R3.

Rozwigzanie
Sprawdzajac liniowa niezalezno$é tego ukladu wektoréw, zgodnie z [definicja) rozwazamy
warunek (6.1), z ktérego wynika, ze

ap Fag =0
a1 —l—OZg =0
gy +oa3 = 0

a wiec ay; = ag = agz = 0.
Rozwazamy teraz dowolny wektor u = (a,b,c) € R3. Uktad réwnan

a1 Fas =a
(0%} +ag = b
ay +a3 =¢c

ma dla dowolnych a, b, ¢ doktadnie jedno rozwiazanie, co oznacza, ze u € lin (uy, us, us),
zatem R® = lin (uy, us, u3). Oznacza to, ze rozwazany uktad jest bazg R3.

Twierdzenie
Kazda przestrzen liniowa ma baze.

Z twierdzenia Steinitza mozna tatwo wyprowadzi¢ nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie

1° Jesli baza przestrzeni liniowej sktada sie z n wektorow, to kazda inna baza tej przestrzeni
sktada sie tez z n wektorow.

2° Jesli baza przestrzeni liniowej jest nieskoniczona, to kazda inna baza tej przestrzeni jest takze
nieskonczona.

3° Kazdy uktad wektoréw liniowo niezaleznych w przestrzeni liniowej mozna uzupetni¢ do bazy
tej przestrzeni.
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7 powyzszego twierdzenia wynika poprawnosé¢ nastepujacej definicji.
Definicja
Wymiarem przestrzeni liniowej X nazywamy liczbe elementéw dowolnej bazy tej przestrzeni,

o ile baza ta jest skonczona, lub oo, o ile baza tej przestrzeni zawiera nieskonczenie wiele wektoréw.
Wymiar przestrzeni oznaczamy symbolem dim X.

6.3.1 Standardowe bazy i wymiar podstawowych przestrzeni liniowych

Przyktady

1. Baze przestrzeni R" tworza wektory

e1 = (1,0,0,...,0), es=(0,1,0,...,0),... ,en = (0,0,0,...,1), diimR" = n.
2. Baze przestrzeni R, [x] tworza wektory: 1, z, z%,... 2", dim R, [z] = n + 1.
3. Baze przestrzeni R [z] tworza wektory 1, =, 2% ..., dim R[z] = oo

4. Baze przestrzeni M,,«, tworza macierze, z ktorych kazda sktada si¢ z jedynki i mn — 1 zer,
przy czym jedynka przebiega wszystkie mozliwe miejsca macierzy. Macierzy takich jest mn.
W zwigzku z tym dim M,, «, = mn.

6.4 Przedstawienie wektora w bazie
Niech B bedzie baza przestrzeni liniowej X. Wowczas prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie
Kazdy wektor v przestrzeni liniowej X ma jednoznaczne przedstawienie w postaci kombinacji
iniowej| wektoréw bazy, tzn. istnieja jednoznacznie okreslone liczby «; € K, takie, ze

v = Oélbl + O[ng + ...+ Oénbn, (62)
gdzie b e Bdlat=1,2,... ,n.

Dowéd
Przypusémy, ze przedstawienie (6.2) nie jest jednoznaczne, tzn., ze

v =aqb; + asby + ...+ ayb, = ajby + asby + ...+ a,b,

dla réznych uktadow liczb oy, o (niektére z tych wspotezynnikéw moga byé réwne zero). W takim
razie, przenoszac wszystkie wyrazy na jedna strone, otrzymujemy kombinacj¢ liniowa

(al—a\f)bl—k(ag—a})bg—i——i—(an—&vn)bn:@

rowng zero, ktorej nie wszystkie wspotczynniki sa zerowe, przeczy to liniowej niezaleznosci wekto-
rOW by, by, ... by
]

Definicja
Wspétrzednymi wektora v w bazie B nazywamy wspoétczynniki «; € K kombinacji liniowej
(6.2) v =a1by + agby + ... + @b, przedstawiajacej ten wektor.
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Przyktady
1. Niech X = R2% Znalez¢é wspotrzedne wektora (5, —4) w bazie B = {(1,1),(1,0)}.

Rozwigzanie
Warunek (6.2)) prowadzi do uktadu réwnan

ap Foae = 5
q = —4,
ktorego jedynym rozwigzaniem sg liczby oy = —4, ap = 9.

2. Niech X = Ry [z]. Znalez¢ wspolrzedne wektora w (z) = z + 2 w bazie
B={l+xz1-z,1+z+ 2}

Rozwigzanie
Warunek

v+t =a(1+2)+a(l—2)+a;s(l+z+2?)

prowadzi do uktadu réwnan

3 =1
a1 —Qy +agz = 1
a1 Foe oz = O,
z ktérego otrzymujemy, ze ay = —%, g = —%, az =1

Przy zamianie jednej bazy przestrzeni liniowej na druga, zmianie ulegaja [wspotrzedne wekto-|
Do opisu tej zmiany stuzy tzw. macierz przejscia.

Definicja
Niech X bedzie przestrzenia liniowa oraz niech

B={by,by,... b}, B ={, b, .. b}

bedg bazami tej przestrzeni. Macierzg przejscia z bazy B do bazy B’ nazywamy macierz kwa-
dratowg P stopnia n, ktérej kolejnymi kolumnami sg wspotrzedne kolejnych wektoréow bazy B’
w bazie B.

Twierdzenie
Niech X bedzie przestrzenig liniowg i niech v € X. Niech

B={by,by,... by}, B ={b, b, . b}

beda bazami przestrzeni X, a P macierza przejécia z bazy B do bazy B’. Wéwczas wspotrzedne

[, oy, ... al] wektora v w bazie B" wyrazaja sie wzorem

/
/

a a
2 _ 2
Sl =P .
/

al, Qp,
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gdzie [ay, ag, ... , a,] sa wspotrzednymi wektora v w bazie B.

Dowédd
Potraktujmy wektory b; i b, jako wektory kolumnowe. Z definicji macierzy przejscia z bazy B do
bazy B’ wynika, ze

b, 0] = [by,bo,. .. by P,

Poniewaz I, = PP, wiec

ap
Qo
U:a1b1+06262+...+04nbn=[bl,bg,...,bn] . =
an
anq | €3]
(0%)] Q9
:[bl’sz.__’bn](prl) . :([bl,bg,...,bn]P) Pi1 . -
Oy, Ay,
Qg
_ a2
= [b), b, ... 0] | P?
Qp
Z ostatniej rownosci wynika, ze liczby o), o, ... ,a) okreslone réwnoscia
o) ay
as _p o
al oy,

sg wspolrzednymi wektora v w bazie B’.

6.5 Zadania

1. Sprawdzié¢, ze podane zbiory W sa podprzestrzeniami liniowymi odpowiednich przestrzeni
liniowych V:

a) W={Q2x—y,y+z2) eR?:z,y,z € R}, V=R%
b) W:{<x7y7z7t)€R4:$—y:Z—t}7V:R4;
o) W={peRyla]:p(1) =p'(0)}, V =Rlz];

d) W:{A€M3X3:A:AT}, V:ngg.

2. Opisaé¢ wszystkie podprzestrzenie liniowe przestrzeni R3.

3. Okresli¢, ktore z podanych zbiorow U, W, X, Y sa podprzestrzeniami liniowymi wskazanych
przestrzeni liniowych V:
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2)

V=R :{(x, y):le—yl <1}, W= {(z,y) : In(1 - 2% —y?) > 0},
= {(x,y) : 922 + 122y + 4y* = 0}, Y ={(z,y) : 32> + bzy — 2y*> = 0}.
VRt =Km% 031l =20y}, W= {(z1,9,2,0) : 2,y €R},
={@y,20):2°+2°=0}, YV ={(z,x+y,—2,—y) z,y €R}.
V=R>® U=4(x,): lim |z,| =00 lub hm Ty, = O}
W = {(x,) : ciag (x,) jest zbiezny lub ograniczony},
X = {(x,) : istnieje ny € N takie, ze x,, = 0 dla n > ng},
Y ={(z,) : Tpio = 2, + 2441 dla kazdego n € N}.

V =Rlz], U = {p:stopien p réwny jest 4},
W ={p:2p(z) =p(2z) dla kazdego x € R},
X ={p:p(0)=01ubp'(0) =0},
Y = {p: wielomian p jest funkcja parzysta}.
V=C(R), U={f:funkcja f jest niemalejaca},
W = {f : funkcja f jest r6zniczkowalna},
X = {f : funkcja f jest stata na zbiorze N},
Y=A{f:f(x+y)=f(z)f(y) dla dowolnych z,y € R}.

0 0
0 0

o (3 e A P!

V = Myyo, U:{A:AAT:[ ” W ={A:det A >0},

4. Wektory (3,—2,5), (0,1,1) przedstawi¢ na wszystkie mozliwe sposoby jako [kombinacje li-|
miowe wektordw:

a) (3,

—2,5), (1,1,1); b) (3,-2,5), (1,1,1), (0,-5,2);

¢) (1,-2,3), (1,0,1), (0,2,—1); d) (1,-2,3), (1,0,1), (=1, —2,1).

5. Zbadaé z definicji [liniowa niezaleznosd podanych uktadéw wektorow w odpowiednich prze-
strzeniach liniowych:

a
b

C

)
)
)
d)
)
)
)
)

(
(
(
3

h I,A,A2dlaA:{

1, 4) (2,3), (1,1), (5,6) w przestrzeni R?
1,-2,3), (1,0,1), (0,2,—1) w przestrzeni R3;
1,-2,3), (1,0,1), (—1,—2,1) w przestrzeni R3;
—x, 44z, 2z + 3 w przestrzeni R [z];

e) 2— a3 3z +2, 2+ — 1 w przestrzeni R [z];
f) 1, cos, cos 2z, cos’ x w przestrzeni C (R);

g) 1, x, coszx, €* w przestrzeni C (R);

1 -1

9 1 ] w przestrzeni Msyo.
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10.

11.

Uzasadnié¢ liniowa zalezno$¢ podanych wektoréw w odpowiednich przestrzeniach liniowych
przedstawiajac jeden z tych wektorow jako kombinacje liniowa pozostatych:

a) (1,2,3), (2,3,4), (1,1,1) w przestrzeni R3;
b) 2t =3+ —z+1, 3+ 22+, 2 —2® +x, 2t + 23 + 22 + 2+ 1 w przestrzeni Ry [z];
¢) sinz, sin (5 — x), sin (§ — x) w przestrzeni C (R);

)

d) arcsinx, arccosz, 1 w przestrzeni C ([—1, 1]).

Wektory u, v, w, x sg liniowo niezalezne w przestrzeni liniowej V. Zbadac¢ [liniowa niezalez-|
modd wektorow:

a) u+v, v+ w, u+ w; b)u,u+v, u+v+w, u+v+w+z;

c)u—v,v—w, w, du—v,v—w, w—1x, r— U

e) u—3v+ 5w, 2u+ v+ 3w, 3u+ 2v+4w; f)2u+3v+w, ut2v+x, du+ Tv+w+ 2.

. Uzasadni¢ [linilowa niezaleznosc| podanych nieskonczonych uktadow wektoréw z odpowiednich

przestrzeni liniowych:

a) {(1,0,0,...), (1,1,0,...), (1,1,1,...), ...} w R>;
b) {1xx }WR[]

) {pn € pn(z) == dlaz #1,n € N} w R[z]
d) {1,cosz,cos2z,...} w C(R).

. Wyznaczy¢ nastepujacych przestrzeni liniowych:

a) V={(r,y,2) e R®: 4o — y+ 2z = 0};

b) V={Q2r+s—t,t—ur+3s+us+ut—u):rstucR};
) V:{(x7y7'z’tER4:x_y:y—Z:Z_t)};

d) V=_peRsx]:p(1)+p(2)=p(3)+p (0)}.

C

Sprawdzi¢ z definicji, czy podane zbiory wektorow sg wskazanych przestrzeni linio-
wych:

a) B={(2,5), (3,1), (6,-7)} w R

b) B={(2,3,-1), (1,-3,2)} w R?;

c) B={(1,-1,4), (3,0,1), (2,1,-2)} w R3;

d) B= {2z +4, 3z — 2%, —22% + 4z — 4} w Ry [z].
Wektory u, v, w tworzg przestrzeni liniowej V. Zbada¢ z definicji, czy podane zbiory
wektoréw tez sa bazami przestrzeni V:

a) u—2v+w, 3u+w, u+4v—w

b) w, 2u + v, 3u — v + 4w;

c)v—u, u+3v,2v—u

d) 2u, w4+ u — 2v, w — u.
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12. Dla jakich wartosci parametru p € R podane zbiory wektoréw stanowia odpowiednich
przestrzeni R"?

a) B={(p—2,p), (3,2+p)} wR:

b) B={(1,3,p), (p.0,—p), (1,2,1)} w R%;

c) B={(1,1,1,1), (1,p,2,3), (1,p*,4,9), (1,p* 8,27)} w R*

d) B={(0,1,1,...,1), (p,0,1,...,1), (p,p,0,...,1),...(p,p,p,...,0)} wR"™
13. Wskazad [bazy]i okresli¢ podanych przestrzeni liniowych:

a) V={+y+zx—yr—2y—=z2) :zyz2cR}

)

b) V={(a+2b+c¢,3a—b+2c,5a+ 3b+4c) : a,b,c € R};
) V={(z,y,2,t) ER*: 20 —y =2 — t = 0};
)
)
)V

(@]

d) V.=A{p € Ry[z] : p(22) = dap' (z) + p(0)};
e) V= {A [aij]EM3X4:aij:Odlai§j};

f) V =1in{l, e*, e *, sinhx, coshz} C C (R).

14. Zmalez¢ podanych przestrzeni liniowych zawierajace wskazane zbiory wektorow:

a) {(=1,5,3)} w R

b) {(1,0,1,-1), (2,3,-1,2), (3,3,2,1)} w R%;

¢) {2x — 3, 23 +4x — 1} w R3 [x];

d) {z?+5, 2% — 3z, 2* — 223} w Ry [x];

e) {1, 1+2% 1+ +at, 1+22+ 22 +2%...} w R[z].

15. Znalezé z definicji podanych wektoréw we wskazanych bazach odpowiednich
przestrzeni liniowych:

a) v=(1,4) e R?, B={(1,5), (1,6)};
b) v = (8, 1,7, 5) S R4, B = {(1,0,0,0), (1, 1,0,0), (1,1, 1,0), (1, 1, 1,1)}

) p=a*—3x+3€Rx], B={a*+3z—1,—2*+x+3,222 — 2z — 2}

16. Wyznaczy¢ wektora v w podanej bazie B’ pewnej przestrzeni liniowej, majac
dane jego wspotrzedne w bazie B:
a) [4, —3], B = {bl,bg}, B = {2[)1 — bz,bl + 2b2},
b) [1,1,-2], B={x,x+ 1,2> + 1}, B'={1,1 + 2%z + 2*};
C) [1,2, ,n], B = {bl,bz,... ,bn}, B/ = {bl — bg,bg —bg,... 7bn—1 — bn,bn}
17. Obliczy¢ wskazanych wektoréw w wybranych bazach podanych przestrzeni li-
niowych:
a) V={(r—-by,z+y2x+yx+y): x,yc R} v=(-24,"74);
b) V={(z,y,2,t) eR*: x — 2y =y — 22 = 0}, v = (8,4,2,9);
c) V={peRs[x]:p(1)=p(0)}, g =223 — 2> — x + 5;
)

3 1
d) V= {A:[aij]€M2X2:a11—|—a22:0},B={_2 _3]
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18.

19.

20.

21.

Znalez¢ takie odpowiednich przestrzeni liniowych, w ktérych wskazane wektory maja
podane wspotrzedne:

a) v=(2,—-1,3) € R3 [1,0,1];

b) v=(1,1,1,1) e RYL, V = {(z,y,2,t) e R* 12 =t, x — 3y + 2z = 0}, [2,2];
¢) v={(1,0,...,0) €R", [1,1,...,1].

Napisaé |macierze przejscial z bazy B do bazy B’ odpowiedniej przestrzeni liniowej:

a) V=R B=1{(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)}, B' = {(1,0,1), (0,1,1), (0,0,1)};
b) V =Ry (x|, B={2%x,1}, B' = {32? — z,220* + x — 1,2% + 5z — 6}.

Wykorzystujad macierze przejscial z baz standardowych odpowiednich przestrzeni liniowych
do baz zadanych, znalezé podanych wektoréw w tych bazach:

a) V=R%ov=(1,1), B ={(4,1),(-2,3)};
b) V = R3, v = (—2,4,7), B ={(1,-2,3),(2,1,4),(=3,1,-6) };

¢) V=Rsr], w(z)=22%—2%+1,
B = {223+ 32> +2x + 1,22 + o+ 1, 2% + 2x + 1,22* + = + 1}.

Wektor v ma w bazie {by, bs, b3} wspétrzedne [0, 1, —2]. Stosujac [macierz przejscialz bazy do
bazy obliczy¢ tego wektora w bazie:

a) {bl + bg, bg + bg, b1 + bg};
b) {2by + by — 3bs, 3by + 2by — by, by — by + b3}




Temat 7

Uktady réwnan liniowych (1)

7.1 Minory, rzad macierzy

Definicja
Minorem stopnia k macierzy A € M,,«, nazywamy wyznacznik macierzy kwadratowej stopnia
k otrzymanej z macierzy A przez skreslenie pewnej liczby wierszy i kolumn.

Definicja
Rzedem macierzy nazywamy najwiekszy stopien jej niezerowego minora.

Rzad macierzy oznaczamy symbolami r (A4), rz (A) lub rank (A).
Twierdzenie (wlasnosci rzedu macierzy)

1. Jesli A € Myysn, to 0 <1z (A) < min (m,n).

2. Rzad macierzy i rzad macierzy transponowanej sa réwne, tzn. rz (A) = rz (AT).

3. Zamiana dwéch dowolnych wierszy (kolumn) macierzy nie zmienia jej rzedu.

4. Pomnozenie dowolnego wiersza (kolumny) przez liczbe rézna od zera nie zmienia rzedu
macierzy.

5. Dodanie do ustalonego wiersza (kolumny) sumy innych wierszy (kolumn) pomnozonych przez
dowolne state nie zmienia rzedu macierzy.

]
Dowod powyzszego twierdzenia moze by¢ tatwo przeprowadzony przy pomocy twierdzen do-
tyczacych [wtasnosci wyznacznikow .|

Przyktady

1. Zbada¢ z definicji rzad macierzy

1 p -1 2
A=|2 -1 p 5
1 10 -6 1

w zaleznosci od parametru p.

95
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Rozwigzanie

Poniewaz minor i _1(1) = 21 # 0, wiec rzad macierzy A moze by¢ rowny 2 kub 3. Rzad
ten rowny bedzie 2 tylko wtedy, gdy wszystkie minory stopnia 3 rowne beda zero, tzn. gdy

1 p -1 1 p 1 -1 2 p —1 2

2 -1 p|=0, 12 -1 5|=0, |2 p5H5|=0 |-1 p 5|=0.

1 10 —6 1 10 1 1 —6 1 10 —6 1
Rozwigzujac powyzsze réwnania otrzymujemy kolejno: p1o = —5,43; p = +3; p = +3;
p12 = —13,+3. Oznacza to, ze dla p = 3 wszystkie minory stopnia 3 sg réwne zero, zatem
1z (A) = 2 dla p = 3. Dla p # 3 istnieja minory stopnia 3 rézne od zera, wiec rz (4) = 3 dla
p#3.

2. Korzystajac z wlasnosci rzedu macierzy obliczy¢ rz (A), gdzie

A:

-~ Ot
0 =~ N
O W W
O N =

5
1
11

Rozwigzanie
Odejmijmy od trzeciego wiersza sume drugiego wiersza i pierwszego pomnozonego przez 2.

Otrzymamy
123 45
1z (A) =1z 543 21 :rz<{;‘)igg?]):2,
00 0O0O0
: 112
poniewaz | 4‘——6740.

Rzad macierzy mozna réwniez scharakteryzowaé przy pomocy nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie
Rzad macierzy réwny jest liczbie [liniowo niezaleznych| wierszy (kolumn) tej macierzy.

]
7.2 Twierdzenie Kroneckera-Capelli
Rozwazmy uktad rownan liniowych postaci
AX =B, (7.1)
gdzie A = [a;;] jest macierza o m wierszach i n kolumnach, B jest kolumng wyrazéw wolnych (pra-
by T
by . . o :
wych stron), B = .|, X jest kolumng niewiadomych, X = | . (por. (5.1))). Niech [A|B]
b Tn

bedzie macierza rozszerzona tego uktadu (por. (5.6)). Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie (Kroneckera-Capelli)
Uktad réwnan liniowych (7.1)) ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy

rz (A) =1z ([A|B)). (7.2)

Jedli rz (A) = n (n jest liczba niewiadomych), to uktad powyzszy jest jednoznacznie rozwiazalny.
Jeslirz (A) = r < n, to uktad ten ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od n—r parametréw
(ukltad nieoznaczony).

[

Przyktady

1. Przedyskutowacé rozwigzalnos¢ uktadu rownan

r —y +2z =3t =2
2 +y —z +4t =1
dr —y +3z -2t =5.

Rozwigzanie
Zbadamy rzedy macierzy A i [A|B] przeksztalcajac macierze wierszami (od ostatniego wier-
sza odejmiemy sume drugiego wiersza i pierwszego wiersza pomnozonego przez 2).

1 -1 2 -3 2 1 -1 2 -3 | 2
17 2 1 -1 4 |1 =1z 2 1 -1 4 |1
4 -1 3 -2 |5 0 0 0 010

Poniewaz wykonane zostato przeksztatcenie wylgcznie na wierszach, wiec wnioskujemy z ostat-
niej réwnosci, ze 1z (A) = 2 i 1z ([A|B]) = 2. Oznacza to, ze uklad powyzszy jest uktadem
nieoznaczonym, ktorego rozwiazania zalezg od dwoch parametrow.

2. Przedyskutowaé rozwigzalno$é¢ uktadu réwnan

dr -y H+z =3
20 3y —z =
20 -4y +2z =2

Rozwigzanie
Odejmujac od pierwszego wiersza sume drugiego i trzeciego wiersza, otrzymujemy

4 -1 1] 3 0 0 0| —4
z| |2 3 -1 | 5|]|=w|]2 3 -1 5],
2 —4 2| 2 2 -4 2| 2

zatem 1z (A) = 2, 1z ([A|B]) = 3, poniewaz,

0 0 —4
3 -1 5|#£0.
—4 2 2

Oznacza to, ze rozwazany uklad jest sprzeczny, poniewaz nie jest speliony warunek (|7.2))
z twierdzenia Kroneckera-Capelli.
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7.3 Zadania

1. Wykonujac lelementarne operacje| na wierszach lub kolumnach podanych macierzy, wyzna-

czy¢ ich

1 =3 21 2 [ —2 1 -3 1 =5
a) |2 1 -1 31 b) | 45 15 30 —60 75
4 -5 356 | 5 3 2 8 7
(3 1 6 21 1 2 3 4
C)21422 d)5678
31313 9 10 11 12
2121 4 | 13 14 15 16

2. Znalez¢ podanych macierzy w zaleznosci od wartosci parametru p:

11 p [ 1 P 2
a) | 3 p 3 b) | 1 -2 p+7
| 2p 2 2 |1 2p+2 —(p+3)
[p—1 p-—1 1 1 1 110p
c) 1 p?P—1 1 p—1 )11 pop
1 p—1 p—1 1 | 1 ppop
3. Rozwiazaé¢ nastepujace uktady réwnan liniowych:
(
2% 4y -z =2 20 +y 4z =2
r +3y 4z =95
a) r =2y +3z =1 b)
3¢ —y +2z =5 vy A =7
Y | 20 +3y -3 =14
(
x +2y +3z =4 vty =3z =l
2 +y -2z =1
) 2z +y —z = d) 4y 4z =
v 43y +2z =7 v 42y 3. =1
r =2y +z +t =1 v 43y 422 =0
2x -y +3z =
e)d v =2y +z -t =-1 f)
r —2y +z +5t =5 3v. —by 44z =
Y - x +17y +4z =0

4. Okresli¢ liczbe rozwigzan podanych uktadéw réwnan liniowych w zaleznosci od wartosci
parametru p:

p+1lz +(p-3)y =p+1 vty e
a) (p+2)x 9y —2p b){ 2z +y +z =p
r 4y +pz = p?
pr +y 4z =1 pr +py +pz +pt =p
B r +py +pz +pt =p
c) r +y —z =p d)
v —y 4pr =1 r +y +pz +pt =p
r 4y 4z +pt =
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5. Rozwiazac i przedyskutowaé¢ nastepujace uktady réwnan liniowych w zaleznosci od wartosci
parametrow m oraz n:

v =2y +z =m nx +y +z =4
a) ¢ br —8y +9z =3 b) r +my +z =3
2z 4y +nz = -1 r +2my +z =4
mx 4y =2 m +y +z =1
c) v —y =1 d) r +my +z =m
r +dy =m T +y +mz =m?

6. Rozwiazac i przedyskutowaé nastepujace uktady réwnan liniowych w zaleznosci od wartosci
parametru p:

r +2y 43z =-1
2) 3r +6y +7z =p
2 +4y +5z =2

r +2y 44z = -—p

pr 4y —2z +t =p
b) r +py +z =3
20 +2y 42z +pt =2

pr +3y +z Ht =
c) ] 2z —pz +t =-2 d)

Tr +py —5z +pt =-—p 2-pz +2-py +z =1

px +y +pz =p
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Przeksztalcenia liniowe

8.1 Podstawowe definicje i przyktady
Definicja
Niech U i V beda przestrzeniami liniowymi (rzeczywistymi lub zespolonymi). Méwimy, ze

przeksztatcenie L : U — V jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych wektorow w,
uy € U i dowolnych skalaréow oy, ay € K spelniony jest warunek

L (cquy + agug) = ag L (uq) + aoL (ug) . (8.1)

Uwaga
Z warunku (8.1)) wynika w szczegdlnosci, ze:

1. L(uy £ug) =L (up) £ L(ug);

(
L(ou)=al(u)dlaae K,ueU,
L) =

(

4. L(oquy + agug + ... + apty) = ag L (uy) + ool (ug) + ...+ o, L (uy,), dlauy,ug, ... ,u, € U,
Qaq,Qo, ..., aneK.

Przyktadami przeksztalcen liniowych sg niektére odwzorowania geometryczne takie jak syme-
trie, obroty i jednoktadnosci na ptaszczyznie i w przestrzeni trojwymiarowej, a takze przeksztat-
cenia okreslone w ponizszych przyktadach (1)-(3).

Przyktady
1. L:R"—=R™ L(x)=A-x, gdzie A jest dowolna macierza o m wierszach i n kolumnach.

2. L: Ry [z] = Ry [2], (Lw) (z) = Low (z), dlan < k.

3. L:C([a,b])—>R,L(f):/f(x)dx

4. L: My, — R, L(A) = det A nie jest przeksztalceniem liniowym.

60
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Twierdzenie

Niech {uy,us, ... ,u,} bedzie baza przestrzeni liniowej U oraz niech vy, vs,... v, € V. Wow-
czas istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie liniowe L : U — V takie, ze L(u;) = v; dla
1=1,2,... ,n. n

Przyktady

1. Przeksztalcenie liniowe L : R? — R? przeprowadza wektor u; = (3, 1) na wektor v; = (=5, 8),
a wektor us = (6,—1) na wektor vy = (1,0). Znalezé obraz wektora u = (—3,2) w tym
przeksztatceniu.

Rozwigzanie
Wystarczy zauwazyc, ze uktad wektoréw u;, us stanowi baze R%. Poniewaz

U= U — Ug,
wiec zgodnie z (8.1))

L(u)=L(uy)— L(uz) =v; —uvy = (—6,8).

2. Przeksztalcenie liniowe L : Ry [x] — Rs [x] przeprowadza wektor pg = x—1 na wektor g = 1,
wektor p; = 22 — z na wektor ¢; = x oraz wektor p, = 3 — 2% na wektor ¢ = 2. Znalez¢
obraz wektora p = 2 — 2z + 3 w tym przeksztalceniu.

Rozwigzanie
Uklad wielomianéw py, p1, p2 jest liniowo niezalezny, zatem stanowi baze w Ry [z]. Poniewaz

P =2p1 + po,
wiec, podobnie jak w poprzednim przyktadzie, wnioskujemy, ze

L(p)=2L(p1) + L(p2) =21 + qo = 2° + 2.

8.2 Jadro i obraz przeksztalcenia liniowego
Definicja
Jadrem przeksztatcenia liniowego L : U — V nazywamy zbiér Ker L okreslony wzorem

Ker L={ueU:L(u)=0}. (8.2)

Definicja
Obrazem przeksztatcenia liniowego L : U — V nazywamy zbiér Im L C V' okreslony wzorem

ImL={L(u):ueU}. (8.3)

Uwaga
Z powyzszych definicji wynika natychmiast, ze Ker L jest podprzestrzenig liniowg przestrzeni
U, za$ Im L jest podprzestrzenia liniowg przestrzeni V.
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Twierdzenie (owymiarze jgdra i obrazu przeksztalcenia liniowego)
Niech U i V beda skoniczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi, niech L : U — V bedzie
przeksztatceniem liniowym. Wtedy

dim (Ker L) + dim (Im L) = dim U, (8.4)

w szczegblnosei zawsze zachodzi nieréwnosé dim (Im L) < dim U (przeksztalcenie liniowe nie pod-
nosi wymiaru przestrzeni). [ |

Przyktady

1. Wyznaczy¢ wymiar jadra i obrazu przeksztalcenia liniowego L : R?* — R? okreslonego wzo-
rem L (x,y,2) = (x — 3y + 2z, =22 + 6y — 42).

Rozwigzanie
Zgodnie ze wzorem ({8.4)), wystarczy wyznaczy¢ Ker L = {(z,y,2) € R®: L (x,y,z) = (0,0)}.
Rozwigzujac uktad réwnan

r =3y +2z =0
—2x +6y —4z =0

otrzymujemy, ze
r=3s—2t, y=3s8, z =1,
zatem dim (Ker L) = 2, dim (Im L) = 1.

2. Wyznaczy¢ wymiar jadra i obrazu przeksztalcenia liniowego L : R® — R* okreslonego wzo-
rem L($,y72) = (l’—y,l’—Z,y—Z,y-fL’).

Rozwigzanie
Wyznaczamy Ker L = {(z,y,2) € R*: L (z,y,2) = (0,0,0,0)}, co prowadzi do uktadu réw-

nan
xr =y =0

x —z =0

y —z =0

- +y =0,

z ktérego otrzymujemy, ze x = y = z = t, a zatem dim (Ker L) = 1, dim (Im L) = 2.

3. Wyznaczy¢ wymiar jadra i obrazu przeksztalcenia liniowego L : Ry[x] — Ryl[z], gdzie
(Lp) (x) = ap/ ().

Rozwigzanie

Niech p (z) = az* + b2 + cx? + dx + e, wtedy zp' (z) = 4az* + 3bx® + 2cx? + dz. Wielomian
ten réwny jest tozsamosciowo zero wtedy i tylko wtedy, gdy a = b = ¢ = d = 0. Oznacza to,
ze dim (Ker L) = 1, dim (Im L) = 4.
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8.3 Macierz przeksztalcenia liniowego

Definicja

Niech By = {uy,us, ... ,u,} i By = {v1,v2,... ,v,} beda bazami przestrzeni U i V. Macierza
przeksztalcenia liniowego L : U — V w rozwazanych bazach nazywamy macierz A;, = [a;;] o m
wierszach i n kolumnach, ktorej kolejne kolumny sg wspotrzednymi wektorow
L(uy),L(us),...,L(u,) w bazie By, tzn.

L (u;) = ayv1 + agva + ... + apivy, dlai=1,2,... n. (8.5)
Przyktady

1. Wyznaczy¢ macierz przeksztatcenia L : R® — R3, gdzie L (z,y,z) = (v,y,0) w bazach
By ={(1,2,0),(0,-1,1),(0,2,-1)} i By = {(1,1, 1) ,(1,0,0),(1,1,0)}.

Rozwigzanie
Zgodnie ze wzorem (8.5)) oznaczmy uy = (1,2,0), us = (0, —1,1), ug = (0,2, —1),
= (1,1,1), v = (1,0,0), v3 = (1,1,0). Poniewaz z definicji przeksztalcenia L wynika, ze

L(U1>:(1,270) :O'Ul—U2+2U3,
L<u2>:(o,_1,0) :0"(}14‘112—1}3,
L(Ug) = (0,2,0) :0'U1 —2U2+2’03,

a wiec macierz Ay, jest postaci

0 0 0
A= -1 1 =2
2 —1 2

2. Wyznaczy¢ macierz przeksztalcenia L : R3[z] — Rq [z], gdzie (Lp) (x) = p' (x — 1) w bazach
By = {1 v,z 3}1BV—{1:103:}

Rozwigzanie
Niech uy =1, ug =z, u3 = %5, uy = %5, vy = 1, vg = x, vy = 2. Wtedy

L(u1)=0=0-v1+0-vy+0-u3,
L(uy) =1=wy,

L(uz) =2 —1=—v; + v,
L(ug) = (x —1)* = vy — 20y + vs,

a wiec
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Twierdzenie (opostaci przeksztalcenia liniowego)
Niech Ay, bedzie macierza przeksztatcenia liniowego L : U — V' w bazach By i By. Niech

T n

T2 ) Y2
Tr = A 1 y =

L Ym

beda elementami odpowiednio U i V' takimi, ze L (z) = y, a x; 1 y; oznaczaja ich wspolrzedne
w wybranych bazach. Wtedy

Ap-x=y. (8.6)

|
Twierdzenie
Przeksztatcenie L : R™ — R™ jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje macierz A wymiaru
m X n taka, ze

L(z)=A-ux, (8.7)

przy czym A = Ay, gdzie Aj oznacza macierz przeksztatcenia L w bazach standardowych.

Twierdzenie (zwigzek rzedu macierzy przeksztalcenia i dim (Im L))
Rzad macierzy przeksztalcenia liniowego réwny jest wymiarowi obrazu tego przeksztatcenia.
|

Na przeksztatceniach liniowych mozna w naturalny sposéb okresla¢ dziatania.
Definicja

1. Niech L; i Ly beda przeksztatceniami liniowymi U w V. Sumag przeksztatcen L, i Ly nazy-
wamy przeksztatcenie (Ly + Lg) : U — V okreslone wzorem

(L1 + Lo) (u) = Ly (u) + Lo (u) dlauweU. (8.8)

2. Niech L : U — V bedzie przeksztatceniem liniowym i niech o bedzie skalarem. [loczynem
liczby « i przeksztatcenia L nazywamy przeksztatcenie (aL) : U — V okre§lone wzorem

(al)(u) =aL(u) dlaueU. (8.9)

3. Niech L: U -V i K :V — W beda przeksztatceniami liniowymi. Ztozeniem przeksztatcen
L i K nazywamy przeksztalcenie (K o L) : U — W okreslone wzorem

(KolL)(u)=K(L(u)) dlaueUl. (8.10)

4. Niech przeksztatcenie liniowe L : U — V bedzie réznowartosciowe oraz niech ImL = V.

Przeksztatceniem odwrotnym do przeksztalcenia L nazywamy przeksztatcenie (L71) : V —
U okreslone warunkiem

(LYW =u<L(u=v davelU,veV. (8.11)
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Uwaga

Suma przeksztalcen liniowych, iloczyn przeksztalcenia liniowego przez liczbe, zlozenie prze-
ksztatcen liniowych oraz przeksztalcenie odwrotne do przeksztatcenia liniowego sa takze prze-
ksztatceniami liniowymi.

Nastepujace twierdzenie precyzuje warunki réwnowazne dla odwracalnosci przeksztatcenia li-
niowego, tzn. dla istnienia przeksztatcenia L' zdefiniowanego warunkiem (|8.11)).

Twierdzenie

Niech dimU = dimV = n. Niech L : U — V bedzie przeksztatceniem liniowym i niech Ap
bedzie macierza przeksztatcenia L w ustalonych bazach przestrzeni U i V. Wowczas nastepujace
warunki sa rownowazne:

1. Przeksztalcenie L jest odwracalne;

2. Przeksztalcenie L jest roznowartosciowe;

3. Ker L =0,

4. ImL =V;

5. 1zA, =dimV =n;

6. det Ay # 0. [ |

Twierdzenie

Zatozmy, ze przeksztalcenia liniowe L, K, Li, L, maja w ustalonych bazach odpowiednich
przestrzeni liniowych macierze przeksztatcen Ay, Ax, Ar,, Ar,. Wowczas zachodzg nastepujace
wzory okreslajace macierze przeksztatcen otrzymanych w wyniku dziatan —:

Apyer, = Ap, + Ap,, (8.12)
Aur = oAy, (8.13)
Agor = Ak - AL, (8.14)
A1 = (A)™" gdy L jest odwracalne. (8.15)
[

Przyktady

1. Niech przeksztalcenia liniowe L : R?* — R? oraz K : R? — R? beda okre$lone wzorami:
L(z,y,2) = (x+y—22x+y) i K(s,t) = (s—3t,s+1t). Wyznaczy¢ macierz ztozenia
KoL :R?® — R? w bazach standardowych.

Rozwigzanie
7 tresci zadania wynika, ze macierze Ay, i Ax okreslone sg jako

11 —1 1 -3
AL:{Q 1 o}’AK:L 1}’

zatem na mocy réwnosci (8.14) otrzymujemy

1 -3 11 —1 -5 -2 -1
AK"L:AK'AL:L 1}'{21 o]:[ 3 2—1}
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2. Przeksztalcenie liniowe L : R? — R? jest réznowartosciowe. Wiadomo, ze L (1,—1) = (0, 4)
oraz L1 (2,0) = (1,1). Wyznaczy¢ L? (1,0).

Rozwigzanie
Na mocy warunku (8.11)), z tresci zadania wynika, ze L (1,1) = (2,0) i L(1,—1) = (0,4).

Poniewaz
(1,0) = %(1,1)%(1,-1) P (0,1) = %(1,1) —%(1,—1),
wiec
L?(1,0) = L(L(1,0)) =L (% (2,0)+%(0,4)> =L(1,0)+2L(0,1) =
= 22,00+ 5(0.4) +(2,0) ~ (0,4) = (3,-2).

8.4 Wartosci wlasne i wektory wlasne przeksztalcen linio-
wych

Niech V' bedzie przestrzenig liniowg i niech L : V' — V bedzie przeksztalceniem liniowym tej
przestrzeni w siebie.

Definicja

1. Liczbe A nazywamy wartosciag wtasna przeksztalcenia liniowego L wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje taki niezerowy wektor v € V', ze

L(v)= M (8.16)

2. Kazdy niezerowy wektor v € V spelniajacy warunek (8.16) nazywamy wektorem wlasnym
odpowiadajacym wartosci wlasnej A. Zbior wektorow wlasnych odpowiadajacych wartosci
wtasnej A oznaczamy przez W). Zgodnie z definicja

Wy={veV:L({w)=Mv}. (8.17)

Bezposrednio z przyjetej definicji wynika prawdziwos$é nastepujacej uwagi.
Uwaga

1. Zbior W) jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.

2. Zachodzi inkluzja L (W) C Wy (bo L (L (v)) = L (Av) = AL (v)).

3. Wy = Ker (L — \I), gdzie I oznacza identycznosé.
Twierdzenie

Niech A bedzie macierza przeksztalcenia liniowego L : V' — V w bazie B = {v, v, ... ,0,}
przestrzeni V. Wowczas:
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1. X jest wartoscia wtasna przeksztalcenia L wtedy i tylko wtedy, gdy
det (AL — M) =0; (8.18)

2. z € W, wtedy i tylko wtedy, gdy jego wspolrzedne (z1, zo, ... ,x,) w bazie B sa niezerowym
rozwigzaniem uktadu rownan

T 0
i) 0

(Ar=AD) | | =] . (8.19)
Tn 0

Przyktady

1. Wyznaczy¢ wartosci wlasne oraz odpowiadajace im podprzestrzenie wektoréow wlasnych
przeksztalcenia liniowego L : R? — R? okreslonego wzorem L (x,y) = (22 + y, z + 2y).

Rozwigzanie
7 tresci zadania wynika, ze

2 1
AL:|:1 2:|7

zatem korzystajac z warunku (8.18]) otrzymujemy réwnanie

det([2_>1\ 2_)1\D:(2—)\)2—1:0,

z ktorego wynika, ze A\ = 11 Ay = 3 sa wartosciami wlasnymi przeksztalcenia L.
Aby wyznaczy¢ Wy = {v € R?: L (v) = v}, zgodnie z (8.19)), wystarczy znalez¢ niezerowe
rozwigzania uktadu réwnan

r +y =0
r +y =0.

Otrzymujemy stad, ze Wy = lin ((1, —1)).
Analogicznie wyznaczamy W3 = {v € R? : L (v) = 3v} = lin ((1, 1)).
2. Wyznaczy¢ wartosci wlasne oraz odpowiadajace im podprzestrzenie wektorow wlasnych

przeksztalcenia liniowego L : Ry [x] — Rs [z] okreslonego wzorem (Lp) (z) = xp” (x).

Rozwigzanie
Niech p (z) = az? + bx + ¢. Wowezas (Lp) (x) = x - (2a) = 2ax. Niech B = {1, z, 2%} bedzie
baza standardowa w R [x|. Macierz przeksztalcenia L jest zatem postaci

0 00 0 00 c 0
Ar=100 2], bo |00 2]-]b|=]2a]|,
0 00 0 00 a 0

skad wynika, ze jedyna wartoscig wlasna przeksztatcenia jest A = 0.
Wektorami wlasnymi odpowiadajacymi wartosci wtasnej A = 0 sa takie wielomiany drugiego
stopnia p (x), dla ktérych a = 0. Oznacza to, ze Wy = lin (1, x).
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Twierdzenie (wlasnosci wektoréw wlasnych)

1. Wektory wtasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym przeksztalcenia liniowego sg

liniowo niezalezne.

Jedli przeksztalcenie liniowe L ma n réznych wartosci whasnych (n = dim V'), to odpowia-
dajace im wektory wtasne tworza baze przestrzeni V.

. Jesli przeksztatcenie L ma r réznych wartosci whasnych Ay, Ao, ... | A\, a wymiary odpowia-

dajacych im podprzestrzeni wektoréw wtasnych Wy, Wy,, ..., W) spelniaja zwiazek
dim Wy, + dim Wy, + ... +dim W), =n,
to istnieje baza przestrzeni V' ztozona z wektorow wtasnych przeksztalcenia L.

Jesli wektory whasne przeksztalcenia L tworza baze przestrzeni V', przy czym L (v;) = Aoy,
to macierz przeksztatcenia L ma w tej bazie postac¢ diagonalna, gdzie na przekatnej macierzy
Ay stoja kolejne wartoséci wtasne przeksztalcenia L.

M O - 0
0 X -+ 0
Ap=1| . . . :
0 0 - M\,
|
8.5 Wartosci wlasne i wektory wlasne macierzy
Niech A bedzie macierzg kwadratowg n x n.
Defi nicja
Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wielomian okre$lony wzorem
wy (A) =det (A—AI). (8.20)
Roéwnaniem charakterystycznym nazywamy réwnanie postaci
wa (A) =0. (8.21)

Definicja

1.

Wartoscia wlasna macierzy A nazywamy kazdy pierwiastek wielomianu charakterystycznego
tej macierzy, tzn. liczbe A spelniajaca rownanie charakterystyczne w4 (A) = 0.

. Wektorem wtasnym macierzy A odpowiadajacym warto$ci wlasnej A nazywamy kazdy nie-

zerowy wektor z = (x1, s, ... ,x,) spelniajacy uktad réwnan
T T T
i) X2 . . . x2
A-| | =X| . |, lubw postaci rownowaznej (A—AXI)-| . | =0 (8.22)
Ty Ty, Ty
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Uwaga

Wartosci wtasne i wektory wtasne macierzy A sa identyczne z warto$ciami wlasnymi i wektora-
mi wlasnymi przeksztalcenia liniowego, L : R™ — R", dla ktérego A jest macierzg przeksztalcenia,
tzn. L(x) = A - .

Ponizsze twierdzenie jest wnioskiem z [wtasnosci 4| wektorow wtasnych.

Twierdzenie

Jesli wektory wlasne odpowiadajgce réoznym wartosciom wlasnym macierzy A tworzg baze
przestrzeni R™, to istnieje nieosobliwa macierz K taka, ze macierz D = K 'AK jest diagonalna.
Na przekatnej macierzy D stoja kolejne wartosci wlasne macierzy A. [ ]

8.6 Macierze dodatnio i ujemnie okreslone

Definicja
Moéwimy, ze macierz A = [a;;] stopnia n jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego niezerowego wektora (z1,za, ... ,x,) € R" zachodzi nier6wnosé

ZaijZEi.ij > 0. (823)

ij=1
Moéwimy, ze macierz A = [a;;] stopnia n jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy dla

dowolnego niezerowego wektora (x1, zs, ... ,z,) € R" zachodzi nieréwnosé

n

Zaijxixj < 0. (824)

1,5=1

Oznaczmy przez Ay tzw. minory gtéwne macierzy A, tzn.

a1; Q12 - Alg
Q21 Q22 -+ A2k

Ay = det . . ) . . (8.25)
Q1 Qg2 -+ Qgk

Zachodzi woczas nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie (Sylestera)
Niech A = [a;;] bedzie macierzg rzeczywista symetryczng stopnia n. Wowczas:

1. macierz A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Ay >0dla k=1,2,... n;
2. macierz A jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy (=1 A, > 0dlak =1,2,... ,n.
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8.7 Zadania

1. Udowodni¢, ze obrot o kat «, okreslony wzorem Y = AX, gdzie A = [ cosa —sina ]

sina  cosa
jest przeksztalceniem liniowym w R?. Dla jakich wartoéci a@ przeksztalcenie to ma wektor
wlasny?

2. Napisa¢ macierze w bazach standardowych odpowiednich przestrzeni liniowych przeksztatcen
Ly o Lyo Ly oraz (L2)2 o Ly, jezeli

(a) Ll . RS — R2, L1 (.T
Ly :R? - R2, Ly (x,
Lg . Rz — R4, Lg (ZL’

y,2) = (x —y+ 2,2y +2),

y) =2z +y,z—y),

y) = (v —y,y — x,2z,2y);

(b) Ly : R?* — Ry ], Ly (a,b) = azx®* + bx +a — b dla (a,b) € R?
Ly : Ry[x] — Ra[z], (Lop) () = xp/ (—x) dlap € Ry [x],

Ly: Ry [2] = R?, (Lgp) () = (p(1),p'(2)) dlapé€ Ry[z].

3. Udowodni¢, ze w przestrzeni R¥ o wymiarze nieparzystym kazde przeksztalcenie liniowe ma
wektor wlasny.

4. 7Zmalez¢ wartosci wlasne i wektory wtasne podanych przeksztatcen liniowych:

(a) L:R? — R? L(x,y) = (4o +2y,y — x)

(b) L:R* — R?, L(z,y) = (2x +y,4y — x)

(c) L:R> —R3 L(x,y,2)=(r,2x+2y,—x —y — 2)

(d) L: R — R L(z,y,2) = 3z —y,6x — 2y,2z —y + 2)
(e) L: Rylz] — Ryla], (Lp) (x) = xp’ (2)

() L: Ryle] = R [2], (Ip) (2) = " (2)

(g) L:C*—C? L(x,y) = (~y,7)

(h) L:C?* - C? L(z,y) = ((1+3i)z — 4y, (1 — 3i)z — 2x)
(i) L:C*—C3 L(z,y,2) = (2iz,z+ (1 +1)y,3x + 1y —i2)
(j) L:C*—C3 L(x,y,2)=(r—2,2y,x+ 2)

5. Dla podanych liniowych przeksztalcenn ptaszczyzny R? i przestrzeni R? znalezé wartosci wia-
sne i wektory wtasne. Otrzymane wyniki porownaé z interpretacja geometryczna.

(a) Symetria na plaszczyznie wzgledem punktu (0;0)
(b) Rzut prostopadty w przestrzeni na o§ OZ

(
(d
(e
(f

Rzut prostopadty w przestrzeni na ptaszczyzne m:x+y+2 =20

)
)
¢) Rzut prostopadly w przestrzeni na prostg [ : x =y = 2
)
) Symetria w przestrzeni wzgledem plaszczyzny xOy

)

Symetria w przestrzeni wzgledem prostej [ : x +y =0,z =0

6. Przeksztalcenie liniowe L : R? — R? przeprowadza wektory (1,1) i (1, —1) odpowiednio na
wektory (1,1) i (3, —3). Znalez¢ macierz tego przeksztalcenia i wyznaczyé¢ L (5, 1).
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7. Przeksztalcenie liniowe L : R® — R3 spelnia warunki L (0,1,1) = (0,1,1), L(2,2,0) =
(0,0,0), L(1,0,0) = (—1,0,0). Znalez¢:

(a) L(z,y,2) dla dowolnych (z,y,2) € R3
(b) L'%(2,3,6)

8. Wyznaczy¢ wartoéci wlasne i wektory wlasne nastepujacych macierzy:

a)

9. Wyznaczy¢ warto$ci wtasne i

a)

0 1
2 1

00
01
01

01
—6 5
0 0

-2

0
-2
—1

-2
—4
3

b)

1
2
0

Led o
44
1 1 -1
30 =5 22
—48 68 32
—42 1 118

wektory wlasne nastepujacych macierzy:

N I
(]

0 0
-1 2
01

10. Wyznaczy¢ wartosci wlasne i wektory wlasne nastepujacych macierzy:

a)

67

W~

0 0

4421 0

1 5

b)

d)

1 11
2 2 2

- 0 =2
04 O
2 0 ?

11. Okredli¢ znak wyrazenia f (x,vy, z) = 2 + 2zy + 2y* + 4yz + 522

12. Okresli¢ znak wyrazenia f (z,y,2) = 2xy + 222 + 4yz — 22 — 5y? — 22°.

13. Okredli¢ znak wyrazenia f (z,y, z) = 22 + 3y* — 42° + 4oy — 4yz.



Temat 9

Grupy, pierscienie, ciata

9.1 Podstawowe definicje i wlasnosci grup

Rozwazmy zbiér G zamkniety ze wzgledu na pewne dziatanie o. Zbiér G z dziataniem o nazywaé
bedziemy struktura algebraiczng i oznaczaé przez (G, o). Przyjmujemy nastepujaca definicje.

Definicja
Strukture algebraiczna (G, o) nazywamy grupa wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa warunki:

1. dziatanie o jest tgczne, tzn. dla dowolnych a, b, c € G zachodzi warunek

ao(boc)=(aob)oc; (9.1)

2. istnieje element e € G (element e nazywamy elementem neutralnym lub jedynka grupy) taki,
ze dla kazdego elementu z € G

eor=xo0e=u; (9.2)

3. dla kazdego elementu x € G istnieje element z7* € G (element odwrotny do x) taki, ze

rox t=ztox=e. (9.3)

Jesli dodatkowo, dziatanie o jest przemienne, to grupe nazywamy przemienng lub abelows.
Twierdzenie

1. Element neutralny e jest wyznaczony jednoznacznie.

2. Dowolny element x € G ma co najwyzej jeden element odwrotny.

Dowédd

Jesli e i € bytyby elementami neutralnymi, to z réwnosci (9.2)) wynika, ze ece’ = e’ ieoe =e,

zatem e = €.

Analogicznie, jesli y 1y’ bylyby dwoma réznymi elementami odwrotnymi do x, to z ([9.1]) wynika
(yox)oy =eoy =y
yo(roy)=yoe=y,

72
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a wiec y = /. ]
Definicja

Rzedem grupy (G, o) nazywamy liczbe elementéw zbioru G, jesli G jest zbiorem skonczonym
lub oo, jesli G jest zbiorem nieskonczonym.

Rzad grupy oznaczamy przez r (G).
Przyktady

1. Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Przez G oznaczmy zbiér wszystkich prze-
ksztatcen wzajemnie jednoznacznych X na X. Jako dziatanie o przyjmujemy sktadanie prze-
ksztalcen. Zbior (G, o) stanowi grupe.

2. 7Zbior liczb catkowitych Z z dziatlaniem dodawania stanowi grupe. Zbior Z z dziataniem
mnozenia nie stanowi grupy (dlaczego?).

3. W zbiorze trzyelementowym X = {e,a,b} okreslamy dzialania za pomoca tabelki

ole|lalb

elelalb (9.4)
alal|b|e '
blblela

Struktura (X, o) stanowi grupe przemienna (abelowa).

Twierdzenie (prawo jednostronnego skracania)
W dowolnej grupie (G, o) zachodzi prawo jednostronnego skracania:

1. jesliaob=aoc, tob=c
2. jeSliaob=rcob, toa=c.

D o w 6 d wynika natychmiast z jednostronnego pomnozenia powyzszych réwnosci przez
odpowiedni element odwrotny. |

Twierdzenie
Dla dowolnych a,b € G zachodzi réwnos¢

(aob) " =b"toat (9.5)
D o w 6 d wynika z tacznosci dziatania o, poniewaz

(aob)o(b_loa_l) :ao(bob‘l)oa:aoeoa_lze.

[ |
Definicja (potegi elementu)
Potege elementu x € G' o wyktadniku catkowitym n okreslamy jako:
P =e 2" =a"ox, x7"=(2")"" dlaneN. (9.6)
Twierdzenie
W dowolnej grupie (G, o) prawdziwe sg wzory:
2k o g™ = ghtm. (xk)m = ghm (9.7)
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9.1.1 Grupy cykliczne
Definicja
Grupe (G, o) nazywamy grupa cykliczna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taki element = € G,

ze kazdy element y € G mozna przedstawié¢ jako potege o wykladniku catkowitym elementu x.
Element = nazywa sie generatorem grupy (G, o).

Uwaga
Bezposrednio z powyzszej definicji wynika, ze jesli C,, jest grupa cykliczna rzedu n oraz x jest
generatorem tej grupy, to C, = {e,z, 2% ... 2" '} oraz 2" = e. Poza tym dla dowolnych liczb

catkowitych &k, m zachodza wzory

n—m -m m-+kn __ m. (98)

Definicja
Rzedem elementu x grupy skonczonej (G, o) nazywamy najmniejsza liczbe naturalng k taka,

7e x* = e. Rzad elementu oznaczamy przez r ().

Uwaga

1. W grupie skonczonej rzad kazdego elementu jest nie wiekszy od rzedu grupy, tzn. zachodzi
nieréwnosé r (z) < r (G).

2. Element x jest generatorem grupy cyklicznej C,, wtedy i tylko wtedy, gdy r (z) = n.

Przyktady

1. Grupa tréjelementowa (X, o), w ktorej dziatanie okreslone jest tabelka (9.4) jest grupa cy-
kliczng rzedu 3, poniewaz a® = b, a® = e, zatem X = {e,a,a®}. Generatorami tej grupy sa
zaréwno element a jak i element b.

2. 7Zbioér catkowitoliczbowych poteg 2 z dziataniem mnozenia jest przyktadem nieskonczonej
grupy cyklicznej. Jej generatorami sa liczby 2 i %

9.1.2 Podgrupy, warstwy, dzielniki normalne

Definicja

Podzbior I' grupy G nazywamy podgrupa wtedy i tylko wtedy, gdy jest zamkniety ze wzgledu
na dziatanie o, tzn. gdy dla dowolnych a,b € I' wynik dzialania aob € I', oraz gdy dla dowolnego
elementu a € I' element odwrotny a=! € T

Twierdzenie
Podzbiér I' C G jest grupa wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych a,b € I' zachodzi

aob lel.
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Przyktady

1. Niech (Z,+) bedzie grupa liczb catkowitych z dzialaniem dodawania. Niech (27, +) oznacza
zbiér liczb parzystych z dziataniem dodawania. Latwo sprawdzi¢, ze (2Z,+) jest podgrupa

grupy (Z,+).

2. Rozwazmy zbiér czteroelementowy X = {e,a,b,c} z dziataniem okreslonym nastepujaca
tabelka:

(9.9)

ojs || o
SRR R RS
Ol
Qoo o o
CEE-RE N Es R Es)

Grupe (X, o) nazywamy grupa Kleina. Jej podgrupami (wlasciwymi, a wiec réznymi od
grupy jednoelementowej ({e}, o) i catej grupy (X, o)) sa:

({e’a’} 70) ) ({67 b}7o) ’ ({6’ C}7O) *

Latwo zauwazy¢, ze grupa Kleina nie jest przyktadem grupy cyklicznej, poniewaz
r(a) =r(b) =r(c) = 2 natomiast r (G) = 4.

Definicja

Niech (T',0) bedzie podgrupa grupy (G,o) i niech a € G. Zbiér {y e G:y=aox, €T}
nazywamy warstwa lewostronna elementu a wzgledem podgrupy (I, o) i oznaczamy przez a o I'.
Warstwa prawostronna nazywamy zbior {y € G :y =z oa, x € I'}.

Twierdzenie

Warstwy lewostronne (prawostronne) elementéw grupy (G, o) wzgledem jej podgrupy (T, o)
tworza podziat zbioru G na podzbiory roztaczne.

Dowodd

Rozwazmy przypadek warstw lewostronnych. Dla warstw prawostronnych dowdd przebiega
analogicznie. Dla dowolnego x € G zachodzi, ze x = roe € x oI, zatem kazdy x nalezy do jakiejs
warstwy.
Przypusémy teraz, ze

aol’'NboT # (.
Wynika stad, ze pewnych x,y € I' zachodzi
aox=boy.
W takim razie
a:boyom_lédlazel“,aoz:bO(yO:B_loz) €bol,

zatem a o I' C b o I'. Analogicznie pokazujemy inkluzje w strone przeciwng, tzn. bo I’ C aoT.
Oznacza to, ze jesli warstwy nie sg roztaczne, to sg identyczne, co konczy dowdd twierdzenia. m

Twierdzenie (Lagrange’a)
Rzad podgrupy dowolnej grupy skonczonej jest dzielnikiem rzedu grupy.
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Dowédd

Niech (T, o) bedzie podgrupa grupy (G, o). Z|prawa jednostronnego skracaniaj wynika, ze kazda
z warstw (np. lewostronnych) dowolnego elementu a € G ma tyle elementéw, ile ma ich podgrupa
I, poniewaz dla x # y, a o x # a o y. Z poprzedniego twierdzenia o rozktadzie grupy na roztgczne
warstwy wynika, ze jesli liczbe warstw roztacznych oznaczymy przez k, to

r(G)=k-r(I),
co konczy dowdd twierdzenia. [ ]

Definicja
Podgrupe (I',0) grupy (G, o) nazywamy dzielnikiem normalnym grupy (G, o) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego elementu a € G zachodzi réwnosé

aol'=Toa.

Uwaga
Jedli (G, o) jest grupa przemienna, to kazda jej podgrupa jest dzielnikiem normalnym.

Przyktad
Niech 3Z oznacza zbior liczb catkowitych podzielnych przez 3. Latwo pokazaé, ze podgrupa
(3Z,+) jest dzielnikiem normalnym grupy (Z, +).

9.1.3 Homomorfizmy i izomorfizmy
Definicja

Homomorfizmem grupy (G, o) w grupe (I', %) nazywamy odwzorowanie ¢ : G — I spelniajace
dla dowolnych z,y € G warunek

p(xoy) =y (x)%kp(y). (9.10)

Twierdzenie
Jesli ¢ : G — T jest homomorfizmem 1i jesli e; i e; sg odpowiednio elementami neutralnymi

grup (G,0) i (I', %), x € G, to

p(e1) =€y oraz o (z7) = (¢ (z)) . (9.11)

Twierdzenie

Niech ¢ : G — T bedzie homomorfizmem grup. Dla dowolnej podgrupy H C G jej obraz ¢ (H)
jest podgrupa grupy I' i dla dowolnej podgrupy A C T, jej przeciwobraz ¢! (A) jest podgrupa
grupy G. ]

Definicja

Jadrem homomorfizmu ¢ : G — T' nazywamy zbior o' ({e2}), gdzie ey jest elementem neu-
tralnym grupy I'. Jadro homomorfizmu oznaczamy przez Ker . Obraz homomorfizmu oznaczamy
przez Im .

Twierdzenie
Jadro homomorfizmu ¢ : G — I jest |[dzielnikiem normalnym| grupy G. ]
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Definicja

Homomorfizm ¢ : G — I' nazywamy izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest przeksztal-
ceniem wzajemnie jednoznacznym zbioru G na zbiér I'. Jesli istnieje izomorfizm ¢ : G — T, to
grupy (G, o) i (I', %) nazywamy izomorficznymi.

Twierdzenie
Homomorfizm ¢ : G — T jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Kerp = {e} i Imp =T.
u

9.2 Grupy permutacji
Definicja

Permutacjg zbioru n-elementowego nazywamy kazde wzajemnie jednoznaczne przeksztatcenie
tego zbioru w siebie.

Uwaga

Zbioér S,, wszystkich permutacji n-elementowych ze sktadaniem przeksztatcen tworzy grupe
(Sp, 0) zwana grupa symetryczna rzedu n lub grupa permutacji n-elementowych. Zbiér S,, sktada
sie z n! permutacji.

Wazna role grup permutacji opisuje nastepujace twierdzenie, ktorego nie bedziemy w tym
miejscu dowodzié.

Twierdzenie
Kazda grupa skonczona jest izomorficzna z podgrupa pewnej grupy symetrycznej (grupy per-

mutacji). [
Uwaga
W zapisie permutacji stosujemy nastepujaca symbolike.
1. Jedli i 8 sa permutacjami zbioru {1,2,... ,n} oraz « (i) = k;, to permutacje « zapisujemy
jako

o= 1 2 ... n
O\ Kk ke ... Kk, )
2. Jesli B (k;) = m;, to ztozenie permutacji 3 o a zapisujemy jako

1 2 ... n
Boa=| k ke ... k, :(1 2 ”)

my Mo ... My
my Mo ... My

Definicja

Permutacje v € S, nazywamy cyklem o dtugosci m wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja takie
rozne liczby ki, ko, ...k, € {1,2,. .. ,n}, VAS ’y(k’l) = kg,’}/(k’g) = ks,... ,’y(k’m) = ky, za$ dla
pozostatych liczb k ze zbioru {1,2,... ,n} zachodzi v (k) = k.
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Definicja
Dwa cykle (ki, ko, ... km) 1 (K, K, ..., k],) nazywamy roztacznymi wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnych i, j zachodzi k; # k.

Twierdzenie
Sktadanie cykli roztacznych jest przemienne. Kazda permutacja jest ztozeniem pewnej liczby
cykli roztacznych. ]

Uwaga
Jesli v jest cyklem o dhugosci m, to dla dowolnych liczb naturalnych zachodzi wzor

,ypm-i-"‘ — ,YT' (9.12)
(mozna pomijaé krotnosci m).

Twierdzenie
Kazdy cykl, a zatem kazda permutacja, moze by¢ przedstawiony jako ztozenie cykli o dhugosci
2 (cykle o dtugosci 2 nosza nazwe transpozycji). Rozktad taki nie jest jednoznaczny, ale parzystos$é
lub nieparzystosé liczby transpozycji wystepujacych w rozktadzie jest jednoznacznie wyznaczona.
[ |

Definicja

Permutacje, nazywamy parzysta, gdy jest identycznoscig lub gdy w jej rozktadzie na transpo-
zycje wystepuje parzysta liczba transpozycji.
Permutacje, ktora nie jest parzysta nazywamy nieparzysta.

Przyktady

1. Roztozyé¢ na cykle roztaczne permutacje

Rozwigzanie
Latwo zauwazy¢, ze permutacja o sklada sie z cykli roztacznych v, = (1,3,6), 72 = (2,9),
v3 = (4,7,8,5), zatem o = 7y, 0 Y5 0 3.

2. Korzystajac z rozktadu na cykle permutacji o z poprzedniego przyktadu, wyznaczyé o™°.

Rozwigzanie
Korzystajac ze wzoru (9.12)) i korzystajac z przedstawienia o = ;1 075 0 y3, otrzymujemy co
nastepuje

o™ =7]" 073 03’ =" 093" 0T = 1095 095 =

O
123456 789

Wykorzystalismy fakt, ze 9 jest permutacja tozsamosciowa, zas v2 = (4,8) o (7,5).
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3. Permutacje o przedstawi¢ w postaci ztozenia transpozycji. Okresli¢ parzystosé permutacji
o

Rozwigzanie
Rozktadajac cykle v, i 3 na transpozycje, otrzymujemy

M= (17376) = (673> o (671)7
Y2 = (4a 77875) = (578) © (57 7) © (574>7

zatem
o=(6,3)0(6,1)0(2,9)0(5,8) 0 (5,7)0(5,4).

Permutacja sktada sie¢ z 6 transpozycji, a wiec jest parzysta.

9.3 Pierscienie
Zaloézmy, ze P jest zbiorem niepustym, w ktorym okreslone sg dwa dziatania: + i -.
Definicja

Trojke (P, +, ) nazywamy pierscieniem wtedy i tylko wtedy, gdy

1. (P,+) jest grupa przemienna,

2. dziatanie - jest taczne,

3. dziatanie - jest rozdzielne wzgledem dziatania +, tzn. dla dowolnych a, b, c € P zachodzi
a-(b+c)=a-b+a-c (9.13)

Dodatkowo, gdy dzialanie - jest przemienne, to pierscien (P, +,+) nazywamy przemiennym.

Dziatania + oraz - nazywamy umownie dodawaniem i mnozeniem w pierécieniu. W dowolnym
pierécieniu przyjmujemy zasade, ze mnozenie jest wykonywane przed dodawaniem, o ile nawiasy
nie okreslajg innej kolejnosci.

Element neutralny dodawania w pierscieniu oznacza si¢ przez 0 i nazywa zerem pierscienia.
Element odwrotny do x ze wzgledu na dziatanie + nazywamy elementem przeciwnym i oznaczamy
przez —x.

W pierscieniu okreslamy odejmowanie za pomocg wzoru

r—y=z+(—y). (9.14)

W definicji pierécienia nie zaktadamy istnienia elementu neutralnego dla dziatania mnozenia
ani, co za tym idzie, istnienia elementéow odwrotnych wzgledem mnozenia. Jesli jednak element
neutralny mnozenia istnieje, to oznaczamy go przez 1 i nazywamy jedynka pierscienia. Elementami
odwracalnymi pierscienia nazywamy te jego elementy, ktore sg odwracalne wzgledem mnozenia,
tzn. dla ktérych istnieje element z~! taki, ze - x = 1.

Podstawowe wtasnosci dziatan w pierscieniu opisuje nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie
Niech (P, +, ) bedzie pierscieniem z jedynka. Niech x,y,z € P; n,m € N; k,p € Z (Z— zbi6r
liczb catkowitych). Wowczas prawdziwe sa nastepujace zaleznosci.

lLeat+z=y+2=>2=y,
20-2=2-0=0,(-1)-z=x-(-1) = —x,
3 —(-a)=w —(rty) =2y
4. kx +py = (k+p)z, k(px) = (kp) z,
5. ™. g™ ="t (™)™ = "™
6. (—z)-y=—(r-y) ==z ()
7. (=z)-(=y) ==y,
.z (y—z2)=zv-y—z-2,(y—2)-c=y-x—z-x.
|
Definicja
Elementy z, y pierscienia (P, +, ) nazywamy dzielnikami zera wtedy i tylko wtedy, gdy
r#0,y#0 oraz x-y=0. (9.15)

Pierscien przemienny z jedynka i bez dzielnikow zera nazywamy pierscieniem calkowitym.

Przyktady

1

. Zbidr liczb catkowitych Z ze zwyklymi dziataniami dodawania i mnozenia tworzy pierscien
catkowity. Jedynymi elementami odwracalnymi tego pierécienia sa 11 —1.

Niech Z,, = {0,1,2,... ,m — 1}. Dzialania okreslamy w sposéb nastepujacy

a®b=(a+0b) mod m, (9.16)
a®b=(a-b) mod m, (9.17)

gdzie operacja k mod p (czytaj k modulo p) oznacza reszte z dzielenia k przez p.
(Zn, @, ®) tworzy pierscien z jedynka.
Gdy m nie jest liczbg pierwszg, to pierécien taki zawiera dzielniki zera, np. w Zg zachodzi

203=0, 304=0

i nie wszystkie elementy sa odwracalne, np. elementy 2, 3, 4 nie s odwracalne.
Gdy m jest liczba pierwsza, to pierécien (Z,,, ®,®) nie zawiera dzielnikéw zera i wszystkie
jego elementy sa odwracalne.

Niech R [z] oznacza zbior wielomianéw o wspoétezynnikach rzeczywistych. Dziatania w R [x]
okreslamy jako zwykte dodawanie i mnozenie funkcji o wartosciach liczbowych. (R [z], +, )
tworzy pierscien z jedynka. Zerem w tym pierscieniu jest wielomian rowny tozsamosciowo
zeru, a jedynka - wielomian réwny tozsamosciowo jeden.
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Definicja
Pierscien (II,+,-) nazywamy podpierécieniem pierscienia (P, +,-) wtedy i tylko wtedy, gdy
IT C P oraz dla dowolnych z,y € Il zachodzi: (z —y) € [Tiz -y € Il

Przyktady

1. Dla pierécienia (Z, +, -) podpierscieniem jest (nZ,+, -), gdzie nZ oznacza zbiér liczb postaci
k-ndlak e Z.

2. Niech R, [x] oznacza zbiér wielomianéw rzeczywistych stopnia co najwyzej n. Zauwazmy, ze
(R, [x],+) jest grupa przemienng oraz, ze R, [x] C R[z], jednakze R, [z] nie jest podpier-
Scieniem pierécienia R [x], poniewaz dziatanie mnozenia wielomianéw stopnia co najwyzej n,
moze wyprowadzi¢ poza ten zbior.

Definicja
Przeksztatcenie ¢ : P — Il nazywamy homomorfizmem pierscienia (P, +, -) w pierécien (I, &, ®)
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych z,y € P zachodza rownosci

plxt+y)=p@) @e(y) oraz p(r-y)=p(T)¢(Y). (9.18)

Podobnie jak w przypadku homomorfizméw grup, przyjmujemy oznaczenia na jadro i obraz ho-
momorfizmu

Kerp=¢ ' ({0}) i Imp=¢p(P). (9.19)

Uwaga
Bezposrednio z powyzszej definicji wynika, ze jadro i obraz homomorfizmu ¢ sa podpierscie-
niami odpowiednio pierécieni P i II.

Definicja
Niech I C P. Zbiér I nazywamy idealem pierscienia przemiennego (P,+,-), wtedy i tylko
wtedy, gdy:

l.a,bel = (a+0b)€el,

2.a€el,reP=a-z€l.

Uwaga

Kazdy ideat pierscienia przemiennego z jedynka jest jego podpierscieniem. W szczegdlnosci, dla
dowolnego homomorfizmu ¢ pierscienia przemiennego P w pierscien II, jadro Ker ¢ jest ideatem
pierécienia P. Istnieja jednak podpierscienie, ktore nie sg ideatami.

Przyktady

1. Rozwazmy pierscien (Z, +, -) i jego podpierscien (nZ, +, -). Podpierscieni ten jest ideatem, co
wynika bezposrednio z definicji.
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2. Rozwazmy pierécien wielomianéw (R [z],+,-). Niech I bedzie zbiorem wielomianéw maja-
cych pierwiastek w ustalonym punkcie (np. w punkcie g = 1). Wowczas [ jest ideatem
w pierscieniu wielomianéow.

Definicja
Niech I bedzie idealem pierscienia przemiennego z jedynka (P, +, -). Relacje ~ okreslona jako
rrjys (e—y)el (9.20)
nazywamy kongruencja modulo I pierscienia P.

Twierdzenie
Dla dowolnego ideatu I w pierscieniu przemiennym z jedynka (P, +,-) kongruencja modulo 1
jest relacjg rownowaznosci w zbiorze P.
[ ]

9.4 Ciala

Definicja
Pierscien catkowity (K, +,-) zawierajacy co najmniej dwa elementy nazywamy cialem wtedy
i tylko wtedy, gdy kazdy jego element x # 0 jest odwracalny wzgledem mnozenia.

Uwaga
Z definicji ciata wynika, ze (K, 4, ) jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy spetione sa naste-
pujace warunki:

1. (K,+) jest grupa przemienna,
2. (K'\{0},-) jest grupa przemienna,

3. dziatanie - jest rozdzielne wzgledem +.

Przyktady

1. Zbiér liczb wymiernych @) z dziataniami dodawania i mnozenia jest ciatem.
2. 7Zbior liczb rzeczywistych R z dziatlaniami dodawania i mnozenia jest ciatem.
3. Zbibér liczb zespolonych C z dziataniami dodawania i mnozenia jest ciatem.

4. 7Zbiér Z,, = {1,2,... ,m — 1} z dzialaniami dodawania i mnozenia modulo n, gdy n jest
liczba pierwsza jest ciatem (gdy n nie liczba pierwsza, jest to tylko pierscien).

5. Zbiér R (x) funkeji wymiernych o wspolezynnikach rzeczywistych, tzn. funkcji postaci

gdzie g i h sa wielomianami (h # 0) z naturalnymi dziataniami dodawania i mnozenia funkcji,
jest ciatem.
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9.5 Zadania

1. W zbiorze R okre$lamy dziatanie @& wzorem: z @y = = + y + 1. Wykazaé, ze (R, ®) jest
grupa przemienng.

2. W zbiorze R\ {—1} okreslamy dziatanie ® wzorem: * ® y = = + y + = - y. Wykazaé, ze
(R\ {—1},®) jest grupa przemieng.

3. W iloczynie kartezjanskim Z? okreslamy dziatanie @ wzorem

(a,b) ® (¢,d) = (a+c,b+d).

(a) Wykazaé, ze (Z*, @) jest grupa przemienna.
(b) Wykaza¢, ze grupy (Z*, @) i (Z,+) nie sg izomorficzne.

4. Dane sg permutacje

/(1234567809
“\289437615)
e (1234567809
\3 4587196 2
(a) Obliczy¢ cdo&, oo, o7t €71
(b) Rozlozyé¢ o i & na cykle roztaczne.
(c) Obliczy¢ o3° i €710,
(d) Rozlozyé o i & na transpozycje.
(e) Okresli¢ parzystosé permutacji o i €.
5. Dane sa permutacje
(1234567
=\7163425)
(1234567
"T“\s314672)

2 1 -3

(a) Obliczyé Too,007?, 0oTo0 !, ooT

(b) Roztozyé¢ o i 7 na cykle roztaczne.

6. Znalez¢ permutacje £ spetniajaca rownanie 7 o £ o 0 = p, gdzie
(12345 (12345 (1
“\35142) "TT\s54a321) P72

7. Niech S,, bedzie grupa permutacji.

ot oW
W
— Ot

)

A )

(a) Wskaza¢ homomorfizm ¢ grupy S, na grupe ({1,—1},-).
(b) Wyznaczyé¢ Ker .

8. Wykazaé, ze w pierscieniu z jedynka (P, +,-) zaréwno 0 jak i dzielniki zera nie moga by¢
elementami odwracalnymi wzgledem mnozenia.
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9.

10.

11.

12.

13.

Niech (Z,+,-) bedzie piericieniem liczb catkowitych i niech Z* = Z\ {0}. W iloczynie kar-
tezjanskim Z x Z* okreslamy relacje & nastepujgco:

(n,m)~ (k,p) &n-p=m-k.
Wykazaé, ze relacja ~ jest relacjg réwnowaznosci.

Niechn € NiQ((vn) ={xeR:z=p+q-+v/n;p,q € Q}; Q - zbiér liczb wymiernych.
Pokazaé, ze (Q (v/n),+,-) jest cialem.

Niech @ i ® beda dzialaniami okre$lonymi jak w [zadaniach 11 2| Pokazaé, ze (R, ®, ®) jest
cialem izomorficznym z ciatem (R, +, ).

Wykazaé, ze ciata liczbowe (Q (\/5) .+, ) i (Q (\/§) .+, ) nie sa izomorficzne.

Wykazaé, ze ciato funkcji wymiernych (R (x),+,-) nie jest izomorficzne z ciatem liczb rze-
czywistych (R, +,-).
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