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Wstep

Ponizszy tekst zawiera konspekt wyktadu z rownan rézniczkowych czastkowych i ich zastosowan
podzielony na 14 jednostek. Konspekt ten powstat w trakcie przygotowywania wyktadu dla dok-
torantéw Politechniki Warszawskiej w semestrze letnim r. ak. 2002/2003, semestrze zimowym r.
ak. 2003/2004 oraz semestrze zimowym r. ak. 2004,/2005.

Ponizszy konspekt nie zawiera pelnej tresci wyktadu - jest tylko skrétowym przedstawieniem
omawianych zagadnien. Dla petnego zrozumienia tresci konieczny jest osobisty udzial w zajeciach
lub/i aktywne wykorzystanie podanej na koncu literatury.

Realizacja numeryczna niektérych oméwionych w tresci przyktadéw powstata dzigki uprzejmo-
sci Pana dr. Janusza Wasowskiego z Wydziatu Matematyki i Nauk Informacyjnych Politechniki
Warszawskiej, za co sktadam mu serdeczne podzigkowania.

Marian Majchrowski

v



Temat 1

Pojecia podstawowe

1.1 Przeglad wybranych ré6wnan i modeli fizycznych

Rownaniem réozniczkowym czgstkowym rzedu drugiego o n zmiennych niezaleznych nazywamy roéw-
nanie postaci

F(x17"- 7xn7u7u$17"- 7uwn7u11$17u11$27"' 7ufl'n1'n) = 07 (11)

gdzie u = u (1,29, .. ,x,).

1.1.1 Roéwnania opisujgce ruch falowy

Zjawiska drgan poprzecznych struny jednowymiarowej, drgan podtuznych pretéw, drgan elektrycz-
nych w przewodach opisane sg réwnaniem

Uy = C2u$$ + f (l’,t) ) (12)

ktére jest szczegdlnym przypadkiem réwnania (1.1) dla n = 2, u = u (z, ).
Drgania poprzeczne membrany opisuje réwnanie

Ut = CQ (uﬂw + uyy) + f (l‘, t) ) (13)

ktére spehia funkcja u = u (x,y,t) - wychylenie z polozenia réwnowagi (n = 3), zas réwnanie fali
akustycznej jest postaci

Ut = 02 (uac;r + Uy + uzz) )

gdzie u = u (z,y, z,t) oznacza tzw. potencjal predkosci (n = 4).
Wszystkie powyzej rozwazane réwnania mozna jednolicie zapisaé uzywajac tzw. operatora La-
n

place’a Au = Zu“” (wzgledem zmiennych przestrzennych) w postaci
i=1

Uy = EAu+ f(x1,... 20 t). (1.4)

1.1.2 Roéwnania przewodnictwa cieplnego i dyfuzji

Zjawisko przewodnictwa cieplnego w precie jednowymiarowym opisane jest rownaniem

U = a*ug, + f(2,1), (1.5)
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gdzie funkcja u = u (x,t) oznacza temperature w punkcie z, w chwili ¢, za$ f opisuje dziatajace
zrodta ciepta. Réwniez zjawisko dyfuzji gazu lub cieczy opisane jest réwnaniem , gdzie u
oznacza stezenie obserwowanego sktadnika.

Rozchodzenie sie ciepta w przestrzeni mozna opisa¢ réwnaniem

Uy = a’Au + f (35,3/7Zat),

gdzie A jest operatorem Laplace’a Au = gy + Uyy + ..

1.1.3 Zagadnienia prowadzace do réwnania Laplace’a i ro6wnania Po-
issona

Stacjonarne (niezmienne w czasie) pole temperatur u (x,y, z) spelnia réwnanie Laplace’a
Au =0, (1.6)

co wynika bezposrednio z rownania , w ktorym f = 0. Powyzsze réwnanie spelnione jest
takze przez potencjal pola grawitacyjnego i elektrostatycznego w prézni.

Gdy gestosé masy (ladunkéw elektrostatycznych) wynosi p, to wowczas odpowiednie potencjaty
spelniaja tzw. rownanie Poissona

Au = —47p.

Szeroka klasa zagadnien zwigzanych z drganiami ustalonymi prowadzi do tzw. réwnania Helm-
holtza

Au+ k*u=0.

1.2 Klasyfikacja prawie-liniowych r.r.cz. II rzedu dla n=2

Szczegblnie wazna role odgrywaja prawie-liniowe rownania rozniczkowe czgstkowe drugiego rzedu.
Sa to réwnania postaci

A (2, y) Ugy + 2B (2, ) Uy + C (2, y) uyy + M (2, y, u, uy, uy) = 0. (1.7)
W szczegdlnosei, réwnania ((1.2]), (1.5)) i (1.6) dla n = 2 sa tej postaci.

Wprowadzamy wyréznik A (z,y) = B? (z,y) — A(z,y) C (x,y) i w zaleznodci od jego znaku
méwimy, ze réwnanie (1.7) jest w punkcie (z,y) typu:

- hiperbolicznego < A (z,y) > 0,
- parabolicznego < A (z,y) = 0,
- eliptycznego < A (z,y) < 0.

Roéwnanie ([1.7)) nazywamy hiperbolicznym (parabolicznym, eliptycznym) w obszarze
D C R?, jesli jest ono hiperboliczne (paraboliczne, eliptyczne) w kazdym punkcie obszaru D.
Zatézmy, ze dane jest przeksztalcenie & = £ (x,y), n = n(z,y) okreSlone dla (z,y) € D.
Zaktadamy, ze jest ono nieosobliwe, tzn. jego jakobian spelia warunek

a (57 77) fa: 5?}

£0 (1.8)

a(as,y) Nx ny
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Twierdzenie
Typ réownania ((1.7)) jest niezmienniczy ze wzgledu na nieosobliwg zamiane zmiennych (1.8]).

Dowdd twierdzenia wynika z faktu, ze po dokonaniu zamiany zmiennych w réwnaniu jego
,nowy” wyrdznik A’ spelnia zaleznosé

a zatem znaki wyrazen A i A’ sa takie same. ]
Prawdziwe sg nastepujace twierdzenia dotyczace poszczegdlnych typdéw réwnan prawie-liniowych

postaci ([1.7]).

Twierdzenie

Jesli rownanie (|1.7)) jest hiperboliczne w obszarze D i A # 0 lub C' # 0, to istnieje nieosobliwe
przeksztalcenie £ = £ (x,y), n = n(x,y), (x,y) € D takie, ze rOwnanie we wspOlrzednych &,
1 przybiera postac

u§n+G(€77]7u7uf7u77) =0 (19)

zwana pierwszq postaciq kanoniczng réwnania (1.7)) w przypadku hiperbolicznym. Funkcje £ (x, y)
in(z,y) sa catkami pierwszymi ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych

dy dy
dv s dx e
gdzie
—-B (xay)j: A(x,y)
A(z,y)

m1,2 (l‘, y) =

Twierdzenie

Jezeli réwnanie jest paraboliczne w obszarze D i A # 0, to istnieje nieosobliwe prze-
ksztalcenie £ = & (z,y), n = n(z,y), (x,y) € D takie, ze réwnanie we wspOlrzednych &, n
przybiera postaé

UWW+G(€7T/7U7U§?U’0) :0 (110)

zwang postaciqg kanoniczng rownania typu parabolicznego o dwoch zmiennych niezaleznych. Funk-
cja & (x,y) jest catka pierwsza rownania rézniczkowego zwyczajnego

B (x,y)
A(x,y)

Funkcje n = n(x,y) przyjmujemy w sposéb dowolny, ale tak, by para £ = £ (z,y), n = n(x,y)
tworzyta nieosobliwe przeksztatcenie obszaru D, tzn. aby byl spelniony warunek (1.8]).

dy
dx

= —m, gdzie m = —

Twierdzenie

Jezeli rownanie jest eliptyczne w obszarze D i A, B, C' sg analityczne, to istnieje nieosobli-
we przeksztatcenie & = £ (z,y), n = n(z,y), (x,y) € D takie, ze rownanie we wspoirzednych
&, m przybiera postaé

u§§+u7777+G<€7777u7u§7u17) :0 (11].)
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zwang postaciq kanoniczng rownania typu eliptycznego o dwéch zmiennych niezaleznych. Funkcje

£(2,) i 1 (z,y) okreslone sq, zaleinosciami £ (z,y) = Re (¢ (z,9)), 7 (z,5) = Im (¢ (z,1)), adzie
¢ (x,y) jest catkg pierwsza, rownania rézniczkowego zwyczajnego

—B (z,y) +i/—A(z,y)

A(z,y)

d
& _ —m, gdzie m =

dx

1.3 Uwagi o klasyfikacji liniowych r.r.cz. II rzedu dla n>2

Dla prostoty rozwazmy przypadek rownania liniowego o wspotezynnikach rzeczywistych postaci

Zaijuxixj —|— szu% + cu —|— f = 0, (CLZ‘J‘ = (ljﬂ') (112)
ij=1 i=1
gdzie wspotczynniki a, b, ¢, f zaleza od x1, s, ..., 2.
Z réwnaniem tym zwigzana jest forma kwadratowa zmiennych y1,vy2,... ,Yn

n

Zamyiyj, (113)

ij=1

gdzie ngoznacza warto$¢ wspotczynnika a; ; w pewnym punkcie P (%1, Toy... :%n> . Macierz [&”}
formy mozemy sprowadzi¢ do postaci kanonicznej, w ktorej na przekatnej moga znajdowac
sie tylko liczby 1, —1 lub 0, zas wszystkie elementy poza przekatna sa réwne zero. Zgodnie z twier-
dzeniem o bezwladnosci form kwadratowych liczba wspotezynnikéw dodatnich, ujemnych i row-
nych zeru jest niezmiennicza wzgledem przeksztalcenia liniowego sprowadzajacego forme do
postaci kanonicznej (zauwazmy, ze postaé¢ kanoniczna formy kwadratowej nie jest jednoznacznie
wyznaczona,).

Niech @, ; oznaczaja wspoélezynniki formy (1.13) w postaci kanonicznej. W zaleznosci od za-
chowania si¢ wspotezynnikéw @, ; wprowadzamy definicje typu réwnania (|1.12)).

Definicja

Moéwimy, ze réwnanie (|1.12)) jest w punkcie P <5:1, ;%2, e ,:%n> typu

- eliptycznego, jezeli wszystkie wspotczynniki @;; dla i =1,2,... ,n maja ten sam znak;

- hiperbolicznego, jezeli n — 1 wspétezynnikéw @; ; ma ten sam znak, za$ pozostaty wspotczynnik
ma znak przeciwny;

- ultrahiperbolicznego, jezeli wsréd wspotczynnikéw @, ; jest m wspoétezynnikéw jednego znaku
(m > 1), a n —m wspdtezynnikéw ma znak przeciwny;

- parabolicznego, jezeli chociaz jeden ze wspdtczynnikéw a;; jest rowny zeru.
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Twierdzenie
. 7 . 7 . . o ] ] . . ./
W zaleznosci od typu réwnania w punkcie P <{E1,ZE2, e ,xn> mozna je sprowadzi¢ w tym

punkcie do jednej z nastepujacych postaci kanonicznych:

Ugy 2y + Ugozo +...+ Uz, + d = 0; (typ elzptyczny)
Ugyzy — Zurz + & =0; (typ hiperboliczny)
=2

Zu”” — Z Ugyz; + P =0 (m>1); (typ ultrahiperboliczny)
=1 i=m+1
n—m
Z (£tge;) + =0 (m>1). (typ paraboliczny)
i=1

[

1.4 Zagadnienie Cauchy’ego dla r6wnania liniowego

Rozwazmy liniowe r.r.cz. rzedu m postaci

ug?% = Z Ao (1,29, ..., Ty) D+ f (21, 29,... ,2,) (1.14)

la|<m, an<m
w obszarze () C R", ktory ma niepuste przeciecie z ptaszczyzna x,, = 0.

Zagadnieniem Cauchy’ego (zagadnieniem poczgtkowym) dla réwnania (1.14) nazywamy zagad-
nienie polegajace na wyznaczeniu rozwigzania tego réwnania spetniajacego jednoczesnie nastepu-
jace warunki poczgtkowe

u;’?xn (1,9, ... ,Tp_1,0) = @g (x1,29,... ,2,_1) dla (z1,29,... ,2,-1,0) € Q (1.15)
ik=0,1,... , m—1.
|

Nastepujace twierdzenie okresla warunki wystarczajace istnienia lokalnego rozwigzania powyz-
szego zagadnienia poczatkowego.

Twierdzenie (Cauchy’ego-Kowalewskiej)
Jezeli:

1° wspoétezynniki a, 1 wyraz wolny f w réwnaniu ((1.14)) sa funkcjami analitycznymi w obszarze
Q

Y

2° funkcje ¢ (k=0,1,... ,m—1) sa analityczne w obszarze w bedacym przecieciem 2 i ptasz-
czyzny x, = 0,

to zagadnienie Cauchy’ego ((1.14))-(1.15) ma doktadnie jedno rozwiazanie analityczne, okreslone
w pewnym otoczeniu €)' obszaru w. Obszar ' zalezy od obszaru analitycznos$ci danych funkcji.
n
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1.5 Zagadnienia graniczne poprawnie postawione

Dla rownan rézniczkowych czastkowych rozwazamy zwykle tzw. zagadnienia graniczne polegajace
na znalezieniu rozwigzania rownania spetniajacego pewne dodatkowe warunki - warunk: poczgtko-
we (okreslone w pewnej chwili czasu np. ¢ = 0) lub/i warunki brzegowe (okreslone zwykle na brzegu
rozwazanego obszaru przestrzennego). Warunki te nazywamy ogélnie warunkami granicznymi.

Definicja
Moéwimy, ze zagadnienie graniczne jest poprawnie postawione, jezeli:

- przy okreslonych warunkach granicznych istnieje rozwiazanie tego zagadnienia,
- rozwigzanie to jest jednoznaczne,
- rozwiazanie to zalezy w sposéb ciagly od zadanych warunkéw granicznych (jest stabilne).

]

Sens trzeciego warunku powyzszej definicji polega na tym, ze gdyby w modelu matematycznym

opisujacym zjawisko fizyczne nie byto ciagtej zaleznosci rozwigzania od warunkéw granicznych za-

dania, to praktycznie dwa jednakowe uktady warunkéw (tj. takie, ze réznice miedzy nimi mieszcza

sie w granicach btedéw pomiarowych) moglyby odpowiadaé¢ dwém istotnie réznym przebiegom
zjawiska. Oznacza to, ze zjawisko nie bytoby wyznaczalne fizycznie.

Nie kazde zagadnienie graniczne dla réwnania rézniczkowego czastkowego jest poprawnie po-
stawione. Przyktadem zagadnienia, ktore nie jest zagadnieniem poprawnie postawionym moze by¢
np. nastepujace zagadnienie.

Przyktad

Wyznaczy¢ funkcje u (x,y) spelniajaca réwnanie Laplace’a

Au = 0 z warunkami

u(x,0) =@ (x), uy (x,0) =1 (z) dlaz eR.

Z teorii funkcji zmiennej zespolonej wynika, ze powyzsze zagadnienie posiada jednoznaczne roz-
wigzanie. Latwo zauwazy¢, ze funkcja

1
u(z,y) = X sin Az cosh Ay

dla dowolnej wartosci parametru A jest rozwiazaniem powyzszego zagadnienia dla ¢ (x) = % sin Ax
i (z) = 0. Poniewaz dla duzych warto$ci A warunki graniczne réznia sie dowolnie mato od zera,
wiec gdyby zagadnienie byto stabilne, to réwniez rozwiazanie powinno by¢ bliskie zeru, ale tak nie
jest.
|
Nalezy pamigtac¢, ze mowigc o stabilnosdci zagadnienia trzeba najpierw precyzyjnie okresli¢ co
to znaczy, ze rozwigzanie zagadnienia zalezy w sposob ciggly od warunkéw granicznych.

1.6 Zadania

1. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej réwnanie

0*u 0*u v _Ou Ou
2 — 2— —— =0,
0x? + 0xy 38y2 + ox + 68y 0
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2. Okresdli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej réwnanie

82u+482u +502u+@+28_u_0
Ox? Oxdy oy Or oy

3. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej réwnanie

0*u Pu  0%u ou ou _
927 _28x8y + 0y +a%+ﬂa—y+CU—0, gdzie «, 3, c € R.

4. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej réwnanie

0*u 0*u .oy O0*u  Ou
— (3—|—sm x) 3_y2_y6_y = 0.

5. Okresdli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej réwnanie

o? 0? 0? 0
y28—;;+2:vy al + 222 ¢ Y

Oxdy oy? + ya_y =0.

6. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej rownanie

0*u ot 0*u N ,0*u te? du 0
_— €T T— = U.
0x? yie 0xy Y 5,2 &

tg? =
& ¢ By o

7. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej réwnanie

’u  O%*u

y@—f‘a—wzo.

8. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej rownanie

0*u 9%u 0*u ou ou
2242 — 3y? — 20— + 4y— + 16z%u = 0.
o3 + J;y@x@y 3y 2 T + ygy + 162"u =0

9. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej rownanie

0%u 0*u ou ou

(1+x2)@+(1+y2)7+x—+y—:0.

10. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej rownanie

in“r—— — 2ysinx — =0.
0x? 4 0xdy 4 0y?

11. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej rownanie

0%y 9%u ou
tTa— =

— ty=— 0, gdzi R.
8x2+y8y2 oy , gdzle a €

12. Stosujac podstawienie £ =z, n = —x + vy, ( = 2x — 2y + 2 przeksztatci¢ réwnanie

0*u 0*u 0*u 0*u 0*u
2 2 4 = 0.
0x? + 0x0y + Oy? + Oyoz + 5022 0
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Stosujac podstawienie £ = x, n = % (x+y+2),(= —% (3z + y — z) przeksztalci¢ réwnanie

82u_462u +282u +482u+82u+3%_0
Ox? 0xdy 0x0z oy 022 or

Stosujac podstawienie ¢ =z +y, n = —x + vy, ( = —x — y + 2z przeksztalci¢ rownanie

0%u N 0%u N 0%u _@_i_@_
oxdy  0xdz Oydz Ox Oy

0.

Stosujac podstawienie E =y + 2, n=—y+ 2, ( = \/Lé:r — \/léy + */762 przeksztalci¢ réwnanie

0%u 0%u 0%u
3 -2 — —u=
0xdy 0xdz  0yoz

|._\

Stosujac podstawienie & = x + %y + %z, n=—-3@uy+z), (= (y — z) przeksztalci¢

rownanie

2

S

0%u 0%u 0%u 0%u 0%u 0%u

-2 -2 -2 — =0.
0x? oy? 0z 0x0y 0x0z 0yoz Su=0

Stosujgc podstawienie £ = z, n = —ﬁ (Bx—y), (= —ﬁﬁ (x +y — 4z) przeksztalcié réw-
nanie
Pu  Pu  u 0%u 0?u 0%u ou _Ou _Ou

6 2 2 2— 42— +2—+4u=0.
8x2+8y2+8z2+ 8x8y+ 8x82+ 8y8z+ 8x+ 6’y+ 8z+ “

Stosujac podstawienie £ = \%a:, n= \%x + 2y, ¢ = x + 2z przeksztalcié réwnanie

Pu  _0*u _0%u 0*u 0*u 0*u
2 g 4 . 922 =0.
0x? * 53y2 + 0722 68x3y 0x0z * 68y82 Suty—2:=0

Stosujac podstawienie £ =y + 2z, n = —y — 2z, ( = x — z przeksztalci¢ réwnanie

2 2 2
0“u 0“u 28u+4u:0‘

36y2 B 20m8y - oyoz

Stosujac podstawienie £ = x, n = —2x + y, ( = —x + 2z przeksztalci¢ rownanie

d%*u 0’u  0%u J%u 0%u J*u

4 4 2 4 2u = 0.
0x? + Oy? + 022 + 0xy + 0x0z + Oyoz e
Stosujac podstawienie £ = x, n = —2z + y, ( = —3x + 2z przeksztalci¢ réwnanie
0? 0? 0? 0? 0? 0? 0 0 0
S R Y e R AL T R R Yo I

4 - _
ox? oy? 072 * 0xdy * 0x0z + 0y0z ox dy 0z
Zmalez¢ rozwigzanie ogolne rownania

0%u 0%u , O0%u u
—cos“r—— —cosx— = 0.

Ox2 Ox0y oy? dy

Odp.: u(z,y) =@ (r+y—cosx)+ ¢ (v —y+ cosx).
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Zmalez¢ rozwigzanie ogolne rownania

Odp.: u(z,y) = ¢ 3z —y) + ¢ (22 —y).
Zmalez¢ rozwiagzanie ogolne rownania

0%u 0*u 0*u
2 — 3 = 0.
ox? 58x8y + oy?

Odp.: u(z,y) = ¢ (x +y) + ¢ (3z + 2y).
Zmalez¢ rozwigzanie ogolne rownania

2 2 2
28u+68u +48u ou 8u_

Ox? Oxdy oy? + ox + oy 0

Odp.: u(2,y) = ¢ (y — ) + ¢ (y — 2z) exp (*F2).
Zmalez¢ rozwigzanie ogblne rownania

0*u 0*u v Ou  Ou 5
- %% 1y
38x2 108x8y + 30@/2 ox + oy + 16

Odp.: u (z,y) = [p (v + 3y) + ¢ (32 + y)] exp (TF2).
Zmnalez¢ rozwigzanie ogblne rownania

@ B 0*u N ou Ou
0y? 0x0y ox Oy

Odp.: u(z,y) = 2exp (x) + exp (2£2) [p (x) + ¥ (z + 2y)].
Zmalez¢ rozwigzanie ogolne rownania

0*u o*u Pu  Ou  _Ou (5x + Sy) B
2

—6 8 — —2— 44
0x? 0xdy * 0y? * ox y Taexp

Odp.: u (z,y) = exp (34) [(22 + y) exp (4= +y) + ¢ (22 +y) + ¢ (42 +y)].
Zmalez¢ rozwigzanie ogblne rownania

Pu_ a1 (o o
T or? y8y2 2

or Oy
Odp.: u(z,y) = ¢ (VT — \/7) + ¢ (VT + /7).

Znalez¢ rozwiazanie ogblne rownania

=0 dlax>0,y>0.

0%u 0%u 0%u

——F(ZE—Fy)M—FZL‘a—ZFZ

ya$2 0.

Odp.: u(z,y) = (y—z) + y%xw (y2 — 22).
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Zmalez¢ rozwigzanie ogolne rownania

0%u 0%u ., 0% Ou ou
— (3+sin x)%—i—%qL(smx—cosx—Q)ay 0.

Odp.: u(z,y) = ¢ (y + 2z +sinx) + 9 (y — 2z + sinz) exp (— L2,
Zmalez¢ rozwigzanie ogolne rownania

0*u 0%u ou ou
exp (—2x) 352~ XP (—2y) a7 exp (—2x) p + exp (—2y) a + 8exp (y) = 0.
Odp.: u (2,y) = exp (y) [exp (29) — exp (22)] + ¢ [exp (y) + exp (2)] + ¥ [exp (y) — exp ()]
Zmalez¢ rozwigzanie ogolne rownania

,0%u 0% du

U228 9%y,
Yo Y 0y? yay
Odp.: u (z,y) \/7 ¢ (zy) + ¢ (¢
Zmalez¢ rozwigzanie ogblne rownania
0%u 0u 0%u
4 +8 +4 —1=0.
0x? 0xy 0y?
Odp.: u(z,y) =zp(y—2x)+ ¢ (y—z)+ %CEZ.
Zmalez¢ rozwigzanie ogblne rownania
282u o 0*u N 282u+ 8u+ du 0
— x_ —_—
a2 “ozay Y 82 T or T Yoy
Odp.: u(z,y) = ¢ (z,y) Iny + ¢ (zy).
Zmalez¢ rozwigzanie ogolne rownania
d [ ,0u , 0%u
— 2 =— ) =2"—.
ox ox oy?
Odp.: u(z,y) = 3 [¢(z —y) + ¥ (z +y)].
Wsk.: Zastosowaé podstawienie v (z,y) = zu (z,y).
Zmalez¢ rozwigzanie ogolne rownania
0? 0 0
u u v,

(x_y)axay_%—i_a_y

Odp.: u(z,y) = .3, (¢ () — ¥ ().
Wsk.: Zastosowa¢ podstawienie v (z,y) = (z — y) u (z,y).

Zmalez¢ rozwigzanie ogolne rownania

O u + @—l—x%—l—x u=0
Oxdy Y ou oy yu="5

Odp.: u (w,y) = exp (~ =52 ) [p (&) + v (v)]
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39. Zmalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania

0*u 0*u Pu  Ou Ou 1 Tty
3 10 3 — —u — 16 =0.
O0x? * 0xdy * 0y? * Ox T oy dy * 16" L exp ( 16 )

Odp.: u(z,y) = [¢ (y — 32) + ¢ (3y — x) — gz (y — 32) (3y — x)] exp (= ")
Wsk.: Po sprowadzeniu réwnania do postaci kanonicznej zastosowaé¢ podstawienie:

v (&) =w (& exp (7).

40. Znalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania

2 Pu o 0*u , 0% P*u 282u 0*u
T or? yaxay 4 0y?

Wsk.: Zastosowaé zamiane zrmennych 5 %, n==2(=z-y.

41. Znalez¢ rozwigzanie ogdlne réwnania

2 92 92 92
gtz = aa;; + Qb&wgy + cayl;, gdzie b* = ac, a > 0,b> 0, ¢ > 0.

Odp.: u (z,y,t) = ¢ (z + ty/a,y + 1/c) + ¥ (v — t/a,y — 13/c).
42. Rozwigzaé zagadnienie Cauchy’ego

2 2 2
6u+28u _38u:07
0x? 0xdy Oy?

Ju
u(x,0) = 327, By (x,0) = 0.
Odp.: u(z,y) = 32% + y°.
43. Rozwiazaé¢ zagadnienie Cauchy’ego
0*u Lo Pu 2 0?u ou 0
— cos T —sinz—— —sinz_— =
Ox? 0xdy oy? oy ’
u :
u(:v,y) |y:sina: = +cosz, —(l',y) |y:sin:c =Ssimz.
Jy
Odp.: u(z,y) =z + cos (r —y + sinz).
44. Rozwiazaé¢ zagadnienie Cauchy’ego
) Pu  *u N ou 0
ex -t — =
Py oxdy 0y Oy ’
1 0
u(x,0) = —§x2, a—Z (z,0) = —sinx

Odp.: u(z,y) = —32% 4 cos [z — 1 + exp (y)] — cos .
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45. Rozwiazaé zagadnienie Cauchy’ego

0? 0? 0?
0—;; — QSinl’axgy — (3 + cos? x) a—yZ — cosxa—z =0,

. ou
U (:p,y) |yzcosw =sinr, 8_y (w,y) |yzcosw - 5 exXp (ZL‘) .

Odp.: u(z,y) = exp (z)sinh [1 (y — cosz)] + sinz cos [ (y — cosz)].

46. Rozwigzaé zagadnienie Cauchy’ego

% — 251n$8a:gy — (3—|—COS2I) giyz + % + (2 —sinz — cosx) g—: =0,
w (2, Y) ly=cose = 0, g—: (2,Y) |y=cosz = €XP (—g) COS T.
Odp.: u(x,y) = 2exp [—W} cosz sin [1 (y — cosz)].
47. Rozwigzaé zagadnienie Cauchy’ego
0*u . 0% , 0%u  Ou , du
902 +281nxaxay — cos xa—yQ + B + (1 +sinz 4 cosx) 8_y =0,

0 .
(2, Y) |y=— cosz = 1 + 2sinz, gu (2, Y) |y=— cosz = sin .

dy
Odp.: u(z,y) =1 —sin(y — x + cosx) + exp (y + cos x) sin (z + y + cos z).
48. Rozwiazaé¢ zagadnienie Cauchy’ego
0%u Pu  u _Ou  Ou
+ s =3+ —
ox? oxdy  0y? or Oy

=0,

u(@0)=¢(x), —=(2,0)=v ().

Odp.: u(z,y) = 3o (x+y)exp (—y) — 50 (x + 3y) +
z+3y

e (-2321) [ g (@) + 20 (a))exp (3) da.

Tty

49. Rozwigzaé zagadnienie Cauchy’ego

0%u Pu  *u 2y ou Ou
207U 2 B . ou _oduy _
1y Ox? +2(1-v) oxdy  Oy> 1+ ( Ox 6y> 0
ou
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50. Rozwiaza¢ zagadnienie Cauchy’ego

u_,
0x? 0xdy

Odp.: u(z,y) = [1 + 2z — exp (2z)] exp (y) + ¢ (y) + 3 / Y (a) da.

51. Rozwiazaé¢ zagadnienie

o
oxz  oy2

U (ZL’, y) |y+ﬂc:0 =@ (l’) > U ({L‘, y) |y—m:0 = 77Z} ((L‘) y P (0) = 77Z} (O> :
Odp.: u(z,y) = ¢ (%) + 1 (%ﬂ) —(0).

52. Rozwiazac zagadnienie

0%u 0%u 0%u
6 5 =0
Ox? * Oxdy * Oy? ’

w (@) ly—w=0 = ¢ (@), u(®,y)lyse=0 = (2), ¥ (0)=¢(0).

Odp.: u (@, y) = ¢ (55) + ¢ (47%) — ¢(0).




Temat 2

Struna nieograniczona

2.1 Zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania jednorodnego

Réwnanie drgan struny jednowymiarowej zapisa¢ mozna w postaci

10%u J%*u

i 1 R 2.1
292 9.2 f(z,t)dlaz e R, t >0, (2.1)

gdzie u(z,t) oznacza wychylenie struny z potozenia réwnowagi w punkcie x, w chwili czasu ¢. Funk-
cja f(xz,t) przedstawia gesto$¢ sity zewnetrznej, dziatajacej na strune. Postaé ta jest réwnowazna
postaci . Dla powyzszego rownania rozwaza¢ bedziemy zagadnienie poczatkowe w przypadku
jednorodnym (drgania swobodne) i niejednorodnym (drgania wymuszone).

Zatézmy, ze mamy do czynienia z drganiami swobodnymi, tzn. f = 0. Rozwazamy nastepujace
zagadnienie.

Wyznaczyé funkcje u spetniajgcq rownanie 1 warunki poczgtkowe
u(x,0) =@ (z), u (z,0) =1 (z) dlaz eR. (2.2)
Zaktadamy, ze ¢ jest klasy C?, za$ ¢ jest klasy C*.

Zagadnienie (2.1)-(2.2) rozwiazemy stosujac metode d’Alemberta.
Stosujac w réwnaniu ([2.1)) zamiane zmiennych £ = x+ct, n = x —ct sprowadzamy je do postaci
kanonicznej

ugy =0
(poréwnajj ) Ogolne rozwigzanie tego rownania wyraza sie wzorem
u=F(&)+Gn),
gdzie F' i G sg dowolnymi funkcjami klasy C?. Wracajac do zmiennych x i ¢ otrzymujemy
u(x,t)=F(x+ct)+G(x—ct). (2.3)

Funkcje F' i G nalezy dobraé¢ w ten sposéb, aby spelnione byly warunki poczatkowe (22.2)). Warunki
(2.2) prowadza do uktadu réwnan funkcyjnych

{ Fr)+G(r) = ¢
o' () =G (x) = ¥ (x),

14
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z ktorych tatwo wyznaczamy wzory na funkcje szukane
1 1] , 1 1
Fla) = 5ela) + 5 [ 061G (@) = 5eo) - 5 [ wl)ds. (24)
0

Podstawiajac wzory (2.4) do (2.3) otrzymujemy tzw. wzdr d’Alemberta dla struny swobodnej

z+ct

u(z,t) = = (e(x —ct) + p(x +ct)) + 2% / P(s)ds. (2.5)

1
2

7 powyzszych wzoréw wynika, ze zaburzenie ksztattu struny spowodowane przez przyjete warunki
poczatkowe rozchodzi sie ze skonczong predkoscia wzdtuz osi Ox. Funkcja G(z — ct) wystepujaca
we wzorze ([2.3|) przedstawia fale rozchodzaca sie z predkoscia ¢ w dodatnim kierunku osi Oz, za$
funkcja F'(x + ct) - fale rozchodzaca sie z predkoscia ¢ w ujemnym kierunku osi Oz. Rozwiazanie
u(z,t) jest suma tych dwdch fal.

Przyktad 1
Rozwiaza¢ zagadnienie (2.1)-(2.2) przyjmujac ¢ = 1, oraz

3 { (1—22)?% dla |z| <1

wlr) = 1+ 22’ lz) = 0 dla |z| > 1.

Ponizszy rysunek przedstawia ksztatt struny w chwili poczatkowej wraz z rozktadem na funkcje
F (linia kropkowana) oraz G (linia kreskowana).

Przyktad 2
Rozwiazaé zagadnienie (2.1)-(2.2) przyjmujac ¢ =1, ¢ = 0 oraz

(z) = 3sin®z dla0<z<n
LS dla z ¢ [0, ).

Nastepny rysunek przedstawia ksztalt struny w chwili poczatkowej wraz z rozktadem na funkcje
FiG. W tym przypadku funkcje te sa identyczne.
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Uy

Rozdzielenie zaburzenia nast¢puje w chwili ¢ = 7.

2.2 Zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania niejednorodne-
go

Rozwazmy teraz zagadnienie niejednorodne dla réwnania (2.1) z jednorodnymi warunkami po-
czatkowymi (2.2)), tzn ¢ =0, ¢ = 0. Rozwazmy funkcje u (z,t) okreslong wzorem

t x+c(t—r)

u(x,t) = %c/d’r / f(s,7)ds. (2.6)

0 z—c(t—r)

Poprzez bezposrednie rézniczkowanie tatwo sprawdzié, ze funkcja u spelia réwnanie (2.1)) oraz,
ze u (x,0) = 0. Poniewaz

t x+c(t—r)
1
u (x,t) = /vt (x,t;r)dr, gdzie v (x,t;r) = ¢ / f(s,r)ds,
0 z—c(t—r)

wiec réwniez u; (x,0) = 0.

Wynika stad, ze rozwigzanie zagadnienia poczatkowego (2.1)-(2.2) mozna zapisa¢ jako sume
rozwigzania danego wzorem d’Alemberta i funkcji u okreslonej wzorem (2.6]).

W ten sposéb otrzymujemy wzor d’Alemberta dla réwnania niejednorodnego

z+ct t z+c(t—r)
1 1 1
u(z,t) = 5 (p(x —ct) + oz +ct)) + % / Y(s)ds + §c/dr / f(s,r)ds (2.7)
z—ct 0 z—c(t—r)

2.3 Stabilnosé rozwigzania

Niech u; i1 us beda rozwiazaniami zagadnienia ([2.1)-(2.2) odpowiednio dla par funkeji danych
(p1,%1) 1 (p2,102). Zatdézmy, ze dla wszystkich z € R zachodza nieréwnosci

o1 (2) — w2 (2)| <6 1 |1 (2) — Y ()] < 6. (2.8)
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Na mocy wzoru d’Alemberta (2.7) mozna napisaé, ze

z+ct x+c(t—r)
1 1
ui(x,t) = é(goi(:c—ct)—i-goi(a:—l—ct / Yi(s)ds + 2c/d / f(s,r)ds dlai=1,2.
x—c(t—r)

Jedli rozwazaé bedziemy ewolucje ksztaltu struny w przedziale czasowym [0, Ty], to korzystajac
z (2.8)) réznice pomiedzy rozwigzaniami uy i uy mozemy oszacowaé nastepujaco

1 1
luy (z,t) — ug (x,1)] < 5 lo1 (24 ct) — o (x4 ct)| + 3 |2 (. — ct) — o (z — ct)]| +

x+ct

1
—/le (s)|ds < 5+ 5+—2CT05 5(1+T). (2.9)

Ostatnia nier6wnos¢ oznacza, ze powyzsze zagadnienie jest stabilne. O ile bowiem warunki po-
czatkowe zadania nie roznig sie o wiecej niz o 9, to réwniez rozwigzania w dowolnym zadanym lecz
ustalonym przedziale czasowym nie réznia sie o wiecej niz o liczbe 6 (1 + Tp). Oznacza to ciagla
zaleznos¢ rozwigzania od warunkéw poczatkowych, poniewaz 511% d(1+1Tp) =0.

W takim razie zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania struny jest poprawnie postawione.

2.4 Struna jednostronnie ograniczona

Rozwazmy zagadnienie polegajace na znalezieniu rozwiazania réwnania drgan poétograniczonej
struny swobodnej

10*u  d%u
ER TR i =0dlaxz>0,t >0, (2.10)
z warunkami poczatkowymi
u(z,0)=p (), u(r,0) =7 (z) dlaz > 0. (2.11)

2.4.1 Struna z zamocowanym koncem

W tym przypadku poszukujemy funkcji u spelniajacej dodatkowy warunek u (0,¢) = 0. O funk-
cjach danych ¢ i ¥ zatozymy, ze spelniaja one tzw. warunki zgodnosci

¢ (07)=0,¢(0%) =0. (2.12)

Dodatkowo zaktadamy, ze ¢', ¢”, ¢’ sa ciagte na pétprostej [0, 4+00).

W celu rozwiagzania powyzszego zagadnienia, funkcje ¢ i ¥ przedtuzamy do funkcji niepa-
rzystych okre$lonych na catej osi rzeczywistej. Warunki gwarantuja ciaglosé otrzymanych
przedtuzen. Nastepnie, dla tak okreslonych przedtuzen, stosujemy wzor d’Alemberta dla struny

swobodnej ([2.5)

z+ct

(o(z —ct) + oz +ct)) + % / P(s)ds. (2.13)

r—ct

1
u(z,t) = 5
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Podstawiajac z = 0 otrzymujemy

u(0,1) = 5 (—(ct) + plct)) =0

N | —

(p(—ct) + p(ct)) + % / W(s)ds =

na mocy nieparzystosci funkcji danych ¢ i ¢. Oznacza to, ze u jest rozwiazaniem zagadnienia
drgan struny z zamocowanym koncem.

2.4.2 Struna ze swobodnym poziomym koncem

Rozwazamy zagadnienie polegajace na wyznaczeniu rozwigzania u, spetniajacego dodatkowo wa-
runek u, (0,¢) = 0 (koniec struny moze poruszaé sie swobodnie w pionie, np. w prowadnicy dla
x = 0). O funkcjach danych ¢ i ¥ zalozymy, ze spetniaja one tzw. warunki zgodnosci

¢ (07) =0,¢' (0%) =0. (2.14)

Zaktadamy réwniez, ze ¢, ¢”, 1’ sa ciagte na pélprostej [0, +00).

W celu rozwiazania powyzszego zagadnienia, funkcje ¢ i 1 przedtuzamy do funkeji parzystych
okreslonych na calej osi rzeczywistej (wéwczas pochodna ¢ jest nieparzysta). Stosujac podobnie
jak poprzednio, wzor d’Alemberta przedstawiamy rozwigzanie u w postaci ([2.13)).

Wynika stad, ze

e (2,8) = 5 (&0 = ct) + ¢ (a + ct)) + oo (6 (0 ct) = & — )
e (0,8) = 3 (&' (—ct) + ¢/ (e0) + 5 (b (ct) = b (~et)) = 0

na mocy nieparzystosci funkcji ¢’ i parzystosci funkcji 1. Oznacza to, ze u jest rozwigzaniem
rozwazanego zagadnienia.

2.5 Wzor Kirchhoffa

Rozwazmy funkcje u = u(x,y, z,t) spelniajaca réwnanie falowe w przypadku trzech zmiennych
przestrzennych, tzn. réwnanie
1
Ay — C_2Utt = _f <x7y7 Z7t) (215)

Niech punkt My (o, yo, 20) nalezy do obszaru V' ograniczonego powierzchnia S.
Woéwcezas mozna udowodnié, ze warto$é szukanej funkeji u (Mg, ty) daje sie zapisaé¢ za pomoca
nastepujacego wzoru Kirchhoffa

u (M, to) = //{ ! l_}_[u]a_“( ! )+ ! [ut]arMMo}dSM—I——/// A%Y
M My (‘)n M My CT' M My 671 M My

gdzie:

- ru jest odlegtoscig punktow M 1 My,

0
- 5- oznacza pochodng normalna zewngtrzna,

MMy

- symbol [F] oznacza, ze wartos¢ funkcji w nawiasach brana jest dla wartosci t = tg — —



Temat 3

Metoda Fouriera dla réwnan
hiperbolicznych

3.1 Zagadnienie brzegowo-poczatkowe dla struny ograni-
czonej
Rozwazaé bedziemy nastepujace zagadnienie.
Znalezé funkcje u (z,t) spelniajgcg réwnanie

2 2
é%—%:f(m,t)dlaxe[O;l],l>0,t>0 (3.1)

wraz z warunkami brzegowymi
uw(0,t) =a(t), u(l,t)=0() dlat>0 (3.2)
1 warunkami poczgtkowyms
u(z,0)=p (), u(z,0) =1 (z) dlaz € [0;]]. (3.3)

Zaktadamy, ze ¢ jest klasy C2, 9, «, 8 sa klasy C*. Zaktadamy ponadto, Ze spelione sg tzw.

warunki zgodnosci, tzn. ¢ (0) = « (0), ¢ (1) = 5(0), ¥ (0) = &' (0), ¥ (1) = ' (0).
Zagadnienie (3.1))-(3.3)) rozwiazemy w kilku etapach, stosujac tzw. metode Fouriera zwana
takze metodq separacjyi zmiennych.

3.1.1 Drgania swobodne struny zamocowanej

Zalozmy, ze struna jest zamocowana w punktach koncowych, tzn. spetnione sa jednorodne warunki
brzegowe postaci

uw(0,t) =u(l,t)=0dlat >0, tzn. a =0i =0 (3.4)

oraz f = 0 (brak sily zewnetrznej wymuszajacej ruch).
Najpierw rozwigzemy pewne zagadnienie pomocnicze.

ZnaleZé rozwigzanie rownania nie rowne tozsamosciowo zeru, spetniajgce warunki brze-
gowe i przedstawialne w postaci u(x,t) = X (z) T (t), gdzie funkcje X i T zaleiq tylko od

jednej zmienney.

19
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Podstawiajac u (x,t) = X () T (t) do réwnania (3.1)), gdzie f = 0, otrzymujemy

X"(x) 1T"(t)

XE = F T (3.5)

Poniewaz réwnos¢ (3.5) zachodzi¢ musi dla wszystkich = i t z rozwazanego zakresu, wiec obie
strony tej rownosci muszg by¢ state. Oznaczajac te statg przez —\ dostajemy rownosé

X"(x) 1T (%)

== =-A
X(z) T ’
ktora prowadzi do uktadu réwnan
X" () + XX (z) =0 (3.6)
T"(t)+ AT (t) =0 (3.7)

Z warunkéw brzegowych (3.4) wynika, ze X (0) = X (I) = 0 (w przeciwnym razie T (t) = 0
iu=0).

Dla funkcji X (z) otrzymalisSmy tzw. zagadnienie Sturma-Liouville’a polegajace na wyznacze-
niu takich wartosci A, zwanych wartosciami wtasnymsi, przy ktérych istniejg niezerowe rozwigzania
rownania (3.6)), zwane funkcjami wlasnymi, speliajace warunki X (0) = X (1) = 0.

W celu wyznaczenia wartosci wlasnych zagadnienia nalezy rozwazy¢ trzy nastepujace przy-
padki.

A < 0. Wowczas rozwigzaniem réwnania (3.6) jest funkcja postaci X (z) = Cre®™ > + Che ™V,
Z warunkéw X (0) = X (I) = 0 wynika, ze C} = Cy =0, zatem X () =0iu=0.

A =0. Wowczas X (z) = ax + b i warunki X (0) = X (I) = 0 znéw implikuja, ze a = b = 0, zatem
X(z)=0iu=0.

A > 0. Teraz X (z) = Cy cos v\ + Cysinzyv/A i dla

2
M:(%Q dlan=1,23 ... (3.8)

istniejg niezerowe funkcje

X, (z) = sin ?:c (3.9)

bedace rozwiazaniami réwnania (3.6)) z warunkami X (0) = X (1) = 0. Liczby A, sa warto-
Sciami wlasnymi rozwazanego zagadnienia.

Z réownania (3.7) dla A = \, otrzymujemy, ze
T, = A, cos WTnct + B, sin WTnct. (3.10)
W takim razie rozwiazaniem zagadnienia pomocniczego (3.1)), (3.4) sa funkcje

Uy, (x,t) = (An cos WTnct%— By, sin 7TTnct) sin 7Tl—nx (3.11)
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Aby skonstruowaé rozwiazanie speliajace takze zadane warunki poczatkowe ([3.3)) tworzymy sze-
reg

+o0o +o0
t) = Z Up(z,t) = Z (An cos WTnct + B, sin 7TTnct> sin WZ—nx, (3.12)
n=1 n=1

ktorego wspotezynniki, zgodnie z teorig szeregow Fouriera, okreslone sg wzorami

l

I
2
/cp sin —ds /w sin —ds (3.13)
nme
0

0

NI[_\D

Twierdzenie

Jezeli ¢ jest klasy C?, ¢ (0) = ¢ (1) = 0, ¥ jest klasy C1, ¢ (0) = ¢ (I) = 0, to szereg (3.12))

ze wspOlezynnikami okreslonymi wzorami (3.13)) jest rozwiazaniem zagadnienia (3.1) dla f = 0,

z warunkami (3.3])-(3.4)).

Przyktad 1
Rozwiaza¢ oméwione powyzej zagadnienie dla ! =2, ¢ =1, p(z) = 2(2 — x), ¥(z) = 0.

Ze wzoréw (3.13) wynika, ze

16
n3m3

Ap = 1= (=", B.=0,

tak wiec rozwigzanie okreslone jest wzorem

16 <= [1 — (—1)" t
u(z,t) = Ez[fl—g)]sinﬂ% COSW%.
n=1

Funkcja u(z,t) jest funkcja okresowa w czasie, o okresie 4. Ponizszy rysunek przedstawia ksztalt
poczatkowy struny.

Struna wyprostowuje sie w chwilach t =1, 3,5, ...

Przyktad 2
Rozwiaza¢ oméwione powyzej zagadnienie dla [ = 2, ¢ = 1, p(x) = 2%(2 — ), ¥(x) = 0.
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Z podanych wzoréw wynika, ze

2
A, = 5

n3m3

[2(=1)"*' —1], B, =0
tak wiec rozwiazanie okreslone jest wzorem

32X 2(-D)" 1] nx nt
— 3 SIN T—— COS T ——.
T~ n 2 2

u(z,t) =

Funkcja u(x,t) jest funkcja okresowa w czasie, o okresie 4. Ponizszy rysunek przedstawia ksztatt
poczatkowy struny.

3.1.2 Drgania wymuszone struny zamocowanej

Rozwazmy teraz zagadnienie , , polegajace na wyznaczeniu funkeji u (z, t) spelnia-
jacej réwnanie (B.1]), z dowolnymi warunkami poczatkowymi i jednorodnymi warunkami brzego-
wymi. Rozwiazanie tego zagadnienia moze by¢ zapisane w postaci sumy dwoch funkeji, z ktoérych
jedna jest rozwiazaniem réwnania jednorodnego (f = 0) z dowolnymi warunkami poczatkowymi
(zagadnienie to zostalo omdéwione w poprzednim punkcie), za$ druga funkcja jest rozwiazaniem
réwnania niejednorodnego (f # 0), ale z jednorodnymi warunkami poczatkowymi (¢ = 0, ¢ = 0)
i jednorodnymi warunkami brzegowymi.
Wystarczy zatem wyznaczy¢ funkcje u spetniajaca réwnanie

1 0%°u O%*u
7 warunkami
u(x,0) =0, us (z,0) = 0 dla z € [0;1], (3.15)
u(0,t) = u(l,t) =0dlat > 0. (3.16)

W tym celu zalézmy, ze funkcja dana f(z,t) dla z € [0;1] moze byé zapisana w postaci
sinusowego szeregu Fouriera wzgledem zmiennej x

+oo
) =3 fu(t)sin ?:c (3.17)
n=1
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gdzie
!

2
fn(t)zz/f(s,t)sin¥sds dlan=12....

0

Rozwiazania zagadnienia (3.14))-(3.16) poszukujemy w postaci

ZT sin —ZL‘ (3.18)

gdzie T, (t) sa niewiadomymi funkcjami. Zaktadajac, ze dozwolone jest rézniczkowanie szeregu
(3.18) wyraz po wyrazie, z réwnania (3.14]) i przedstawienia ([3.17)) otrzymujemy

+oo
Z (T3 (t) + wiT, (t)) sin —a: = Zc I (¢ s1n T,
n=1
a zatem
T (t) + 2T, (t) = 2 f, (t) , gdzie w, = # (3.19)
Z warunkow (3.15)) wynika ponadto, ze
T,(0)=T.(0)=0 dlan=1,2,.... (3.20)

Rozwiazanie zagadnienia (3.19))-(3.20)) mozna przedstawi¢ w postaci

t
2
T, (t) = i /f (s,7)sin 7TTnsals sinw, (t—7r)drdlan=1,2,.... (3.21)

0

Twierdzenie
Jezeli funkcja f jest klasy C? oraz f(0,t) = f(I,t) = 0 dla kazdego t > 0, to szereg (3.18)) ze
wspOtezynnikami okreslonymi wzorami (3.21)) jest rozwiazaniem zagadnienia (3.14))-(3.16)).
[

3.1.3 Przypadek ogélny

Rozwazmy teraz ogélne zagadnienie (3.1))-(3.3)). W celu rozwiazania tego zagadnienia wprowadza-
my funkcje pomocnicza

w(a,t) = a(t) + [B(t) —a ()] (3.22)

i poszukujemy rozwigzania zagadnienia w postaci u (x,t) = w (z,t) + v (x,t).

Poniewaz ze wzoru wynika, ze w (0,t) = a (t) iw (I,t) = B (t), wiec v (0,¢) = v (I,t) =0,
tzn. funkcja v (z,t) jest rozwiazaniem pewnego zagadnienia postaci , , z jednorod-
nymi warunkami brzegowymi. Zagadnienie wyznaczenia takiej funkcji v (x,t) zostalo omoéwione
w poprzednim punkcie.



TEMAT 3. METODA FOURIERA DLA ROWNAN HIPERBOLICZNYCH 24

3.2 Roéwnanie drgan membrany swobodnej

Rozwazmy jednorodne réwnanie drgan pltaskiej membrany

1 9%u 02u 0%u

rozwazane dla (z,y) € D C R?, t > 0. Zatézmy, ze spelnione sa warunki poczatkowe
u(z,y,0) =@ (,y), w(z,y,0) =9 (z,y) da (z,y) €D (3.24)

oraz, ze ¢ jest klasy C2, v jest klasy C*.

3.2.1 Membrana prostokgtna

Zalézmy teraz, ze D jest prostokatem, D = (0; A) x (0; B) oraz, ze membrana jest zamocowana
na brzegu, tzn.

u(0,y,t) =u(Ay,t) =u(r,0,t) =u(x,B,t) =0 dlat>0. (3.25)

W celu rozwigzania tego zagadnienia postepujemy analogicznie jak w przypadku drgan swobod-
nych struny zamocowanej. Stosujac metode separacji zmiennych w postaci

u(@,y,t) =X (@)Y ()T (1),
otrzymujemy ostatecznie rozwigzanie zagadnienia — w postaci sumy szeregu podwdj-
nego
+00

k
u(x,y,t) = kzl sin %x sin %y (@k 5 COS Wit + by sSiN Wy nt) | (3.26)

/k2 n?
Wen = ﬁ—i_ﬁ dla k,n=1,2,...,

o wspoétczynnikach ay, 1 by, okreslonych wzorami

gdzie

B
4
o = /da:/gp x,y)sin —93 sin 7TT?ydy, (3.27)
0 0
A B
b / d / W ( ™ dy. (3.28)
T x,y)sin —x sin — .
0 0

Przyktad
Rozwigza¢ zagadnienie drgan membrany prostokatnej dla A =B =1, ¢ =1,

p(x,y) = (z—2*)(y —y), d(z,y) = 0.
Zgodnie ze wzorami , , catkujac przez czesSci wyznaczamy wspotezynniki ag, i g,
L+ (=DM A+ (=™
k3n3m6 ’
a zatem rozwigzanie zagadnienia jest postaci
u(z,y,t) = 10 in L+ (D L4 () sin kmx sin nmy cos (th/W) :

76 k3 n3
k,n=1

n = 16 bk’,n = Oa
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Ponizszy rysunek przedstawia wyglad membrany i ksztaltt jej przekroju wzdtuz przekatnej
kwadratu D w chwili ¢ = 0.

L R e CL LR

\ - 0063

Kolejny rysunek przedstawia drgania punktu srodkowego (z = y = 0,5) membrany jako funkcje

zmiennej t.

01T

\/\ﬂ/\/\/\f\f\/\/\/

w5, 0.5,

-0.1-+

3.2.2 Membrana kolowa

Zalozmy teraz, ze D jest kotem, D = {(x,y) : 2* + y* < a®} oraz, ze membrana jest zamocowana

na brzegu, tzn.
u(z,y,t) =0 dla 2 + y* = a?, dlat > 0. (3.29)
Zalozmy, ze funkcje ¢ i ¥ opisujace warunki poczatkowe (3.24)) spetniaja zaleznosé
p(z,y) = o(r), Y(@,y) =9(r), gdzie r = a* +y?, (3.30)
tzn. warunki te sg kotowo symetryczne. O funkcjach danych zalézmy, ze ¢ jest klasy C2, pochodna
¢ istnieje i jest przedziatami ciagla, ¢(a) = 0, v jest klasy C', pochodna v istnieje i jest
przedziatami ciagta, ¥ (a) =
Z symetrii réwnania i warunkow wynika, ze rozwigzanie u moze by¢ poszukiwane w postaci

u = u(r,t). Przechodzac do wspétrzednych biegunowych (r, 0), przeksztatlcamy wyjsciowe réwnanie
do postaci (przyjmujemy, ze u nie zalezy od 0)

2 2
0y 10u 1 0°u 0. (3.31)

ot e 2oe
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Stosujac metode Fouriera (separacji zmiennych) dla u(r, t)
nania

R(r)T(t) otrzymujemy dwa réw-
R'(r)+ LR'(r)

B T”(t)
R(r)

= cQT(t) = — )\ = const.

7 warunkoéw brzegowych wynika, ze staty parametr moze przyjmowac¢ wartosci

A=\, =

w|:m

,dlan=1,2, ..
a

gdzie (x,) jest ciagiem dodatnich zer funkcji Bessela Jy
Funkcje Bessela J; okreslone sa wzorem

Ji(2) = féﬁ )"

a ich zera (x,) sa stabelaryzowane. Ponizszy rysunek przedstawia wykres funkcji Jy
1/

05T

IAWAN N
0 W\/\/

cosd
W takim razie funkcja

r ct ct
up(x,t) = Jo (a:n5> [A cos ( a) + By, sin ( - >] dlan=1,2,.. (3.32)

i dowolnych statych A,,, B, jest rozwigzaniem rozwazanego rOwnania speliajacym jedno-
czesnie warunek brzegowy (3.29)).

Pelnym rozwiazaniem zagadnienia, spelniajacym takze warunki poczatkowe (3.30)), jest funkcja
(r,t) okreslona jako suma szeregu

rt):§J0<x”£> [A COS( a)+B Sm( Ctﬂ

3.33
- (3.33)
gdzie stale A, i B, wyznaczone sg za pomocg wzorow
> 7 r 2 f
A, = ——— J(n—>d, B, =
272 (z) /7“90(7") o(x a r
0

vy el ARCG RIS LD
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dlan=1,2,.., Ji(z)=—J(z).

Przyktad

Rozwiazaé¢ zagadnienie drgaii membrany kotowej dla a = 1, o(r) =1 — 72, ¢(r) = 0.

7, danych zadania wynika, ze

/ (1 —7?)Jo(zpr)dr dlan=1,2,.
0

Korzystajac z wtasnosci funkcji Bessela

d n n
" (@)) = 2" (@)

i wzoru rekurencyjnego

i1 (2) + Jpg1 (v) = %Jk( )

oraz stosujac wzor na catkowanie przez czesci otrzymujemy ostatecznie

" l“%Jf(ﬂin) B x?z‘h(xn)’

a zatem rozwigzanie zagadnienia wyraza si¢ wzorem

u(r,t) = 82 P J1 ) o) cos(zpct).

Ponizszy rysunek przedstawia wyglad memebrany i ksztalt jej przekroju osiowego w chwili ¢ = 0.

el LT !
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Kolejny rysunek przedstawia drgania punktu potozonego na osi symetrii membrany jako funk-
cje zmiennej t.

Wl 1)

P

3.2.3 Membrana nieograniczona

Zatézmy teraz, ze rozwazamy réwnanie drgan membrany dla (z,y) € R?. Oznacza to, ze
dane sg tylko warunki poczatkowe opisujace poczatkowy ksztatt membrany i predkos¢ poczatkowa
drgan (3.24)), nie ma za$ warunkéw brzegowych.

Nastepujace twierdzenie okresla warunki dostateczne dla istnienia rozwigzania i podaje jego
postaé (tzw. wzdr Poissona).

Twierdzenie
Jezeli funkcje ¢ i v sg odpowiednio klasy C? i C?, to funkcja u postaci

u(®,y,) = 2rc // Ve —(p— idpdq( 82& 2me // Vet — (p— idpdq (4 —y)?

Kct

gdzie K jest kotem o érodku w punkcie (x,y) i promieniu ct, jest rozwigzaniem rozwazanego
zagadnienia.

]
Przyktad
Rozwiaza¢ zagadnienie drgan membrany nieograniczonej dla danych:
1
c=1 o(z,y) = Tr2 sy U(z,y) = 0.

Stosujac we wzorze Poissona zamiane zmiennych w catce podwdjnej
p=x+rcosa, q=y-+rsina

otrzymujemy wzor na funkcje u w postaci

2t

u(av,y,zf):2 — o(x 4+ rcosa,y + rsina) —— drd& =
ot N —)

0 1
- drd
ot //1+x2+y +r2+2xrcosa+2yrsma,/t2_rz‘ rac
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Ponizszy rysunek przedstawia wyglad membrany w chwili ¢ = 0.

Na nastepnym rysunku widoczne sg ksztatty przekrojow osiowych membrany dla ¢t =0, ¢t = 0, 5,
t=0,6,t=1,t=3,t=6.
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Kolejny rysunek przedstawia drgania punktu potozonego na osi symetrii membrany jako funk-
cje zmiennej t.

1T
P 1 e
s
% 1 _\_\_\_:- 1 1 1 ! 1 L 1 ]
0 1 3 K] i 5 G 7 S Q 10
-0.5—

3.3 Drgania poprzeczne belki

Metoda separacji zmiennych moze by¢ stosowana do rozwigzywania zagadnien granicznych dla
rownan rozniczkowych czastkowych rzedu wyzszego niz drugi. Przyktadem takiego zagadnienia
jest zagadnienie drgajacej belki opisane rownaniem rzedu czwartego

U + ClUpger = 0, dlax € (0;1),¢ >0 (3.35)
z warunkami poczatkowymi

u(z,0) =@ (x), u (,0) = (x) (3.36)

opisujacymi ksztalt poczatkowy belki i poczatkows predkosé drgan oraz warunkami brzegowymi
postaci

u(0,t) = u(l,t) = gy (0,1) = gz (I, 1) = 0. (3.37)

Podobnie jak w przypadku struny, poszukujemy niezerowych rozwiazan réwnania (3.35) spetnia-
jacych jednoczesnie warunki brzegowe (3.37), w postaci u (z,t) = X ()T (t). Prowadzi to do
problemu wyznaczenia wartosci wtasnych A, dla ktérych istnieja niezerowe funkcje X (x) speknia-
jace rOwnanie

XW () " (t)

X - T AER (3.38)

z warunkami

X0)=X({)=X"(0)=X"()=0. (3.39)
Z rozwazan analogicznych do przypadku omoéwionego dla struny jednowymiarowej wynika, ze
jedynymi liczbami \ o tej wlasnosci sg liczby

4
An:(ﬁl—”) dlan=12 ...,

ktorym odpowiadaja funkcje

X, (z) = sin Wl—nm, T, (t) = A, sin [c (Wl—n>2t1 + B, cos [ (Wl—n)Qt} .
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Rozwiazanie zagadnienia (i3.35])-(3.37) mozemy zatem zapisa¢ w postaci

w(z,t) = :Z?Xn (2) T, () = :zz {An sin [c (?)2 t} + B, cos { (Z-”)z t} } sin 7;—”:(; (3.40)

gdzie wspotczynniki A, i B, szeregu (3.40) wyznaczamy z warunkéw poczatkowych
-‘rooB o +c>oA TN 2 o
= n S — T, = n 5 s —x,
¢ (x) ;:1 in—-z Y (z) n§:1 c ( 7 > in—-x
skad wynika ostatecznie, ze

I I
21 2
A, = W/zﬁ(x)sin?:cd:c, B, = 7/¢(x)sin?xd:c, dlan=1,2,....
0 0

3.4 Zadania

1. Rozwiaza¢ réwnanie

0? 0?
_8151; — az—(9 Z = bsinh zx
T

przy jednorodnych warunkach poczatkowych i brzegowych

u(0,t) =0, wu(l,t)=0.

2. Rozwiazaé¢ réwnanie
Pu
o2 0x2
przy jednorodnych warunkach poczatkowych i brzegowych

w(0,t) =0, wu(l,t)=0.

3. Rozwiaza¢ réwnanie
Pu Du
ot 0x?

przy jednorodnych warunkach poczatkowych i brzegowych

= t*z (v — )

uw(0,t) =0, wu(l,t)=0.

4. Rozwiaza¢ rownanie

Pu 0% ou
_ —  _9h— — 2 —
gz~ Vg Mg ~Uu=0

przy jednorodnych warunkach poczatkowych oraz przy warunkach brzegowych

u(0,t)=A, wu(l,t)=0.
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5. Rozwiaza¢ réwnanie

Pu 0%
—_—— (1/ —
ot? O0x?

przy jednorodnych warunkach brzegowych

=0

w(0,t) =0, u(l,t)=0

i warunkach poczatkowych

0 2
u(x,0) =0, 8—1; (x,0) = sin Tﬁx
6. Rozwiaza¢ rownanie
Pu 0%
o220 )
oz~ ¢ Ba2
przy warunkach brzegowych
Ju
0,t)=0 — (I,t) =0
u( Y ) Y aw ( Y )
i warunkach poczatkowych
5 0
u(x,0) = sin 2—7;37, 8_11;6 (x,0) = cos %x
7. Rozwiazaé réwnanie
Pu 0%
— — =0
o~ ox?
przy warunkach brzegowych
ou
0,t) =0 — (l,t) =0
u( ) ) Y ax ( Y )
i warunkach poczatkowych
0 3
u(z,0) =z, 8_7: (x,0) = sin 2%3: + sin 2—7;:1:
8. Rozwigza¢ rownanie
Pu 0%
—_—— a —_—
ot? Ox?
przy warunkach brzegowych
ou ou
—(0,t) =0 — (1) =0
8:6( 4 =0, oz (L2)
i warunkach poczatkowych
ou
0) = — (z,0) =1
U <x7 ) w? at ('T7 )



TEMAT 3. METODA FOURIERA DLA ROWNAN HIPERBOLICZNYCH

9. Rozwiaza¢ rownanie

Pu 0% T
22 @ e = Aexp (—t) sin —-2

przy jednorodnych warunkach brzegowych
u(0,t) =0, wu(l,t)=0

i jednorodnych warunkach poczatkowych

ou
w(z,0) =0,  SH(,0)
10. Rozwiaza¢ rownanie
Pu 0%
W —a @ = Aacexp(—t)

przy jednorodnych warunkach brzegowych
u(0,t) =0, wu(l,t)=0

i jednorodnych warunkach poczatkowych

ou
u (‘/E’ ) ’ at (x7 )
11. Rozwiaza¢ rownanie
Pu 0% _
w —a @ = Asint
przy warunkach brzegowych
ou
0,t) =0 —(,t) =0
w(.0)=0, 55 (LY
i jednorodnych warunkach poczatkowych
ou
0)=0 — (z,0) =0
w(@0)=0, (2,0
12. Rozwiaza¢ rownanie
Pu 0%
W_@:O’ O<z<m t>0

przy warunkach brzegowych
w(0,t) =12,  u(mt) =1t

i warunkach poczatkowych

u(x,0) =sinz,

33
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13. Rozwiaza¢ rownanie
Pu  u
ot 0x?

przy warunkach brzegowych

=0, O<zx<m t>0

u(0,t) =exp(—t), wu(mt)=t

i warunkach poczatkowych
u(x,0) =sinxcosz,

14. Rozwiaza¢ rownanie

Pu  O%u
W_@:(), 0<ZE<7T, t>0
przy warunkach brzegowych
ou
0,t) =t — t)=1
w0 )=t, St (m1)
i warunkach poczatkowych
0
u(x,0) = sin 5% a—:: (x,0) = 1.
15. Rozwiaza¢ réwnanie
0? 0?
a—g—aQa—Z:siHQt, O<ax<l, t>0
x
przy warunkach brzegowych
0 0 2 . 2
ggmi)za ggaj%:aﬁngﬂn%
i warunkach poczatkowych
0 2
u(x,0) =0, a—?(m,O):—Zcos;x.
16. Rozwiazac¢ réwnanie
ou 0%
— —a" - =0 O<z<l, t>0
ot a2 ’ rsh

w(0,t) =0, wu(l,t)=0
i warunku poczatkowym

- z dla 0<x§%l
M%m_{l—x(mla<x<L
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17. Rozwiaza¢ rownanie

— —a"=— =0, O<zxz<l, t>0

i warunku poczatkowym

u(x,0) = Z
18. Rozwiaza¢ rownanie
ou 0%
— —a == =0 O<z<l, t>0
or o2 T ren

przy warunkach brzegowych
uw(0,t) =0, u(l,t)=0

i warunku poczatkowym

u(z,0) = Ax.
19. Rozwiaza¢ rownanie
ou 0%
— —a"== = I, t
5 a8x2 0, 0<zx<l, >0
przy warunkach brzegowych
ou
—(0,1) =0 [,t) =0
5y (0:1) =0, u(l?)

i warunku poczatkowym

20. Rozwiaza¢ réwnanie

ou 0%
a—a@—o, O<zxz<l, t>0
przy warunkach brzegowych
ou ou
—(0,t) =0 —(,t)=0
8x( ) T Ox (1)

i warunku poczatkowym

21. Rozwigza¢ rownanie

— —a"— =0, O<z<l, t>0
przy warunkach brzegowych
w(0,t) =T, w(l,t)=U
i warunku poczatkowym

u(x,0) = 0.
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Temat 4

Roéwnanie przewodnictwa cieplnego (I)

4.1 Zagadnienie Cauchy’ego dla preta nieograniczonego

Rozktad temperatury w jednowymiarowym nieograniczonym precie opisuje funkcja u = wu(z,t),
spetiajaca jednorodne rownanie przewodnictwa cieplnego

u = a’uy, dlaz eR, t>0. (4.1)

Funkcja u przedstawia temperature preta w punkcie x, w chwili czasu ¢.
Zaktadamy, ze dany jest poczatkowy rozktad temperatury

u(z,0) = ¢(x), v € R, (4.2)

gdzie ¢ jest funkcja dana.
Zagadnienie polegajace na znalezieniu rozwiazania réwnania (4.1)) spetniajacego warunek (4.2))
nazywamy zagadnieniem Cauchy’ego (zagadnieniem poczgtkowym) dla réwnania przewodnictwa.

4.1.1 Uogodlniona metoda Fouriera

Stosujac metode rozdzielenia zmiennych u(z,t) = X (x)T'(t) do réwnania (4.1)) otrzymujemy réw-
nos¢
) _ X"(z)

= = —\2 = const.

a’T(t)  X(x)

Wynika stad, ze dla dowolnej wartosci rzeczywistej parametru A funkcja postaci
ur(z,t) = exp (—a’X*t) [A(N) cos Az + B(X) sin Az] (4.3)

spetnia réwnanie (4.1) - by¢ moze bez zadanego warunku poczatkowego (4.2). Wyrazenia A (\)
i B(\) sa w tym momencie dowolnymi funkcjami zmiennej A.
Zastosujemy teraz nastepujace twierdzenie pomocnicze.

Twierdzenie
Jezeli funkcja U (z,t, a) dla kazdej wartosci rzeczywistej parametru a spetnia wzgledem zmien-
nych (z,t) liniowe réwnanie rézniczkowe LU = 0, to catka postaci

—+00

u(x,t) = /U(:z:,t,a)gp(a) dov (4.4)

—00

36
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jest takze rozwigzaniem tego rownania, o ile mozna obliczy¢ pochodne wystepujace w rownaniu
LU = 0 przez rézniczkowanie pod znakiem calki.
|

Stosujac powyzsze twierdzenie do funkcji U (x,t,\) = uy (x,t) przedstawiamy rozwiazanie
zagadnienia Cauchy’ego w postaci

+oo
u(z,t) = / exp (—a®A*t) [A(N) cos Az + B(A) sin Az] d. (4.5)
Podstawiajac t = 0 i uwzgledniajac warunek poczatkowy (4.2]) otrzymujemy
+oo
o(x) =u(z,0)= / [A(X) cos Az + B(X) sin Az dA. (4.6)

Z réwnosci (4.6)) nalezy wyznaczy¢ niewiadome funkcje A (A) i B (A).

Zadanie to jest réwnowazne przedstawieniu danej funkcji ¢ w postaci tzw. catki Fouriera.
Korzystajac z teorii szeregéw Fouriera, dowodzi si¢ prawdziwosci nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie

Jezeli funkcja ¢ (x) jest suma swojego szeregu Fouriera w kazdym przedziale postaci (—1, ) oraz
+oo

jest bezwzglednie catlkowalna na osi rzeczywistej, tzn. zbiezna jest catka niewlasciwa / lo (x)] dz,

to funkcje ¢ () przedstawi¢ mozna w postaci catki Fouriera .
+o0
o(x) = / [A(X) cos Ax + B(A) sin Az] dA, (4.7)
gdzie
1 1
A(N) = Py / o(1)cos Ardr, B(X) = gy / () sin Ardr. (4.8)

Z powyzszego twierdzenia wynika bezposrednio, ze wzor (4.5)), w ktérym funkcje A (A) 1 B (\)
okreslone sa wzorami (4.8)) przedstawia rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego (4.1))-(4.2]).

4.1.2 Rozwigzanie podstawowe, catka Poissona

W celu dalszego przeksztatcenia wzoru (4.5) wykorzystamy nastepujacy lemat rachunkowy.

Lemat
Zachodzi tozsamosé

+oo 2
/ exp [—a®A’t] cos A (1 — z) d\ = Qﬁ X [—u] . (4.9)

0
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Dla dowodu wzoru, przeksztatcamy catke po lewej stronie rownosei (4.9)) jak nastepuje.

+oo
/ exp [—a®A’t] cos A (1 — z) d\ =

0

a\Wt=z \NT1—2)=pz
__ dz __ T—x
A= F=

av't’

“+o0o
1 2
= —— [ exp|—2°| cos uzdz.
i / p [—2"] cos
0

(4.10)

+o0o
Oznaczmy @ (1) = / exp [—2?] cos pzdz. Wtedy

0

+00 +oo
1 e
' () = —/ exp [—2%] zsin pzdz = 5 eXP [—2%] sin pz — g/ exp [—2%] cos pzdz = —g@ () .
0 0 0
Mamy wigc
/ K _
() + 52 (1) =0,
skad wynika, ze ® (u) = C'exp [—”TQ]
Poniewaz C' = & (0), wiec
40 \/_
T
C= —2%dy = -,
/ exp [~27] dz = ¥

W takim razie ® (u) = ‘/777 exp [—“—] i ze wzoru (4.10) wynika, ze

/ exp [—a2/\2t] cos A\ (T —z)d\ = Lqp (n) = 2;/jg exp [_ (74;2? ] |

0

co konczy dowdd lematu.
|

Podstawiajac wzory (4.8)) do (4.5]) i stosujac pewne elementarne wzory trygonometryczne otrzy-
mujemy

+oo | +oo
1
u(z,t) = — / /cp (1) exp (—a’X*t) cos A (1 — z) dr | dA.
7r
0 —00

Zamieniajac w powyzszym wzorze kolejnosé catkowania i stosujac poprzedni lemat - wzor (4.9)
otrzymujemy

+oo [ +oo
1
u(x,t) = - / / exp (—a’N*t) cos A (1 — ) d\ | ¢ (1) dr =
—o0 0

2a+/mt 4a?t

— /90(7) exp [——(T_I) ]dT- (4.11)
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Wprowadzajac oznaczenie

1 (1 — )
F(x,t,T) = VT exp e

mozemy wzér (4.11]) zapisa¢ w prostszej postaci

“+oo

u(x,t) = /go(T)F(:U,t,T) dr.

—00

39

(4.12)

(4.13)

Funkcje F'(x,t, 7) okreslona wzorem (4.12)) nazywamy rozwigzaniem podstawowym réwnania prze-
wodnictwa cieplnego, zas wzor (4.13) opisujacy rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego - calkq Pois-

sona.

4.1.3 Przyktady
Przyktad 1

Rozwiazaé powyzsze zagadnienie poczatkowe (4.1)-(4.2) dla a = 1 oraz ¢ okreslonej wzorem

3 dla |z[ <1
plx)=4¢ 1.5 dla |z|=1
0 dla |z|>1.
Ze wzoréw (4.8)) wynika, ze
3sin A
AN = B(A) =0
=" By =0
zatem zgodnie ze wzorem (|4.5))
+oo

u(z,t) = 6 / exp (—A\%t) —Sln)\ios )\xd)\
T

0

lub w postaci rownowaznej (4.11))

u(z,t) =

3 T (r —2z)*
2\/H_/1@<p [—T] dr.

Nastepny rysunek przedstawia wykresy temperatury w réznych chwilach czasu. Poszczegdlne

rodzaje linii odpowiadaja czasom:
linia czerwona ciagta - t = 0, 01;
linia niebieska ,kreska-kropka” - ¢t =0, 1;
linia czarna ,kreska-kreska” - t = 1;

linia czarna ,kropka-kropka” - t = 4.
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Dla wartosci t bliskich zeru wykres przybliza funkcje ¢, ktora jest w tym przyktadzie nieciggta,
dla duzych t nastepuje wyrownywanie temperatury wewnatrz preta.

Przyktad 2
Rozwiaza¢ powyzsze zagadnienie poczatkowe dla a = 1 oraz ¢ okreslonej wzorem

30—l diafg <1
plr) = { 0 dla |z| > 1.

Podobnie jak poprzednio, wyznaczamy A (\), B (\), u (z,t)

3(1 — cos A
A(N) = %a (A) =0,
6 | 1 A) cos A
u(z,t) = - / exp (—A\%t) (1= COS/\Q)COS Ty =

0

+1
= i — |T|)ex _—(T—$)2 T
_Wﬁl(l ) p[ . ]d.

Kolejny rysunek przedstawia wykresy temperatury w roéznych chwilach czasu. Poszczegdlne
rodzaje linii odpowiadajg czasom:

linia czerwona ciaggla - t = 0,001;
linia niebieska ,kreska-kropka” -t =0, 1;
linia czarna ,kreska-kreska” - t = 1;

linia czarna ,kropka-kropka” - t = 4.
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Ln
D-'II'

Podobnie jak w przyktadzie poprzednim, dla ¢ = 0.001 otrzymujemy wykres przyblizajacy
funkcje ¢, zas dla duzych t nastepuje wyréwnywanie temperatury wewnatrz preta

Przyktad 3

Rozwiaza¢ powyzsze zagadnienie poczatkowe dla a = 1 oraz ¢ okreslonej wzorem

T1 dlaz >0
p(z) =

Ty dlaz <0.

W celu rozwigzania tego zagadnienia skorzystamy bezposrednio ze wzoru (4.11)), ktory pozo-
staje prawdziwy nawet wowczas, gdy funkcja ¢ nie spetnia wszystkich zatozen wymaganych dla
przedstawienia jej za pomocg catki Fouriera.

0 +o0
Korzystajac z faktu, ze /exp (—s?)ds = /exp( Hds = ‘F , otrzymujemy
—00 0
2 to 2
— ) T, / (1 —x)
x,t) - + exp | ———— | dr =
u 2a\/ [ 4a’t 2a~/t P [ 4a’t
T [
’ ﬁ:s, dr = 2v/tds — / exp ds—l—T / exp(—sz)ds
T
“avE
T, |7 r T \/_ r
2 ™ 2 1
=— |5 - exp (—s”) ds — | = ex =
T |2 / p=st)ds) + T2 / P
“3vE “3vE
i
TW+1Ty, 1T1-T:
- 1+ 1o ! 2/6Xp(—82)d8
2 NZa
0
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Rozwazmy teraz przypadek szczegdlny T} = 3, Tb, = 0.
Oto wykresy temperatury. Poszczegodlne linie odpowiadaja réznym wartosciom ¢.

linia czerwona ciagta - ¢ = 0, 01;
linia niebieska ,kreska-kropka” -t =0, 1;
linia czarna ,kreska-kreska” - ¢t = 1;

linia czarna ,kropka-kropka” - ¢ = 10.

4.2 Rozktad temperatury w precie pélograniczonym

Rozktad temperatury w jednowymiarowym poétograniczonym precie, w ktérym nie wystepuja we-
wnetrzne zrodia ciepla, opisuje funkcja u = u(z, t), spetniajaca jednorodne réwnanie przewodnic-
twa, cieplnego (4.1J).

Zaktadamy, ze dany jest poczatkowy rozktad temperatury

u(z,0) = p(x), © >0, (4.14)

gdzie ¢ jest pewng dana funkcja ograniczona, oraz stan temperatury na koncu preta w dowolnej
chwili czasu ¢

u(0,t) = a(t), t > 0. (4.15)
Rozwiazanie u(x,t) zagadnienia (4.1)), (4.14), (4.15) przedstawiamy w postaci
U(l’, t) - ul(x7 t) + U2<I7 t)a

gdzie uy 1 us 83 rozwigzaniami rozwazanego jednorodnego réwnania przewodnictwa speliajacymi
warunki
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Korzystajac z wtasnosci rozwigzania podstawowego rownania przewodnictwa, analogicznie jak
w punkcie poprzednim, mozna wyprowadzi¢ wzory

uy (z,t) 2@\/_ { exp [ x4;27t') ] — exp —% }gp(T)dT, (4.16)
us(x, t) 2@\/_/ \/ﬁ { m} dr. (4.17)
Przyktad

Rozwiazaé powyzsze zagadnienie dla a = 1, a(t) = 0, p(z) = T > 0 (chlodzenie preta
o ustalonej jednorodnej temperaturze poczatkowej).
Z przedstawionych warunkéw oraz ze wzoru (4.17)) wynika, ze ug(z,t) = 0, zas

2\/_ {eXp[ x;—;)Q]—exp }m:m(ziﬁ),

_(x—i—7’)2

uw(z,t) = uy(z,t) n

gdzie

O(z) = % /exp (—2?) dz.

Ponizszy rysunek przedstawia wykresy temperatury w réznych chwilach czasu (¢ = 0,001, ¢ =0, 1,
t=1,t=0>5,t=20) i przedziatach zmiennosci = dla T' = 1.
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Wraz z uptywem czasu nastepuje obnizenie temperatury we wszystkich punktach preta.
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4.3 Zadania

1. Funkcje ¢ (z) okreslona wzorem

x dlad<z <1
p(r)=% 2—2 dlal<z<?2
0 dla = ¢ (0;2)

przestawi¢ w postaci cosinusowej catki Fouriera.
+oo

Odp.: ¢ (x) = 2/—20055_:20528_1 cos sxds.

™

0

44

2. Dana jest funkcja o (z) = e7**, dla k > 0. Wyznaczy¢ sinusowe i cosinusowe przedstawienia

funkcji ¢ dla x > 0.

—+00 “+00
. o—kx __ k —kxr __ s :
Odp.: e™* = /mcos sxds, e " = /msm sxds.
0 0

3. Wyprowadzi¢ wzory (4.16)) i (4.17)).



Temat 5

Roéwnanie przewodnictwa cieplnego (II)

5.1 Metoda Fouriera dla preta ograniczonego

5.1.1 Pierwsze zagadnienie brzegowe dla preta ograniczonego

Poszukujemy rozwiazania réwnania przewodnictwa
Uy = @*Ugy + f(x,t) dlaz € (0;1), t >0, (5.1)
spetiajacego warunki brzegowe
w(0,t) =a(t),u(l,t)=0(t) dlat>0 (5.2)
i warunek poczatkowy
u(z,0) =p(z) dlaz € (0;1). (5.3)

Rozwiazanie zagadnienia ((5.1])-(5.3]) mozna znalezé metoda Fouriera, podobnie jak w przypad-
ku struny skonczonej.
Podstawienie

u(z,t) = v(x,t) + w(x,t), gdzie
T

a(t) + [6(t) — at)] -

w(z,t) l

sprowadza problem do przypadku jednorodnych warunkéw brzegowych, tak wiec wystarczy umiec
rozwiazaé zadanie dla « (t) =0, B (t) = 0.
Przedstawiamy szukang funkcje v w postaci

v(z,t) = v (z,t) + ve(x, t),
gdzie vy 1 vy 83 rozwigzaniami zagadnien

(v1), = a®(v1),, dlaxe€ (0;1),t>0,
v1 (2,0) = (z) —w(x,0), vy (0,t) = v, (I,t) =0

oraz

(v2), = a* (v2),, + [ (x,t) —w; (z,t) dlaz e (0;1),t>0,
vy (2,0) =0, v2 (0,¢) =wve (I,t) = 0.

45



TEMAT 5. ROWNANIE PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO (1I) 46

Przedstawiajac vy (z,t) = X (x)T (t) i rozdzielajac zmienne, po przeprowadzeniu dyskusji
wartosci wlasnych odpowiedniego zagadnienia Sturma-Liouville’a, otrzymujemy wzér na postaé
funkeji vy (z,t)

—+00

_(nm 2a2 .onmw .
vi(z,t) = ;cne () @ gip 7% gdzie (5.4)
) l
=7 / [o(s) —w(s,0)]sin nl—ﬂsds, n=12... (5.5)
0

Analogicznie, jak w przypadku struny, otrzymujemy przedstawienie funkcji v, w postaci szeregu

+oo
vo(z,t) = Z d,(t) sin W%, gdzie (5.6)
n=1
) ¢ !
d,(t) = 7/6_“") a*(t=) /[f(s,T) — w,(s,7)]sin nl—ﬂsds dr, n=12, .. (5.7)
0 0

Zalozenia, ktoére nalezy przyjaé¢ o funkcjach danych sg analogiczne do zatozen dla odpowied-
niego zagadnienia dla struny skonczone;j.

Przyktad 1
Rozwiazaé powyzsze zagadnienie poczatkowe dla a = 1,1 =1, f(x,t) =0, a(t) =0, B(t) =0,
©(x) = 1 (chlodzenie preta o ustalonej jednorodnej temperaturze poczatkowej).

Z przedstawionych warunkow wynika, ze

+oo
w(z,t) =0, vy(x,t) =0, vi(x,t)= che_’Tz”Qt sin mnx,
n=1
gdzie
21— (=1 dlan=1,2
n=—I[1—-(— an=12 .
™m
zatem
+oo
2R~ (=) o,
=23 L e .
u(z,t) - Z - e sin mnx

n=1

Nastepny rysunek przedstawia zmiany wykresu temperatury preta w czasie t = 0,001, ¢ = 0,01,
t=0,1,t=1.
Najnizszy wykres przedstawia temperature w punkcie sSrodkowym preta dla z = 0, 5.
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W miare uptywu czasu nastepuje obnizenie temperatury we wszystkich punktach preta.

Przyktad 2
Rozwiazaé powyzsze zagadnienie poczatkowe dla a = 1,1 =1, f(x,t) =0, a(t) =0, B(t) =0,
o(x) =22(1 —z).

7, warunkow zadania wynika, ze

+oo
w(z, t) =0, vy(x,t) =0, vi(x,t)= che_ﬂzn% sin mnz,
n=1
gdzie
5 " dl
Cp = ) 1—(=1)"] dlan=1,2,..
zatem
8 x=1—(—1)"
u(z,t) = 3 ; %6”2”% sin mne.

Nastepny rysunek przedstawia zmiany wykresu temperatury preta w czasie t = 0,001, ¢t = 0, 01,
t=0,1,t =1 oraz temperature w punkcie srodkowym preta.
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Przyktad 3
Rozwiazaé powyzsze zagadnienie poczatkowe dla a = 1,1 =1, f(x,t) =0, a(t) =0, B(t) =1,
¢(x) = 0 (podgrzewanie preta od prawego konca).

7, warunkow zadania wynika, ze

+oo
w(z,t) =z, vo(x,t) =0, vi(z,t)= che_WQ”Qt sin mnz,
n=1
gdzie
2 n
p=—(1" dlan=1,2,..,
™m
zatem
= (1)
u(z,t) =x + — e ™ "sin tna
TE= n

Nastepny rysunek przedstawia zmiany wykresu temperatury preta w czasie t = 0,001, ¢t = 0,01,
t=0,1,t =1 oraz temperature w punkcie srodkowym preta.
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W miare uptywu czasu temperatura zbliza sie do wartosci funkcji liniowej y = x we wszystkich
punktach preta.

5.1.2 Zasada maksimum dla ré6wnania przewodnictwa

Zatozmy, ze u (z,t) jest rozwiazaniem jednorodnego réwnania przewodnictwa
w = a*uy, dla0 <z <l,0<t<T. (5.8)
Zachodzi nastepujace twierdzenie zwane zasadg maksimum dla rownania przewodnictwa cieplnego.

Twierdzenie (zasada maksimum)

Jedli funkcja u (x,t) okreslona i ciagta w obszarze 0 <t < T, 0 < x < [ spelnia jednorodne
réwnanie przewodnictwa (5.8) w punktach obszaru 0 < ¢t < T, 0 < x < [, to osiaga ona swoje
kresy w chwili poczatkowej ¢ = 0 lub dla x = 0 lub dla = = [.

]

Sens fizyczny tego twierdzenia jest nastepujacy: jesli temperatura na brzegu preta nie przekra-
cza pewnej wartosci M i poczatkowa temperatutra takze nie przekracza M, to wewnatrz preta,
przy braku zrédel ciepta, nie moze pojawic sie temperatura wyzsza niz M.
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5.1.3 Jednoznaczno$¢ rozwigzania pierwszego zagadnienia brzegowego
Niech uy (x,t) 1 us (z,t) beda dwoma rozwiazaniami pierwszego zagadnienia brzegowego
(5.1)-(5.3). Wowezas funkcja

v (I’,t) = U (*1'7 t) — U2 (Q?,t)
spetia jednorodne réwnanie (5.8)) oraz jednorodne warunki brzegowe v (0,¢) = v (I,¢) = 0 i po-
czatkowe v (z,0) = 0. Z zasady maksimum wynika wiec, ze kres gérny i dolny funkcji v (z,t)

sa rowne zero. Oznacza to, ze v (z,t) = 0, a zatem wuy (z,t) = g (z,t), tzn. zagadnienie jest
jednoznacznie rozwigzalne.

5.1.4 Stabilnos$¢ rozwigzania pierwszego zagadnienia brzegowego
7 zasady maksimum wynika bezposredno nastepujacy wniosek.
Wniosek
Jesli uy (x,t) 1 ug (x,t) sa dwoma rozwiazaniami réwnania (5.1]) i spetnione sa warunki
uy (x,0) <wug (z,0) dlaz € 0;]
U (O,t) < U2 (O,t) , U (l,t) < U9 (l,t) dlat € [0, T] y
to dla dowolnych z € [0;1], ¢t € [0;T] zachodzi nier6wnosé
Uy (xat) S Uz (J],t) :

Dowodd
Rozwazajac funkcje v (z,t) = ug (x,t) — uy (z,t) stwierdzamy, ze spelia ona réwnanie (5.8)),
a ponadto warunki

v (z,0) >0, v(0,t) >0, v(l,t) >0.

7 zasady maksimum wynika, ze v (z,t) > 0 dla wszystkich (x,t) z rozwazanego obszaru, zatem
Ui (l’7t) S Uz ('Tu t)
[

Twierdzenie
Jesli uy (x,t) 1 ug (z,t) sa rozwiazaniami réwnania (5.1)) takimi, ze warunki brzegowe i poczat-
kowy spelniaja nierownosé
luy (z,t) —ug (2,t)| <e dlat=0,2=0,z =1, (5.9)
to
|ug (z,t) — ug (x,t)| < e dla wszystkich (z,t) € [0;1] x [0;7]
(powyzsza nieréwnosé oznacza stabilno$¢ rozwiazania pierwszego zagadnienia brzegowego).

Dowéd
Warunek ([5.9) mozna zapisa¢ w postaci

—e <wuy (z,t) —ug (z,t) <e dlat=0,2 =0,2 = [.

Oznaczajac vy (x,t) = —e, vo (2,t) = uy (x,t) — ug (x,t) i stosujac wniosek otrzymujemy nie-
réowno$é —e < wuy (x,t) — ug (x,t) dla wszystkich (z,t) € [0;1] x [0; 7.
Podstawiajac z kolei vy (x,t) = wuy (z,t) — ug (2,%) 1 v9(x,t) = € otrzymujemy nieréwnosé
uy (z,t) —ug (x,t) < e co konczy dowdd twierdzenia.
u



TEMAT 5. ROWNANIE PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO (1I) 51

5.2 Przyklady radialnego rozkladu ciepta w walcu

5.2.1 Zagadnienie ostygania walca

Rozwazamy walec o promieniu a, ktérego osia jest Oz. Niech u = u(r,t) oznacza temperature
punktu walca oddalonego od jego osi o r, w chwili ¢. Funkcja ta spelnia rownanie przewodnictwa
(we wspohrzednych biegunowych) postaci

1 1
Upp + —Up = Tt dlar € [0,a),t>0, k> 0. (5.10)
r

Zalbézmy, ze powierzchnia boczna walca utrzymywana jest w temperaturze 0, a wiec spelniony jest
jednorodny warunek brzegowy

u(r,t) =0 dlar=a, t > 0. (5.11)
Zaktadamy réwniez spetnianie osiowosymetrycznego warunku poczatkowego
u(r,0) = p(r) dla0 <r <a, (5.12)

gdzie ¢ jest funkcja dang, ktéra moze by¢ przedstawiona w postaci szeregu Fouriera - Bessela.
Stosujac metode Fouriera (rozdzielenia zmiennych) dla w(r,t) = R(r)T(t) otrzymujemy dwa
roOwnania

R/,(T)—F%R/(T) B T/(t) B _
R(r) A —\ = const.

7 warunku brzegowego wynika, ze staly parametr A moze przyjmowacé¢ wartosci
2
A=A =2 dlan=1,2,..,
a
gdzie (x,) jest ciagiem dodatnich zer funkcji Bessela Jy. W takim razie funkcja

up(r,t) = CpJo <$n£> e CB) R g = 1,2, ...
a

i dowolnej statej C), jest rozwiazaniem rozwazanego réwnania speliajacym jednoczesnie jedno-
rodny warunek brzegowy u, (a,t) = 0.

Pelnym rozwiazaniem zagadnienia ([5.10)-(5.12)), spelniajacym takze warunek poczatkowy, jest
funkcja u(r, t) okreslona jako suma szeregu

u(r,t) = f CnJo (mn£> 67(%)2“ (5.13)

gdzie state C), wyznaczone sg za pomoca wWzorow

a

2 r
o) /TQD(T)JO (xna> dr, dlan=1,2,.... (5.14)

C,=———
a?J3(
0
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Przyktad
2

Rozwiazaé zagadnienie ostygania walca dla a =1, p(r) =1 —r°.

Zgodnie za wzorem ([5.14))

1
2
() /7"(1 — 1) Jo(x,r)dr dlan =1,2,..
0

Cn =

Korzystajac z wtasnosci funkcji Bessela oraz stosujac wzor na catkowanie przez czesci otrzy-
mujemy ostatecznie

") addi(z,)

a zatem zgodnie ze wzorem ([5.13)) rozwiazanie u (r,t) zagadnienia wyraza si¢ wzorem

+o0o
1 .y
'LL(T’, t) = S;WJ()(LL}LT)G .

Ponizszy rysunek przedstawia wykresy temperatury wu(r,t) dla ¢t = 0, t = 0.1, ¢ = 0.5. W miare
uptywu czasu nastepuje obnizenie temperatury we wszystkich punktach walca.

0.5
0.1

05T

i 1)

5.2.2 Zagadnienie nagrzewania powierzchni bocznej walca

Rozwazamy walec o promieniu a, ktérego osia jest Oz. Niech v = wu(r,t) oznacza temperature
punktu walca oddalonego od jego osi o r, w chwili ¢. Funkcja ta spetnia rownanie przewodnictwa

postaci ((5.10).

Zatézmy, ze powierzchnia boczna walca utrzymywana jest w temperaturze V4, a wiec spelniony
jest warunek brzegowy

u(r,t) =Vy >0 dlar=a,t>0. (5.15)
Zaktadamy rowniez spetnianie jednorodnego warunku poczatkowego
u(r,0) =0 dla0<r <a. (5.16)

Niech Y'(r, s) bedzie transformata Laplace’a funkcji u(r, t) wzgledem zmiennej t. Wtedy Y (r, s)
spelnia rownanie

1
Y, -2y =o (5.17)

Y;'r -
+7“ k
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Warunek brzegowy ((5.15) implikuje réwnosé

Y (a,s) = %. (5.18)

Rozwiazaniem réwnania (5.17) spelniajacym jednocze$nie warunek brzegowy (5.18)) jest funkcja
Vo Jo(gr)
s Jo(qa)’

Odwracajac transformate Laplace’a np. za pomoca twierdzenia o residuach, otrzymujemy osta-
tecznie wzér na rozwigzanie zagadnienia

Y(r,s) =

gdzie g = [/ —

™ »

u(r,t) = Vy |1 2+§ Me(T)th] , (5.19)

n—1 ‘Tn(]l (:En)
gdzie (z,,) jest ciagiem dodatnich zer funkcji Bessela Jy.

Przyktad
Rozwiaza¢ powyzsze zagadnienie dlaa =1, k=1, Vj = 1.

Na podstawie wzoru (5.19) mozemy napisaé, ze

JOxn 7,5
rt—l—zzwl% .

Linie w kolorze niebieskim sa wykresami funkcji w (r,t) dla ¢t = 0, t = 0,2, ¢t = 0,1, za$ linia
czerwona jest wykresem temperatury jako funkcji czasu w punkcie potozonym na osi walca (z = 0).
W miare uptywu czasu nastepuje wzrost temperatury do wartosci V5 = 1 we wszystkich punktach
walca.

1 . 1T 17
I =
= = S8
i = 05T 5T
g 025 5 5
} 3
o 0.5 1
f | } |
-5+ 0 0.3 1 o 05 1
T T
T
1
Py
=R
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5.3 Zadania

1. Rozwigzaé¢ réwnanie
ou 0%
— —a"— =0, O0<x<l, t>0
ot Ox?
przy warunkach

z dla 0<x§%l

w00 = 0wy 0w = {7 G0 NS
2 .

2. Rozwiazaé¢ réwnanie

przy warunkach

3. Rozwigza¢ rownanie

ou 0%

— —a"— =0, 0 I, t>0
5 gm0 0<z<l t>

przy warunkach

uw(0,t) =0, u(l,t) =0, u(z,0)= Azx.

4. Rozwiaza¢ rownanie

ou  ,0%
— -4 = [, t
5% % 9.2 0, 0<zx<l, t>0
przy warunkach
0
T0,4) =0, u(l,t) =0, u(z,0)=A(—1).
ox
5. Rozwigza¢ rownanie
ou 0%
——a"— =0, 0 [, t>0
5 oz =0 0<z<l t>
przy warunkach
0 0
6—2(0,15) =0, a—Z(l,t):O, u(z,0) =U = Const.
6. Rozwiaza¢ rownanie
ou 0%
——a===0, 0<z<l, t>0
ot T2 T TS

przy warunkach

w(0,t) =T, u(l,t)=U, u(x,0)=0.

7. Rozwigzaé¢ zagadnienie ostygania walca dla a =1, p(r) =1 —r.



Temat 6

Funkcje harmoniczne

Wazna role odgrywaja tzw. funkcje harmoniczne. Przyjmujemy nastepujaca definicje.

Definicja
Funkcje u (x1,x9, ... ,,) nazywamy harmoniczna w obszarze D C R™ wtedy i tylko wtedy,
gdy jest klasy C? oraz

Au =0, (6.1)

gdzie Au = Uy, 4y + ... + Uy, , jest operatorem Laplace’a.
|
W przypadku n = 2 mozna wykazac, ze lokalnie kazda funkcja harmoniczna jest czescig rze-
czywista pewnej funkcji holomorficzne;j.

Twierdzenie
Jezeli funkcja u (z,y) jest harmoniczna w kole K C R?, to istnieje funkcja harmoniczna v (z, y)
okreslona wzorem

(z,y)

v(2,y) = / oy (€,m) €+ up (€,1) dn (6.2)

(0,%0)

taka, ze f = u + v jest funkcja holomorficzng.
Dowdd polega na sprawdzeniu, ze spetnione sg tzw. réwnania Cauchy’ego-Riemanna gwaran-
tujace holomorficznos¢ funkeji f. Réwnania te sg postaci: u, = vy, uy = —v,.
|

6.1 Tozsamosci Greena, wzér podstawowy teorii funkcji
harmonicznych

6.1.1 Przypadek funkcji dwéch zmiennych niezaleznych

Rozwazmy teraz przypadek n = 2. Niech D C R? bedzie obszarem ograniczonym krzyws gtadka 0D.
Rozwazmy znany wzér Greena w postaci

é / (% - 2—];) dxdy =8 Z Pdz + Qdy (6.3)

95
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dla funkcji P i Q klasy C?. Podstawiajac u = Q, v = —P otrzymujemy

// (8u ) dxdy —84 [ucos (z,n) + vcos (y,n)] ds, (6.4)

gdzie n oznacza wektor normalny zewn(gtrzny do 9D.
Zastepujac we wzorze u przez u6 i v przez ua , dostajemy tzw. pierwszq tozsamosé

Greena
oudv Ouldv ov
Av+ ——+ —— = — )
// (u + 92 D7 + 3y 83/) dzdy = /uands (6.5)
D aD

Zamieniajac rolami u i v we wzorze ([6.5)) 1 odejmujac otrzymany wzor od (6.5)) otrzymujemy tzw.
drugq tozsamo$c Greena

ov ou
// (uAv — vAu) dzdy = / (u% - v%> ds. (6.6)
D oD

Niech teraz Py (g, yo) bedzie ustalonym punktem, za$ P (x,y) zmiennym. Wprowadzajac funkcje
1
E(P)= 5 In|PR) (6.7)

mozna pokazac, ze zachodzi rownosé

w(Py) = / u(P) %E(P) dsp — / 8”651 P)dsp + / / Au(P)E (P)dzdy.  (6.8)

oD oD

Roéwnosé zwana jest trzecig tozsamoscig Greena lub wzorem podstawowym teorii funkcji
harmonicznych. Funkcje E (P) okreslona wzorem nazywamy rozwigzaniem podstawowym
rownania Laplace’a.

6.1.2 Przypadek dowolnej liczby zmiennych niezaleznych

W przypadku n > 2 mozna wyprowadzi¢ odpowiednik wzoru . Wprowadzajac rozwiazanie
podstawowe réwnania Laplace’a wzorem
1

E(P)=— dlan > 2, 6.9
(P) (n—2)0, PR 2 (69)

gdzie P, Py € Q0 C R", #,, oznacza miare powierzchni kuli jednostkowej w R"

__@em? dla n h
T (e parzystych,

O = 20D (6.10)
13(”—)(”_2) dla n nieparzystych,

mozna wyprowadzi¢ wzor podstawowy dla n > 2, postaci

u (Py) :/u (P) (%E(P) dop — a“agl P)do p+//Au P)dP. (6.11)

o0N o0N

Jest to odpowiednik wzoru .
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6.2 Wilasnosci funkcji harmonicznych

Podamy teraz podstawowe wtasnosci funkcji harmonicznych. Rozwazymy najpierw przypadek
n=2.

Twierdzenie 1
Jedli funkcja u jest harmoniczna w pewnym ograniczonym obszarze Dy D D, to

ou
%ds = O

oD

Dowodd wynika z pierwszej tozsamosci Greena (6.5)), w ktorym nalezy podstawi¢ w miejsce funkeji
u funkcje stata rownag 1, a w miejsce funkeji v funkcje wu.
[ |

Twierdzenie 2

Jedli funkcja u jest klasy C? w obszarze ograniczonym D oraz
ou
—ds =0,
an’’

r

dla kazdego gtadkiego i zamknietego tuku I' ograniczajacego obszar Dy C D, to u jest harmoniczna
w D.

Dowoéd
Stosujac wzor (6.5)) dla u =1 i v = u otrzymujemy, ze

//Audxdy = %ds =0
on
Do T

dla dowolnego Dy C D, zatem Au = 0 dla (z,y) € D,.

Twierdzenie 3

Niech u bedzie funkcjg harmoniczna w ograniczonym obszarze D i klasy C' w D. Jesli upp = 0,
tou=0w D. Jesli %\ap =0, to u = const w D.

Dowédd

Podstawiajac u = v w pierwszej tozsamosci Greena otrzymujemy

ou\ > ou\ > ou
// [(%> + (8_3/) ] dxdy = /u%ds =0,
D oD

skad wynika natychmiast, ze % = g—; = 0w D. W takim razie u jest stalta, lub stata i rowna zero,
w zaleznosci od przyjetego zatozenia.

Zat6ézmy teraz, ze n > 2. Mozna wykaza¢ prawdziwos¢ nastepujacego twierdzenia.
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Twierdzenie 4 (tw Gaussa o wartosci sredniej Junkcgi harmonicznej)
Jesli u jest funkcja harmoniczng w kuli K (a, R), klasy C* w K (a, R), to w érodku tej kuli
przyjmuje ona wartos¢ réwna Sredniej wartosci na powierzchni kuli. Zalezno$¢ te opisuje wzor

u(@) = 5 [ W) oy, (6.12)

gdzie 6,, oznacza miare powierzchni kuli jednostkowej w R™ okreslona wzorem (|6.10)).

n
W przypadku n = 2 dla a = (xg, yo) wzor (6.12)) przybiera postaé
1
u(m07y0) = ﬁ U’(‘P) dUP7 (613)
oK
zas dlan =31 a = (xo, Yo, 20) mamy
(a0 20) = o [ w(P) (6.4
U\To, Yo, 20) = I R2 u op. .

oK

Uwaga
W przypadku n = 2 tatwo pokazac, ze

w (0, o) = WLRQ//u (2, y) dudy, (6.15)

a wiec wartos¢ funkeji harmonicznej w $rodku kota réwna jest sredniej wartosci tej funkeji w catym
kole.
|

Waznym wnioskiem wynikajacym z twierdzenia Gaussa o wartosci sredniej funkeji harmonicz-
nej, jest tzw. zasada maksimum dla funkcji harmonicznych.

Twierdzenie 5 (zasada maksimum)

Niech u bedzie funkcja harmoniczna w obszarze D (ograniczonym lub nie) przyjmujaca wartosci
rzeczywiste. Jezeli u nie jest tozsamosciowo rowna statej, to nie moze ona przyjmowaé¢ w zadnym
punkcie obszaru D swego kresu gérnego ani dolnego.

|

Bezposrednio z zasady maksimum mozna wyprowadzi¢ dwa wazne wnioski.

Wniosek 1 -
Jezeli uq, us sg harmoniczne w D, ciggte w D oraz

U1pp < U29D;

touy <wug w D.
Dowdéd wynika z zastosowania zasady maksimum do funkcji harmonicznej ug — uy.
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Wniosek 2 -
Jezeli uy, us sa harmoniczne w D, ciaglte w D oraz

lu1| < uy ma OD,

to |uy| <wuy w D.
Dowdd wynika z zastosowania wniosku 1 do par funkcji —us, uy oraz uy, us.
[ ]

Ponizszy rysunek ilustruje pewne charakterystyczne cechy funkcji harmonicznych. Przedstawia
on powierzchnie opisang wzorem
3l a 2,2
u(a:,y)—5 2( —I—y)—|—3xy + zy,
ktora jest przyktadem funkcji harmonicznej dwéch zmiennych. Powierzchnia jest widoczna dla
(z,y) nalezacych do kota jednostkowego z? 4+ y* < 1. Widoczny jest takze plan warstwicowy.

6.3 Zadania

1. Znalez¢ funkcje holomorficzna f (2) = u (z,y) + v (z,y) wiedzac, ze:

)

)

)

)

)

) v =
) v=-exp(z)(ycosy+asiny) +z+vy

) v=arctg¥ x>0

) u=exp (2% — y?) (z cos 2xy — ysin 2zy)
) u

=exp (7) [(2® — y? + 1) cosy — 2wy siny]
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(k) v =In (22 +y?)
2. Znalez¢ punkty, w ktorych funkcja u (z,y) osiaga swoj kres gérny i dolny w zbiorze D, jezeli:

(a) u(z,y) =2*—y* D={(z,y): 2* +y* <1}
(b) u(z,y)=z+y, D={(z,y) : x>0,y >0, z+y <1}

3. Udowodni¢ wzoér (6.15)) wykorzystujac twierdzenie Gaussa o wartosci $redniej w przypadku
n=2.

(x

4. Udowodnié¢, ze funkcja harmoniczna o wartosciach rzeczywistych, nie bedaca stalta, nie moze
posiada¢ ekstreméw lokalnych w zadnym punkcie obszaru, w ktérym jest okreslona.

5. Zaldzmy, ze funkcja w (&, n) jest harmoniczna, a funkcja f(z,y) = £ (z,y) + in(x,y) jest
holomorficzna, tzn. speliony jest uktad réwnan Cauchy’ego-Riemanna &, = 1,, § = —,.
Pokazaé, ze ztozenie (uo f) (z,y) = u (& (x,y),n (z,y)) jest funkcja harmoniczna (zaklada-
my wykonalno$¢ ztozenia).
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Zagadnienia brzegowe dla réwnan
eliptycznych

Rozwazmy plaski obszar D C R? ograniczony krzywa dD. Dla réwnania Laplace’a (Poisssona)
stawia sie trzy podstawowe zagadnienia brzegowe.

Zagadnienie Dirichleta (tzw. zagadnienie brzegowe pierwszego rodzaju)
Zmalez¢ funkcje u spetniajacg warunki

Au=0 (lub Au=f), dla (z,y) € D, (7.1)
Ujpp = ¢ (JU, y) ) (7-2)
gdzie g jest funkcja dana okreslona na dD. Warunek ([7.2)) rozumiany jest w sensie przejscia
granicznego jako  lim  w(P) = g (F).
D>P—PyedD

Zagadnienie Neumanna (tzw. zagadnienie brzegowe drugiego rodzaju)
Zmalez¢ funkcje u spetniajacg warunki

Au=0 (lub Au=f), dla (z,y) € D, (7.3)

ou
%WD =4g (.T, y) ) (74)

gdzie g jest funkcja dana okre$lona na 0D, n jest wektorem normalnym zewnetrznym. Wa-
runek ([7.4)) réwniez nalezy rozumie¢ w sensie przejscia do granicy od wnetrza obszaru.

Zagadnienie Robina (tzw. zagadnienie brzegowe trzeciego rodzaju)
Zmalez¢ funkcje u spetniajacag warunki

Au=0 (lub Au=f), dla (z,y) € D, (7.5)

(a% + bu) - =g(x,y), (7.6)

gdzie a, b, g s3 danymi funkcjami okreslonymi na 0D, a®>+b* > 0, n jest wektorem normalnym
zewnetrznym. Warunek (7.6 réwniez nalezy rozumie¢ w sensie przejscia granicznego.

Postawione zagadnienia sg tzw. zagadnieniami wewnetrznymi. Stawia sie ponadto zagadnienia

zewnetrzne dla obszarow D nieograniczonych, zewnetrznych wzgledem danych krzywych poczat-
kowych.

61
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W tym przypadku nalezy dodatkowo przyjac, ze poszukiwana funkcja spelnia pewien warunek
dotyczacy zachowania si¢ jej dla punktéw odleglych od poczatku uktadu, tzw. ,warunek w nie-
skonczonosci”.

Dla réwnania Laplace’a nie stawia sie zagadnienia Cauchy’ego, poza jednym przypadkiem,
gdy poszukuje sie lokalnie rozwiazania w klasie funkcji analitycznych przy analitycznych danych
poczatkowych. Powodem tego jest fakt, ze zagadnienie Cauchy’ego dla rownania Laplace’a nie jest

poprawnie postawione (patrz [przyktad| z wyktadu 1).

7.1 Metoda funkcji Greena

Skorzystamy teraz z podstawowego wzoru teorii funkeji harmonicznych

on on

0 ou (P
u(PRy) = /u (P) —FE (P)dsp — u )E (P)dsp + //Au (P) E (P)dzxdy, (7.7)

oD oD D

gdzie, zgodnie z (/6.7))
1 1 1

E(P)=—|PR|=——In—.

(P) 27 n| PR 27 n|PP0\
Zatozmy, ze u jest funkcjg harmoniczna, zatem Au = 0. Powyzszy wzér przybiera wowczas postac

1 o 1 1 Ou(P)
= )L 1

or {“( ) an PR PR on
oD

u(Py) =— dsp. (7.8)

W zagadnieniach Dirichleta i Neumanna dla réwnania Laplace’a wartosci brzegowe funkcji u lub
jej pochodnej normalneJ 5-U Mogy by zadawane osobno lecz nie jednoczesnie razem. W celu
uzyskania rozw1@zama zagadnlenla Dirichleta . lub Neumanna . . ) nalezy tak
przeksztatci¢ wzor , aby wyeliminowaé z nlego niewiadome wartosci brzegowe. Mozna to
zrobié¢ przez Wprowadzenie pojecia funkcji Greena.

Zatézmy teraz, ze v jest pewna funkcjg harmonicznag, tzn. Av = 0. Z drugiej tozsamosci Greena

(6.6) otrzymujemy
ou
/ (va—n — u%) ds — //vAudmdy = 0. (7.9)

oD

Dodajac stronami (7.7) i (7.9)), po pogrupowaniu odpowiadajacych sobie wyrazéw, otrzymujemy
wzOr

w(Py) = / {G(P,Po) aua(n)_a%G(P Py)u (p)} dsp — / G (P, Py) Au (P)dxdy,  (7.10)
oD
gdzie
G (P,Py) = 11 ’P;’H (7.11)

Funkcja G spetnia rownanie Au = 0 w D za wyjatkiem punktu P = F,. Funkcje v wystepujaca
we wzorze ([7.11)) wybieramy w ten sposob, aby

1
U|3D = ——— ln

dla P € 0D, 7.12
| PPyl (7.12)
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a to oznacza, ze Ggpp = 0.

Funkcja G dana wzorem i spelniajaca warunek brzegowy nazywana jest funkcjq
Greena zagadnienia Dirichleta dla rownania Laplace’a.

Jedli funkcja ta jest znana, to wzor przedstawia rozwigzanie zagadnienia Dirichleta dla

réwnania Laplace’a (7.1)-(7.2)) w postaci

u(FPy) = —/g (P) %G (P, Py)dsp. (7.13)
oD
Aby wyznaczy¢ funkcje Greena G (P, Py), nalezy rozwiazaé szczegdlne zagadnienie Dirichleta z wa-
runkiem brzegowym . Jest ono jednak znacznie latwiejsze do rozwiazania niz rozwazane
zagadnienie wyjsciowe, poniewaz w warunku brzegowym wystepuje konkretna funkcja.
Analogicznie mozna wyprowadzi¢ wzor przedstawiajacy rozwigzanie zagadnienia Neumanna.

7.1.1 Funkcja Greena dla kola - metoda punktéw symetrycznych

Niech teraz D bedzie kotem o srodku w O (0,0) i promieniu a, 0D jego brzegiem, tzn. okregiem
o réwnaniu 22 +y? = a?. Niech Py € D bedzie dowolnym punktem. Z O wyprowadzamy pétprosta
przechodzacy przez Fy. Na tej potprostej wybieramy punkt P, taki, ze

PopP1 = a2, Po = |OP0’7 p1 = ‘OP1|-

Punkt P; nazywamy punktem symetrycznym (harmonicznie sprzezonym) do P wzgledem okregu
oD : z* 4+ y* = d’.

¥i p

Rozwazmy funkcje

1 a 1
v(P)=——In|——=).
P =3 (o)
Latwo sprawdzi¢, ze jest ona harmoniczna w kole D.

Gdy P € 0D, to z podobienstwa tréjkatéw AOPPy i AOPP; (jeden kat wspélny oraz
|OP,| : |OP| = |OP| : |OP,|) wynika, ze

a 1 B 1
po |PPi|  |PPR|’

zatem

L1
Vop = —— In ———
oD = o PR
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a to oznacza, ze speliony jest warunek ((7.12)) z definicji funkcji Greena.
Zatem funkcja Greena zagadnienia Dirichleta dla kota dana jest wzorem

11 1 [a 1
G(P,Py) = —1 ~m(Z . 7.14
(PR) =5 I = o n<p0|PP1\) (7.14)

Dowodpzi sie, ze pochodna 8%@ dla P € D moze by¢ obliczona ze wzoru

oG 1 a®—p}
Onjop  2ma |PPR|*

W takim razie rozwiagzaniem zagadnienia Dirichleta (|7.1)-(7.2) na podstawie wzoru ([7.13)) jest
funkcja

u(Py) = 1 g (P) @ - p%dsla. (7.15)
2ma |PP0|2
oD

Wzoér ([7.15]) we wspoétrzednych biegunowych mozna zapisaé¢ jako

1 a? —r?

w(r6) =5 [9()

0

d 7.16
a? — 2ar cos (¢ — 0) + 12 & (7.16)

gdzie wspoélrzedne biegunowe punktu P, oznaczone sa przez (r,6) a wspotrzedne punktu P na
okregu przez (a, ). Wzér (7.16) nosi nazwe wzoru catkowego Poissona dla funkcji harmoniczne;
w kole.

7.2 Metoda szeregéw Fouriera dla kota
Rozwazamy réwnanie Laplace’a z funkcja niewiadoma u = u(z, y)
Au=0 dla (z,y) € D = {(z,y) : 2* +y* < a’} (7.17)
z warunkiem brzegowym
upp = p(a) dla o € [0, 27,

gdzie ¢ jest dang funkcjg ciagta, ktéra moze byé¢ przedstawiona w postaci sumy trygonometrycz-
nego szeregu Fouriera.

Jedna z metod rozwigzania oparta jest na przedstawieniu niewiadomej funkcji harmonicznej u
w postaci czesci rzeczywistej pewnej funkeji holomorficznej w kole D

+o0o 400
u(r,a) = Re (Z cnz”> = Z r" (a, cosna — b, sinna) , (7.18)

n=0 n=0

gdzie

z=re r=ya2+y>=|z|, a=argz, ¢, = a, + ib,.

Z warunku brzegowego otrzymujemy, ze dla z = r(cos a + i sin &) musi zachodzi¢ réwnosé

+oo
ola) = Z a" (a, cosna — b, sinna)  dla a € [0, 27].

n=0
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7 wtasnosci trygonometrycznych szeregéw Fouriera wynika stad, ze

27 27
1
an =5 /gp(a) cosnada, by, = g /gp(a) sin nada
0 0

dlan=0,1,2,..

Otrzymane rozwiazanie nalezy ostatecznie zapisa¢ w postaci jawnej u = u (z,y).

Przyktad

65

(7.19)

Rozwiaza¢ zagadnienie Dirichleta (7.17) dlaa = 1, p(z,y) = ¢(a) = 0,6—0, 5 cos 4a+0, 5 sin a.

Ze wzoréw ([7.19) wynika, ze
ap = 75, A4 = — 3, b2:__

zas pozostate wspotezynniki sg rowne zero.
W takim razie rozwigzanie zagadnienia wyraza si¢ wzorem

3 1 1 6
u(r,y) = 5 ZLTA cosda + 57“2 sin 2a = 0

N | —

Ponizszy rysunek przedstawia wykres rozwigzania u(z,y) oraz jego plan warstwicowy.

(z' 4+ y*) + 32°y* + av.

7.3 Metoda odwzorowan konforemnych
Rozwazmy zagadnienie Dirichleta dla réwnania Laplace’a w potptaszczyznie

Au=0 dla (z,y) € D={(z,y) :y > 0}.

(7.20)

Zat6zmy, ze szukana funkcja u (z,y) jest ciagta dla y > 0, ograniczona w nieskonczonosci i spelnia

warunek brzegowy
u(z,0) =a(x), dazeR,

gdzie « () jest dana funkcja ograniczona w nieskoriczonosci.

(7.21)
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Z teorii funkcji zmiennych zespolonych wiadomo, ze funkcja

Z— 20

w=f(z)=

2—20

jest odwzorowaniem konforemnym polptaszezyzny y > 0 w koto jednostkowe |w| < 1, przy ktérym
brzeg potptaszczyzny (tzn. prosta y = 0) przechodzi na okrag |w| = 1, a punkt zy w punkt w = 0.
Woéwcezas funkcja U okreslona jako U (w) = wu(z), gdzie z = = + iy, jest funkcja harmoniczng
w kole |w| < 1 taka, ze

Ulwi=1 = u (z,0) = a(z) = A(¢),

gdzie w = f (z), x € R (patrz z poprzedniego wyktadu).

Z twierdzenia Gaussa o wartosci $redniej dla funkcji harmonicznych wynika, ze

2 2
1 ; 1
U(0) =u(z0) = 5— [U (") dio = — [ A(W) dy (7.22)
0 0
Poniewaz
; — 2
P fo, wiec dy = y02 dz.
=% (z = x0)” +

Zamieniajac zmienne w calce ([7.22)), otrzymujemy

—+00

= l Yo a(T)axr
wrow) = 1 [ e (7.23)

—00

Wzér ([7.23) przedstawia rozwigzanie zagadnienia ((7.20))-(7.21]).

7.4 Jednoznacznos¢ zagadnienia Dirichleta i Neumanna

Niech u; i us beda dwoma rozwigzaniami zagadnienia Dirichleta dla réwnania Laplace’a (Poisso-
na). Wéwczas roéznica u = uy — ug jest rozwiazaniem zagadnienia

Au=0, dlaz e D, upp =0.
Z funkeji harmonicznych wynika, ze u = 0, zatem u; = uy w D.

W przypadku zagadnienia Neumanna roznica u = u; — us dwdch rozwigzan tego zagadnienia
jest rozwigzaniem problemu

Au =0, dlaxeD,@ =0.
on|ap
Na mocy [wlasnosct 3|funkeji harmonicznych wnioskujemy, ze u = Const. O ile wiec nie przyjmiemy
jakiego$ dodatkowego zatozenia , to nie mozemy twierdzi¢, ze rozwigzanie zagadnienia Neumanna,
o ile istnieje, jest jedyne. Zwykle takim dodatkowym zatozeniem gwarantujacym jednoznacznosé
rozwigzania jest podanie wartosci © w jakim$ punkcie obszaru D.
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Uwaga
Z pierwszej tozsamosci Greena (6.5)) dla v = 1, v = u wynika, ze

ou
A drdy = | —ds.
// u (x,y) drdy 5,45
D oD
ou

Oznacza to, ze w zagadnieniu Neumanna nie mozna zada¢ wartosci pochodnej 2% na brzegu 0D
w sposob dowolny. W szczegdlnoscei funkcje dane musza spelniaé¢ warunek

//f (z,y) dedy = /g (s)ds. (7.24)

oD

Jest to warunek konieczny rozwiazalnosci tego zagadnienia.

7.5 Stabilnosé rozwigzania zagadnienia Dirichleta
Zaloézmy, ze uy 1 us sg rozwigzaniami zagadnienia Dirichleta dla réwnania Poissona
Au; = f dla (z,y) € D, i=1,2

z warunkami brzegowymi

Uijjpp = iy = 1,2.
W takim razie funkcja u = uy —us jest rozwiazaniem zagadnienia Dirichleta dla rownania Laplace’a

Au=0 w D, uop = g1 — g

Przypus$émy, ze dla kazdego P € 0D zachodzi nieréwnosé

|91 (P) — g2 (P)] < e.

Poniewaz funkcja stata réwna e, jest funkcja harmoniczng, wiec na mocy z zasady
maksimum dla funkcji harmonicznych (patrz poprzedni wyktad), zachodzi nieréwnosé

‘ul (l’,y) — U2 (may)| <e

dla dowolnych punktéw (x,y) € D, co dowodzi stabilnosci rozwiazania.

7.6 Zadania

1. Znalez¢ funkcje harmoniczng u (z,y) w obszarze D = {(z,y) : 2% + y? < 1} spelniajaca wa-
runek brzegowy ujpp = x + 1y.

2. Znalez¢ funkcje harmoniczng u (z,y) w obszarze D = {(z,y) : 2% + y* < 4} spetiajaca wa-
runek brzegowy ugp = 2* — 2y + 2y>.

3. Znalez¢ funkcje harmoniczna u (x,y) w obszarze D = {(z,y) : 2> + y* < a®} spelniajaca
warunek brzegowy ugp = 32* + 2y — 3y  +x —y — 2, a > 0.

4. Znalez¢ funkcje harmoniczna u (x,y) w obszarze D = {(z,y) : 2% + y? < 4} spelniajaca wa-
runek brzegowy ujpp = x + 3xy — z?y.
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d.

10.

Zmnalez¢ funkcje harmoniczng u (z,y) w obszarze D = {(x,y) : 22 + y* < 1} speliajaca wa-

runek brzegowy g_Z\aD =z +yitaka, ze u (0,0) = 0.

Zmnalez¢ funkcje harmoniczna u (z,y) w obszarze D = {(x,y) : #* + y* < 1} speliajaca wa-
runek brzegowy g_Z\BD = x® — ¢ i taka, ze u (0,0) = 3.

Zmnalez¢ funkcje harmoniczna u (z,y) w obszarze D = {(x,y) : #* + y* < 1} speliajaca wa-
runek brzegowy %\313 = 22 i taka, ze u (0,0) = 0.

Znalez¢ rozwiazanie réwnania Laplace’a Au = 0 w prostokacie D = [0,a] x [0, b], jezeli na
brzegu prostokata okreslone sa warunki u (0,y) = ¢o (v), v (a,y) = ¢1 (v), u(z,0) = g (z),
u(x,b) = 91 (x) oraz funkcje dane spelniaja odpowiednie warunki zgodnosci. Rozwiazaé
powyzsze zagadnienie w przypadku szczegdlnym

20 (y) = Ay (b =), v () = Bsin "=, o1 (y) = 1 (1) = 0.

Znalez¢ rozwiazanie réwnania Laplace’a Au = 0 w prostokacie D = [0,a] x [0, b], jezeli na
brzegu prostokata okreslone sa warunki u (0,y) = A, u (a,y) = Ay, u, (x,0) =0,
uy (,0) = 0.

Znalez¢ rozwiazanie réwnania Laplace’a Au = 0 w prostokacie D = [0,a] x [0,b], jezeli
na brzegu prostokata okreslone sg warunki u (0,y) = A, u, (a,y) = 0, u, (v,0) = T'sin 7,
u(z,b) = 0.



Temat 8

Dystrybucje, wiadomosci wstepne (I)

Wielkosci fizyczne opisujemy najczesciej przyporzadkowujac im funkcje (np. zalezne od czasu).
Inng droga opisu tych wielkosci jest przyporzadkowanie im funkcjonatéw okreslonych na odpo-
wiednich przestrzeniach funkcyjnych rzeczywistych lub zespolonych. Funkcjonaly takie nazywamy
dystrybucjami. Dystrybucje moga by¢ okreslone na réznych przestrzeniach funkcyjnych. Zmienia-
jac odpowiednia przestrzen funkcyjng zmieniamy klase dystrybucji.

Ponizej przedstawimy podstawowe pojecia dotyczace dystrybucji.

8.1 Przestrzen funkcji prébnych D, przestrzen D’

Przyjmujemy nastepujaca definicje.

Definicja
D (zbior funkcji probnych) = C§° (R) lub C§° (R™).

Oznacza to, ze ¢ € D < ¢ € C™ oraz supp ¢ = {z : ¢ (x) # 0} (nosnik funkcji) jest zwarty
(p moze by¢ funkcja o wartosciach rzeczywistych lub zespolonych).

W przestrzeni funkcji probnych definiujemy zbieznosé ciggu funkcyjnego w sposéb nastepujacy.

Definicja
on—pwD&SVEke N gogf) — o) oraz nosniki supp ¢, sa wspélnie ograniczone.

(to jest kontrprzyklad na zbieznosé - brak wspoélnej ograniczonosci no$nikéw).

Twierdzenie
Kazda funkcja ciagta f (t) o no$niku ograniczonym moze by¢ jednostajnie przyblizona przez
funkcje z przestrzeni D.

Dla dowodu twierdzenia nalezy rozwazy¢ funkcje

0 dla |f|>1
5(t>={ N

e? 1 dla |t <1,

69
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nastepnie zauwazy¢, ze jest ona klasy C'*° i utworzy¢ kolejng funkcje pomocnicza okreslona wzorem

ga(t)zﬂfi, /ga(t)dtzl

Je@a =

—0o0

—+00

dla o > 0. Funkcja g, jest tozsamosciowo réwna zeru poza przedzialem (—a, ).
Niech

+00
Yo (t) = /f(T)ga (t — 7)dr, ¢ € D.

Funkcja ¢, jest zadanym przyblizeniem, poniewaz

+oo +oo
[f(8) = @a (1)] = /[f(t)—f(T)]ga(t—T)dT §/|f(t)—f(7)|9a(t—7)d7-

Dobierajac « tak male, by dla |t — 7| < « na mocy jednostajnej ciaglosci funkcji f zachodzita
nieréwnosc¢ | f (t) — f (7)| < e otrzymujemy teze, gdyz

t+ao

’f(t)—sﬁa(t)\§€/ga(t—7)d7:5

t—a

Definicja
Przestrzenia dystrybucji D’ nazywamy przestrzen funkcjonaléw liniowych i cigglych na D
(wzgledem zbieznosci okreslonej w poprzedniej definicji).

W przestrzeni D’ okreslamy zbieznos$é jak nastepuje. Niech T,,, T' € D' (oznaczamy réwnowaz-
nie T (@) = (T'l)).

Definicja
T,—-TwD &VoeD=T,(p) —T(p)

Twierdzenie
Przestrzen D’ jest domknieta ze wzgledu na zbieznosé (tzn. granica funkcjonatu liniowego
i ciggtego jest funkcjonatem liniowym i ciagltym).
|

Sposrod wszystkich dystrybucji szczegdlnie wyrdzniamy tzw. dystrybucje regularne. Sg to dys-
trybucje wyznaczone przez funkcje lokalnie catkowalne. Niech f bedzie funkcjg lokalnie catkowal-
ng na R, a wiec funkcjg, dla ktérej istnieje catka oznaczona po dowolnym przedziale skonczonym
z funkcji | f (¢)].
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Definicja
Dystrybucjqg reqularng wyznaczong przez lokalnie catkowalng funkcje f nazywamy dystrybucje
okreslona wzorem

(o) = [ 5O d

dla ¢ € D.

Poprawno$¢ tej definicji (ciagltosé funkcjonatu) wynika z oszacowania

[(Fle) = {flen)| < / !f(t)Hw(t)—%(t)!dt—/\f(t)\lw(t)—son(t)\dtSMK-s

gdzie K jest zbiorem zwartym, w ktorym zawarte sa nosniki wszystkich funkcji ¢, ¢.

Wiele wlasnosci dystrybucji i poje¢ z nimi zwiazanych wprowadza sie¢ w ten sposob, by byty
one uogdlnieniem witasnodci dystrybucji regularnych. Dotyczy to przede wszystkim rozniczkowa-
nia dystrybucji, pojecia réwnosdci dystrybucyi na zbiorze otwartym (mimo, ze dystrybucja nie jest
funkcja majaca okreslong wartos¢ w kazdym punkcie) oraz pojecia nosnika dystrybucji.

Rozwazmy na poczatek funkcje lokalnie catkowalng f, ktorej pochodna f’ jest takze funkcja
lokalnie catkowalna. Niech ¢ € D bedzie taka, ze supp ¢ C K = [a, b] - zwarty. Wowczas ze wzoru
na catkowanie przez czesci otrzymujemy

b+1 b+1

[raewa= [roewa=10el- [rodoa=-[ros 0

co pozwala przyja¢ nastepujacg definicje rézniczkowania w przestrzeni D’.
Definicja
Pochodng dystrybucji T € D' nazywamy dystrybucje T" = DT okre$long wzorem
(T"l¢) = = (Tl¢') (8.1)

dla ¢ € D (w ten sposob kazda dystrybucja, a wiec i kazda funkcja lokalnie catkowalna, ma
pochodna). Pochodng ta nazywamy pochodna w sensie dystrybucyjnym.
W przypadku wielowymiarowym powyzszg definicje modyfikujemy do wzoru

(D°Tp) = (—1)*(T|D"p) (82)
gdzie « jest wielowskaznikiem a = (aq, ag, ..., an), |a] = a1 + ag + ... + ay, za$

olel

v Ozt ...0xen z

D (8.3)
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Definicja
Dystrybucje T, To € D’ sa réwne na zbiorze otwartym A C R wtedy i tylko wtedy gdy
spetniony jest warunek

Vo € D suppyp C A= (Ti]p) = (Tz]p) .

Definicja
Nosnikiem dystrybucji T € D' nazywamy najmniejszy zbiér domkniety F' C R taki, ze T'= 0
na F’ w sensie poprzedniej definicji.

Sposrod wszystkich dystrybucji wyrézniamy tzw. dystrybucje skonczonego rzedu bedace po-
chodnymi dystrybucyjnymi funkcji ciagtych.

Defini cja

Dystrybucje T' € D' nazywamy dystrybucjq skoriczonego rzedu wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
funkcja h (t) ciagta na R oraz liczba naturalna k taka, ze T = D*h. Najmniejsza liczbe k o tej
wlasnosci nazywamy rzedem dystrybucji T'.

Twierdzenie

Kazda dystrybucja T' € D’ jest lokalnie dystrybucja skoficzonego rzedu tzn., ze dla ustalonego
ograniczonego lecz dowolnego przedziatu (a,b) C R istnieje h € C (a,b), k > 0 taka, ze Vo € D
supp ¢ C (a,b) zachodzi

<Tw>=<—nﬁ/huw¢“anﬁ=<—mk/ﬁuyﬂmawﬁ:<Dwm» (8.4)

R

(dla dystrybucji skoniczonego rzedu réwnos$¢ powyzsza zachodzi dla wszystkich ¢ € D - bez zad-
nych dodatkowych ograniczen co do nosnika ¢).
]

Twierdzenie ,
Niech f bedzie lokalnie catkowalna na R. Niech h (t) = / f(7)dr. Wéwcezas f = Dh (w sensie
dystrybucyjnym).

W teorii calki Lebesgue’a dowodzi sie, ze h (t) jest rozniczkowalna prawie wszedzie (tzn. ewen-
tualnie poza zbiorem miary zero) iprawie wszedzie h' (t) = f (t). W takim razie mamy na mocy
wzoru na catkowanie przez czesci

(Dhl) = = (hle') = = [0 (Odt = ~h @9 O + [ £ (000t =

= (fly) awiec Dh = f.

Poniewaz h jest ciagla, wiec f jest skonczonego rzedu (0 - gdy f ciagla, 1 - w przeciwnym razie).
[ |
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8.1.1 Przyklady dystrybucji skonczonego rzedu

Przyktad 1

Niech h (t) = { 2 giz i i 8 . Wowcezas Dh = 1, gdzie 1, jest funkcja skoku jednostkowego

. s . : ~J 0 dlat<0
(funkcjg Heavyside’a) okreslong jako 1, (t) = { 1 dlat>0 -

Obliczajac z definicji pochodna Dh otrzymujemy

(Dhly) =~ (hl¢') = - [t/ Wt = —to @™+ [ @di
+oo
— [L@e@®dt= (e} awiee Dh=1,

Przyktad 2
Niech 6 = D1, = D?h. Obliczmy warto$¢ (d|p).

“+oo

(0]p) = (D1i]p) = = (14]¢") = —/90’ (t)dt = —p(c0) + ¢ (0) = ¢ (0)

Dystrybucja 0 zwana jest tzw. deltg Diraca. Nie jest ona dystr;ibucj@ regularng, poniewaz nie
istnieje funkcja lokalnie catkowalna f taka, ze V¢ € D zachodzi /f (t) o (t)dt = ¢ (0), jest ona
jednakze dystrybucja skonczonego rzedu, jej rzad rowny jest 2. -

Przyktad 3

Dystrybucje 6" = D" = D""2h (pochodne delty Diraca) sa takze dystrybucjami skoficzonego

(n + 2 - go) rzedu. Korzystajac z definicji obliczamy natychmiast, ze

(87p) = (=1)" (3lp™) = (=1)" ¢ (0)

8.2 Transformata Laplace’a dystrybucji

Ze zbioru wszystkich dystrybucji skonczonego rzedu wybieramy te, ktore sg pochodnymi dystry-
bucyjnymi funkeji ciagtych h (t) spelniajacych dwa dodatkowe warunki:

1. h(t)=0dlat <0,

2. L{h(t)} istnieje i jest zbiezna bezwzglednie dla Res > o.
Zbiér takich dystrybucji oznaczamy przez DY

Definicja
Dla dystrybucji T = D*h € D}, definiujemy przeksztatcenie Laplace’a wzorem

LAT} (s) = s"L{h (t)} (s) = s"H (s),
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gdzie H (s) = L{h(t)} (s).jest klasyczna transformata Laplace’a funkeji h (¢).

Twierdzenie
Jedli funkcja f (t) posiada L transformate w sensie klasycznym, to posiada réwniez transformate
w sensie dystrybucyjnym i transformaty te sg rowne.

t
Niech h (t) = / f (7)dr oraz niech L{f} (s) = F (s) w sensie klasycznym. Wowczas h spetnia
0

warunki 1 i 2 oraz Dh = f. Ponadto, zgodnie z tw. o transformacie catki w sensie klasycznym
L{h}(s) = IL{f}(s) = 1F (s). Zatem z poprzedniej definicji wynika, ze wyznaczajac te trans-

s

formate w sensie dystrybucyjnym dostajemy

L{f}(s):L{Dh}:sH(s)zséF(s) — F(s)

co konczy dowdd.

8.2.1 Przyklady transformaty Laplace’a dystrybucji
Przyktad 1

T = §. Poniewaz § = D?h (t), gdzie h (t) = { (t) zﬁz i i 8 spetnia 11 2, wiec
2 2 1
L{6}(s)=s"L{h(t)}(s)=s i 1

(funkcja stata nie nalezy do przestrzeni obrazéw klasycznej transformaty Laplace’a).

Przyktad 2
T = 6™, Poniewaz 6 = D"*2h (1), wiec

1
L {5(”)} (s) = s”+2—2 = s" (wielomian).
s

Przyktad 3
T =6 (t—a), gdzie (6 (t —a),p) := p(a). Poniewaz 6 (t —a) = D*h(t — a), wigc na mocy
wlasnosci klasycznej transformaty (tw. o przesunieciu) otrzymujemy

L{6(t—a)}(s)= 2p-as L _ s

82
8.2.2 Najwazniejsze wlasnosci L-transformaty dystrybucji
Zatozmy, ze T € D) tzn. T = D¥h (t), h (t) spelnia warunki 1 i 2 oraz

LA{T} (s) = s*"L{h} (s) = s"H (s) = F (s)
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Definicja

I0)

Niech b € R. Wowczas operator przesuniecia T, okreslony na funkcjach prébnych réwnoscig

T (t) = ¢ (t — b) definiujemy w przestrzeni dystrybucji jako

Ty = (Tlp (t +0))

,Uzasadnieniem” tej definicji jest nastepujaca rownosé dla funkcji lokalnie catkowalnych

+/Oof(t—b) P dt = /f o(t+b)d

Przyktadowo, (1,6|p) = (d]¢ (t + b)) = ¢ (b) - por. przyktad 3.

Twierdzenie (oprzesunieciu)
Dla kazdego b > 0 prawdziwy jest wzor

L{nT}(s) = e "F(s).

Dla dowodu zauwazmy, ze

(T () = (D*h (t) |0 (t + b)) = (=1)* (b (t) [™ (t + b)) =
+00
= (—1)" /h(t) o™ (t 4+ b) dt =
= (—1)" /h(t — )" (t)dt = (D*h (t —b) |¢)

co oznacza, ze 7,1 = DFh (t —b) . Zatem

L{nT}(s) = L{D*h(t = b)} (s) = s*¢™™H (s) = ¢ " F (s).

Analogicznie do operatora przesuniecia wprowadzamy w przestrzeni dystrybucji operacje mno-
zenia dystrybucji przez funkcje klasy C*°. Poniewaz dla f - lokalnie catkowalnych, o € D, ¢ € C*°

zachodzi oczywisty wzor

/ (F ()0 (1)) o () dt = / £ () (6 (1) (8) dt.

wiec w naturalny sposéb wprowadzamy nastepujaca definicje mnozenia dystrybucji T' € D’ przez

funkcje ¢ € C*°.
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D e finicja (mnoZenia dystrybucji przez funkcje klasy C)

(TPlg) == (T[pe).

Twierdzenie (przesuniecie w dziedzinie zespolonej)
Jezeli T € D!, a € C, to zachodzi wzér

L{e T} (s)=F(s+a)

76

Dla dowodu skorzystamy ze wzoru Leibniza na pochodng iloczynu funkcji. Niech T' = D*h.

Wowcezas otrzymujemy
—at —at k —at k . k i _—at Mk—i
(=Tl = (Tle%p) = (DFhle~"g) = (~1) <h|2(i><—a>e D 90>=
—_ (_1)k - k —Oéi e—at (k—=i)\ _
S0 (4) ey et )

<h€7at‘(p(k—i)>

k
=02 (5) ot 0 D 0 ) o) -

DM (h(t) e ™) o).

I
(-
TR
N——
Q

k
W takim razie e” T = Z(f) a'DF (b (t) e=*), a wiec
i=0

L{e T} (s) = Z(%)o/sk_iH (s+a)=H(s+a)(s+a)=F(s+a)

- 1
=0

co konczy dowdd.

Twierdzenie (otransformacie pochodnej)
Jesli T € Dy, n € N, to prawdziwy jest wzor

L{D"T} (s) =s"F (s).

Niech T'= D*h (t), zatem D™ = D"**] (t). Stad
L{D"T}(s) = L{D""*h} (s) = s"™*H (s) = s"F (s).

co konczy dowdd.
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Uwaga
Powyzszy wzor rézni sie pozornie od sformutowania klasycznego. W sformutowamiu klasycznym
prawdziwy jest wzor

L{f™ @)} (s)=s"F (s) = £ (07) " = f/(0%) "2 — .= f0(07) . (85)

Wystepujaca miedzy obydwoma przypadkami réznica jest jednak tylko pozorna. Jezeli oznaczymy
przez [f] dystrybucje generowang przez funkcje f (réwna 0 dla t < 0), to tatwo pokazaé przez
indukcje wzgledem n, ze pochodna w sensie dystrybucyjnym D" [f] moze by¢ wyznaczona jako

D" [f] = [f™M] + fm D (0%) 6+ ...+ f(07) 6"V, (8.6)

Najpierw obliczamy dla n = 1 jak nastepuje

0

400
(Dflp) = —(fl¢) = /f t:—/@gol(t)dt— /f(t)gp’(t)dt:

0

——ﬂwmwgm+/fnwwﬁ—fmﬂ@g+vwm

0 #(0)

tzn. D[f] = [f'] + f(07)4. Stad dalej tatwo przez indukcje uzyskaé wzor dla dowolnego
n. Stosujac do wzoru twierdzenie o transformacie pochodnej (w sensie dystrybucyjnym)
otrzymujemy

s"L {f} L{f n)} _'_f(n—l) (0+) + .. _'_f (0+) Sn—17

ktory jest rownowazny wzorowi klasycznemu (8.5)).

Twierdzenie (oréiniczkowaniu transformaty)
Dla dowolnego n € N prawdziwy jest wzor

L{(=t)"T} (s) = F™ (s).

Widaé, ze wystarczy przeprowadzi¢ dowéd w przypadku n = 1 (dalej natychmiast przez in-
dukcje). Niech F (s) = s*H (s). Stad F' (s) = ks* 'H (s) + s*H' (s). Poniewaz na mocy wtasnosci
klasycznej transformaty Laplace’a L {(—t)h (t)} = H' (s), wiec

L{kD" 'h(t)+ D" [(—=t)h (t)]} (s) = F'(s).
Stosujac wzoér Leibniza do wyrazenia D* [(—t) h (t)] mamy

k

D)) =~ 5

>tth(t) — (]f>1 -D*h(t) = —tDFh (t) — KD 'h (t)
zatem
F'(s) = L{kD*'h(t) —tD*h (t) — kD" 'h(t)} (s) = L{(—t) D*n (t)} = L{(—t) T}

co konczy dowdd.
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8.3 Zadania

1.

10.

11.

12.

. Wiedzac, ze L{Jy(t)}(s) =

Niech T bedzie funkcjonatem okreslonym nastepujaco

1 —+00
(T|p) := /de /@dt dla ¢ € D.

Pokazaé, ze: a) T € D', b) T'= D [14 (t) Int].

. Niech T bedzie funkcjonalem okreslonym nastepujaco

+o0o

(T|p) := —%/%\/{fo(o)dt dla p € D.

0
Pokazaé, ze a) T € D', b) T = D [1+ (1) t*%].
Obliczy¢ pochodne dystrybucyjne do rzedu trzeciego wtacznie funkcji f (t) = |sint|.

Obliczy¢ pochodne dystrybucyjne do rzedu trzeciego wlacznie funkcji f (¢) = |¢|sint.

Obliczy¢ pochodne dystrybucyjne do rzedu trzeciego wtacznie funkcji f (¢) = |t sint|.

s;+1 wyznaczy¢ odwrotng transformate Laplace’a funkcji

F(s) =vs?+ a2
Pokaza¢, ze w przestrzeni dystrybucji Dy, prawdziwa jest réwnosé

) = (—=1)" k0.

Pokaza¢, ze w przestrzeni dystrybucji Dy, prawdziwa jest réwnosé

(sinat) 6V = —ad.

Rozwiaza¢ w przestrzeni dystrybucji rownanie rézniczkowe

D3y +3D%* 43Dy +y=06W(t—1).

Rozwiaza¢ w przestrzeni dystrybucji réwnanie rézniczkowe

tDy + 2y = 0.

Rozwigza¢ w przestrzeni dystrybucji réwnanie rézniczkowe

t*D%y + 4tDy + 2y = 6.

Przedyskutowaé szeregowy uktad RLC w przypadku impulsu wejsciowego U (t) = Uy - 14 (¢).
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Dystrybucje, wiadomosci wstepne (II)

9.1 Splot dystrybucji z przestrzeni D

Definicja
Niech Ty = D*thy, Ty = D*h, € D). Wéwezas okredlamy splot

T1 * T2 = Dkl+k2 [hl * hz}

Powyzsza definicja jest poprawna, poniewaz splot funkcji ciggtych prawostronnych h; i ho jest
funkcja ciagta prawostronna posiadajaca transformate Laplace’a (tw. Borela), zatem T3 %15 € Dj.
W przypadku, gdy 717 i T5 sa generowane przez funkcje lokalnie catkowalne f; i fo, to powyzsza
definicja jest rownowazna definicji klasycznej.

Istotnie, w tym przypadku niech hy = fi %1, hg = fo % 1, tzn. T} = Dhq, Ty = Dhy. Wtedy
zgodnie z powyzsza definicja

Ty Ty =D*[frx 1% fox 1] = D*[(fi+ fox 1) % 1] = D [(f1* fo) ¥ 1] = fi * fa.

Twierdzenie (Borela dla dystrybucyi)
Niech Ty, T» € D{ maja transformaty Laplace’a réwne odpowiednio Fy (s), Fs (s). Wéwcezas

LA{T, xT5} (s) = Fy (s) Fy (s)

Dla dowodu niech Ty = D' hy, Ty, = D*2hy. Wtedy

L{Ty * To} (s) = L{D"**2 [hy x ho]} (s) = "2 L{hy x ho} = s"™H(s) H,(s) =
tw. Borela
= s"H, (5)s"2H, (s) = Fy (s) Fy (s)
N e N’

Fi(s) Fs(s)

79
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9.1.1 Wilasnosci splotu dystrybucji

Omoéwimy teraz najwazniejsze wlasnosci splotu dystrybycji, zwiazane z rozniczkowaniem i dystry-
bucja 0 Diraca.

Wtltasno$é 1 (splotzdystrybucjg J)
Poniewaz § = D?[1 x 1], zatem dla dowolnej dystrybucji T' € D} zachodzi

T+5=D?hx1x1)=D""'"hx1]=D[h =T (9.1)
co oznacza, ze 0 jest jedynka algebry dystrybucji.
]
Wtlasnoéé 2 (splotz dystrybucjg §™)
Podobnie jak w poprzednim przypadku zapisujemy 6™ = D" 2 [1 x 1], wiec
T % 6™ = D" 2 [hx 1% 1] = D"D*h = D"T, (9.2)

zatem splot z dystrybucja 6™ jest rézniczkowaniem. Pozwala to zapisa¢ réwnanie rézniczkowe
w przestrzeni dystrybucji

D"y + o1 D"y + ..+ Dy +cy=f (9.3)
w rownowaznej postaci splotowe;j

(cné(") + 10D 4 8+ 00(5) xy=f. (9.4)

W tlasnos¢é 3 (réiniczkowanie dystrybucyjne splotu)
Jezeli Ty, Ty € Dy, to wykorzystujac wlasno$¢ 2 mozemy napisaé

D™ (Ty + Ty) = Ty # T % 6™ = (T % 6'™) % Ty = Ty * (T + 6™)
—— ——

D™y D™y
€O oznacza, ze

D™ (T, Ty) = (D™T}) + Ty = Ty + (D™T%). (9.5)

Wtltasno$é 4 (wlasnosé rozwigzania podstawoweqo)
Jezeli ys jest taka dystrybucja, ze L [ys] = J, gdzie L jest operatorem rézniczkowym okreslonym
wzorem

Lyl = D"y + ot D" 'y + ...+ c1 Dy + coy,
to na mocy wzoréw (9.5)) i (9.1) mozemy napisac, ze
Llys* f]=Llys]x f=0dxf=F. (9.6)

Dystrybucje ys taka, ze L [ys| = § nazywamy rozwigzaniem podstawowym réwnania L [y] = f.
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9.2 Przestrzen dystrybucji temperowanych

Definicja
Przestrzenia funkcji szybkomalejgcych nazywamy zbiér funkcji klasy C'*° spelniajacych dla
|t| — oo, dowolnych n, k naturalnych, nieréwnosci

#60] < o (9.7

dla pewnych stalych ¢, (zaleznych tylko od n i k). Przestrzen funkcji szybkomalejacych oznacza-
my symbolem &.

Powyzszy warunek oznacza, ze dowolna pochodna funkcji ¢ dazy do zera w nieskonczonosci
szybciej niz dowolna potega ﬁ
Uwaga
Zachodzi oczywista inkluzja D C ®, bowiem kazda funkcja o nosniku zwartym jest szybkoma-
lejaca. Co wiecej, rozwazajac przykltad funkeji ¢ (t) = e € ® tatwo zauwazy¢, ze ¢ ¢ D, zatem
D¢ o.
]

Definicja
Mowimy, ze ciag funkcji ¢, € ® zbiega do p € & & Vm,k € N = tmgogc) = tmp*) (zb.
jednostajna)

Definicja
Dystrybucjg wolnorosngceg (temperowang) nazywamy funkcjonal liniowy i ciagly na przestrzeni
®. Zbiér dytrybucji wolnorosnacych oznaczamy ¢’

Uwaga
Oczywiscie jezeli f € @', to f € D', zatem ® C D’. Rozwazajac przyktad dystrybucji okreslo-
nej wzorem

F=>"0(t=—n) tm (flo)=> ¢ o) (9.8)

widaé, ze jest ona poprawnie zdefiniowana dla ¢ € D (odpowiednia suma jest skonczona, bo-
wiem no$nik ¢ jest zwarty), natomiast nie jest okreslona np. dla ¢ (t) = e € & (otrzymujemy
nieskonczony szereg rozbiezny > 1). W takim razie & ¢ D'.

[

Przyjecie powyzszej definicji dystrybucji temperowanej jest uzasadnione tym, ze w przypadku
funkeji klasycznych (dystrybucji regularnych) dla uzyskania zbieznosci catki postaci

gdzie ¢ € ® nalezy np. zalozy¢, ze dla pewnego N zachodzi warunek |1|im 1t~ f (t) = 0. Funkcje
t|—o0

takie nazywamy wolnorosngcymi. Kazda wolnorosnaca funkcja wyznacza dystrybucje wolnorosna-
ca.
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9.2.1 Transformata Fouriera dystrybucji temperowanych

W teorii przeksztatcenia Fouriera dowodzi si¢ nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie (rdwno$é Parsevala)
Niech g1, g2 bedg bezwzglednie catkowalne na R. Niech G| = ¢y, G = Sgo. Wowcezas zachodzi
rOWnosé

+00 +oo
/g1 (u) Gy (u) du = /Gl (W) go (W) dw (9.9)

Przeksztatcajac lewg strone wzoru otrzymujemy

+o0 oo +o0 oo oo
[ G @di= [a@adu [ g@e = [do [ o@ewe -
- 7092 (@) /oog (u) dus = 70@1 () g2 (@) dw

co konczy dowdd.
|

Opierajac sie na powyzszym twierdzeniu obowiazujacym dla funkcji klasycznych (dystrybucji
regularnych) wprowadzamy definicje transformaty Fouriera dystrybucji temperowanych.
Definicja
Dla f € @ okreslamy
(Sfle) = (f1S¢) (9.10)

dla p € 9'.
Nastepujace dwa twierdzenia uzasadniaja poprawno$é¢ przyjetej definicji.

Twierdzenie
Jesli p € &, to F' = Jp € ®. Ponadto & : & — P jest ciggla.

Dla dowodu zauwazmy, ze jesli ¢ € ®, to ¢ jest catkowalna na R, zatem F = Sy istnieje.
Ze wzoréw na transformate Fouriera funkcji catkowalnych wynika, ze o ile t*p () jest catkowalna
(a tak jest dla funkcji ¢ € ®), to istnieje pochodna F®) i zachodzi

+o0

F® (w) = / (—it)* e o (t) dt

—0o0
Latwo zauwazy¢, ze stosujac m-krotnie wzér na catkowanie przez czesci otrzymujemy

|(iw)™ F®) (w)| = / ewt(jt—”; [(-it)%(t)} dt| < / ’CZ—Z [(—it)kgp(t)]‘dtgc*onst

(e}
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Istnienie stalej C'onst wynika z definicji przestrzeni ®, ktorej elementem jest . Oznacza to, ze
F = S jest takze funkcja szybkomalejaca. Ciagtos¢ & jako odwzorowania liniowego wynika
z cigglodci w zerze.

]

Twierdzenie
Jesli f € @' to jej transformata Fouriera Sf € @',

Wystarczy wykaza¢, ze Sf jest liniowa i ciggla. Liniowosé¢ jest oczywista - wynika wprost
z przyjetej definicji. Ciagloéé wynika z ciaglosci transformaty Fouriera dla funkcji szybkomaleja-
cych i ciggtosci f, poniewaz o ile ¢, — 0 w @, to

(Sflen) = (fISen) — (f10) =0

co konczy dowdd. m

9.2.2 Najwazniejsze wlasnosci i przyklady transformat Fouriera

Niech F' = S f dla f € ®'. Wowcezas mozna sformutowaé nastepujace wlasnosci - analogiczne do
wzoréw 7z teorii klasycznej.

1.3 [(—z’t)k f (t)] — F®) ().
Istotnie, korzystajac z definicji transformaty i definicji mnozenia dystrybucji przez funkcje
gtadkie otrzymujemy dla k = 1 (a potem dalej stosujemy indukeje)

(F'|lo)y = (F| —¢") = (f| — S¢') = <f| — / ~t o (w )dw> = (calk. przez czesei)

—00

= <f\ - it/e‘i”tso (w) dW> = (=it f (1) [Se) = (S[=itf ()] |e)

zatem [—itf ()] =

2. & [Dk ﬂ = (zw)k F (w) - dow6d podobnie jak w poprzednim przypadku.
(SDAfl9) = (DA113) = (-1 (T ) = (0 (13 [0t o ()] -
= (3] <z’t>’%o<t>> = (@' F(t)le ()
3. S[f(t—7)(w
4. Niech f = 6%
(S6W (¢ =) o) = (W (¢ = 7)IS¢) = (1) (S)V (1) =
= (D! (=it so(tﬂ (r) =
_ / (it e (1) dt = ((i0)" 7o (1)) . zatem

—00

S6®) (t — 1) = (it) e .

) = e “TF (w) - analogicznie z definicji operatora przesunigcia 7.
)

t — 7). Wowezas
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Wynika stad, ze w szczegolnosci

S6=1, S0(t—7)=e®7, 6" = (it)~.

5. Jedli f(t) =1, to §[1] = 279, poniewaz
+o00 +oo

S e) - / o / 0)dt = 2mp(0) = (2nly).
6. Sle ] =278 (w+ 7) - dowdd analogiczny jak w przypadku poprzednim gdyz

(3 [ I} = (7 19) = /-mdt / i (&) dus = 2mp (1) =

Slpl(0)

=25 (w+7)|p) .
7. S [(it7)] = (- )" 2m6%) —= & [t*] =27 (i) 6® - analogicznie.
8. 3 [(it)k e*i”} = (—1)*216® (w + 7) - j. w.

9. Slant™ + an1t" '+ ...+ ait + ag) = 27 [aniné(") +a,_ "D 4+ 4 aod).

10. Lemat
Zachodzi tozsamo$é
+00 ‘ ~+00
Z e " = o Z d (A —2nm). (9.11)
Dowod
Niech ¢ € ®. Wowcezas
+o0 4 +o0 +oo +oo 400 (kA 1)
<Ze-mx|¢()\)>: S / “msyd= S Y / —ind g () dA —
n=—oo n=-—00 " n*—oolc_focmlC D
“+o00 —+00
A —2km =
A2 = 55 e gty

n=—ook=—
k=—00 g

+oo 400 tr

= |niech @y (1) = @ (r + 2km)| = Z Z _7’”2]”/ T (r)dr =

n=—ocok=—
k=—o00 g

= Z 27 Z (2™ (on)

k=—0c0 n=—00

—+m

1 —inr

gdzie c, (pr) = 5- [ € k (1) dr sa wspotezynnikami Fouriera funkcji . Wyrazenie Z

n=—oo
—T

jest wartoscig sumy szeregu Fouriera tej funkcji w punkcie r, = —2k7, a zatem z okresowosci

2k7‘r) Cn (
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tej sumy mamy

+oo

> e, (0r) = o (—2km) = @1 (0) = o (2k7) .

Wynika stad, ze
Z 27 Z em=2km e (o) = 27 Z (2km) <27r Z d (A — 2km) ]gp>
k=—o00 n=-—oo k=—oc0 k=—00
co konczy dowdd. ]

11. (Wzér sumacyjny Poissona)
Niech p € &, F' = Sp. Wowcezas zachodzi

ZF( <Z5 —n|\sgp> <S[Z5(>\—n)]|g@>:
= < f e_i”’\|g0> Zlemaw) < Z d (A —2nm) > =
=27 Z (2nm) .

n=—0oo

Udowodniony zostat zatem wzor

f F(n)=2n Z (2nm) . (9.12)

n=—oo n=—oo

12. (Tozsamos$é Jacobiego)
7/'2 . , .
Niech ¢ () = et dlat > 0. Wtedy F () = () (z) = ﬂe’ﬂ. Stosujgc wzdr sumacyjny
Poissona otrzymujemy

T +00 5 +o00
_n” Ap22
? E e 1w = 9 e 4tmen ]
n=—oo n=—oo

Podstawiajac t = ;=; dostajemy inng postac tej tozsamosci

+0o0
\/7 = e (9.13)

n=—oo n=—oo

9.3 Zadania
1. Udowodnié, ze [t -1, (t)] *[e' -1, (¢)] = (e — ¢t — 1) - 14 (¢).

2. Udowodnié, ze [1, (t) - sint] = [14 (¢) - cost] = ) - tsint.

l\')IH

Ly (t
I, (t—a)—1.(t—0b)dlaa<b.

3. Wyznaczy¢ transformate Fouriera funkcji f (¢

)
4. Wyznaczy¢ transformate Fouriera funkeji f (t) = e~ dla a > 0.
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5. Wyznaczy¢ transformate Fouriera funkcji f (t) = tfe21, (¢).

6. Wyznaczy¢ transformate Fouriera funkcji f (t) = =5 dla a € R.

a?+t2

7. Wyznaczy¢ transformate Fouriera funkeji f (t) = e~

86



Temat 10

Informacja o przestrzeniach Hilberta

10.1 Przestrzenie unitarne, iloczyn skalarny

Niech dana bedzie przestrzen liniowa X. Zalézmy, ze kazdej parze elementéw x,y € X zostala
przyporzadkowana liczba (z,y) € C (lub R), przy czym przyporzadkowanie to spetnia warunki:

10

(
2° (x4y,2) = (x,2) + (y, 2),
3° (
4 (

Liczbe (x,y) nazywamy iloczynem skalarnym elementéw z, y.
Warunki 1° — 4° sg aksjomatami iloczynu skalarnego.

Uwaga
Prawdziwe sa takze wzory:

a) (2,7 +y) = (2,2) + (2,v),
b) (z,ay) =a(z,y).

Wynikaja one bezposrednio z aksjomatow iloczynu skalarnego.

u
Twierdzenie (tzw. nieréwnosé Schwarza)
lloczyn skalarny spetnia nieréwnosé
(2, 9)|” < (2,2) (y.9). (10.1)

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnego t € R i dowolnego elementu y # 0 zachodzi
nieréwnosé¢ (x + ty, x + ty) > 0. Z aksjomatow iloczynu skalarnego wynika, ze

(x4 ty, x +ty) = (x,2) + 1 (2, 9) + t(z,y) + |t (y,y) > 0.

87
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Podstawiajac

(z,9)

A

do powyzszej nierownosci otrzymujemy ostatecznie

()
S e

co jest réwnowazne nieréwnosci ((10.1)), a zatem konczy dowdd.

Uwaga 1
Mozna pokazaé, ze nieréwnos$¢ Schwarza (10.1]) staje si¢ rownoscia wtedy i tylko wtedy, gdy
elementy z i y sa liniowo zalezne.

Uwaga 2
Jezeli (x,y) jest iloczynem skalarnym w przestrzeni liniowej X, to wzor

2] = v/ (2, ) (10.2)
okresla norme w przestrzeni X.
Z definicji normy, aksjomatéw iloczynu skalarnego i nieréwnosci Schwarza wynika, ze

e+ yl* = (x+y, 2 +y) = (z,2) + (z,y) + (y,2) + (y,y) <

< (w,2) +2[(z,9)| + (v,y) < (z,2) + 2v/ (v, 2)\/ (v, 9) + (,y) =

2
= llzII* + 2llzllllyll + llyll* = (=l + lly1)

oraz

laz| = /(az, az) = v/a@ (z,2) = |af ||
co konczy dowdd.
Definicja
Zbiér X nazywamy przestrzenig unitarng, jezeli:
1° X jest przestrzenig liniowa,
2° w X okreslony jest iloczyn skalarny (x,y),
3° w X zdefiniowana jest norma wzorem ((10.2)).
Definicja
X jest przestrzeniq Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy X jest przestrzenia unitarna zupeina

(zupelnos$é oznacza, ze kazdy ciag spelniajacy warunek Cauchy’ego zbieznosci ciagu ma granice
nalezaca do tej przestrzeni).
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10.2 Przyktady przestrzeni Hilberta

10.2.1 Przestrzen euklidesowa n-wymiarowa rzeczywista lub zespolo-
na

Niech X = R" lub X = C" i niech x = (z1,%2,... ,Zn), ¥y = (Y1, Y2, - -- ,Yn) € X.
[loczyn skalarny definiujemy jako

(x,9) = > 2T, (10.3)
=1
Wtedy

2]l = v (z,z) =

(10.4)

n
2
ST
i=1
Nieréwnos$¢ Schwarza ((10.1)) przybiera rownowazna postacé

7l < Sl | S Il (10.5)
=1 =1

i znana jest pod nazwa nieréwnosci Cauchy’ego.
Zupelnosé przestrzeni R” (lub C™) wynika z zupetnosci zbioru liczb rzeczywistych i zespolonych.

10.2.2 Przestrzen ciaggéw sumowalnych z kwadratem

Niech X = [? bedzie przestrzenia ciagdéw rzeczywistych lub zespolonych (&) takich, ze

—+00
Z |§k|2 < 00,
k=1

ze zwyklymi dziataniami dodawania ciggéw po wspoéirzednych i mnozenia przez liczbe.
loczyn skalarny ciagéw = = (&) 1 y = (nx) definiujemy jako

(2,9) = > & (10.6)

Poprawnosé¢ powyzszej definicji wynika z oszacowania |&,7,| < 1 (|£k|2 + ]nk|2).
Z definicji normy wynika, ze

+o0o
2
Izl = V/(z,2) = | D I&kl*. (10.7)

k=1
Nieréwnos$¢ Schwarza przybiera postaé
+o0 +o00 400
kaﬁk < Z|§k|2 Z\UHQ (10.8)
k=1 k=1 k=1

(jest to tzw. nieréwnosé Cauchy’ego dla szeregow).
Dowodyzi sie, ze przestrzen X = [? jest zupea.
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10.2.3 Przestrzen funkcji calkowalnych z kwadratem

Niech X = L?(Q) bedzie przestrzenia funkcji f (z) okreslonych na zbiorze  C R" o wartoéciach
rzeczywistych lub zespolonych takich, ze

J1r@p iz < .
Q

Zakladamy, ze |Q| > 0, gdzie || oznacza miar¢ zbioru 0. W przestrzeni L? (Q) wprowadzamy
zwykle dziatania dodawania funkcji i mnozenia funkcji przez liczby.
lloczyn skalarny definiujemy jako

(f.9) = / f (2)g (@)dz. (10.9)
Q

Jego istnienie wynika z nieréwnosci ‘f (x)g (x)‘ <i(lf ()| + g (ZL')|2>

Norme definiujemy nastepujaco

1l = V) = / f (@) do. (10.10)

Nieréwnos$¢ Schwarza jest postaci

/f<x>mdxs / f (@) de / 19 ()2 da (10.11)
Q Q Q

i znana jest pod nazwa nierownosci Buniakowskiego dla calek.

Mozna dowiesé, ze przestrzen L* () jest zupelna.

Zbieznoé¢ w przestrzeni L* (Q) nie jest réwnowazna zbieznoséci punktowej, ale prawdziwe jest
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie

Jesli f, — fow L2(Q) i f, (x) — f(z) prawie wszedzie na 2, to f € L*(Q) i f = fo.
10.3 Ortogonalnosé, twierdzenie o rzucie ortogonalnym
Niech X bedzie przestrzeniag unitarna.

Definicja
Elementy z,y € X sa ortogonalne wtedy i tylko wtedy, gdy (z,y) = 0 (oznaczamy = L y).

Uwaga
Jesli x Ly, to

lz +yl> = ||z|* + ||lyl|* (tw. Pitagorasa). (10.12)
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Z definicji normy i ortgonalnosci elementow x, y wynika, ze

le+yl* = (x+y, 2 +y) = (z,2) + (z,y) + (y,2) + (y,y) =
= (z,2) + (y.y) = l=]]> + |yII*.

Niech Xy C X bedzie podprzestrzenia liniowa X.

Definicja
Méwimy, ze element x € X jest ortogonalny do podprzestrzeni X, (oznaczamy = 1 X,) wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego elementu y € X, zachodzi x L y.

Twierdzenie (orzucie ortogonalnym)
Niech X, bedzie podprzestrzenia liniowa domknieta przestrzeni Hilberta X. Wtedy kazdy
element x € X da sie przedstawi¢ w postaci

x =mxo+ 2z, gdzie xg € Xg, z L X (10.13)

przy czym rozktad ten jest jednoznaczny.
Element zy nazywa si¢ rzutem ortogonalnym elementu x na podprzestrzen Xj.

Mozna udowodni¢, ze z twierdzenia o rzucie ortogonalnym wynika nastepujacy wniosek.

Twierdzenie
Niech Xy C X bedzie podprzestrzenia liniowa domknieta przestrzeni Hilberta X. Jezeli z( jest
rzutem ortogonalnym elementu z na Xj, to

[ = zol| < |z —yll (10.14)

dla kazdego y € Xy. Powyzsza nieréwnos¢ staje si¢ réwnoscig wtedy i tylko wtedy, gdy y = xo.
|

Definicja

Méwimy, ze ciag (a,) elementéw przestrzeni Hilberta X generuje przestrzen X wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy zbiér wszystkich kombinacji liniowych elementéow aq,as, ... ,a, jest gesty w X
(tzn. kazdy element przestrzeni X moze by¢ przyblizony z dowolna doktadnoscia przez kombina-
cje liniowg elementéw ay, as, ... ,a,.)

Twierdzenie
Ciag (a,) elementéw przestrzeni Hilberta X generuje przestrzen X wtedy i tylko wtedy, gdy
jedynym elementem ortogonalnym do wszystkich elementéw a,, jest x = 0.
[ |

10.4 Uklady ortonormalne w przestrzeniach Hilberta

W teorii przestrzeni Hilberta wielkg role odgrywaja tzw. uktady ortogonalne i uklady ortonormalne.
Pozwalajg one znajdowa¢ rozwinigcia elementow przestrzeni Hilberta na szeregi wzgledem tych
uktadow.
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Definicja

Uktadem ortogonalnym w przestrzeni Hilberta X nazywamy zbior Z C X taki, ze dla kazdego
x,y € Z, v # y zachodzi (z,y) = 0.

Definicja

Uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta X nazywamy uktad ortogonalny Z C X taki,
ze dla kazdego = € Z zachodzi ||z| = 1.

Twierdzenie
Niech (ax) bedzie dowolnym ciagiem liniowo niezaleznych elementéw przestrzeni Hilberta X.
Istnieje wtedy w przestrzeni X uktad ortonormalny (ey) taki, ze

lin (e, eq,...,6,) =lin(a,as,...,a,) dam=12 ...,
gdzie lin (x1,xq,... ,x)) oznacza przestrzen liniowa wszystkich kombinacji liniowych elementéw

T1,292y... ,Tk.

Dla dowodu wystarczy zastosowaé tzw. procedure ortonormalizacji

aq
€1 = )
laa
T2 .
ey = ——, gdzie x9 = ay — (a9, €1) €1
| 2]
X m—1
em = —— gdzie T, = A — (G, €k) €ks (10.15)
S

z ktorej bezposrednio wynika, ze (ey) jest uktadem ortonormalnym spelniajacym teze twierdzenia.

[
10.4.1 Przyktady ukladéw ortonormalnych
+oo
1. Niech X = [? - zbior ciggéw nieskoniczonych (&) takich, ze szereg Z e|” jest zbiezmy,
k=
400 '
z iloczynem skalarnym ((&x), (x)) = kank.
k=1
Wowczas elementy e,,, gdzie
e, = (0, 0,10 )
tworza uktad ortonormalny w X.
2. Niech X = L?([0;27]) (przestrzen funkcji rzeczywistych calkowalnych z kwadratem).
Ciag funkcji
Lol coskr, —Ssinks dlak—1,2 (10.16)
——, ——coskr, ——sinkx dlak=1,2,... :
OIS VT

tworzy uktad ortonormalny w tej przestrzeni.

3. Niech X = L% ([0;27]) (przestrzen funkcji zespolonych catkowalnych z kwadratem).
Ciag funkcji

L
——e" dla k=0,£1,42,...
V2

tworzy uktad ortonormalny w tej przestrzeni (e**

= coskx + isinkz).



TEMAT 10. INFORMACJA O PRZESTRZENIACH HILBERTA 93

10.5 Szeregi Fouriera wzgledem uktadéw ortonormalnych

Zatozmy teraz, ze dane jest rozwiniecie elementu x z pewnej przestrzeni Hilberta X na szereg
w postaci

+o00o
T = Zakek, (10.17)
k=1

gdzie (ex) jest uktadem ortonormalnym w X.
Mnozac obie strony réwnosci ((10.17]) skalarnie przez e,, i korzystajac z ortonormalnosci uktadu
(er) otrzymujemy, ze

an = (z,e,). (10.18)

Definicja
Liczby oy, = (z,e,) okreslone wzorem ([10.18)) nazywamy wspdlczynnikami Fouriera elementu
+oo
x wzgledem uktadu ortonormalnego (e,), a szereg Z (x,ex) ex nazywamy szeregiem Fouriera

k=1
elementu x wzgledem tego uktadu.

Twierdzenie

Jesli (ex) jest uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta X, to dla kazdego = € X szereg
+oo

Z |(, ex)|” jest zbiezny i zachodzi nieréwnosé

k=1
+00
Z ((z,er)]” < ||| (tzw. nieréwnosé Bessela), (10.19)
k=1
+oo
ktora staje sie rownoscig wtedy i tylko wtedy, gdy x = Z (x,er) eg, tzn. gdy x jest rébwny sumie
k=1

swojego szeregu Fouriera.

Twierdzenie
Jesli (ex) jest uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta X, to dla kazdego x € X i do-
wolnych statych aq, s, ... , a, zachodzi nieréwnos¢

n

lo = (@ en) enll < o =D anexl, (10.20)

k=1 k=1

ktora oznacza, ze n—ta suma czesciowa szeregu Fouriera elementu x jest najlepszym mozliwym

przyblizeniem tego elementu w podprzestrzeni lin (e, es, ... ,€,).
n
Dowdd wynika z faktu, ze Z (x, ex) ey jest rzutem ortogonalnym elementu x nalin (e, eg, ... , €,).
k=1

Nastepne twierdzenie precyzuje warunki rozwijalnos$ci dowolnego elementu przestrzeni Hilberta
X na szereg Fouriera wzgledem uktadu ortonormalnego (ey).
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Twierdzenie
Niech (ex) bedzie uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta X. Wowczas kazdy element
x jest sumg swojego szeregu Fouriera wtedy i tylko wtedy, gdy uktad (ex) generuje cata
przestrzen X.
]

10.5.1 Trygonometryczne szeregi Fouriera

Rozwazmy przestrzefi Hilberta X = L? ([—[;1]), [ > 0. Mozna udowodni¢, ze uktad funkcji

1 1 krx 1 kmx
—\, —cos—, —sin— dlak=1,2,... 10.21
Vi i T o2
jest uktadem ortonormalnym w X, generujacym calg przestrzen (por. przyktad 2 i wzory ((10.16])).
Jesli f € L?([~1;1]), to na mocy poprzedniego twierdzenia mozemy napisacé, ze

1 <2 kmx . kmx
f(x) = 500 + ; (ak cos —— + by sin T) : (10.22)
gdzie
1 / k
t
ay, = j/f (t) cos Tﬂdt dla k=0,1,2,. .., (10.23)
21
1 / k
t
by, = 7/f (1) sin T”dt dlak=1,2,.... (10.24)
21

Zbieznos¢ szeregu (10.22)) w przestrzeni L? ([—[;1]) nie oznacza zbiezno$ci w kazdym punkcie
x € [—1;1]. Zgodnie z definicja normy, zbieznos$¢ w przestrzeni L? ([—I;1]) oznacza tylko, ze

lim dx = 0. (10.25)

-l

! 2
1 = kmx . kmx
f(x)— zag— Z (ak cos —— + by sin T)

2
k=1

W celu zagwarantowania zbieznosci punktowej, nalezy zatozy¢ o funkcji danej pewne dodatkowe
warunki.

10.5.2 Zbieznos$¢ punktowa trygonometrycznych szeregéw Fouriera

Zat6zmy, ze dana jest funkcja rzeczywista f(x) okreslona na przedziale [—[;]. Przyjmujemy
nastepujaca definicje.

Definicja

Méwimy, ze funkcja f (x) spelnia w przedziale [—1;1] warunki Dirichleta wtedy i tylko wtedy,
gdy:

1° f(z) jest przedziatami monotoniczna;
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2° w kazdym punkcie zq € [—[;1], w ktérym funkcja nie jest ciagla spelniony jest warunek

o) = 5 (f @) + 1 (@),

gdzie f (:car) if (SCE ) oznaczaja odpowiednio granice prawo i lewostronng funkcji f (x)
w punkcie zq;

3° na koncach przedziatu spetnione sg warunki

Twierdzenie (Dirichleta)
Jezeli funkcja f () spelnia w przedziale [—[; ] warunki Dirichleta, to w kazdym punkcie tego
przedziatu jest ona sumg swojego szeregu Fouriera (|10.22]).
]

10.6 Zadania

1. Zbadaé, czy réwnos¢ (z,y) = zy + x + 2y + 1 okresla iloczyn skalarny w R?

1
2. Niech X = L?([0,1]) z norma || f|| = /\f (z)|*dz, Xo = lin (1, z) C X. Zortonormalizo-

0
waé uktad {1, x} oraz wyznaczy¢ rzut ortogonalny elementu f (z) = z2 na X,.

™

3. Niech X = L*([0,7]) z norma || f]| = /|f (2)|* dz, X, = lin <\/L;, sinx) C X. Zortonor-

0
malizowaé uktad {\/%T, sin x} oraz wyznaczy¢ rzut ortogonalny elementu f (z) =1+ % sinx

na X().

4. Znalez¢ rzut ortogonalny w przestrzeni X = L? (—1; 1) funkcji f (z) = 1+ sinz na podprze-
strzenn domknieta Xy = lin (eq, e3), gdzie e; (x), ey (x) sa funkcjami otrzymanymi z ortonor-
malizacji uktadu funkcji fi (z) =1, fo(x) =1+ x.

5. Zmalez¢ rzut ortogonalny w przestrzeni X = L? (—1;1) funkeji f (x) = 1+ cos z na podprze-
strzenn domknieta Xy = lin (e, e5), gdzie e; (), e (x) sa funkcjami otrzymanymi z ortonor-
malizacji uktadu funkeji fi (x) =1, fo(x) =1 —x.

6. Funkcje f (z) = 1 — 2z przedstawi¢ w postaci sumy trygonometrycznego szeregu Fouriera
w przedziale (—m; +). Narysowaé¢ wykres sumy tego szeregu w przedziale [—; +37].

7. Funkcje f (z) = 2cos? x przedstawi¢ w postaci sumy trygonometrycznego szeregu Fouriera
w przedziale (—m; +). Narysowaé wykres sumy tego szeregu w przedziale [—3m; +37].

8. Funkcje f () = 2sin®x przedstawi¢ w postaci sumy trygonometrycznego szeregu Fouriera
w przedziale (—m; +). Narysowaé wykres sumy tego szeregu w przedziale [—3m; +37].
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9. Funkcje f (z) = 142sin 2z przedstawié¢ w postaci sumy trygonometrycznego szeregu Fouriera
w przedziale (—7; +). Narysowaé wykres sumy tego szeregu w przedziale [—3m; +37].

10. Funkcje f(x) = 1 4 2cos2x przedstawi¢ w postaci sumy trygonometrycznego szeregu Fo-
uriera w przedziale (—; +). Narysowaé wykres sumy tego szeregu w przedziale [—3m; +37].

11. Funkcje f(z) = x(m —x) (7 + x) przedstawi¢ w postaci sumy trygonometrycznego sze-
regu Fouriera w przedziale (—m;+m). Narysowaé wykres sumy tego szeregu w przedziale
[—27; +27].



Temat 11

Informacja o przestrzeniach Sobolewa

11.1 Definicja przestrzeni Sobolewa

Niech 2 C R" bedzie zbiorem mierzalnym. Rozwazmy przestrzen Hilberta X = L*(Q) z ilo-
czynem skalarnym zdefiniowanym rownoscia i norma zdefiniowana wzorem (10.10). W tej
przestrzeni rozwazamy podzbior sktadajgcy sie z funkcji f, ktorych pochodne czgstkowe w sensie
dystrybucyjnym do rzedu m wilacznie (patrz réwniez wzory —) naleza do L% (Q).

W podzbiorze takich funkeji wprowadzamy funkcjonal || f||,, 2 okreslony wzorem

fllma= | D ID*fI3. (11.1)

0<|al<m
Mozna pokazaé, ze || f||m.2 spelnia wszystkie aksjomaty normy.

Definicja
Przestrzenia Sobolewa H™ ()) nazywamy zbi6r

H"(Q) ={fel*Q):D*feL’(Q) da0<|af<m}. (11.2)

Twierdzenie
Przestrzen H™ (1) jest zupela, jest zatem przestrzenia Hilberta. Funkcjonatl || f||,, 2 okresla
norme w H™ (Q), za$ iloczyn skalarny zadany jest wzorem

(fo)= 3 [DesDogs (11.3)

0<]al<my,

Uwaga
Powyzsza definicje przestrzeni Sobolewa mozna rozszerzy¢ na przypadek przestrzeni LP (€),
w ktorych norma zadana jest wzorem

o= [ 1@ dlap>1 (1.4
Q

97
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11.2 Slady funkcji z przestrzeni Sobolewa na powierzch-
niach

Niech Q C R", S C Q bedzie powierzchnig (n — 1) wymiarowa. Jesli f jest funkcja, ktéra w kazdym
punkcie x € €2 ma jednoznacznie okreslong wartos¢, to wyznacza ona w sposob naturalny funkcje
fis =f(xz)dlazeS.

Jedli natomiast funkcja f jest okreslona prawie wszedzie (tzn. z doktadnoscia do zbior6w mia-
ry zero), wtedy jej wartos¢ na powierzchni S nie jest juz wyznaczona w tak naturalny sposob,
poniewaz |S| = 0, gdzie |S| oznacza n—wymiarowa miare Lebesgue’a powierzchni S. Oznacza to,
ze nie mozna prostym, naturalnym sposobem okresli¢ funkcji f|s za pomocg rozwazenia wytacznie
wartodci tej funkcji w pewnych punktach.

Dla prostoty zatézmy teraz, ze S = QN{x,, = const}. Wéwezas mozna udowodnié, ze dla prawie
wszystkich x,, funkcja f (okre§lona prawie wszedzie na €2) posiada wartoéé¢ fis zdefiniowang prawie
wszedzie jako funkcje (n — 1) zmiennych.

Wprowadzimy teraz bardziej sformalizowana definicje Sladu funkcji. Rozpoczniemy od przy-
padku funkcji f ciaglej na na €.

Definicja
Sladem funkcji f € C (©) na (n — 1) wymiarowe]j powierzchni S C Q nazywamy funkcje ciagla
na S, ktéra prawie wszedzie pokrywa sie z f. Slad oznaczamy jako fis

Rozwazmy teraz funkcje f z przestrzeni Sobolewa H' (). Niech S bedzie powierzchnig klasy
C'. Niech S; C S bedzie czedcig tej powierzchni reprezentowang za pomoca przedstawienia

ﬂjn:g@<x/>, x/:('rth?""xnfl); Specl (E), DCRnil.

Zal6ézmy;, Ze_Q zawarty jest w kostce {0 < z; < a, dlai=1,2,... n}. Zal6zmy réwniez chwilowo,
ze f € C (Q) (zbidr funkcji klasy C* o nosniku zwartym). Wtedy

()
fis (@) = F @ @) = [ 1-2emEndgg,
0

Na mocy nieréwnosci ((10.11)) mozemy napisac, ze

2
d&,,.

2 [ 1of («/,€,)
dé, < a '—
O/ J€,

o)
2 / af (x/7£n)
s @ < 0 () / e

Mnozac obustronnie powyzsza nieréwnosé przez \/ 1+@2 +...+¢2  icalkujac po D dostajemy

i ey = [ s, (@) dSi =

S1

— 2 2 2

—/\f|s1 @) 1462, + 42 dn . dr < Gl (11.5)
D

gdzie C) jest stala, ktora nie zalezy od funkcji f tylko od obszaru Q i powierzchni Sy (|| f]1,2
oznacza norme w przestrzeni Sobolewa zdefiniowana wzorem ((11.1))).
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Zaktadajac, ze powierzchnia S sklada sie ze skorniczonej liczby powierzchni typu S; reprezen-
towanych przez rézne przedstawienia, mozna wnioskowaé, ze zachodzi nierownosé postaci

1fisllz2s) < Cllf 2 (11.6)

gdzie C zalezy wytacznie od obszaru €2 i powierzchni S. Przez aproksymacje funkcji z przestrzeni
C1 (Q) funkcjami z C} () Tatwo pokazaé, ze powyzsza nieréwnosé¢ zachodzi dla dowolnych funkcji
feC (Q).

Przypusémy teraz, ze f € H' (Q2). Wynika stad, ze istnieje ciag (f,) funkcji klasy C* (€) taki,
ze f, — f w normie H' (Q). Z nieréwnosci wynika, ze

||fn|S’ - fm|S||L2(S) < Can - fm||1,27

zatem cigg Sladéw funkeji ciagtych ( fn|5) jest ciggiem Cauchy’ego w L2 (S). Z zupelosci prze-
strzeni L? (S) wnioskujemy, ze istnieje funkcja fis € L? (S) bedaca granica tego ciagu, tzn.

Definicja
Funkcje fis okreslong réwnoscig (11.7) nazywamy Sladem funkeji f € H' (Q2) na (n — 1) wy-
miarowej powierzchni S.

Uwaga
Mozna pokazaé, ze $lad funkcji z przestrzeni H* () jest wyznaczony jednoznacznie. Za pomoca
odpowiedniego przejscia granicznego mozemy wywnioskowaé, ze nieréwnosé (11.6) zachodzi dla
wszystkich funkeji f € H' (Q), gdzie fis oznacza $lad funkeji f na powierzchni S.
]

Poprzednie rozwazania mozna sformulowaé w postaci nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie
Niech S C € bedzie (n — 1) wymiarowa powierzchnia klasy C'. Wéwczas dowolna funkcja f
z przestrzeni H' (Q) ma jednoznacznie okreslony $lad fis na powierzchni S. Funkcja fis nalezy do
przestrzeni L? (S) i spelnia nieréwno$é (11.6)).
[

Uwaga 1

Analogicznie do poprzednich rozwazan mozna pokazac, ze jesli a jest wielowskaznikiem postaci
a = (ay,qy,...,a,) oraz |a| = a; + as + ... + a,, to kazda funkcja f € HI®HF!(Q) wyznacza
jednoznacznie slad pochodnej D®f|s na powierzchni S, przy czym zachodzi nier6wnosc¢

1D fisll r2cs)y < Cll fljaf+1,2- (11.8)

Oznacza to, ze funkcje z przestrzeni H* (€)) wyznaczaja na powierzchni S $lady pochodnych do
rzedu (k — 1) wlacznie.
[ |

Uwaga 2
Poprzednie twierdzenia méwia, ze kazda funkcja z przestrzeni H! () wyznacza swoj $lad
na powierzchni S i $lad ten nalezy do przestrzeni L? (S). Powstaje pytanie, czy kazda funkcja
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v € L?(9) jest $ladem pewnej funkcji z H' (2). OdpowiedZ na to pytanie jest negatywna. Juz dla
n = 2 mozna podaé przyktad funkcji z przestrzeni L? (S), gdzie S jest okregiem jednostkowym,
ktéra nie jest §ladem zadnej funkcji z H' (), Q2 - koto jednostkowe. Mozna natomiast pokazaé, ze
zbior §ladow funkeji z H! (Q2) jest gesty w L2 (S).

]

Dla badania rozwiazalnosci pewnych zagadnien brzegowych dla réwnan rézniczkowych czast-
kowych duze znaczenie majg nastepujace dwa twierdzenia dotyczace zachowania sie funkcji z prze-
strzeni Sobolewa.

Twierdzenie

Dowolny zbiér ograniczony w przestrzeni H' (Q) jest prezwarty w przestrzeni L? () (tzn.
kazdy ciag funkcji (f,,), ktérych normy || f,,||1 2 sa wspdlnie ograniczone przez pewng stala zawiera
podciag zbiezny w przestrzeni L? (Q)).

Dowdd twierdzenia polega na wykorzystaniu charakteryzacji zbioréw prezwartych w L? (€2),
ktorej nie bedziemy w tym miejscu omawiac.
|

Twierdzenie
Jesli pewien zbior funkcji jest ograniczony w przestrzeni H' (), wtedy zbior ich §ladéw na
(n — 1) wymiarowej powierzchni S klasy C! jest prezwarty w przestrzeni L? (S).

Dla dowodu twierdzenia wystarczy pokazac, ze istnieja stale C i Cy takie, ze dla dowolnej
liczby 6 > 0 i dowolnej funkcji f € H* (Q) zachodzi nieréwnosé

C
fisllZzs) < TleH%%Q) + G0l 11 (11.9)

i nastepnie skorzystac¢ z poprzedniego twierdzenia.

11.3 Normy réwnowazne w przestrzeniach Sobolewa

W praktycznych rozwazaniach dotyczacych rozwigzalnosci zagadnien brzegowych dla rownan roz-
niczkowych czastkowych duza wage odgrywa mozliwos¢ wprowadzenia norm w przestrzeniach
Sobolewa, ktére sa réwnowazne normie standardowej i jednocze$nie sg postaci umozliwiajacej
bezposrednie zastosowanie do tych zagadnien. Mozliwosci te daja tzw. nieréwnosé Friedrichsa
i nierownosé Poincaré.

Twierdzenie (nierdwnosé Friedrichsa)
Niech €2 bedzie obszarem z brzegiem Lipschitza 0£2 = I'. Wowczas istnieje stata k > 0 zalezna
tylko od obszaru () taka, ze dla kazdej funkcji f € H' () zachodzi nier6wnosé

g, <k (S (

gdzie wartosci funkcji f na brzegu obszaru {2 rozumiane sg w sensie $ladu.

2
gi) dx+/f,2F (s)ds |, (11.10)
I
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Nieréwnos¢ Friedrichsa (11.10) moze by¢ uogdlniona w sposoéb nastepujacy.

Twierdzenie

Niech € bedzie obszarem z brzegiem Lipschitza 92 = I' i niech I'y C I' bedzie podzbiorem
o mierze dodatniej |I'1| > 0. Wéwezas istnieje stata k& > 0 zalezna tylko od obszaru €2 i I'; taka, ze
dla kazdej funkcji f € H' (Q) zachodzi nier6wno$é

n 9 2
IfIF, <K z;/ (a;ﬁ:) dm+/f|%l (s)ds | . (11.11)
i=1¢ Iy

Twierdzenie (nierdwnos$é Poincaré)
Niech Q2 bedzie obszarem z brzegiem Lipschitza. Istnieje wowczas stata k > 0 zalezna tylko od
obszaru §) taka, ze dla kazdej funkcji f € H™ (£2) zachodzi nier6wnosé

2

IfII20 < K Z/(Daf)2 dr+ Y /D“fdm . (11.12)

la|=mg, laj<m \ g
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Rozwigzania uogoélnione (stabe)

12.1 Eliptyczne operatory rézniczkowe rzedu parzystego

Bedziemy rozwaza¢ operatory rézniczkowe postaci

A=Y (-)"D (ayD7), (12.1)

lil | <k
gdzie 7 oraz j sa wielowskaznikami, a;; € C' Q).

Przyktltady (dlan=2)

1. (k=1)
Niech
_J 1 dlai=(1,0), j=(1,0) orazi=(0,1),j=(0,1), (12.2)
YWY 0 w pozostalych przypadkach. '
Wtedy
Au = _8:8B1 (gxul) — 8?2 (;Z) = —Au (operator Laplace’a).
2. (k=2)
Niech
1 dlai=(20),j=(20) orazi=(0,2),j=(0,2),
a; =4 2 dlai=(1,1),j=(1,1), (12.3)
0 w pozostatych przypadkach.
Wtedy

Ay — 0% (0% N 0% [0%u Lo 0? 0%*u B
0z \ 0x? dz3 \ 0z3 011019 \ 011075 )

0*u 0*u o0*u

= + + = A%y (operator biharmoniczny).
or}  ~O0x30x3 O} (op y)

102
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Uwaga

Operator A nie wyznacza jednoznacznie przedstawienia (12.1)). Dla kazdego operatora moz-
na na ogdét wybra¢ rézne reprezentacje, w zaleznoéci od prowadzonych rozwazan. Np. operator
Laplace’a moze by¢ otrzymany rowniez przez przyjecie wspotczynnikow a;; jako

1 dlai=(1,0),j=(1,0) orazi=(0,1),j=(0,1),
a; =4 ¢ dlai=(1,0),;=1(0,1), (12.4)
—c dlai=(0,1), j =(1,0).

Definicja
Moéwimy, ze operator A okreslony réwnoscia ([12.1]) jest eliptyczny w punkcie z = (xy, 29, ... , T,)
wtedy 1 tylko wtedy gdy dla kazdego uktadu & = (&1, &, ... ,&,) # 0 zachodzi

Y ay (@) & #0, (125)
lil,|51=k
gdzieé: il ,iz",gj:gl'---'f%n'

Definicja

Moéwimy, ze operator A okredlony réwnoscig jest jednostajnie eliptyczny w obszarze
Q C R™ wtedy i tylko wtedy gdy istnieje liczba ¢ > 0 zalezna tylko od obszaru {2 i wpotczynnikow
a;; taka, ze dla prawie wszystkich punktéw « = (21, 2, ... , x,) 1 dla wszystkich & = (&, &, ... , &)
zachodzi

> ay(2) &8 > el (12.6)
lil,151=Fk
gdzie [¢]° =+ &G+ ... + &
Przyktady

1. Operator Laplace’a —A jest jednostajnie eliptyczny w dowolnym obszarze, poniewaz
2 2
D ay@)é&E =6 +8 = ¢,
lil,|j|=1
tak wiec mozna przyjaé c = 1.
Uwaga: Wedlug powyzszej definicji operator A nie jest jednostajnie eliptyczny.

2. Operator biharmoniczny jest jednostajnie eliptyczny, poniewaz

Y ay@)&G =+286+6 = (8+8) =g
lil,|j1=2
3. Operator
9, o OU 0*u
nie jest eliptyczny, gdyz
> (@) &6 = (L+27) & - 38

i dla pewnych &, & wyrazenie to moze przyjmowacé wartos$é zero.
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12.2 Wprowadzenie definicji stabego rozwigzania

12.2.1 Slabe rozwigzanie ré6wnania rézniczkowego

Rozpoczniemy od rozwazenia kilku przypadkéw szezegdlnych. Na poczatek rozwazmy réwnanie
Poissona postaci

—Au=f. (12.7)

Niech v € C?(Q), f € C(Q), u - bedzie rozwigzaniem klasycznym tego réwnania. Niech
ponadto ¢ € C5° (2). Wowczas

— [ oAudx = [ pfdz. (12.8)
feae= |

Q Q

Stosujac do lewej strony powyzszej rownosci twierdzenie Greena postaci

dc ob 1
bax,- dex = /bcz/ids - /axi cdr dlab, ce H (Q)

Q oN Q

0%u ou dp Ou .
_/gpﬁdm = _/@%wds+/3xia$id$ dlaz=1,2,... ,n.
Q

otrzymujemy

i
Q o0

———
0

W takim razie z ((12.8]) wynika, ze

Z/gﬁ Ou /gpfdx (12.9)

7,

dla dowolnej funkeji ¢ € C§° (Q).

Tozsamosé ma sens nawet wtedy, gdy réwnanie nie ma rozwigzan klasycznych
nalezacych do C? () np. wtedy, gdy funkcja f € L%*(Q) i f nie jest funkcja ciggla. W tym
przypadku uzasadnione jest przyjecie nastepujacej definicji stabego (lub wogéinionego) rozwiazania
rozwazanego rownania rézniczkowego.

Definicja
Niech u € H' (Q), f € L*(Q). Jezeli dla kazdej funkcji ¢ € C§5° (Q) zachodzi tozsamosé ((12.9),
to méwimy, ze u jest stabym (uogélnionym) rozwiazaniem réwnania ((12.7)).

Koncepcja stabego rozwigzania jest znacznie ogélniejsza od koncepcji rozwigzania klasycznego,
np. stabe rozwiazanie réwnania rzedu drugiego moze nie posiada¢ pochodnych (nawet w sensie
dystrybucyjnym) rzedu drugiego. Ponadto, jezeli u jest rozwiazaniem réwnania (12.7) w sensie
powyzszej definicji oraz u € C*(Q), f € C (Q), to stosujac ponownie wzér Greena tatwo pokazaé,
ze u jest takze rozwiazaniem w sensie klasycznym.

Analogiczne rozwazania przeprowadzi¢ mozna np. w przypadku operatora biharmonicznego.
Rozwazmy réwnanie biharmoniczne

A%y = f. (12.10)
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Mnozac obie strony tego réwnania przez dowolna funkcje ¢ € C§° (2) i catkujac otrzymujemy

/gpA2ud:z: = /gpfdx. (12.11)

Q Q

Stosujac dwukrotnie wzor Greena do lewej strony rownosci ((12.11)) mozemy napisaé, ze

2 o2 2 2 2 a2
/gpAzudx:/(@wau—i—QasO 0%u +8<,08u>dx
Q

02 Ox? 0110w 011019 O3 O3
Q

tzn. tozsamo$é ([12.11)) moze by¢ zapisana w postaci

Z /aijDiijudx =(p, f)= /(pfdx, (12.12)

lil,|51<2¢, Q
gdzie a;; sg takie jak w przyktadzie 2.

Podobnie jak w przypadku operatora Laplace’a, mozemy sformutowaé definicje stabego rozwia-
zania réwnania biharmonicznego (12.10]) jako funkcji v € H? (2) spetiajacej tozsamosé ((12.12)
dla kazdej funkeji p € C§° (Q).

Sformutujemy teraz ogdlng definicje stabego rozwigzania réwnania rézniczkowego Au = f,
gdzie A jest operatorem eliptycznym rzedu 2k.

Definicja
Niech f € L*(Q), a;; - ograniczone i mierzalne na . Méwimy, ze u € H" (Q2) jest stabym
rozwigzaniem réwnania Au = f, gdzie

A=Y (-1)"D(ayD7),

lil,151<k

wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnej funkcji ¢ € C5° (2) zachodzi tozsamosé

Z /aijDiijud:z: =(p, f) = /(pfdx. (12.13)

lil,1i1<kg Q

Szczegbdlnymi przypadkami tozsamosci (12.13)) sa tozsamosci (12.9)) 1 (12.12]) definiujace stabe

rozwigzania réwnania Poissona i rownania biharmonicznego.

12.2.2 Stabilne i niestabilne warunki brzegowe

Wszystkie zagadnienia brzegowe dla réwnan rézniczkowych czastkowych zawierajg w swoich sfor-
mutowaniach pewne tzw. warunki brzegowe. Warunki te najczesciej dotycza wartosci funkcji nie-
wiadomej i jej pochodnych na brzegu obszaru lub na pewnej krzywej zawartej w obszarze. Warunki
brzegowe dzielimy na warunki stabilne i warunki niestabilne.

Definicja
Warunki brzegowe dla rownania rzedu 2k nazywamy stabilnymi wtedy i tylko wtedy gdy nie
zawieraja one pochodnych rzedu wyzszego niz k — 1.
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Typowym przyktadem stabilnego warunku brzegowego jest warunek wystepujacy w zagadnie-
niu Dirichleta dla réwnania Laplace’a (k = 1)

Au=0, dlaz €, upg=g.
Dla rownan rzedu 2k stabilnymi beda warunki postaci

du oF 1ty
Uogr =0y, — =01, y=—— = Jk_1, 12.14
o = ¢ O |90 91 A1 190 Jk—1 ( )
gdzie v oznacza wektor normalny zewnetrzny do brzegu 02. Warunki te nalezy rozumie¢ w sensie
§ladu, poniewaz funkcje z przestrzeni H* () wyznaczaja na brzegu 0 §lady swoich pochodnych

do rzedu (k — 1) wlacznie.

Uwaga

Jezeli u,, u € H' (Q) oraz u, — u w przestrzeni H* (Q), to z ciagtosci operatora $ladu wynika
(patrz nier6wnosé ), ze D90 — D%upq W L?(09Q) dla takich wielowskaznikéow «, ze
|| < k—1. W szczegolnosci, jezeli upjp0 = g, to ujpn = g. Uzasadnia to przyjeta nazwe stabilnych
warunkéw brzegowych.

Definicja
Warunki brzegowe zawierajace pochodne rzedu wyzszego niz (k — 1) nazywane sa niestabilnymi
warunkami brzegowymi dla réwnania rzedu 2k.

Warunki niestabilne nie mogg by¢ rozumiane jako slady funkcji, poniewaz funkcje z przestrzeni
H* () nie wyznaczaja $ladéw pochodnych rzedu wyzszego niz (k — 1). Nastepujacy przyktad
$wiadcezy o tym, ze jedli ciag funkcji u,, zbiega do u w H* (Q) oraz jesli kazda z funkcji u, spenia
w sensie $ladu pewne warunki brzegowe z pochodnymi rzedu wyzszego niz (k — 1), to funkcja
graniczna u nie musi spetnia¢ tych warunkéw (stad warunki te zwane sa niestabilnymi).

Przyktad
Niech k =1, Q =[-1,1], u(z) = 1 — 22,
1 — a2 dlaxE[O,l—ﬂ ) ) . .
U, () = { % Fn—1)(1— x)g da z e [1 B %’ 1} i przedtuzona do funkcji parzyste;j.
Latwo sprawdzi¢, ze
32 32
Ju—tpll12 < — + —,
n n

zatem u, — u w H' (). Oczywidcie u, (=1) = u, (1) =+ - 0=wu (1) =u(-1), ale

u, (=1)=wu, (1) =0, (1) =-2,u (1) =2.

n

12.2.3 Stabe rozwigzania zagadnien brzegowych

Rozwazmy réwnanie
Au = f, (12.15)

gdzie A jest operatorem eliptycznym rzedu 2k z warunkami brzegowymi, wsrdéd ktorych jest p
warunkow stabilnych postaci

Biu(s) = g1 (s), Bou(s) = g2(5),... ,Buu(s) =g, (s) dlase o

(By, Bs, ..., B, sa pewnymi operatorami rézniczkowymi rzedu co najwyzej (k — 1)). Oprocz tego
dane jest (k — p) warunkéw brzegowych niestabilnych, scharakteryzowanych przez funkcje hq,
ha, ... hi_,.

Na poczatek rozwazymy kilka szczegdlnych przypadkéw zagadnien brzegowych.
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Zagadnienie Dirichleta dla ré6wnania Poissona
Rozwazmy zagadnienie (ze stabilnym warunkiem brzegowym)
—Au=f, dlax €, uog=g. (12.16)

Niech v € V = {uE H'(Q) : upq = 0}. Przypusémy, ze f, g € C(Q), u € C*(Q) jest
klasycznym rozwigzaniem zagadnienia ((12.16f). Stosujac wzor Greena otrzymujemy

—/vAudx = /vfda:

Z/gg gg /vfda: (12.17)

(poréwnaj wyprowadzenie wzoru ((12.9)). Latwo zauwazy¢, ze catki wystepujace po prawej stronie
wzoru (12.17)) sa poprawnie okreslone dla w € H' (Q) i f € L*(Q).

Niech g bedzie §ladem pewnej funkcji w € H! () i niech f € L? (Q2). Przyjmujemy nastepujaca
definicje.

Definicja

Funkcje u € H' () nazywamy slabym rozwigzaniem zagadnienia (12.16]) wtedy i tylko wtedy
gdy

l.Lu—weV,

2. dla kazdej funkcji v € V' spelniona jest réwnosé ((12.17)).

Uwaga

Problem istnienia rozwiazania zagadnienia Dirichleta sprowadza sie do tego, czy dana funkcja
g jest Sladem pewnej funkcji w € H' (Q2). Jedli tak jest, to pokazemy pd7Zniej, ze wystarcza to do
istnienia rozwigzania.

Zagadnienie Neumanna dla réwnania Poissona

Rozwazmy zagadnienie (z niestabilnym warunkiem brzegowym)

—Au=f, dlazxz e, Ou = h. (12.18)
ov |69

Niech v € V = H' (Q). Przypusémy, ze f, h € C (), u € C? () jest klasycznym rozwigzaniem
zagadnienia ((12.18]). Poniewaz
ou " Ou
- — _I/ij
ov i1 81’1

wiec stosujac, podobnie jak poprzednio, wzér Greena otrzymujemy.

ov 8u
/vAudx = Z/@xl 01’1

ov Ou
Z/@xz 8xldx = /vfda: + /Uhds. (12.19)

o0
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Rezygnujac z zalozenia o ciagtosci danych funkeji f i h mozemy sformutowaé definicje.

Definicja
Niech h € L*(09), f € L*(Q). Stabym rozwigzaniem zagadnienia (12.18)) nazywamy taka
funkcje u € H* (), ze dla dowolnej funkcji v € V spetniona jest réwnosé (12.19)).

Uwaga

Rozwiazania zagadnienia Neumanna nie mozna zdefiniowaé za pomocg zatozenia o istnieniu

. . . 1 . 8w . . . . . 1 . .
takiej funkcji w € H' (), ze wjon = h, poniewaz funkcje z przestrzeni H' (2) nie wyznaczaja

sladow swoich pochodnych pierwszego rzedu na brzegu 0S2.

Zagadnienie Newtona dla ro6wnania Poissona
Rozwazmy zagadnienie (z niestabilnym warunkiem brzegowym)

—Au=f, dlaxz e, @ + ou = h. (12.20)
v 00

Niechv € V = H! (Q). Przypusémy, ze f, h € C (Q), u € C? () jest klasycznym rozwigzaniem

zagadnienia ([12.20]). Poniewaz
ou " Ou

QE— _V.
ov “—=0x; "
1

1=

wiec

/dex:—/vAudx:—/v——i-Z/aavgudx:
T; OI;

Q Q

/auvds - /vhds + Z/gg gg (12.21)

o0 o0

Zapiszmy ostatnig réwno$¢ w postaci

A(v,u) +a(v,u) = /vfdx + /vhds, (12.22)

Q o0

gdzie

A(v,u) = Z/g;) gg dx, a(v,u) = /mwds.
i=1g L

o0

Wyrazenie a (v,u) jest tzw. brzegowa ciggly forma dwuliniowa okreglona na H! () taka, ze
la (v, u)] < Cllvll12]lull2.
Rezygnujac z zalozenia o ciagtosci danych funkeji f i h mozemy sformutowaé definicje.

Definicja
Niech h € L?(09Q), 0 € C(09), f € L?(Q). Stabym rozwigzaniem zagadnienia ((12.20)) nazy-
wamy taka funkcje u € H' (), ze dla dowolnej funkcji v € V spelniona jest réwnosé ((12.22).
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Definicja stabego rozwigzania zagadnienia brzegowego - przypadek ogdélny

Rozwazone powyzej przypadki zagadnien brzegowych prowadza do sformutowania ogdlnej definicji
stabego rozwigzania zagadnienia brzegowego.
Rozwazmy roéwnanie

Au=f, dlaz € Q, (12.23)

gdzie A jest operatorem eliptycznym rzedu 2k postaci (12.1) z warunkami brzegowymi, wérod
ktorych jest p warunkow stabilnych postaci

Biu=g1, Bou=gs,... ,Byu=g, (12.24)

(By, By, ..., B, sa pewnymi operatorami rézniczkowymi rzedu co najwyzej (k — 1)). Oprocz tego
dane jest (k — pu) warunkéw brzegowych niestabilnych, scharakteryzowanych przez funkcje hy,
ha, ... 7hk—u S L2(8§D.

Niech

V={veH"(Q):Biv=0, Bov=0,...,B,0 =0 w sensie §ladu na 9Q} . (12.25)

Niech A (v,u) = Z / a;jD'vDiudx oraz a(v,u) bedzie brzegowa ciagla forma dwuliniowa
[i],151<kg)

okreslona na H* (Q).

Niech w € H* (Q) bedzie taka funkcja, ze

Byw = g1, Bow = ¢s, ... , B,w = g, w sensie $ladu na 0. (12.26)

Definicja (przypadek ogdiny)

Méwimy, ze u € H* () jest stabym rozwigzaniem zagadnienia brzegowego okreélonego przez
powyzsze dane wtedy i tylko wtedy gdy uw — w € V oraz dla kazdej funkcji v € V zachodzi
tozsamosé

k—p t
((v,u)) == A(v,u) + a(v,u) = /vfdx + Z/%hid& (12.27)
Q =laq

12.3 Istnienie stabych rozwigzan zagadnien brzegowych

W dowodpzie istnienia i jednoznacznosci rozwigzania zagadnienia brzegowego wazng role odgrywa
pojecie tzw. form V-eliptycznych.

Definicja
Niech dana bedzie przestrzen Hilberta V' i dwuliniowa forma ((v,u)) okreslona na tej prze-

strzeni. Méwimy, ze forma ((v,u)) jest V —eliptyczna wtedy i tylko wtedy gdy istnieje stata o > 0
taka, ze dla kazdej funkcji v € V' zachodzi nieréwnosé

(v, ) = afvlip-. (12.28)



TEMAT 12. ROZWIAZANIA UOGOLNIONE (SLABE) 110

Twierdzenie (Lara-Milgrama)
Niech H bedzie przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym (v, u). Niech B (v, u) bedzie forma
dwuliniowa okreslong na H x H taka, ze

|B (v,u)| < K|jvll[|ul| oraz B (v,v) > aljv[}. (12.29)
Wowczas kazdy funkcjonalt liniowy F' ograniczony na H moze by¢ przedstawiony w formie
F(v)=B(v,2), veV, (12.30)
gdzie element z € H jest jednoznacznie wyznaczony przez funkcjonat F'. Ponadto zachodzi nie-
rownosé
1]
< —. 12.31
ol < (12.31)
Dowdd twierdzenia oparty jest na zastosowaniu twierdzenia Riesza dla reprezentacji funkcjo-

natu liniowego w przestrzeniach Hilberta.
|

Twierdzenie (oistnieniu i jednoznacznosci rozwigzania zagadnienia brzegowego)

Niech zgodnie z definicjg stabego rozwigzania dane bedzie zagadnienie brzegowe dla
operatora eliptycznego rzedu 2k. Jesli forma ((v,u)) = A (v,u) 4+ a (v, u) jest V —eliptyczna wtedy
dany problem posiada dokladnie jedno stabe rozwigzanie u € H* () i istnieje stata C > 0
niezalezna od f i h; taka, ze

lu

k—p
k2 <C <||f||L2(Q) + wlle2 + Zth‘HL?(aﬂ)) : (12.32)

=1

Dowdd istnienia rozwiazania polega na zastosowaniu twierdzenia Laxa-Milgrama do funkcjo-
nalu F' postaci

k—p 0“
F(v) = /vfdx + Z ayzhids — ((v,w))

Q =150

i formy B (v,u) = ((v,u)). Jednoznaczno$é¢ rozwiazania wynika natychmiast z zastosowania nie-
rownosci

0= ((ur —u2, s —u2)) > arlluy — us|3

dla dwoch rozwiazan w; i uy rozwazanego zagadnienia. Stata C' jest postaci C = éM , gdzie M
jest dowolna stala ograniczajaca z géry norme || F||.
[

12.4 Przyktady zagadnien brzegowych - analiza rozwiazal-
nosci

Zagadnienie Dirichleta dla ré6wnania Poissona

Rozwazamy zagadnienie (ze stabilnym warunkiem brzegowym)

—Au=f, dlax €, ugg=g.
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Niech v € V = {u € H' (Q) : ygo =0}, w € H () taka, ze wipo = g. Wtedy z (12.17) wynika,

ze a(v,u) =0 oraz

((0,0)) = A (v,u) Z/(.f;&fjl

Forma ((v,u)) jest V—eliptyczna, poniewaz dla dowolnej funkcji v z przestrzeni V', na mocy
nieréwnoéci Friedrichsa (|11.10]) prawdziwe jest oszacowanie postaci

((0,0)) = Z / ( (f)dx > 2ol

dla pewnej statej dodatniej k.
W takim razie z istnienia funkcji w € H' (Q) takiej, ze jej $ladem na brzegu 0 jest g, wynika
istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzania tego zagadnienia.

Zagadnienie Neumanna dla réwnania Poissona
Rozwazmy zagadnienie (z niestabilnym warunkiem brzegowym)

—Au=f, dlaz €, @ = h.
ov |99

Niech v € V = H' (). Wtedy a (v,u) = 0 oraz
ov 8u
((w,) = Av,w) Z / oo

W tym przypadku forma ((v,w)) nie jest V —eliptyczna, poniewaz dla a # 0 funkcja stata v =
a spelnia warunek ((v,v)) = 0, ale ||v|| # 0. Oznacza to, ze nie mozna stosowaé twierdzenia
o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania zagadnienia brzegowego.

Wykazanie rozwiazalnosci zagadnienia Neumanna wymaga przyjecia pewnych dodatkowych
zatozen, ktorych nie bedziemy w tym miejscu omawia¢. W przypadku klasycznym warunkiem tym

jest réwnosé ((7.24).

Zagadnienie Newtona dla ro6wnania Poissona

Rozwazmy zagadnienie (z niestabilnym warunkiem brzegowym)

—Au=f, dlazx €, @—l—au = h.
v 00

Niech v € V = H! (). Wtedy, zgodnie z réwnoscia ((12.22)

"\ [ Ov Ou
A(v,u) = Z/ —dz, a(v,u) = /auvds,
= Ox; Ox;

o0

zatem

ov Ou
((v,u)) Z/axl oz, dr + /quds.

i=1q a0
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Zat6zmy ponadto, ze we wszystkich punktach P € 0 speliona jest nieréwnos¢ o (P) > oy > 0.
Oznaczajac C' = min {1, 00} i stosujac nieréwnos¢ Friedrichsa ((11.10]) otrzymujemy

n a 2 n 8 2 O
((v,v)) = Z/ (8;)) dx+ao/v2ds >C Z/ (8;) dx + /UQdS > EHUH%Z
i=1g v =1} i A

o0

co dowodzi V —eliptycznosci formy ((v,w)). Oznacza to, ze rozwazany problem posiada jedno-
znaczne rozwigzanie.



Temat 13

Elementy rachunku wariacyjnego

13.1 Przyktladowe zagadnienia

Rachunek wariacyjny zajmuje sie metodami wyznaczania warto$ci ekstremalnych funkcjonatow
okreslonych na pewnych przestrzeniach funkcyjnych. Klasyczna teoria rachunku wariacyjnego po-
chodzi od Eulera (1707-1783). Ponizej przedstawimy kilka przyktadowych probleméw prowadza-
cych do zagadnien wariacyjnych.

Zagadnienie brachistochrony
W roku 1696 Johann Bernoulli postawit nastepujacy problem.

Dane sq dwa ustalone punkty My © My nie lezgce na pionowej prostej. Nalezy wyznaczyé linie
- droge, po ktorej punkt materialny zsunie sie od My do My w nagkrotszym czasie pod wplywem
sity cigzenia, zaktadajgc, zZe predkosc poczgtkowa w punkcie My jest rowna zeru.

Niech M (0,0), M; (z2,y2). Zaktadajac, ze szukana krzywa dana jest réwnaniem y = u (z)
wnioskujemy, ze musza by¢ spetnione warunki brzegowe u (0) = 0, u (z3) = yo. Z zasady zachowa-
nia energii wynika, ze

1 2
—mv- =1m
2 gy?

zatem

v =1/2gYy.
Poniewaz
ds 1+ (v (x))?

dt = — = dx,
v 2gu ()

wiec catkowity czas zsuwania sie punktu materialnego po krzywej y = u (z) mozna zapisa¢ wzorem

A /VHW@) dz. (13.1)
\/%0 Vu(x)

T jest funkcjonatem postaci T (u) = /F (x,u,u) dz. Nalezy wyznaczy¢ taka funkcje u (z), dla

ktérej wyrazenie ([13.1]) przyjmuje warto$¢ minimalna w klasie funkeji rézniczkowalnych spelnia-
jacych zadane warunki brzegowe u (0) = 0, u (z3) = ys.

113
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Powierzchnia obrotowa o minimalnym polu

Postawmy zagadnienie wyznaczenia funkcji y = u (x), ktéra spelnia warunki brzegowe u (1) = v,
u (x9) = ys takiej, ze pole powierzchni obrotowej otrzymanej przez obrét tej krzywej dookota osi
OX w przedziale [x1; 25| jest minimalne. Poniewaz pole powierzchni obrotowej opisane jest wzorem

z2

S = 27r/u (z) /14 (' (z))d, (13.2)

xr1

wiec zagadnienie powyzsze prowadzi do minimalizacji funkcjonatu ((13.2)).

Powierzchnia o minimalnym polu przechodzaca przez dang krzywa

Niech I' bedzie dang krzywa zamknieta w R3. Poszukujemy powierzchni S, ktérej brzegiem jest
[, i ktérej pole jest minimalne. Analitycznie oznacza to, ze szukamy funkeji dwoch zmiennych
z = u (z,y) speliajacej warunek brzegowy

u($>y>\aﬂ = f (I,y),

gdzie f jest dana, a 0f) jest rzutem I' na ptaszczyzne Oxy, takiej, ze funkcjonat

ou\? ou
= 1 — dzd 13.3
//\/+(337>+(3y) i 133
Q
przyjmuje wartosé mlnlmalnq (€ jest obszarem, ktorego brzegiem jest 0€2). Rozwazany funkcjonat

13.3)) jest postaci S (u // T, Y, U, Uy, Uy) drdy.

13.2 Warunek konieczny istnienia ekstremum funkcjonatu

Niech J : X — R bedzie funkcjonatem okreslonym na pewnej przestrzeni funkcyjnej X. Niech
AJ = J(u+h) — J(u) bedzie przyrostem wartosci funkcjonatu odpowiadajacym przyrostowi
argumentu o h. Zauwazmy, ze dla ustalonego u przyrost AJ jest funkcjonatem zaleznym od h
- na ogo6t nieliniowym. Zgodnie z ogdlng teorig rézniczkowania w przestrzeniach unormowanych,
przyjmujemy nastepujaca definicje.

Definicja
Moéwimy, ze funkcjonat J jest rozniczkowalny w punkcie u wtedy i tylko wtedy gdy przyrost
AJ daje sie przedstawi¢ w postaci

AJ = (h) +a(uh) |, (13.4)

gdzie ¢ (h) jest funkcjonatem liniowym wzgledem h, oraz Wllle a(u,h) = 0. Funkcjonal ¢ (h)

nazywamy wariacjg (rozniczkq w sensie Frécheta) funkcjonatu J. Wariacje ¢ (h) zapisujemy sym-
bolicznie jako 0.J (h).

Pojecie wariacji funkcjonatu pozwala sformutowaé w prosty sposéb warunek konieczny istnienia
ekstremum funkcjonatu.
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Twierdzenie
Jedli funkcjonal J (u) posiada ekstremum dla v = ug oraz istnieje wariacja funkcjonatu J, to

0J =0 dla u = uy. (13.5)

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze AJ = J (ug + h)—J (ug) = 6J (h)+a (uo, h) ||h||. Poniewaz

a (ug, h) — 0dla ||h|| — 0, wiec znak wyrazenia 6.J (h) 4+« (ug, h) ||h|| dla dostatecznie matych ||A||

okreslony jest przez znak pierwszego sktadnika. Gdyby dJ # 0, z liniowosci wariacji 0. wynika, ze

dla matych ||h| znak ten moze by¢ zaréwno dodatni jak i ujemny, zatem funkcjonal J nie moze
osiggaé ekstremum w punkcie ug.

[

13.2.1 Przypadki funkcjonaléw szczegdlnej postaci

Przedyskutujemy teraz posta¢ warunku koniecznego istnienia ekstremum (13.5) w pewnych szcze-

gblnych przypadkach funkcjonatow.

Zagadnienie z nieruchomymi koncami

Rozwazmy przestrzen C? ([a;b]) z norma ||u|| = sup |u (z)| +sup |v' (x)|. Niech X bedzie przestrze-
[as0]

[a;b]

nig funkcyjna okreslona nastepujaco
X ={u:ueC ([a;b]), u(a) = A, u(b) =B}.

Rozwazamy tzw. zagadnienie z nieruchomymi koncami polegajace na wyznaczeniu ekstremow
funkcjonatu postaci

T (u) = / F (2,0, ) da (13.6)

w przestrzeni X.
Niech h bedzie przyrostem funkcji u, tzn. h € C* ([a;b]) oraz u + h € X. Wynika stad, ze

h(a) = h(b) =0.
Zalozmy teraz, ze F (x,u,u’) jest funkcja klasy C? na zbiorze {(z,u,u') : a <z < b, u,u’ € R}.
Wyznaczmy wariacje 6J. Mamy

b b b
AJ:/F(x,u+h,u'+h')d$—/F z, u, ) / (@, u+h,u' +h') = F(z,u, )] du.

a

Ze wzoru Taylora wynika, ze

/ /
OF (z,u,u) +h,0F(1’,u,u)

F(x,u+hu +h")—F(x,u,u’)=nh

ou ou'
Pda PE 1 F
2_ / - 12
t3 h 0z T Saw T aur

PF  0*°F

gdzie pochodne &5, 7=

- a 9E obliczone sa w punkcie (x,u + 0h,u’ +0h'), 0 < < 1.
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W takim razie

b
aF(x,u,u) ,8F($ u, /)

A= T ou VT ow 13.

! /[h R dx + o (u, h) || ], (13.7)
gdzie
PF 1 ,0°F

2 ! — 72 . 13,

e uhu/n( G g 3! o) o (1338)

Szacujac wyrazenie ([13.8]) otrzymujemy

b
1 1
au ] < prlil? (5
DESYAE

a

N O*F
Juou’

O*F
ou?

82
‘ ou'?

) dx = ||h]| - Const

co na mocy definicji (13.4]) oznacza, ze wariacja funkcjonatu ((13.6) wyraza sie wzorem

5.J (h):/b [haF (”g’u“’“) h’aF(g = “/W dz. (13.9)

a

Zgodnie ze wzorem ([13.5)) warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkcjonatu jest spelnianie
warunku 6J (h) = 0. Calkujac przez czesdci drugi sktadnik we wzorze ((13.9) otrzymujemy
b
/h,E)F (x,u,u’)dx _ h@F (x,u,u)

b
x=b
d (OF (z,u,u)
ou/ ou' o / h% ( ou' ) @,

~~ a

zatem
0J (h) = /h {Fu (x,u,u’) — e (a:,u,u)} dx.

Z dowolnosci funkeji h wynika, ze musi by¢ spelnione ponizsze réwnanie (zapisane w uproszczonej
postaci z pominigciem argumentow)

d
F,— —F, =0. 13.10
o (13.10)

Réwnanie to nosi nazwe réwnania Fulera. Jest to wtasnie warunek konieczny istnienia ekstremum
funkcjonatu postaci . Rozwiazania rownania Eulera nazywaja sie ekstremalami. Z udowod-
nionego uprzednio twierdzenia wynika, ze funkcjonat J moze posiada¢ ekstrema tylko na zbiorze
ekstremal, zalezy to jednak od spetlienia pewnych warunkéw dostatecznych istnienia ekstremum.
Warunkoéw tych nie bedziemy w tym miejscu omawiac.

Przyktad 1 (zagadnienie brachistochrony)
Rozwazmy funkcjonal opisany wzorem ((13.1)). Jest on postaci

) z/F(u,u’)dx
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tzn. funkcja F' nie zalezy w sposéb jawny od z. Mozna pokazac¢, ze w tym przypadku réwnanie
Eulera (13.10) moze by¢ sprowadzone do prostszej postaci

F —4'F, = Const.

W przypadku funkcjonatu zagadnienia brachistochrony przyjmujemy

1+ (v (z))?
P () = i(;) ) |

co prowadzi do rownania

@) @)?
Vi a1+

= Const. (13.11)

Wprowadzajac parametr 7 = 2arcctgu’ mozna zapisaé¢ rozwigzanie réwnania (13.11)) w postaci
parametrycznej

xr=a(r—sint), u=a(l —cosT).

Jest to przedstawienie parametryczne cykloidy, gdzie stata a zalezy od przyjetego warunku brze-
gowego u (2) = ya.

P rzyktad 2 (powierzchnia obrotowa o minimalnym polu)
Zagadnienie znalezienia powierzchni obrotowej o minimalnym polu przechodzacej przez usta-
lone punkty réwnowazne jest minimalizacji funkcjonatu (13.2)). Poniewaz
F(u,u) =u(z)\/1+ (' ()

nie zalezy w spos6b jawny od x, wiec podobnie jak w poprzednim przyktadzie otrzymujemy row-

nanie
"2
F—u'Fy=u\/1+ (u)* - _uld) = Const.

2
1+ (u)
Latwo pokazaé, ze jego rozwigzaniami sa wszystkie linie opisane rownaniem postaci
r — CQ

u = (' cosh ,
1

gdzie C i (5 sa stalymi zaleznymi od przyjetych warunkow brzegowych. Otrzymane linie nosza
nazwe krzywych tancuchowych.

Zagadnienie ze swobodnymi koncami

Rozwazmy funkcjonal ((13.6) bez zadanych warunkow brzegowych, tzn. poszukajmy krzywej, dla
ktorej funkcjonat

J (u) = /bF (2, u, ') da
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osiaga ekstremum, przy zalozeniu, ze konce krzywej u = u (x) leza na prostych z = a, x = b.
Powtarzajac rozumowanie z rozwazan dotyczacych zagadnienia z nieruchomymi koncami, docho-
dzimy do ponownie do réwnania Eulera oraz otrzymujemy tzw. naturalne warunki brzegowe
wyznaczone z rownan

Fu’|z:a = 07 Fu’\x:b = 0. (1312)

Warunki te spetnia kazda krzywa, na ktorej realizowane jest ekstremum funkcjonatu J.

Funkcjonatl zalezny od wiecej niz jednej funkcji
Rozwazmy zagadnienie polegajace na wyznaczeniu ekstremoéw funkcjonatu postaci

b
J (uy,ug, ... up,) = /F(x,ul (), .. uy (x),u) (2),... u, (z))de (13.13)
przy zalozeniu, ze funkcje uy, ... ,u, spelniaja pewne warunki brzegowe dla x = a i x = b.

Wykorzystujac rozwiniecie funkcji F' za pomoca wzoru Taylora, mozna pokazaé, ze w tym
przypadku wariacja §.J funkcjonatu (13.13]) dana jest wzorem

b
6J (h) = /Z (Fuhi + Fuhy) da. (13.14)
i=1

Wzor ten jest uogdlnieniem wzoru (13.9). Dobierajac w sposéb niezalezny funkcje h; tfatwo pokazad,
ze warunek powyzszy prowadzi do uktadu rownan Eulera postaci

d
Fu=—-Fy=0 dlai=12,_..n (13.15)

Przyktad (zasada najmniejszego dziatania)

Zatézmy, ze dany jest pewien uktad punktéw materialnych o masach my, mo, ... ,m, i wspot-
rzednych (z;,y;, z;) dlai = 1,2,...  n. Zaktadamy, ze uktadowi temu nie natozono zadnych wiezow.

Energia kinetyczna uktadu wyraza sie wzorem

"1 2 2.
T = Zémi (xf+y?+zf> .
1=1

Zat6zmy ponadto, ze uktad posiada energie potencjalna, tzn., ze istnieje taka funkcja (potencjat)

U=U(t,x1, .. ,Tns Y1y Yn, 21, --- »2n), 2€ skltadowe sily dzialajacej na i—ty punkt sa réwne
odpowiednio
oU ou ou
Xj= =, Y= -, 7= -

Wprowadzamy tzw. funkcje Lagrange’a rozwazanego uktadu, wzorem

L=T-U.
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Rozwazmy teraz zagadnienie minimalizacji funkcjonatu

t1

/L(t,xl,... STy YLy oo Yy Py e s Zns Ty e o v s Ty Yps oo s Uy 215+ -+ 5 2n) dL. (13.16)

to

Na mocy uktadu réwnan Eulera (13.15) zastosowanego do funkcji

1 o o
FZL:Zﬁmi <x?+y?+z?) —U(t, T, oy Tpy Y1y e e s Yny 21y - e Zn)
i=1

otrzymujemy, ze

oUu d ou  d ou  d
- = miz; =0, — — —my; =0, — ——mz;=0 dlai=1,2,...,
or, di oy, dt Y 9z dt o "

skad wynika, ze

Réwnania (13.17) sa réwnaniami ruchu dla uktadu n punktéw materialnych.
Udowodnilismy w ten sposéb nastepujaca zasade najmniejszego dziatania.

Ruch ukltadu w przedziale czasowym (to;t1) opisujq te funkcje x; (t), y; (t), z; (t), i =1,2,... ,n,
dla ktorych catka (13.16)) osigga minimum.

Funkcjonaly zalezne od pochodnych wyzszych rzedow

Rozwazmy teraz funkcjonaty postaci

b
J(u) = /F (z,u, s ... ,u(”)) dx (13.18)
z warunkami brzegowymi
u (a) = Ay, v (b)=B; dlai=0,2,...,n—1. (13.19)

Rozumujac analogicznie jak w poprzednich przypadkach mozna pokazaé, ze wariacja 6J wyraza
sie wzorem

d i o

Z warunku koniecznego istnienia ekstremum ({13.5]) wynika nastepujace rownanie zwane réwnaniem
Eulera-Poissona

d d? dr
F,— —F Fur— oo (1)
+(=1)" o

v um = 0. (13.20)
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Funkcjonatl zalezny od funkcji dwéch zmiennych

Rozwazmy teraz przypadek funkcjonatu zaleznego od funkcji dwoch zmiennych. Niech €2 bedzie
obszarem zawartym w R? ograniczonym krzywa 0. Poszukujemy funkcji u (z,y) takiej, ze funk-
cjonat

J(u) = //F (z,y,u(z,y),us (z,y),uy (z,y)) dedy (13.21)

osiaga warto$¢ ekstremalna. Od funkcji w (x,y) wymagamy, aby spelniata warunek brzegowy po-
staci

Ujgn = ¢, (13.22)

gdzie @ jest dana funkcja okreslong na brzegu 0f).
Zaktadajac, ze F jest klasy C? i analizujac postaé¢ przyrostu AJ mozna wyprowadzi¢ nastepu-
jacy wzér na wariacje funkcjonatu

6.J (h) = // (Fuh + Fu he + Fo hy) dudy. (13.23)
Q

Przeksztalcajac wzor ((13.23) za pomocyg wzoru Greena i zakladajac, ze hjpq = 0, otrzymujemy
ostatecznie, ze

0J (h) = // (Fu - %Fur — %Fuy) h(z,y) dzdy. (13.24)
0

Wynika stad nastepujace réwnanie Eulera

0 0

F,— —F, ——
or ' 0Oy

F, =0. (13.25)

Réwnanie ((13.25) wraz z warunkiem brzegowym ujpo = ¢ jest sformutowaniem warunku koniecz-
nego dla istnienia ekstremum funkcjonatu ((13.21)). Jest to réwnanie rézniczkowe czastkowe.

Przyktad 1
Rozwazmy funkcjonat

s [ [(54) "+ (G2 Jast 1320

z warunkiem brzegowym ujpn = ¢.

W tym przypadku
ou\ > ou\ >
F (ZL’, Y, U, Ug, uy) = (%) + (a_y) )

zatem rownanie Eulera (|13.25)) przybiera postaé
Au =0 z warunkiem ujpo = ¢. (13.27)

Oznacza to, ze funkcja u jest rozwiazaniem zagadnienia Dirichleta dla réwnania Laplace’a.
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Latwo pokaza¢, ze funkcja u bedaca rozwiazaniem zagadnienia ((13.27]) realizuje minimum

funkcjonatu ((13.26)).

Niech u = ug + h, gdzie hjpo = 0. Wowczas

s ][ 2) () oo
e I ICRCIE

8u0 oh 8u0 Oh

Stosujac twierdzenie Greena i uwzgledniajac fakt, ze Auy = 0 tatwo pokazad, ze
(9u0 Oh auo oh
—— 4+ —— | dxdy =0,
//[83:83: aya]xy
zatem

J (ug + h) :J(u0)+// [<%>2+ (gZ) ]dxdy> J (ug)

Q

co konczy dowdd.

Przyktad 2
Rozwazmy funkcjonat

// [( ) (%) +2“f(:r,y)] dudy (13.28)

z warunkiem brzegowym ujpo = .

W tym przypadku
au\®  [ou\?
F(x,y,u,uy, uy) = (8_Z> + (a—Z) +2uf,

zatem rownanie Eulera ([13.25)) przybiera postaé
Au = f z warunkiem ujpq = ¢. (13.29)
Jest to zagadnienie Dirichleta dla réwnania Poissona.

Przyktad 3
Zagadnienie znajdowania powierzchni o minimalnym polu przechodzacej przez dang krzywa
w przestrzeni R? prowadzi do poszukiwania minimum funkcjonatu

[l G- G
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z warunkiem ujpq = .
W tym przypadku réwnanie Eulera ((13.25) przybiera postac

ou\ 2| 0%u oudu 0*u ou\?| 0%u
1+(—) ] —9 + 1+(%> ]a_gﬂ_o' (13.31)

dy 02 ox 8_y 0xdy
Fizycznie powierzchni¢ o minimalnym polu realizuje powierzchnia banki mydlanej przechodzace;j
przez zadang krzywa w przestrzeni.

Funkcjonaty zalezne od funkcji wielu zmiennych i pochodnych wyzszych rzedow

Dla funkcjonatu

J(u):/---/F(xl,... Ty Uy Uy s o v s Uy, ) ATy .. dTy (13.32)
Q

rownanie Fulera przybiera postac

0 0
F,——F, —...——F, =0. 13.
G Fon = o =0 1359
Podobnie dla funkcjonatu
J(u) = //F (2, Y, U, Uy, Uy, Uy, Ugyy, Uy ) ATy (13.34)
Q

mozna wyprowadzi¢ nastepujace réwnanie Eulera

2 2 2
Op Op O & g O
ox

ooy Y * ox? ™ + oxdy + oy?

F,

Uyy

= 0. (13.35)

Przyktadowo dla funkcjonatu

T (u) = // [(%)2+ (gi;j)gm (ggy)Q —2uf(:c,y)] dzdy

rownanie FEulera (|13.35) ma postac

A%y = f.

Dla f = 0 jest to réwnanie biharmoniczne.

13.3 Twierdzenie o minimum funkcjonalu kwadratowego

7, poprzednich rozwazan wynika, ze zagadnienia poszukiwania ekstremali funkcjonaléow prowa-
dza do pewnych zagadnien brzegowych dla rownan rézniczkowych czastkowych. Okazuje sie, ze
rowniez zagadnienia brzegowe dla réwnan rézniczkowych zwigzane sg z wyznaczeniem ekstreméw
funkcjonatow.

Niech H bedzie pewna przestrzenig Hilberta, w ktérej rozwazane jest réwnanie

Au = f, (13.36)
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gdzie A jest operatorem okreslonym na pewnej podprzestrzeni liniowej D4 C H o wartosciach
w przestrzeni H. Zaktadamy, ze Dy = H, tzn. D, jest gesta w H. Zal6zmy rowniez, ze A jest
operatorem liniowym symetrycznym, tzn.

(Au,v) = (u, Av) (13.37)
dla wszystkich u,v € D4, oraz dodatnim, tzn.
(Au,u) > 0 oraz (Au,u) =0=u=0 dlau € Dy. (13.38)

Twierdzenie
Jesli A jest dodatni w podprzestrzeni D4, wowczas réwnanie Au = f, gdzie f € H, posiada
co najwyzej jedno rozwigzanie u € Dy C H.

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze gdyby elementy u; i uy byty dwoma réznymi rozwigzaniami
tego rownania, to

OZAU1 —AUQ :A(Ul —UQ>
skad wynika, ze
(A(up —ug),ug —ug) =0 = u; —ug =0,

a zatem u; = us.
|
Twierdzenie (ominimum funkcjonalu kwadratowego)
Niech A bedzie symetryczny i dodatni w podprzestrzeni D4, niech f € H. Woéwczas jesli
rownanie Au = f jest spelnione dla ug € D4, tzn. Aug = f, to funkcjonat

F(u) = (Au,u) —2(f,u) (13.39)
osigga swoja najmniejsza wartos¢ w D4 w punkcie u = ug.
Dla dowodu koniecznosci warunku wystarczy zauwazyc¢, ze

F(u) = (Au,u) — 2 (f,u) = (Au,u) — 2 (Aug, u) =
= (Au,u) — (Aug, u) — (u, Aug) = (Au,u) — (Aug, u) — (Au, ug) =
= (A(u—wup),u—ug) — (Aug, up) -
Z warunku (13.38]) wynika, ze warto$¢ F' (u) jest najmniejsza gdy (A (u — ug),u — ug) = 0, tzn.
gdy u = uy.

Dla dowodu implikacji w strone przeciwng rozwazmy funkcje zmiennej ¢ € R okreslong dla
dowolnego v € D4 wzorem

F (ug +tv) = (A (ug + tv) ,ug + tv) — 2 (f, up + tv) =
=12 (Av,v) + 2t (Aug, v) — 2t (f,v) + (Aug, ug) — 2 (f, uo) -

Funkcja ta zgodnie z zatozeniem ma minimum lokalne w punkcie ¢t = 0, zatem

d
EF (uo + tv))_g = 0
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tzn.
2 (Aug,v) — 2 (f,v) = 0= (Aup — f,v) = 0 dla dowolnego v € D 4.

Na mocy gestosci podprzestrzeni D4 wnioskujemy, ze Aug = f w H.

|
Przyktad
Rozwazmy rownanie
(E(2) I (z)u" ()" = q () (13.40)
z warunkami
u(0)=u(l) =0, v (0)=2u(I) =0, (13.41)

gdzie E, I € C%([0;1]), ¢ € C([0;1]) oraz E (x) >0, I (z) > 0.

Roéwnanie opisuje ugiecie preta o dlugosci I, module sprezystosci E (), momencie
bezwtadnosci przekroju wzgledem osi ugiecia I (x), pod dziataniem obciazenia g (z). Warunki
(13.41) oznaczaja, ze pret jest zamocowany na koncach.

Niech H = L*(0;1), D4 - zbiér funkcji klasy C* spetniajacych warunki brzegowe ([13.41]),
operator A zdefiniowany jest jako

A:Dy— H, Au= (EIu")".

Operator ten jest symetryczny, poniewaz na mocy wzoru o catkowaniu przez czesci otrzymujemy
dla u,v € Dy

l l

(Au, v) / (EIW")" vde = (Elu")/v|iié —/(Elu”)/v'dx =

—_——
0 0
I
— ETu"'|"Z o+ /Efu”v”dx = /Efu”v"dx.
———

0 0
Analogicznie tatwo przeliczy¢, ze
!

(u, Av) = /E]u”v”dac,
0
zatem (Au,v) = (u, Av) dla dowolnych u,v € D 4.
Ponadto
!
(Au,u) = /EI (u" dx >0
0
oraz z réwnosci (Au,u) = 0 wynika, ze v’ = 0, a wiec u () = ax + b. Poniewaz kazda funkcja u

nalezaca do podprzestrzeni D 4 spelnia jednorodne warunki brzegowe (13.41)), wiec u = 0. Oznacza
to, ze operator A jest dodatni.
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Funkcjonat F' jest w tym przypadku postaci

l l

F(u) = /EI (u")? dx — Q/qudx (13.42)

0 0

i wyraza dla danego ugiecia podwojong energie potencjalng preta.
Jesli ug jest rozwigzaniem problemu, to rozumujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia o mi-
nimum funkcjonatu kwadratowego, tatwo pokazac, ze

Uwaga
Twierdzenie o minimum funkcjonatu kwadratowego transformuje problem znalezienia rozwia-
zania réwnania Au = f do problemu znalezienia elementu uy € D4 minimalizujgcego funkcjonal
F (u) na D4. Twierdzenie to ma charakter warunkowy, tzn. nie gwarantuje a priori istnienia ta-
kiego elementu w danej podprzestrzeni D4. W przypadku, gdy F' (u) nie przyjmuje najmniejszej
wartosci na D4, zbior D4 wymaga rozszerzenia. Ta droga mozna skonstruowaé¢ definicje stabe-
go rozwigzania rozwazanego zagadnienia brzegowego, réwnowazng definicji stabego rozwigzania
w przestrzeniach Sobolewa H" (2).
|

13.4 Zadania

W zadaniach 1-7 wyznaczy¢ ekstremale funkcjonatéw zaleznych od jednej funkeji, przyjmujac
dowolne lecz ustalone warunki brzegowe.

1.

b
:/u —l—a:u dx

Odp.: u = %—1-02

b
:/ —|—2uu—16u dx

Odp.: u = Cy sin (4o — Cy)

J(u) = / [wu' + (u’)Q] dx

Odp.: u = —%2 + Ciz + Oy
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Odp.: u = sinh (Cyz + Cs)

b
J(u) = / [uQ + (W)* = 2usinz| dz

Odp.: u=Cie® + Coe ™™ + %sinx

b
J(u) = / [332 (u')* + 2u® + qu] dx

Odp.: u=Ciz+% + tzln|z|

J(u) = 27r/u\/ 1+ (v)’dx

Odp.: u = Cy cosh £=2

8. Wyznaczy¢ ekstremale funkcjonatu zaleznego od dwoch funkcji, przyjmujac dowolne lecz
ustalone warunki brzegowe

b
J (uy,ug) = / [QuluQ —2u? + (u'1)2 — (u'2)2] dz

Odp.: uy = (Chz + Cy) cosz + (Csx + Cy) sinzx

9. Wyznaczy¢ ekstremale funkcjonatu zaleznego od dwdch funkceji

J (uy,up) = [2U1U2 + (u))* + (u'g)Q] dx

o —
w3

przyjmujac warunki brzegowe: u; (0) = 0, uy (%) =1,u3(0) =0, uy (g) = —1.
Odp.: u; =sinz, uy = —sinx

W zadaniach 10-12 wyznaczy¢ ekstremale funkcjonatéw zaleznych od jednej funkcji, przyjmujac
dowolne lecz ustalone warunki brzegowe.
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10.
b
T = [ [ -2 47 -~ 2usina] da
Odp.: u = (Cy + Cyx) cosz + (C3 + Cyx) sinx — m2541n:v
11.
b
70 = [ [? +20] do
Odp U = x?T + Clil?5 -+ 02.%’4 + 03233 + 04;172 + 05;1; + 06
12.

Odp.: u = Ciz+Coe " +e2 (Og cos \@x + (4 sin %gx) +e 2 (C’5 cos ‘/7590 + (g sin @x) +a3

13. Wyznaczy¢ ekstremale funkcjonatu

b

J(u) = / [(u”)2 —u® + :1:2] dx

a

przyjmujac warunki brzegowe: u (0) =1, v/ (0) =0, u (%) =0, v/ (%) = —1.
Odp.: u=Cie®” + Coe ™™ + Cycosx + Cysinx



Temat 14

Wstep do metod przyblizonych

14.1 Wariacyjna definicja rozwigzan uogdélnionych

Rozwazamy réwnanie
Au=f (14.1)

w pewnej przestrzeni Hilberta H. Zaktadamy, ze operator A okre$lony jest na pewnej podprze-
strzeni liniowej Dy C H i jego wartosci lezg w H. Na mocy twierdzenia o minimum funkcjonatu
kwadratowego ([13.39)) wiemy, ze jesli rownanie Au = f jest spelione dla uy € D4, tzn. Aug = f,
to funkcjonal F' (u) = (Au,u) —2(f,u) osiaga swoja najmniejsza warto$¢ w D4 w punkcie u = uy.
Nie wiadomo jednak, czy taki element ug € D4 istnieje.

Bedziemy teraz usitowali rozszerzy¢ D, do takiego zbioru, na ktérym funkcjonat F' (u) osiaga
minimum.

Zatézmy, ze A jest dodatnio okreslony, tzn. symetryczny oraz dla pewnej statej C' > 0 zachodzi
nier6wnos¢

(Au,u) > C?|ul? (14.2)

dla kazdego u € Dy.
W podprzestrzeni D, definiujemy nowy iloczyn skalarny okreslony wzorem

(u,v) 4, = (Au,v). (14.3)

Latwo pokaza¢, ze wszystkie aksjomaty iloczynu skalarnego sa spetione. Iloczyn ten zadaje norme

w D4 okreslong jako
[ulla =/ (u,u) 4 (14.4)

Z zalozenia wynika, ze ||ul|4 > C||u|| zatem ciagi zbiezne w normie || - || 4 sa zbiezne takze
w normie standardowej || - ||.

Niech teraz Ha oznacza uzupelienie D4 w normie || - || 4. Przestrzen liniowa H,4 nazywamy
przestrzeniq Friedrichsa generowang przez operator A. Mozna pokazaé, ze wzér (14.3]) moze by¢
w naturalny sposob rozszerzony dla wszystkich u,v € H,. Podstawowe wtasnosci przestrzeni
Friedrichsa opisuje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie
Przestrzen H, jest przestrzenia Hilberta. Zbior Dy jest gesty w H,, tzn. dowolny element
z przestrzeni H4 moze by¢ przyblizony przez elementy z D 4.

128
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Rozwazmy teraz funkcjonal F'(u) = (Au,u) — 2 (f,u). Na mocy (14.3) moze on by¢ zapisany
jako
F(u)=(u,u), —2(f,u) dlaue Da. (14.5)
Z poprzednich uwag wynika, ze wzor ((14.5)) jest w naturalny sposob okreslony na H 4.

Twierdzenie

Niech operator A bedzie dodatnio okreslony na gestej podprzestrzeni liniowej D4 przestrzeni
Hilberta H. Niech H, bedzie przestrzenig Friedrichsa generowang przez operator A. Wowczas
funkcjonat F' zdefiniowany na H,4 za pomoca wzoru przyjmuje na H,4 swoja najmniejsza
warto$¢. Element ug, dla ktérego F' osiaga swoja najmniejsza wartosé jest wyznaczony jednoznacz-
nie.

Dla dowodu twierdzenia wystarczy zauwazy¢, ze dla ustalonego f € H wyrazenie (f,u) jest
ciaglym funkcjonatem liniowym na H 4, poniewaz na mocy (|14.2)) zachodzi nier6wnos¢

[(Fol < [flllull < é”f””uHA-
7 twierdzenia Riesza wynika istnienie takiego elementu ug € H 4, ze dla kazdego u € H 4 zachodzi
(u.) = (f.u). (14.6)
W takim razie

F(“) = (U,U)A —2 (uoﬂu)A = (u — Up, U — uO)A - (U’O?uO)A =

= [Ju— uoll% — [luoll%,
tzn. F (ug) = —|Juol/4 1 dla kazdego u # g spelniona jest nieréwnosé¢ F (u) > F (ug).
Definicja
Element ug minimalizujacy funkcjonat ((14.5) nazywamy rozwigzaniem uogélnionym réwnania
Au = f.

Uwagal

Réwnosé (ug, u) 4 = (f,u) nie prowadzi do efektywnego algorytmu skonstruowania rozwiaza-
nia ug. W celu znalezienia przyblizen rozwigzania nalezy rozpatrzy¢ zagadnienie minimalizacji
funkcjonatu F (u).

Uwaga 2
Latwo zauwazy¢, ze jesli

1
(o, w) 4l = 1(f, )l < FlI Sl

to dla u = ug

1 1
ol < clflllluolla, a zatem fluofla < ZIf1- (14.7)

Gdy vy jest rozwiazaniem zagadnienia Avy = g, ug jest rozwigzaniem zagadnienia Aug = f, to

1
luo = volla < S = gll (14.8)
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co oznacza ciagla zalezno$¢ rozwiazania od prawej strony rownania. W szczegdlnosci, gdy dla
pewnych u,, € Dy oznaczymy Au, = f,, to

1 1
lun = uolla < Fllfu = fll = FllAun = £, (14.9)
tzn. (Au, — f) = (un, — up).

Uwaga 3
Jesli ug € Dy minimalizuje F' (u) na Hy, to ug jest rozwiazaniem zagadnienia Au = f. Jesli
jednak ug ¢ Dy, to réwnanie Au = f nie posiada rozwiazan w D 4.

Istotnie, gdyby v € D4 byto rozwiazaniem réwnania Au = f w D4, to F' (v) byloby najmniejsza
wartoscig funkcjonatu F' w D 4. Poniewaz jednak

F (v) = llv = uollZ = luoll% > F (o),
wiec z gestosci zbioru Dy w H 4 wynika istnienie elementow w,, € D4 takich, ze
Up, — U, F (uy) — F (ug) < F (v),

co na mocy przyjetego zatozenia nie jest jednak mozliwe.

14.2 Metoda szeregéw ortonormalnych

Rozwazamy réwnanie (14.1) w pewnej przestrzeni Hilberta H. Zakladamy, ze operator A jest
dodatnio okredlony na pewnej gestej podprzestrzeni liniowej D4 C H i jego wartosci lezg w H. Na
mocy twierdzenia o minimum funkcjonatu kwadratowego wiemy, ze jesli rownanie Au = f
jest spelione dla ug € Hya, tzn. Aug = f, to funkcjonal F' (u) = (Au,u) — 2 (f,u) osiaga swoja
najmniejsza wartos¢ w H, w punkcie u = uy.

Zaktadamy réowniez, ze przestrzen H, jest osrodkowa (wystarczy zadaé¢ by H byta osrodkowa,
np. H = L?(Q)).

Niech (¢r) bedzie uktadem ortonormalnym zupelnym w H 4. Wéwczas zgodnie z teoria szeregéw
Fouriera w przestrzeniach Hilberta i réwnoscia , up mozna przedstawi¢ jako

“+00

Uy = Zakgok, gdzie ar = (uo, Pr) 4 - (14.10)
k=1

Z definicji iloczynu skalarnego (-, ) , wynika, ze
ap = (uo, ) 4 = (Aug, i) = (f, ) dla k=1,2,... (14.11)

Ze zbieznosci szeregu ([14.10) w H4 wynika jego zbieznos¢ w H, poniewaz

n n
1
[luo — kE_lakSDkH < alluo = kE_laksokHA — 0

Powyzsze rozwazania mozna sformutowaé¢ w postaci nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie
Niech A bedzie operatorem dodatnio okreslonym na podprzestrzeni liniowej, gestej Da C
H, f € H. Niech (¢r) bedzie uktadem ortonormalnym zupelnym w H,. Wéwczas rozwiazanie
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uogodlnione ugy réwnania Au = f jest dane jako szereg (14.10) ze wspotczynnikami okreslonymi
wzorami (14.11)).
|

Niedogodnosciag metody szeregow ortonormalnych jest jest trudnos¢ efektywnego uzyskania
uktadéw ortonormalnych zupetych (tzw. baz ortonormalnych) w H 4.

14.3 Metoda Ritza

Niech A bedzie operatorem dodatnio okreslonym na D4, D4 gesty w H, H - osrodkowa przestrzen
Hilberta. Rozwazmy baz¢ (¢r) w Hya (tzn. uklad przeliczalny elementéw liniowo niezaleznych,
zupeny). Nie zakladamy ortogonalnosci tego uktadu.
Niech F'(u) = (u,u), — 2(f,u). Rozwigzaniem uogélnionym zagadnienia Au = f jest taki
punkt ug € Hy, ze
F (ug) = min F' (u) .

u€EH 5

n
Ustalmy n naturalne i rozwazmy zbiér elementéw postaci u,, = E AfP-
k=1

Wspéblezynniki a,, wyznaczamy zadajac, aby
F (u,) =min F (v,), gdzie v, € lin (p1,a,... ,¢n), tzn. v, = Zbkapk.
k=1
F (v,) jest forma kwadratowa zmiennych by, bs, ... , b, postaci

F (vn) = <Zbk¢k,zbk@k> -2 (f, wa’f) : (14.12)
k=1 k=1 A K1

Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum wyrazenia ((14.12)) jest, aby

F
or =0, or =0,... ,—aF =0.
b, by Oby,
Warunek ten prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan liniowych wzgledem by, bo, ... , b,

(P, 00) 400+ (01,902) 402+ 4 (01, 00) 400 = (f, 1)
b

(@2790.1)1461 + (9027.902)Ab2 +':'+ (902’90.”>A noT (f’ #2) (14.13)

(¢n7901)Ab1 + (Qpna902),4b2 +.ot ((pmspn)Abn :(facpn)

Wyznacznik uktadu (14.13)) jest rézny od zera, poniewaz elementy ¢y sa liniowo niezalezne (jest
to tzw. wyznacznik Grama ukltadu (py)), a wiec wartosci by, be, . .. , b, sa jednoznacznie okreslone.
W przypadku, gdy (¢) jest uktadem ortonormalnym otrzymujemy natychmiast, ze

bkz(f7g0k), dlak:=1,2, ,n.

Tak okreslony ciag u, = Zbkgpk nazywamy ciagiem Ritza.
k=1
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Twierdzenie
Niech A bedzie operatorem dodatnio okreslonym na D4 C H, Dy geste w H, f € H, H -
osrodkowa przestrzen Hilberta. Niech () bedzie baza w H 4 (niekoniecznie ortogonalna). Wéwczas
ciag Ritza (u,) ze wspélezynnikami by, bs, ... , b, okreslonymi jednoznacznie przez uktad réwnan
(14.13]) zbiega w H,4 (a wiec i w H) do uogdlnionego rozwiazania ug réownania Au = f.
]

Uwaga l
Chociaz dla ciaggu Ritza u,, — ug, to nie musi zachodzi¢ Au,, — f.

Uwaga 2
Korzystajac z nieréwnosci ((10.20)) i wtasnosci przestrzeni Hilberta, mozna pokazaé, ze dla
m > n zachodzi zawsze nier6wnos¢

|t — wolla < ||un — wol|a- (14.14)

Uwaga 3
Jedli elementy bazy (@) naleza do Dy, to uktad réwnan (14.13)) mozna zapisaé w postaci

(Ap1,01) b1 + (Ap1,02) b +...+ (Apr,n) by = (f, 1)

Apa,o1) b+ (Ap2,02) b2 +... 4+ (Apa,0n) b = (f,
(Agps .901) 1+ ?2 2) ba . (Ags ﬁ") Ui ?2) (14.15)

14.4 Metoda Galerkina

Niech A bedzie operatorem okreslonym na Dy, D4 gesty w H, H - osrodkowa przestrzen Hilberta.
Rozwazmy baze (vr) w Ha taka, ze ¢ € D4 dla k= 1,2,.... Nie zakladamy ortogonalnosci tego
uktadu.

Poszukujemy przyblizenia rozwigzania uogélnionego rownania Au = f w postaci

n
Up = E APk,
k=1

gdzie state a, wyznaczamy z uktadu rownan
(Au, — foor) =0 dla k=1,2,... ,n. (14.16)

7 gestosci D4 w H wynika, ze gdyby warunek ([14.16]) spetniony byt dla wszystkich &, to u,, bytoby
rozwiazaniem rownania Au = f. Ciag u, nazywamy ciagiem przyblizen Galerkina.
W przypadku, gdy operator A jest liniowy warunek ({14.16|) prowadzi do uktadu réwnan

(a1 Apr + agAps + ...+ a,Ap, — fior) =0 dla E=1,2,... n. (14.17)
tzn. w postaci rozwinicte;j
(Apr,p1)ar + (Apa,p1)as +...+ (Apn, 1) an = (f, 1)
)

A 7 + A , +...+ A ns n )
(Apr .902)a1 ( 80? p2) az . (Ay .902>a <f 72 (14.18)

(AQOMSDn)al + (A§027§0n)a2 +...+ (A@nason)an :(f7(pn)
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Jedli dodatkowo zalozymy, ze A jest operatorem dodatnio okreslonym (a wiec symetrycznym),
to tatwo zauwazy¢, ze ukltad (14.18) jest identyczny z uktadem réwnan ((14.15) otrzymanym w
wyniku stosowania metody Ritza. W tym przypadku otrzymane ciggi przyblizen sa identyczne.

Twierdzenie
Niech A bedzie operatorem dodatnio okreslonym na D4, Dy gesty w H, f € H, H - osrodkowa
przestrzen Hilberta. Niech () bedzie baza w H,4 (niekoniecznie ortogonalng) oraz ¢y € D4 dla
k=1,2,.... Wowczas ciag przyblizen Galerkina, gdzie state a, as, ... , a, sa wyznaczone z uktadu
rownan jest zbiezny w H 4 do rozwigzania uogdlnionego rownania Au = f.
|

Uwaga 1 (poréwnanie z metodg Ritza)

Zakres stosowania metody Galerkina jest o wiele szerszy niz metody Ritza. Dla zastosowania
warunku (14.16]) nie jest konieczne, aby operator A byt dodatnio okredlony, symetryczny ani nawet
liniowy. W metodzie Galerkina punktem wyjscia jest rownanie Au = f, za§ w metodzie Ritza -
minimalizacja funkcjonatu F (u).

Uwaga 2
Mozna rozwazaé dwie rézne bazy w przestrzeni H 4, tzn. (@) i (). Poszukujemy przyblizenia
rozwigzania uogolnionego réwnania Au = f, podobnie jak poprzednio, w postaci

n
Up = E APk,
k=1

gdzie state a; wyznaczamy z warunku
(Aup, — f,r) =0 dla k=1,2,... ,n. (14.19)

Metoda ta nosi nazwe metody Galerkina-Pietrowa.

14.5 Metoda najmniejszych kwadratow

Niech A bedzie operatorem liniowym okreslonym na D 4, D4 gesty w H, H - osSrodkowa przestrzen
Hilberta. Zal6zmy, ze dany jest uklad funkcji (pr) w H taki, ze ¢, € Dy dla k = 1,2,... oraz
(Agpy) stanowi baze w H (ukltad taki nazywamy A—baza w H)

Metoda najmniejszych kwadratoéw polega na poszukiwaniu ciggu

n
Up = § kP
k=1

przyblizen rozwigzania uogoélnionego uy réwnania Au = f. Stale a, wyznacza sie za pomoca
warunku

lAw, — f|I* = min|| Av, — f]*, (14.20)

gdzie minimum rozpatruje sie po wszytkich funkcjach postaci v,, = Zbkgok.
k=1
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Obliczajac ||Av, — f||* otrzymujemy

|Av, — fII? = (Av, — f, Av, — f) = (ZbkAsok — [ brAgy, — f) =
k=1 k=1

k=1

1,j=1

Wyrazenie to osiaga minimum gdy %HAvn — fIF = 0dlai = 1,2,... ,n co mozna zapisaé
w postaci uktadu rownan

(A1, Apn) b, = (f, Apr)

(Apr, Ap1) by + (Ap1, Apa) by +...
+ (Apg, Apn) by, = (f, Aps)

Apsy, A by + (Aps, A b
( ¥2 '801) 1 ( 802. <P2) 2 (14.21)

(Apn, Ap1) b1+ (Apn, Apa) by +...+ (Apn, Apn) b, = (f, Apy)

7, zalozenia wynika, ze wyznacznik uktadu (14.21)) jest rézny od zera, zatem wspoétczynniki b; sa
jednoznacznie wyznaczone.

Twierdzenie

Niech A bedzie operatorem liniowym dodatnio okreslonym na D4, D gesty w H, f € H, H -
osrodkowa przestrzen Hilberta. Niech (@) bedzie A—baza w H (tzn. (Agy) jest baza w H) oraz
or € Dydlak=1,2,.... Wowczas ciag u,, postaci

k=1

gdzie state by, b, ... b, sa wyznaczone z uktadu réwnan ((14.21]) jest zbiezny w H4 (a wiec i w
H) do rozwiazania uogdlnionego ug réwnania Au = f oraz lim Au, = f w H.

n—oo

U w aga 1 (pordwnanie z metodg Ritza)
Niech (v,) oznacza ciag Ritza, zas (u,) ciag otrzymany metoda najmniejszych kwadratow.
Wowczas, poniewaz F (u) = ||u — ug||4 — ||uol|%, wiec z konstrukeji ciagu Ritza wynika, ze

[[on = uolla < [lun — uol|a, (14.22)

co oznacza, ze cigg Ritza jest ,szybciej” zbiezny. Z drugiej strony metoda najmniejszych kwadra-
tow pozwala prosto oszacowaé popelniony btad, bowiem na mocy nieréwnosci ((14.9) prawdziwe
jest oszacowanie [lu, — uolla < 5[l Au, — f].

Uwaga 2
W przypadku, gdy wiadomo, ze ug € D, mozna rozwazy¢ funkcjonat

F(u) = F (u) + || Au — f|

i zastosowa¢ do niego metode Ritza. Wowcezas ciag minimalizujacy F' spelia dodatkowo warunek
T}Lrglo Au, = f w H. Metoda ta nosi nazwe metody Couranta.

Uwaga 3

Do formalnego zastosowania metody najmniejszych kwadratow nie jest konieczne, zeby opera-
tor A byl dodatnio okreélony. Problem jednoznacznos$ci wyznaczenia wspotczynnikéw by, i zbiez-
nosci ciggu (u,) ma odpowiedZ pozytywna przy nastepujacych zalozeniach:
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1. A - liniowy, Dy = H;
2. (Apy) jest baza w H;
3. Réwnanie Au = f ma rozwiazanie ug € D 4;

4. Istnieje stata K > 0 taka, ze dla kazdego u € Dy zachodzi nieréwnosé || Au|l > Kl|ul|.

14.6 Metoda gradientéw

Metoda ta dotyczy operatorow ograniczonych, dodatnio okreslonych na pewnym gestym podzbio-
rze Dy C H (nie nadaje sie wiec do operatoréw roézniczkowych).

Niech ug bedzie rozwigzaniem uogélnionym réwnania Au = f w H. Wowcezas uy minimalizuje
funkcjonat

F(u) = (Au,u) —2(f,u).

Funkcjonal ten, jako funkcjonal ograniczony, okreslony na podzbiorze gestym w H moze by¢
przedtuzony na caty przestrzen H z zachowaniem ograniczono$ci.

Niech u; bedzie dowolnym elementem przestrzeni H. Zalézmy, ze Auy — f # 0 (w przeciwnym
razie u; = ug i procedura jest zakonczona). Wéwcezas poszukujemy takiego elementu vy, ze

. d d
loi]| = ||Auy — f]] i EF (w1 + tv1) e = mngF (w1 + )} - (14.23)
Poniewaz
F(ur +tvr) = (A(ur + tor) ,ug +tor) = 2(f,un + o) =
=F (ul) + 2t (Au1 — f, Ul) -+ t2 (A’Ul, Ul) s

zatem

d

%F (w1 + tv1) =g = 2 (Aus — f,01).
Wyrazenie to osiaga warto$¢ najwieksza gdy v; = Au; — f. Dla wyznaczonego v; wyrazenie

F (uy + tvy) osiaga wartosé najmniejsza gdy

(Auy — f,v1) _ (v1,v1)
(AUl,Ul) - —(A'Ul,’l)l)‘

t=1t =— (14.24)
Niech teraz uy = wuy + tyv;. Powtarzamy powyzsze rozumowanie dla elementu wyjsciowego us
1 otrzymujemy

(UQvUZ)

= Auy — to = ——=2 =/
V2 U2 f7 2 (AUQ,UQ)’

us = Uz + tQUQ.

W ten sam sposéb mozna skonstruowac rekurencyjnie kolejne elementy ciagu u,, takie, ze

(VUn; Vn)

n:A n— J> t, = — 5
Y tn = f (Avy,, vy)

Upy1 = Up + LUy, (14.25)
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Twierdzenie
Jedli istnieja takie stale dodatnie m i M, ze dla kazdego u € H spekliona jest nieréwnosé

mlful* < (Au,u) < Mjul?,

to otrzymany powyzej ciag (u,) zbiega do rozwiazania uogblnionego uy rownania Au = f w Hy
(wiec i w H), przy czym zachodzi nieréwnosé

M —m
M+m

n
||un+1—u0||A§||u1—u0||A< ) dlan=1,2,....

14.7 Zadania

1. Rozwazy¢ operator Au = (EIu")" odpowiadajacy réwnaniu ugiecia preta z przykta-
du z wyktadu ,Elementy rachunku wariacyjnego” - nr 13. Napisa¢ dla tego operatora uktad
rownan (|14.18)) wystepujacy w metodzie Galerkina oraz uktad rownan (|14.13)) wystepujacy
w metodzie Ritza. Pokazaé, ze uktady te sa identyczne.

2. Niech H = L? (0; 7). Rozwazmy réwnanie catkowe
(Au) () = u () — O,l/sin(x—l— s)u(s)ds = h(z), gdzie h € L*(0;7).
0

Do operatora A zastosowa¢ metode gradientow i wyznaczy¢ przyblizenie uy rozwiazania.
Wyznaczy¢ rowniez rozwigzanie doktadne réwnania.
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