Temat 1

Pojecia podstawowe

1.1 Przeglad wybranych ré6wnan i modeli fizycznych

Rownaniem rézniczkowym czgstkowym rzedu drugiego o n zmiennych niezaleznych nazywamy roéw-
nanie postaci

F(x17"- 7xn7u7u$17"- 7uwn7u11$17u11$27"' 7ufl'n1'n) = 07 (11)

gdzie u = u (x1,x9,... ,x,).

1.1.1 Roéwnania opisujgce ruch falowy

Zjawiska drgan poprzecznych struny jednowymiarowej, drgan podtuznych pretéw, drgan elektrycz-
nych w przewodach opisane sg réwnaniem

Uy = C2u$$ + f (I’,t) ) (12)

ktére jest szczegdlnym przypadkiem réwnania (1.1]) dla n = 2, u = u (z,t).
Drgania poprzeczne membrany opisuje réwnanie

Ut = CQ (uﬂw + uyy) + f (l‘, t) ) (13)

ktére spehia funkcja u = u (x,y,t) - wychylenie z polozenia réwnowagi (n = 3), zas réwnanie fali
akustycznej jest postaci

Ut = 02 (uac;r + Uy + uzz) )

gdzie u = u (z,y, z,t) oznacza tzw. potencjal predkosci (n = 4).
Wszystkie powyzej rozwazane réwnania mozna jednolicie zapisaé uzywajac tzw. operatora La-
n

place’a Au = Zu“” (wzgledem zmiennych przestrzennych) w postaci
i=1

Uy = EAu+ f(x1,... 20 t). (1.4)

1.1.2 Roéwnania przewodnictwa cieplnego i dyfuzji

Zjawisko przewodnictwa cieplnego w precie jednowymiarowym opisane jest rownaniem

U = a*ug, + f(2,1), (1.5)
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gdzie funkcja u = u (x,t) oznacza temperature w punkcie z, w chwili ¢, za$ f opisuje dziatajace
zrodta ciepta. Réwniez zjawisko dyfuzji gazu lub cieczy opisane jest réwnaniem , gdzie u
oznacza stezenie obserwowanego sktadnika.

Rozchodzenie sie ciepta w przestrzeni mozna opisa¢ réwnaniem

Uy = a’Au + f (35,3/7Zat),

gdzie A jest operatorem Laplace’a Au = gy + Uyy + ..

1.1.3 Zagadnienia prowadzace do réwnania Laplace’a i ro6wnania Po-
issona

Stacjonarne (niezmienne w czasie) pole temperatur u (x,y, z) spelnia réwnanie Laplace’a
Au =0, (1.6)

co wynika bezposrednio z rownania , w ktorym f = 0. Powyzsze réwnanie spelnione jest
takze przez potencjal pola grawitacyjnego i elektrostatycznego w prézni.

Gdy gestosé masy (ladunkéw elektrostatycznych) wynosi p, to wowczas odpowiednie potencjaty
spelniaja tzw. rownanie Poissona

Au = —47p.

Szeroka klasa zagadnien zwigzanych z drganiami ustalonymi prowadzi do tzw. réwnania Helm-
holtza

Au+ k*u=0.

1.2 Klasyfikacja prawie-liniowych r.r.cz. 1I rzedu dla n=2

Szczegblnie wazna role odgrywaja prawie-liniowe rownania rozniczkowe czgstkowe drugiego rzedu.
Sa to réwnania postaci

A(2,y) Ugy + 2B (2,y) Uy + C (2, y) uyy + M (2, y, u, uy, uy) = 0. (1.7)
W szczegélnosei, réwnania ((1.2]), (1.5)) i (1.6) dla n = 2 sa tej postaci.

Wprowadzamy wyréznik A (z,y) = B? (z,y) — A(z,y) C (x,y) i w zaleznodci od jego znaku
méwimy, ze réwnanie (1.7) jest w punkcie (z,y) typu:

- hiperbolicznego < A (z,y) > 0,
- parabolicznego < A (z,y) = 0,
- eliptycznego < A (z,y) < 0.

Roéwnanie ([1.7) nazywamy hiperbolicznym (parabolicznym, eliptycznym) w obszarze
D C R?, jedli jest ono hiperboliczne (paraboliczne, eliptyczne) w kazdym punkcie obszaru D.
Zatézmy, ze dane jest przeksztalcenie & = £ (x,y), n = n(z,y) okreSlone dla (z,y) € D.
Zaktadamy, ze jest ono nieosobliwe, tzn. jego jakobian spelia warunek

a (57 77) fa: 5?}

£0 (1.8)

a(as,y) Nx ny




TEMAT 1. POJECIA PODSTAWOWE 3

Twierdzenie
Typ réownania ((1.7)) jest niezmienniczy ze wzgledu na nieosobliwg zamiane zmiennych (1.8]).

Dowdd twierdzenia wynika z faktu, ze po dokonaniu zamiany zmiennych w réwnaniu jego
S,nowy” wyrdznik A’ spelnia zaleznosé

a zatem znaki wyrazen A i A’ s takie same. ]
Prawdziwe sg nastepujace twierdzenia dotyczace poszczegdlnych typdéw réwnan prawie-liniowych

postaci ([1.7)).

Twierdzenie

Jesli réwnanie (|1.7)) jest hiperboliczne w obszarze D i A # 0 lub C' # 0, to istnieje nieosobliwe
przeksztalcenie £ = £ (x,y), n = n(x,y), (x,y) € D takie, ze rOwnanie we wspOlrzednych &,
1 przybiera postac

u§n+G(€77]7u7uf7u77) =0 (19)

zwana pierwszq postaciq kanoniczng réwnania (1.7)) w przypadku hiperbolicznym. Funkcje £ (x, y)
i n(z,y) sa catkami pierwszymi ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych

dy dy
dr s dx e
gdzie
—-B (xay)j: A(x,y)
Al(z,y)

m1,2 (l‘, y) =

Twierdzenie

Jezeli réwnanie jest paraboliczne w obszarze D i A # 0, to istnieje nieosobliwe prze-
ksztalcenie £ = & (z,y), n = n(z,y), (z,y) € D takie, ze réwnanie we wspoirzednych &, n
przybiera postaé

UWW+G(€7T/7U7U§?U’0) :0 (110)

zwang postaciqg kanoniczng rownania typu parabolicznego o dwoch zmiennych niezaleznych. Funk-
cja & (x,y) jest catka pierwsza rownania rézniczkowego zwyczajnego

B (x,y)
A(x,y)

Funkcje n = n(z,y) przyjmujemy w sposéb dowolny, ale tak, by para £ = £ (z,y), n = n(x,y)
tworzyta nieosobliwe przeksztatcenie obszaru D, tzn. aby byl spelniony warunek (1.8]).

dy
dx

= —m, gdzie m = —

Twierdzenie

Jezeli rownanie jest eliptyczne w obszarze D i A, B, C' sg analityczne, to istnieje nieosobli-
we przeksztatcenie & = £ (z,y), n = n (z,y), (x,y) € D takie, ze rOwnanie we wspoirzednych
&, m przybiera postaé

u§§+u7777+G<€7777u7u§7u17) :0 (11].)
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zwang postaciq kanoniczng rownania typu eliptycznego o dwéch zmiennych niezaleznych. Funkcje

£(2,y) i 1 (z,y) okreslone sq, zaleinosciami £ (z,5) = Re (¢ (z,9)), 7 (z,5) = Im (¢ (z,1)), adzie
¢ (x,y) jest catka pierwsza, rownania rézniczkowego zwyczajnego

—B(z,y) +i/—A(z,y)

A(z,y)

d
& _ —m, gdzie m =

dx

1.3 Uwagi o klasyfikacji liniowych r.r.cz. II rzedu dla n>2

Dla prostoty rozwazmy przypadek rownania liniowego o wspotezynnikach rzeczywistych postaci

Zaijuxixj —|— szu% + cu —|— f = 0, (CLZ‘J‘ = (ljﬂ') (112)
ij=1 i=1
gdzie wspotczynniki a, b, ¢, f zaleza od xq, s, ..., 2.
Z réwnaniem tym zwigzana jest forma kwadratowa zmiennych y1,vy2,... ,Yn

n

Zamyiyj, (113)

ij=1

gdzie ngoznacza warto$¢ wspotczynnika a; ; w pewnym punkcie P (%1, Toy... :%n> . Macierz [&”}
formy mozemy sprowadzi¢ do postaci kanonicznej, w ktorej na przekatnej moga znajdowac
sie tylko liczby 1, —1 lub 0, zas wszystkie elementy poza przekatna sa réwne zero. Zgodnie z twier-
dzeniem o bezwladno$ci form kwadratowych liczba wspotezynnikéw dodatnich, ujemnych i row-
nych zeru jest niezmiennicza wzgledem przeksztalcenia liniowego sprowadzajacego forme do
postaci kanonicznej (zauwazmy, ze postaé¢ kanoniczna formy kwadratowej nie jest jednoznacznie
wyznaczona,).

Niech @, ; oznaczaja wspotezynniki formy (1.13) w postaci kanonicznej. W zaleznosci od za-
chowania si¢ wspotezynnikéw @, ; wprowadzamy definicje typu réwnania (|1.12).

Definicja

Moéwimy, ze réwnanie (|1.12)) jest w punkcie P <5:1, ;%2, e ,:%n> typu

- eliptycznego, jezeli wszystkie wspotezynniki @;; dla i =1,2,... ,n maja ten sam znak;

- hiperbolicznego, jezeli n — 1 wspétezynnikéw @, ; ma ten sam znak, za$ pozostaty wspotczynnik
ma znak przeciwny;

- ultrahiperbolicznego, jezeli wsréd wspoteczynnikéw @, ; jest m wspoétezynnikéw jednego znaku
(m > 1), a n —m wspétezynnikéw ma znak przeciwny;

- parabolicznego, jezeli chociaz jeden ze wspdtczynnikéw a; ; jest rowny zeru.
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Twierdzenie
. 7 . v . . ] ] ] . . ./
W zaleznosci od typu réwnania w punkcie P <{E1,ZE2, e ,xn> mozna je sprowadzi¢ w tym

punkcie do jednej z nastepujacych postaci kanonicznych:

Ugy 2y + Ugozo +.. .+ Uz, + d = 0; (typ elzptyczny)
Ugyzy — Zurz + & =0; (typ hiperboliczny)
=2

Zu”” — Z Ugyz; + P =0 (m>1); (typ ultrahiperboliczny)
=1 i=m+1
n—m
Z (£tge;) + =0 (m>1). (typ paraboliczny)
i=1

[

1.4 Zagadnienie Cauchy’ego dla r6wnania liniowego

Rozwazmy liniowe r.r.cz. rzedu m postaci

ug?% = Z Ao (1,29, ... ,Ty) Du+ f (21, 29,... ,2,) (1.14)

la|<m, an<m
w obszarze () C R", ktory ma niepuste przeciecie z ptaszczyzna x,, = 0.

Zagadnieniem Cauchy’ego (zagadnieniem poczgtkowym) dla réwnania (1.14) nazywamy zagad-
nienie polegajace na wyznaczeniu rozwigzania tego réwnania spetniajacego jednoczesnie nastepu-
jace warunki poczgtkowe

u;’?xn (1,9, ... ,Tp_1,0) = @r (x1,29,... ,2,_1) dla (z1,29,... ,2,-1,0) € Q (1.15)
ik=0,1,... , m—1.
|

Nastepujace twierdzenie okresla warunki wystarczajace istnienia lokalnego rozwigzania powyz-
szego zagadnienia poczatkowego.

Twierd zenie (Cauchy’ego-Kowalewskiej)
Jezeli:

1° wspoétezynniki a, 1 wyraz wolny f w réwnaniu ((1.14)) sa funkcjami analitycznymi w obszarze
Q

Y

2° funkcje ¢ (k=0,1,... ,m—1) sa analityczne w obszarze w bedacym przecieciem 2 i ptasz-
czyzny x, = 0,

to zagadnienie Cauchy’ego (1.14))-(1.15) ma doktadnie jedno rozwiazanie analityczne, okreslone
w pewnym otoczeniu €)' obszaru w. Obszar ' zalezy od obszaru analitycznos$ci danych funkcji.
n
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1.5 Zagadnienia graniczne poprawnie postawione

Dla rownan rézniczkowych czastkowych rozwazamy zwykle tzw. zagadnienia graniczne polegajace
na znalezieniu rozwigzania rownania spetniajacego pewne dodatkowe warunki - warunk: poczgtko-
we (okreslone w pewnej chwili czasu np. ¢ = 0) lub/i warunki brzegowe (okreslone zwykle na brzegu
rozwazanego obszaru przestrzennego). Warunki te nazywamy ogélnie warunkami granicznyma.

Definicja
Mowimy, ze zagadnienie graniczne jest poprawnie postawione, jezeli:

- przy okreslonych warunkach granicznych istnieje rozwiazanie tego zagadnienia,
- rozwigzanie to jest jednoznaczne,
- rozwiazanie to zalezy w sposéb ciagly od zadanych warunkéw granicznych (jest stabilne).

]

Sens trzeciego warunku powyzszej definicji polega na tym, ze gdyby w modelu matematycznym

opisujacym zjawisko fizyczne nie byto ciaglej zaleznosci rozwigzania od warunkéw granicznych za-

dania, to praktycznie dwa jednakowe uktady warunkéw (tj. takie, ze réznice miedzy nimi mieszcza

sie w granicach btedéw pomiarowych) mogltyby odpowiadaé¢ dwém istotnie réznym przebiegom
zjawiska. Oznacza to, ze zjawisko nie bytoby wyznaczalne fizycznie.

Nie kazde zagadnienie graniczne dla réwnania rézniczkowego czastkowego jest poprawnie po-
stawione. Przyktadem zagadnienia, ktore nie jest zagadnieniem poprawnie postawionym moze by¢
np. nastepujace zagadnienie.

Przyktad

Wyznaczy¢ funkcje u (x,y) spelniajaca réwnanie Laplace’a

Au = 0 z warunkami

u(x,0) =@ (x), uy (x,0) =1 (z) dlaz eR.

Z teorii funkcji zmiennej zespolonej wynika, ze powyzsze zagadnienie posiada jednoznaczne roz-
wigzanie. Latwo zauwazy¢, ze funkcja

1
u(z,y) = X sin Az cosh Ay

dla dowolnej wartosci parametru A jest rozwiazaniem powyzszego zagadnienia dla ¢ (x) = % sin Ax
i ¢ (z) = 0. Poniewaz dla duzych warto$ci A warunki graniczne réznia sie dowolnie mato od zera,
wiec gdyby zagadnienie byto stabilne, to réwniez rozwiazanie powinno by¢ bliskie zeru, ale tak nie
jest.
|
Nalezy pamigtac¢, ze mowiac o stabilnosdci zagadnienia trzeba najpierw precyzyjnie okresli¢ co
to znaczy, ze rozwigzanie zagadnienia zalezy w sposob ciggly od warunkéw granicznych.

1.6 Zadania

1. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej réwnanie

0*u 0*u v _Ou Ou
2 — 2— —_— =0,
0x? + 0xy 38y2 + ox + 68y 0




TEMAT 1. POJECIA PODSTAWOWE

2. Okresdli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej réwnanie

82u+482u +502u+@+28_u_0
Ox? Oxdy oy Ox oy

3. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej réwnanie

0*u Pu 0%u ou ou _
927 _28x8y + 3y +a%+ﬂa—y+CU—0, gdzie «a, 3, c € R.

4. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej réwnanie

0*u 0*u .o O*u  Ou
— (3—|—sm x) 3_];2_y6_y = 0.

5. Okresdli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej réwnanie

o? 0? 0? 0
y28—;;+2:vy al + 222 ¢ “

Oxdy oy? + ya_y =0.

6. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej rownanie

0*u ot 0*u N ,0*u e du 0
_ €T T— = U.
0x? yie 0x0y Y 5,2 &

tg? =
& ¢ By o

7. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej réwnanie

’u  O%*u

y@—f‘a—wzo.

8. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej rownanie

0%*u 9%u 9%u ou ou
2249 — 3y? — 20— + 4y— + 16z%u = 0.
o3 + J;y@x@y 3y Iy T + ygy + 162°u =0

9. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej rownanie

0%u 0*u ou ou

(1+x2)@+(1+y2)7+x—+y—:0.

10. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej rownanie

in“r—— — 2ysinx — =0.
0x? 4 0xdy 4 0y?

11. Okresli¢ typ i sprowadzi¢ do postaci kanonicznej rownanie

0%y 9*u ou
tTa =

— ty=— 0, gdzi R.
8x2+y8y2 oy , gdzle a €

12. Stosujac podstawienie £ =z, n = —x + vy, ( = 2x — 2y + 2 przeksztatci¢ réwnanie

0*u 0*u 0*u 0*u 0*u
2 2 4 = 0.
0x? + 0x0y + 0y? + Oyoz + 5022 0
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Stosujac podstawienie £ = x, n = % (x+y+2), (= —% (3z + y — z) przeksztalci¢ réwnanie

82u_462u +282u +482u+82u+3%_0
Ox? 0xdy 0x0z oy 022 or

Stosujac podstawienie ¢ =z +y, n = —x + vy, ( = —x — y + 2z przeksztalci¢ rownanie

0%u N 0%u N 0%u _@_i_@_
oxdy  0xdz Oydz Ox Oy

0.

Stosujac podstawienie { =y + 2, n=—y+ 2, (= \/Lé:r — \/léy + */762 przeksztalci¢ réwnanie

0%u 0%u 0%u
3 -2 — —u=
0xdy 0xdz  0yoz

|._\

Stosujac podstawienie & = x + %y + %z, n=—-3@y+z), (= (y — z) przeksztalcié

rownanie

2

S

0%u 0%u 0%u 0%u 0%u 0%u

-2 -2 -2 — =0.
0x? oy? 0z 0x 0y 0x0z 0yoz Su=10

Stosujac podstawienie £ = z, n = —ﬁ (Bx—y), (= —ﬁﬁ (x +y — 4z) przeksztalcié réw-
nanie
Pu  Pu  u 0%u 0?u 0%u ou _Ou _Ou

6 2 2 2— 42— +2—+4u=0.
8x2+8y2+8z2+ 8x8y+ 8x82+ 8y8z+ 8x+ 6’y+ 8z+ “

Stosujac podstawienie £ = \%a:, n= \%x + 2y, ¢ = x + 2z przeksztalcié réwnanie

Pu  _*u _0%u 0*u 0*u 0*u
2 g 4 . _ 922 =0.
0x? * 53y2 + 022 68x3y 0x0z * 68y82 Suty—2:=0

Stosujac podstawienie £ =y + 2z, n = —y — 2z, ( = x — z przeksztalci¢ réwnanie

2 2 2
0“u 0“u 28u+4u:0‘

36y2 B 20m8y - oyoz

Stosujac podstawienie £ = x, n = —2x + y, ( = —x + 2z przeksztalci¢ rownanie

0%*u 0’u  O%u J%u 0%u 9%u

4 4 2 4 2u = 0.
0x? + Oy? + 022 + 0xdy + 0x0z + Oyoz +eu
Stosujac podstawienie £ = x, n = —2z +y, ( = —3x + 2z przeksztalci¢ réwnanie
0? 0? 0? 0? 0? 0? 0 0 0
S R Y e B AL P R R Yo I

4 - _
0x? oy? 072 * 0xdy * 0x0z + 0y0z ox dy 0z
Zmalez¢ rozwigzanie ogolne rownania

0%u 0*u , 0%u u
—cos“r—— —cosx— = 0.

Ox2 Ox0y oy? dy

Odp.: u(z,y) =@ (r+y—cosx)+ ¢ (v —y+ cosx).
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Zmalez¢ rozwiagzanie ogolne rownania

Odp.: u(z,y) = ¢ 3z —y) + ¢ (22 —y).
Zmalez¢ rozwigzanie ogolne rownania

0%u 0*u 0*u
2 — 3 = 0.
ox? 58x8y + oy?

Odp.: u(z,y) = ¢ (x +y) + ¢ (3z + 2y).
Zmalez¢ rozwigzanie ogolne rownania

2 2 2
28u+68u +48u ou 8u_

Ox? Oxdy oy? + ox + oy 0

Odp.: u(2,y) = ¢ (y — ) + ¢ (y — 2z) exp (7).
Zmalez¢ rozwigzanie ogblne rownania

0*u 0*u Pu  Ou  Ou 5
- 9% 1y
38x2 108x8y + 30@/2 ox + oy + 16

Odp.: u (z,y) = [p (v + 3y) + ¢ (32 + y)] exp (TF).
Zmnalez¢ rozwigzanie ogblne rownania

@ B 0*u N ou Ou
0y? 0x0y oxr Oy

Odp.: u(z,y) = 2exp (x) + exp (2£2) [p (x) + ¥ (z + 2y)].
Zmalez¢ rozwigzanie ogolne rownania

0*u 0*u Pu  Ou  _Ou (5x + Sy) B
2

—6 8 — —2— 44
0x? 0xy * 0y? * ox oy Taexp

Odp.: u (z,y) = exp (%) [(22 + y) exp (4z + y) + ¢ (22 +y) + ¢ (42 +y)].
Zmalez¢ rozwigzanie ogolne rownania

Pu_ a1 (0w o
Y or? y8y2 2

or Oy
Odp.: u(z,y) = ¢ (VT — \/7) + ¥ (VT + /7).

Znalez¢ rozwiazanie ogblne rownania

=0 dlax>0,y>0.

0%u 0%u 0%u

——F(ZE—Fy)M—FZL‘a—ZFZ

ya$2 0.

Odp.: u(z,y) = (y—z) + y%xw (y2 — 22).
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Zmalez¢ rozwiagzanie ogolne rownania

0%u 0%u ., 0% Ou ou
— (34 sin x)%—i—%qL(smx—cosx—Q)ay 0.

Odp.: u(z,y) = ¢ (y + 2z +sinx) + ¢ (y — 2z + sinz) exp (— L0,
Zmalez¢ rozwigzanie ogolne réwnania

0*u 0%u ou ou
exp (—2x) 352~ XP (—2y) i exp (—2x) p + exp (—2y) By + 8exp (y) = 0.
Odp.: u (w,y) = exp (y) [exp (29) — exp (22)] + ¢ [exp (y) + exp (2)] + ¥ [exp (y) — exp ()]
Zmalez¢ rozwigzanie ogolne rownania

,0%u 0% du

U228 9%y,
Yo Y 0y? yay
Odp.: u (z,y) \/7 ¢ (zy) + ¢ (¢
Zmalez¢ rozwigzanie ogblne rownania
0%u 0u 0%u
4 +8 +4 —1=0.
0x? 0xy 0y?
Odp.: u(z,y) =zp(y—2x)+ ¢ (y—z)+ %CEZ.
Zmalez¢ rozwigzanie ogolne rownania
282u o 0*u N 282u+ 8u+ du 0
— x_ —_—
a2 “ozay Y 82 T or T Yoy
Odp.: u(z,y) = ¢ (z,y) Iny + ¢ (zy).
Zmalez¢ rozwigzanie ogdlne rownania
9 [ ,0u , 0%u
— 2 =— ) =2"—.
ox ox oy?
Odp.: u(z,y) = 3 [¢(z —y) + ¥ (z +y)].
Wsk.: Zastosowaé podstawienie v (z,y) = zu (z,y).
Zmnalez¢ rozwigzanie ogolne rownania
0? 0 0
u u v,

(x_y)axay_%—i_a_y

Odp.: u(z,y) = .3, (¢ () — ¥ ().
Wsk.: Zastosowa¢ podstawienie v (z,y) = (z — y) u (z,y).

Zmalez¢ rozwiagzanie ogolne rownania

O u + @—l—x%—l—x u=0
Oxdy Y ou oy yu="5

Odp.: u (z,y) = exp (~ =52 ) [p (&) + v (v)]




TEMAT 1. POJECIA PODSTAWOWE

39. Zmalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania

0*u 0*u Pu  Ou Ou 1 Tty
3 10 3 — —u — 16 =0.
Ox? * Oxdy * 0y? * Ox "oy dy * 16" Lexp ( 16 )

Odp.: u(x,y) = [¢ (y — 32) + ¢ (3y — x) — gz (y — 32) (3y — x)] exp (= ")
Wsk.: Po sprowadzeniu réwnania do postaci kanonicznej zastosowaé¢ podstawienie:

v (& m) =w (& nexp (7).

40. Znalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania

2 0%u o 0*u , 0% P*u 282u 0*u
T or? yaxay 4 0y?

Wsk.: Zastosowaé zamiane zrmennych 5 %, n==20=z-y.

41. Znalez¢ rozwigzanie ogolne réwnania

2 92 92 92
gtz = aa;; + Qb&wgy + cayl;, gdzie b* = ac, a > 0,b> 0, ¢ > 0.

Odp.: u (z,y,t) = ¢ (z + ty/a,y + 1/c) + ¥ (v — t/a,y — 13/c).
42. Rozwigzaé zagadnienie Cauchy’ego

2 2 2
6u+28u _38u:07
0x? 0xdy Oy?

du
u(x,0) = 327, By (x,0) = 0.
Odp.: u(x,y) = 32% + y°.
43. Rozwiazaé zagadnienie Cauchy’ego
0*u Lo Pu 2 0?u ou 0
— cos T —sinz—— —sinz— =
Ox? 0xdy Oy? oy ’
u :
u(:v,y) |y:sina: = +cosz, —(l',y) |y:sin:c =Ssimz.
Jy
Odp.: u(z,y) =z + cos (r —y + sinz).
44. Rozwiazaé zagadnienie Cauchy’ego
) Pu  *u N ou 0
ex -t — =
Py oxdy 0y Oy ’
1 0
u(x,0) = —§x2, a—Z (2,0) = —sinx

Odp.: u(z,y) = —32% 4 cos [z — 1 + exp (y)] — cos .
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45. Rozwiazaé zagadnienie Cauchy’ego

0? 0? 0?
0—;; — QSinl’axgy — (3 + cos? x) a—yZ — cosxa—z =0,

. ou
U (:p,y) |yzcosw =sinx, 8_y (w,y) |yzcosw - 5 exXp (ZL‘) .

Odp.: u(z,y) = exp (z)sinh [1 (y — cosz)] + sinz cos [ (y — cosz)].

46. Rozwigzaé zagadnienie Cauchy’ego

% — 251n$8a:gy — (3—|—COS2I) giyz + % + (2 —sinz — cosx) g—: =0,
w (2, Y) ly=cose = 0, g—: (2,Y) |ymcosz = €XD (—g) COS T.
Odp.: u(x,y) = 2exp [—W} coszsin [1 (y — cosz)].
47. Rozwigzaé zagadnienie Cauchy’ego
0*u . 0% , 0%u  Ou , u
902 +281nxaxay — cos xa—yQ + B + (1 +sinz 4 cosx) 8_y =0,

0 .
(2, Y) |y=— cosz = 1 + 2sinz, e (2, Y) |y=— cosz = sin .

dy
Odp.: u(z,y) =1 —sin(y — x + cosx) + exp (y + cos x) sin (z + y + cos z).
48. Rozwiazaé¢ zagadnienie Cauchy’ego
0%u Pu  0?u _Ou  Ou
+os =3+ —
0x? 0xdy  0y? oxr Oy

=0,

u(@0)=¢(x), —=(2,0)=v ().

Odp.: u(z,y) = 3o (x+y)exp (—y) — 50 (x + 3y) +
z+3y

e (-2520) [ g (@) + 20 (a))exp (3) da.

Tty

49. Rozwigzaé zagadnienie Cauchy’ego

0%u Pu  *u 2y ou Ou
207U 2 B . ou _oduy _
4y Ox? +2(1-v) oxdy  Oy>? 1+ ( Ox 6y> 0
ou
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50. Rozwiaza¢ zagadnienie Cauchy’ego

u_,
0x? 0xy

Odp.: u(z,y) = [1 + 2z — exp (2z)] exp (y) + ¢ (y) + 3 / Y (a) da.

51. Rozwiazaé¢ zagadnienie

u
ox2  oy2

U (ZL’, y) |y+ﬂc:0 =@ (l’) > U ({L‘, y) |y—m:0 = 77Z} ((L‘) y P (0) = 77Z} (O> :
Odp.: u(z,y) = ¢ (%) + 1 (%ﬂ) —©(0).

52. Rozwiazac zagadnienie

0%u 0%u 0%u
6 5 =0
Ox? * Oxdy * Oy? ’

w (@) ly—w=0 = ¢ (@), u(®,y)lyse=0 =1 (2), ¥ (0)=¢(0).

Odp.: u(w,y) = ¢ (55) + ¢ (47%) = 2(0).
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