Wyktad 4

Rownanie przewodnictwa cieplnego (I)

4.1 Zagadnienie Cauchy’ego dla preta nieograniczonego

Rozktad temperatury w jednowymiarowym nieograniczonym precie opisuje funkcja u = wu(z,t),
spetiajaca jednorodne rownanie przewodnictwa cieplnego

u = a’uy, dlaz eR, t>0. (4.1)

Funkcja u przedstawia temperature preta w punkcie x, w chwili czasu ¢.
Zaktadamy, ze dany jest poczatkowy rozktad temperatury

u(z,0) = p(x), r € R, (4.2)

gdzie ¢ jest funkcja dana.
Zagadnienie polegajace na znalezieniu rozwiazania réwnania (4.1)) spetniajacego warunek (|4.2))
nazywamy zagadnieniem Cauchy’ego (zagadnieniem poczgtkowym) dla réwnania przewodnictwa.

4.1.1 Uogodlniona metoda Fouriera

Stosujac metode rozdzielenia zmiennych u(z,t) = X (x)7T'(t) do réwnania (4.1)) otrzymujemy réw-
nosé
() _ X"(x)

= = —\2 = const.

a’T(t)  X(x)

Wynika stad, ze dla dowolnej wartosci rzeczywistej parametru A funkcja postaci
ur(z,t) = exp (—a’ *t) [A(N) cos Az + B(A) sin Az] (4.3)

spetnia réwnanie (4.1) - by¢ moze bez zadanego warunku poczatkowego (4.2). Wyrazenia A (\)
i B(\) sa w tym momencie dowolnymi funkcjami zmiennej A.
Zastosujemy teraz nastepujace twierdzenie pomocnicze.

Twierdzenie
Jezeli funkcja U (z,t, a) dla kazdej wartosci rzeczywistej parametru a spetnia wzgledem zmien-
nych (z,t) liniowe réwnanie rézniczkowe LU = 0, to catka postaci

—+00

u(x,t) = /U(:z:,t,a)gp(a) dov (4.4)

—00
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jest takze rozwigzaniem tego roéwnania, o ile mozna obliczy¢ pochodne wystepujace w rownaniu
LU = 0 przez rézniczkowanie pod znakiem calki.
|

Stosujac powyzsze twierdzenie do funkcji U (x,t,\) = uy (x,t) przedstawiamy rozwiazanie
zagadnienia Cauchy’ego w postaci

+oo
u(z,t) = / exp (—a®A*t) [A(N) cos Az + B(A) sin Az] d. (4.5)
Podstawiajac t = 0 i uwzgledniajac warunek poczatkowy (4.2)) otrzymujemy
+oo
o (x) =u(z,0)= / [A(X) cos Az + B(X) sin Az | dA. (4.6)

Z réwnosci (4.6)) nalezy wyznaczy¢ niewiadome funkcje A (A) i B (A).

Zadanie to jest réwnowazne przedstawieniu danej funkcji ¢ w postaci tzw. catki Fouriera.
Korzystajac z teorii szeregéw Fouriera, dowodzi si¢ prawdziwosci nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie

Jezeli funkcja ¢ (x) jest suma swojego szeregu Fouriera w kazdym przedziale postaci (—1, ) oraz
+oo

jest bezwzglednie catkowalna na osi rzeczywistej, tzn. zbiezna jest catka niewlasciwa / lo (x)] dz,

to funkcje ¢ () przedstawi¢ mozna w postaci catki Fouriera .
+o0o
o(x) = / [A(X) cos Ax + B(A) sin Az] dA, (4.7)
gdzie
1 1
A(N) = Py / o(1)cos Ardr, B(X) = gy / () sin Ardr. (4.8)

Z powyzszego twierdzenia wynika bezposrednio, ze wzor (4.5)), w ktérym funkcje A (A) 1 B (\)
okreslone sa wzorami (4.8)) przedstawia rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego (4.1))-(4.2]).

4.1.2 Rozwigzanie podstawowe, catka Poissona

W celu dalszego przeksztatcenia wzoru (4.5) wykorzystamy nastepujacy lemat rachunkowy.

Lemat
Zachodzi tozsamosé

oo 2
/ exp [—a®A’t] cos A (1 — z) d\ = Qﬁ X [—u] . (4.9)

0
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Dla dowodu wzoru, przeksztatcamy catke po lewej stronie rownosei (4.9)) jak nastepuje.

+oo
/ exp [—a®A’t] cos A (1 — z) d\ =

0

a\Wt=z \NT1—2)=pz
__ dz __ T—x
A= F=

av't’

“+o0o
1 2
= —— [ exp|—2°| cos uzdz.
i / p [—2"] cos
0

(4.10)

+o0o
Oznaczmy @ () = / exp [—2?] cos pzdz. Wtedy

0

+00 +oo
1 e
O (n) = —/ exp [—2%] zsin pzdz = 5 eXP [—2%] sin pz — g/ exp [—2%] cos pzdz = —g@ () .
0 0 0
Mamy wigc
/ I _
() + 52 (1) =0,
skad wynika, ze ® (u) = C'exp [—”TQ]
Poniewaz C' = & (0), wiec
+c0 \/_
T
C= —2%|dy = -,
/ exp [~27] dz = ¥

W takim razie ® (u) = ‘/777 exp [—“—] i ze wzoru (4.10) wynika, ze

/ exp [—a2/\2t] cos A\ (T —z)d\ = Lqp (n) = 2;/jg exp [_ (74;2? ] |

0

co konczy dowdd lematu.
|

Podstawiajac wzory (4.8)) do (4.5]) i stosujac pewne elementarne wzory trygonometryczne otrzy-
mujemy

+oo | +oo
1
u(z,t) = — / /cp (1) exp (—a’X*t) cos A (1 — z) dr | dA.
T
0 —00

Zamieniajac w powyzszym wzorze kolejnosé catkowania i stosujac poprzedni lemat - wzor (4.9)
otrzymujemy

+oo [ +oo
1
u(x,t) = - / / exp (—a’N*t) cos A (1 — ) dA | ¢ (1) dr =
—o0 0

2a+/mt 4a2t

— /90(7) exp [——(T_I) ]dT- (4.11)
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Wprowadzajac oznaczenie

1 (1 — )
F(x,t,7)= exp | —————— 4.12
( >2amp[ M] (1.12)
mozemy wzér (4.11]) zapisa¢ w prostszej postaci
+00
u(x,t) = /go(T)F(:U,t,T) dr. (4.13)

Funkcje F'(x,t, 7) okreslona wzorem (4.12)) nazywamy rozwigzaniem podstawowym réwnania prze-
wodnictwa cieplnego, zas wzor (4.13) opisujacy rozwiazanie zagadnienia Cauchy’ego - calkq Pois-
sona.

4.1.3 Przyktady

Przyktad 1
Rozwiazaé powyzsze zagadnienie poczatkowe (4.1)-(4.2) dla a = 1 oraz ¢ okre§lonej wzorem

3 dla |z[ <1
plx)=4¢ 15 dla |z|=1
0 dla |z|>1.
Ze wzoréw (4.8)) wynika, ze
3sin A
AN = B(A) =0
=" By =,
zatem zgodnie ze wzorem (|4.5))
6 | in \ cos A
u(z,t) = — / exp (—A\%t) Wd)\
T

0

lub w postaci rownowaznej (4.11))

u(z,t) =

3 T (r — )
2\/H_/1@<p [—T] dr.

Nastepny rysunek przedstawia wykresy temperatury w réznych chwilach czasu. Poszczegdlne
rodzaje linii odpowiadaja czasom:

linia czerwona ciagta - t = 0, 01;
linia niebieska ,kreska-kropka” - ¢t =0, 1;
linia czarna ,kreska-kreska” - t = 1;

linia czarna ,kropka-kropka” - t = 4.
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Dla wartosci t bliskich zeru wykres przybliza funkcje ¢, ktora jest w tym przyktadzie nieciggta,
dla duzych t nastepuje wyrownywanie temperatury wewnatrz preta.

Przyktad 2
Rozwiaza¢ powyzsze zagadnienie poczatkowe dla a = 1 oraz ¢ okreslonej wzorem

30—l diafg <1
plr) = { 0 dla |z| > 1.

Podobnie jak poprzednio, wyznaczamy A (\), B (\), u (z,t)

3(1 — cos A
A(N) = %a (A) =0,
6 | 1 A) cos A
u(z,t) = - / exp (—A\%t) (1= COS/\Q)COS Ty =

0

+1
= i — |T|)exX _—(T—$)2 T
_Wﬁl(l ) p[ . ]d.

Kolejny rysunek przedstawia wykresy temperatury w roéznych chwilach czasu. Poszczegdlne
rodzaje linii odpowiadajg czasom:

linia czerwona ciaggla - t = 0,001;
linia niebieska ,kreska-kropka” -t =0, 1;
linia czarna ,kreska-kreska” - t = 1;

linia czarna ,kropka-kropka” - t = 4.
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Ln
D-'II'

Podobnie jak w przyktadzie poprzednim, dla ¢t = 0.001 otrzymujemy wykres przyblizajacy
funkcje @, zas dla duzych t nastepuje wyréwnywanie temperatury wewnatrz preta

Przyktad 3

Rozwiaza¢ powyzsze zagadnienie poczatkowe dla a = 1 oraz ¢ okreslonej wzorem

T1 dlaz >0
p(z) =

Ty dlaz <0.

W celu rozwigzania tego zagadnienia skorzystamy bezposrednio ze wzoru (4.11)), ktory pozo-
staje prawdziwy nawet wowczas, gdy funkcja ¢ nie spetnia wszystkich zatozen wymaganych dla
przedstawienia jej za pomocg caltki Fouriera.

0 +o00
Korzystajac z faktu, ze /exp (—s?)ds = /exp( Hds = ‘F , otrzymujemy
—00 0
2 o 2
— ) T, / (1 —x)
x,t) - + exp | ———— | dr =
u 2a\/ [ 4a’t 2a~/t P [ 4a’t
T [
’ ﬁ:s, dr = 2v/tds — / exp ds—l—T / exp(—sz)ds
T
“avE
T, |7 r T \/_ r
2 ™ 2 1
=— |5 - exp (—s”) ds — | = ex =
T |2 / p=st)ds) + T2 / P
“3vE “3vE
i
TW+1T, T1-T
- 1+ 1o ! 2/6Xp(—82)d8
2 NZa
0
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Rozwazmy teraz przypadek szczegdlny T} = 3, To, = 0.
Oto wykresy temperatury. Poszczegodlne linie odpowiadaja réznym wartosciom ¢.

linia czerwona ciagta - ¢ = 0, 01;
linia niebieska ,kreska-kropka” -t =0, 1;
linia czarna ,kreska-kreska” - ¢t = 1;

linia czarna ,kropka-kropka” - ¢ = 10.

4.2 Rozktad temperatury w precie pélograniczonym

Rozktad temperatury w jednowymiarowym potograniczonym precie, w ktérym nie wystepuja we-
wnetrzne zrodia ciepla, opisuje funkcja v = u(z, t), spetniajaca jednorodne réwnanie przewodnic-
twa, cieplnego (4.1J).

Zaktadamy, ze dany jest poczatkowy rozktad temperatury

u(z,0) = p(x), © >0, (4.14)

gdzie ¢ jest pewng dana funkcja ograniczona, oraz stan temperatury na koncu preta w dowolnej
chwili czasu ¢

u(0,t) = a(t), t > 0. (4.15)
Rozwiazanie u(x,t) zagadnienia (4.1)), (4.14), (4.15) przedstawiamy w postaci
U(l’, t) - ul(x7 t) + U2<I7 t)a

gdzie uy 1 us sg rozwigzaniami rozwazanego jednorodnego réwnania przewodnictwa speliajacymi
warunki
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Korzystajac z wlasnosci rozwigzania podstawowego rownania przewodnictwa, analogicznie jak

w punkcie poprzednim, mozna wyprowadzi¢ wzory

w0 (z,1) x—7’)2 (z +7)° ()d
z, ex —exp | ————
YN Pl a2 P 4a?t PATIET
22
t) ———— | dr.

us(2, ) mJﬂ/v7t7— {4&t—ﬂ}r
Przyktad
Rozwiazaé powyzsze zagadnienie dla a = 1, a(t) = 0, p(z) = T > 0 (chlodzenie preta

o ustalonej jednorodnej temperaturze poczatkowej).

Z przedstawionych warunkéw oraz ze wzoru (4.17) wynika, ze uq(z,

u(z,t) = uy(z,t)

x—7)2
2\/_ {exp[ T] — exp

4t

gdzie

O(z) = % /exp (—2?) dz.

Ponizszy rysunek przedstawia wykresy temperatury w réznych chwilach czasu (¢t = 0,001, t =

t=1,t=0>5,t=20) i przedziatach zmiennosci = dla T' = 1.

(r+7)

t) =0, zas

}dTZT@(i%),
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Wraz z uptywem czasu nastepuje obnizenie temperatury we wszystkich punktach preta.
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4.3 Zadania

1. Funkcje ¢ (z) okreslona wzorem

x dlad<z <1
p(r)=% 2—2 dlal<z<?2
0 dla = ¢ (0;2)

przestawi¢ w postaci cosinusowej catki Fouriera.
+oo

Odp.: ¢ (x) = 2/—20055_:20528_1 cos sxds.

™

0

44

2. Dana jest funkcja o (z) = e7**, dla k > 0. Wyznaczy¢ sinusowe i cosinusowe przedstawienia

funkcji ¢ dla x > 0.

—+00 “+00
. o—kx __ k —kxr __ s :
Odp.: e™* = /mcos sxds, e " = /msm sxds.
0 0

3. Wyprowadzi¢ wzory (4.16)) i (4.17)).
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