Wyktad 6

Funkcje harmoniczne

Wazna role odgrywaja tzw. funkcje harmoniczne. Przyjmujemy nastepujaca definicje.

Definicja
Funkcje u (x1,x9, ... ,z,) nazywamy harmoniczna w obszarze D C R™ wtedy i tylko wtedy,
gdy jest klasy C? oraz

Au =0, (6.1)

gdzie Au = Uy, 4y + ... + Uz, ., jest operatorem Laplace’a.
|
W przypadku n = 2 mozna wykazac, ze lokalnie kazda funkcja harmoniczna jest czescig rze-
czywista pewnej funkcji holomorficzne;j.

Twierdzenie
Jezeli funkcja u (z,y) jest harmoniczna w kole K C R?, to istnieje funkcja harmoniczna v (z, y)
okreslona wzorem

(z,y)

v(2,y) = / oy (€,m) €+ up (€,1) dn (6.2)

(0,%0)

taka, ze f = u + v jest funkcja holomorficzng.
Dowdd polega na sprawdzeniu, ze spetnione sg tzw. réwnania Cauchy’ego-Riemanna gwaran-
tujace holomorficznos¢ funkeji f. Réwnania te sg postaci: u, = vy, uy = —v,.
|

6.1 Tozsamosci Greena, wzoér podstawowy teorii funkcji
harmonicznych

6.1.1 Przypadek funkcji dwéch zmiennych niezaleznych

Rozwazmy teraz przypadek n = 2. Niech D C R? bedzie obszarem ograniczonym krzyws gtadka 0D.
Rozwazmy znany wzér Greena w postaci

é / (% - 2—];) dxdy =8 Z Pdz + Qdy (6.3)
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dla funkcji P i Q klasy C?. Podstawiajac u = Q, v = —P otrzymujemy

// (8u ) dxdy —84 [ucos (z,n) + v cos (y,n)] ds, (6.4)

gdzie n oznacza wektor normalny zewn(gtrzny do 9D.
Zastepujac we wzorze u przez u6 iv przez ua , dostajemy tzw. pierwszq tozsamosé

Greena
ouodv Ouldv ov
Av+ ——+ —— = — )
// (u + 92 Dr + 3y 83/) dzxdy = /uands (6.5)
D aD

Zamieniajac rolami u i v we wzorze ([6.5)) 1 odejmujac otrzymany wzor od (6.5)) otrzymujemy tzw.

drugq tozsamo$c Greena
ov ou
Av —vA = — —v— : .
// (uAv — vAu) dxdy / (uan v(?n) ds (6.6)
D oD

Niech teraz Py (xg,yo) bedzie ustalonym punktem, za$ P (x,y) zmiennym. Wprowadzajac funkcje
1
B(P)= 5 In|PR) (6.7)

mozna pokazac, ze zachodzi rownosé

w(Py) = / w(P) %E(P) dsp — / 8”651 P)dsp + / / Au(P)E (P)dzdy.  (6.8)

oD oD

Roéwnosé zwana jest trzecig tozsamoscig Greena lub wzorem podstawowym teorii funkcji
harmonicznych. Funkcje E (P) okreslona wzorem nazywamy rozwigzaniem podstawowym
rownania Laplace’a.

6.1.2 Przypadek dowolnej liczby zmiennych niezaleznych

W przypadku n > 2 mozna wyprowadzi¢ odpowiednik wzoru . Wprowadzajac rozwiazanie
podstawowe réwnania Laplace’a wzorem
1

E(P)=— dlan > 2, 6.9
(P) (n—2)0, PR 2 (69)

gdzie P, Py € QQ C R", 0, oznacza miare powierzchni kuli jednostkowej w R"

_Gmf dla n tych
T parzystych,
A (6.10)

123(2”—)(7:2) dla n nieparzystych,

mozna wyprowadzi¢ wzor podstawowy dla n > 2, postaci

u (Py) :/u (P) (%E(P) dop — a“agl P)do p+//Au dP. (6.11)

o0N o0N

Jest to odpowiednik wzoru .
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6.2 Wilasnosci funkcji harmonicznych

Podamy teraz podstawowe wtasnosci funkcji harmonicznych. Rozwazymy najpierw przypadek
n=2.

Twierdzenie 1

Jedli funkcja u jest harmoniczna w pewnym ograniczonym obszarze D D D, to
ou
—ds = 0.
on

oD

Dowdd wynika z pierwszej tozsamosci Greena (6.5)), w ktorym nalezy podstawi¢ w miejsce funkeji
u funkcje stata rownag 1, a w miejsce funkcji v funkcje wu.
[ |

Twierdzenie 2
Jedli funkcja u jest klasy C? w obszarze ograniczonym D oraz

ou
—ds =0
o’
r
dla kazdego gtadkiego i zamknietego tuku I' ograniczajacego obszar Dy C D, to u jest harmoniczna

w D.

Dowodd
Stosujac wzor (6.5)) dla u =1 i v = u otrzymujemy, ze

//Audxdy = %ds =0
on
Do T

dla dowolnego Dy C D, zatem Au = 0 dla (z,y) € D,.

Twierdzenie 3

Niech u bedzie funkcjg harmoniczna w ograniczonym obszarze D i klasy C' w D. Jesli upp = 0,
tou=0w D. Jesli %\ap =0, to u = const w D.

Dowédd

Podstawiajac u = v w pierwszej tozsamosci Greena otrzymujemy

ou\ > ou\ > ou
// [(%> + (8_3/) ] dxdy = /u%ds =0,
D oD

skad wynika natychmiast, ze % = g—; = 0w D. W takim razie u jest stalta, lub stata i réwna zero,
w zaleznosci od przyjetego zatozenia.
[ |

Zatézmy teraz, ze n > 2. Mozna wykaza¢ prawdziwos¢ nastepujacego twierdzenia.
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Twierdzenie 4 (tw Gaussa o wartosci sredniej Junkcgi harmonicznej)
Jesli u jest funkcja harmoniczng w kuli K (a, R), klasy C* w K (a, R), to w érodku tej kuli
przyjmuje ona wartos¢ réwna Sredniej wartosci na powierzchni kuli. Zalezno$¢ te opisuje wzor

u@) = 5 [ 0oy, (6.12)

gdzie 6,, oznacza miare powierzchni kuli jednostkowej w R™ okreslona wzorem (|6.10)).

n
W przypadku n = 2 dla a = (xg, yo) wzor (6.12)) przybiera postaé
1
u(m07y0) = ﬁ U’(‘P) dUP7 (613)
oK
zas dlan =31 a = (xo, Yo, 20) mamy
(o 20) = o [ 0(P) (6.4
U\To, Yo, 20) = I R2 u op. .

oK

Uwaga
W przypadku n = 2 tatwo pokazac, ze

w (0, o) = WLRQ//u (2, y) dudy, (6.15)

a wiec wartos¢ funkeji harmonicznej w $rodku kota réwna jest sredniej wartosci tej funkeji w catym
kole.
|

Waznym wnioskiem wynikajacym z twierdzenia Gaussa o wartosci sredniej funkeji harmonicz-
nej, jest tzw. zasada maksimum dla funkcji harmonicznych.

Twierdzenie 5 (zasada maksimum)

Niech u bedzie funkcja harmoniczna w obszarze D (ograniczonym lub nie) przyjmujaca wartosci
rzeczywiste. Jezeli u nie jest tozsamosciowo rowna statej, to nie moze ona przyjmowaé¢ w zadnym
punkcie obszaru D swego kresu gérnego ani dolnego.

|

Bezposrednio z zasady maksimum mozna wyprowadzi¢ dwa wazne wnioski.

Wniosek 1 -
Jezeli uq, us sg harmoniczne w D, ciggte w D oraz

U1pp < U29D,

touy <wug w D.
Dowdéd wynika z zastosowania zasady maksimum do funkcji harmonicznej ug — uy.
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Wniosek 2 -
Jezeli uy, us sa harmoniczne w D, ciaglte w D oraz

lu1| < uy ma OD,

to |uy| <wug w D.
Dowdd wynika z zastosowania wniosku 1 do par funkcji —us, uy oraz uy, us.
[ ]

Ponizszy rysunek ilustruje pewne charakterystyczne cechy funkcji harmonicznych. Przedstawia
on powierzchnie opisang wzorem

3 1
u(x,y) = v 5( 4+y4) + 32y + xy,
ktora jest przyktadem funkcji harmonicznej dwéch zmiennych. Powierzchnia jest widoczna dla

(z,y) nalezacych do kota jednostkowego z? + y* < 1. Widoczny jest takze plan warstwicowy.

6.3 Zadania

1. Znalez¢ funkcje holomorficzna f (2) = u (z,y) + v (z, y) wiedzac, ze:

)

)

)

)

)

) v =
) v=-exp(z)(ycosy+asiny) +z+vy
) v=arctg¥ x>0

) u=exp (2% — y?) (z cos 2xy — ysin 2zy)
) u

=exp (z) [(2® — y? + 1) cosy — 2wy siny]
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(k) v =In (22 +y?)
2. Znalez¢ punkty, w ktorych funkcja u (z,y) osiaga swoj kres gérny i dolny w zbiorze D, jezeli:

(a) u(z,y) =2*—y* D={(z,y): 2* +y* <1}
(b) u(z,y)=z+y, D={(z,y) :2>0,y >0, z+y <1}

3. Udowodni¢ wzoér (6.15)) wykorzystujac twierdzenie Gaussa o wartosci $redniej w przypadku
n=2.

(x

4. Udowodni¢, ze funkcja harmoniczna o wartosciach rzeczywistych, nie bedaca stalta, nie moze
posiada¢ ekstreméw lokalnych w zadnym punkcie obszaru, w ktérym jest okreslona.

5. Zaldzmy, ze funkcja w (&, n) jest harmoniczna, a funkcja f(z,y) = £ (z,y) + in(x,y) jest
holomorficzna, tzn. speliony jest uktad réwnan Cauchy’ego-Riemanna &, = 1, § = —n,.
Pokazaé, ze ztozenie (uo f) (z,y) = u (& (x,y),n (z,y)) jest funkcja harmoniczna (zaklada-
my wykonalnos$¢ ztozenia).



	Funkcje harmoniczne
	Tozsamosci Greena, wzór podstawowy teorii funkcji harmonicznych
	Przypadek funkcji dwóch zmiennych niezaleznych
	Przypadek dowolnej liczby zmiennych niezaleznych

	Wlasnosci funkcji harmonicznych
	Zadania


