Temat 7

Zagadnienia brzegowe dla réwnan
eliptycznych

Rozwazmy plaski obszar D C R? ograniczony krzywa OD. Dla réwnania Laplace’a (Poissona)
stawia sie trzy podstawowe zagadnienia brzegowe.

Zagadnienie Dirichleta (tzw. zagadnienie brzegowe pierwszego rodzaju)
Zmalez¢ funkcje u spetniajacg warunki

Au=0 (lub Au=f), dla (z,y) € D, (7.1)
Ujpp = ¢ (JU, y) ) (7-2)
gdzie g jest funkcja dana okreslona na dD. Warunek ([7.2)) rozumiany jest w sensie przejscia
granicznego jako  lim  w(P) = g (F).
D>P—PyedD

Zagadnienie Neumanna (tzw. zagadnienie brzegowe drugiego rodzaju)
Zmalez¢ funkcje u spetniajacg warunki

Au=0 (lub Au=f), dla (z,y) € D, (7.3)

ou
%WD =4g (.T, y) ) (74)

gdzie g jest funkcja dana okre$lona na 0D, n jest wektorem normalnym zewnetrznym. Wa-
runek ([7.4)) réwniez nalezy rozumie¢ w sensie przejscia do granicy od wnetrza obszaru.

Zagadnienie Robina (tzw. zagadnienie brzegowe trzeciego rodzaju)
Zmalez¢ funkcje u spetniajacag warunki

Au=0 (lub Au=f), dla (z,y) € D, (7.5)

(a% + bu) - =g(x,y), (7.6)

gdzie a, b, g s3 danymi funkcjami okreslonymi na 0D, a®>+b* > 0, n jest wektorem normalnym
zewnetrznym. Warunek (7.6 réwniez nalezy rozumie¢ w sensie przejscia granicznego.

Postawione zagadnienia sg tzw. zagadnieniami wewnetrznymi. Stawia sie ponadto zagadnienia

zewnetrzne dla obszarow D nieograniczonych, zewnetrznych wzgledem danych krzywych poczat-
kowych.
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W tym przypadku nalezy dodatkowo przyjac, ze poszukiwana funkcja spelnia pewien warunek
dotyczacy zachowania sie jej dla punktow odlegtych od poczatku uktadu, tzw. ,warunek w nie-
skonczonosci”.

Dla réwnania Laplace’a nie stawia sie zagadnienia Cauchy’ego, poza jednym przypadkiem,
gdy poszukuje sie lokalnie rozwiazania w klasie funkcji analitycznych przy analitycznych danych
poczatkowych. Powodem tego jest fakt, ze zagadnienie Cauchy’ego dla rownania Laplace’a nie jest
poprawnie postawione (patrz przyktad z wykltadu 1).

7.1 Metoda funkcji Greena

Skorzystamy teraz z podstawowego wzoru teorii funkcji harmonicznych (6.8)

on on
aD aD

u(PRy) = /u (P) 2E (P)dsp — Ou (P)E (P)dsp + //Au (P) E(P)dxdy, (7.7)
gdzie, zgodnie z (6.7)
1 1 1
B(P) =5 lPR| =5 I

Zatozmy, ze u jest funkcjg harmoniczna, zatem Au = 0. Powyzszy wzér przybiera wowczas postac

9 1 1 du(P)

1
P2 _1
{“( ) on YPe T PR on

27
aD

u(Py) =— dsp. (7.8)

W zagadnieniach Dirichleta i Neumanna dla réwnania Laplace’a wartosci brzegowe funkcji u lub
jej pochodnej normalneJ 5-U Mogy by zadawane osobno lecz nie Jednoczesme razem. W celu
uzyskania rozw1@zama zagadnlenla Dirichleta . lub Neumanna . ) nalezy tak
przeksztatci¢ wzor , aby wyeliminowaé z nlego niewiadome wartosci brzegowe Mozna to
zrobié¢ przez Wprowadzenie pojecia funkcji Greena.

Zatézmy teraz, ze v jest pewna funkcjg harmonicznag, tzn. Av = 0. Z drugiej tozsamosci Greena

(6.6) otrzymujemy
ou
/ (va—n - u%) ds — //vAudmdy = 0. (7.9)

oD

Dodajac stronami (7.7) i (7.9)), po pogrupowaniu odpowiadajacych sobie wyrazéw, otrzymujemy
wzOr

w(Py) = / {G(P,Po) aua(n)_a%G(P Py)u (p)} dsp — / G (P, Py) Au (P)dxdy,  (7.10)
oD
gdzie
G (P,Py) = 11 ’P;’H (7.11)

Funkcja G spelnia réwnanie Au = 0 w D za wyjatkiem punktu P = F,. Funkcje v wystepujaca
we wzorze ([7.11)) wybieramy w ten sposob, aby

1
U|3D = ——— ln

dla P € 0D, 7.12
| PPyl (7.12)
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a to oznacza, ze Ggpp = 0.

Funkcja G dana wzorem i spelniajaca warunek brzegowy nazywana jest funkcjq
Greena zagadnienia Dirichleta dla rownania Laplace’a.

Jedli funkcja ta jest znana, to wzor przedstawia rozwigzanie zagadnienia Dirichleta dla

réwnania Laplace’a (7.1)-(7.2)) w postaci

u(FPy) = —/g (P) %G (P, Py)dsp. (7.13)
oD
Aby wyznaczy¢ funkcje Greena G (P, Py), nalezy rozwiazaé szczegdlne zagadnienie Dirichleta z wa-
runkiem brzegowym . Jest ono jednak znacznie latwiejsze do rozwiazania niz rozwazane
zagadnienie wyjsciowe, poniewaz w warunku brzegowym wystepuje konkretna funkcja.
Analogicznie mozna wyprowadzi¢ wzor przedstawiajacy rozwigzanie zagadnienia Neumanna.

7.1.1 Funkcja Greena dla kola - metoda punktéw symetrycznych

Niech teraz D bedzie kotem o srodku w O (0,0) i promieniu a, 0D jego brzegiem, tzn. okregiem
o réwnaniu 22 +y? = a?. Niech Py € D bedzie dowolnym punktem. Z O wyprowadzamy pétprosta
przechodzacy przez Fy. Na tej potprostej wybieramy punkt P, taki, ze

PopP1 = a2, Po = |OP0’7 p1 = ‘OP1|-

Punkt P; nazywamy punktem symetrycznym (harmonicznie sprzezonym) do P wzgledem okregu
oD : z* 4+ y* = d’.

¥i p

Rozwazmy funkcje

1 a 1
v(P)=——In|——=).
P =3 (o)
Latwo sprawdzi¢, ze jest ona harmoniczna w kole D.

Gdy P € 0D, to z podobienstwa tréjkatéw AOPPy i AOPP; (jeden kat wspélny oraz
|OP,| : |OP| = |OP| : |OP,|) wynika, ze

a 1 B 1
po |PPi|  |PPR|’

zatem

L1
Vop = —— In ———
oD = o PR
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a to oznacza, ze speliony jest warunek ((7.12)) z definicji funkcji Greena.
Zatem funkcja Greena zagadnienia Dirichleta dla kota dana jest wzorem

11 1 [a 1
G(P,Py) = —1 ~m(Z . 7.14
(PR) =5 I = o n<p0|PP1\) (7.14)

Dowodpzi sie, ze pochodna 8%@ dla P € D moze by¢ obliczona ze wzoru

oG 1 a®—p}
Onjop  2ma |PPR|*

W takim razie rozwiagzaniem zagadnienia Dirichleta (|7.1)-(7.2) na podstawie wzoru ([7.13)) jest
funkcja

u(Py) = 1 g (P) @ - p%dsla. (7.15)
2ma |PP0|2
oD

Wzoér ([7.15]) we wspoétrzednych biegunowych mozna zapisaé¢ jako

1 a? —r?

w(r6) =5 [9()

0

d 7.16
a? — 2ar cos (¢ — 0) + 12 & (7.16)

gdzie wspoélrzedne biegunowe punktu P, oznaczone sa przez (r,6) a wspotrzedne punktu P na
okregu przez (a, ). Wzér (7.16) nosi nazwe wzoru catkowego Poissona dla funkcji harmoniczne;
w kole.

7.2 Metoda szeregéw Fouriera dla kota
Rozwazamy réwnanie Laplace’a z funkcja niewiadoma u = u(z, y)
Au=0 dla (z,y) € D = {(z,y) : 2* +y* < a’} (7.17)
z warunkiem brzegowym
upp = p(a) dla o € [0, 27,

gdzie ¢ jest dang funkcjg ciagta, ktéra moze byé¢ przedstawiona w postaci sumy trygonometrycz-
nego szeregu Fouriera.

Jedna z metod rozwigzania oparta jest na przedstawieniu niewiadomej funkcji harmonicznej u
w postaci czesci rzeczywistej pewnej funkeji holomorficznej w kole D

+o0o 400
u(r,a) = Re (Z cnz”> = Z r" (a, cosna — b, sinna) , (7.18)

n=0 n=0

gdzie

z=re r=ya2+y>=|z|, a=argz, ¢, = a, + ib,.

Z warunku brzegowego otrzymujemy, ze dla z = r(cos a + i sin &) musi zachodzi¢ réwnosé

+oo
ola) = Z a" (a, cosna — b, sinna)  dla a € [0, 27].

n=0
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7 wtasnosci trygonometrycznych szeregéw Fouriera wynika stad, ze

27 27
1
an =5 /gp(a) cosnada, by, = g /gp(a) sin nada
0 0

dlan=0,1,2,..

Otrzymane rozwiazanie nalezy ostatecznie zapisa¢ w postaci jawnej u = u (z,y).

Przyktad
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(7.19)

Rozwiaza¢ zagadnienie Dirichleta (7.17) dlaa = 1, p(z,y) = ¢(a) = 0,6—0, 5 cos 4a+0, 5 sin a.

Ze wzoréw ([7.19) wynika, ze
ap = 75, A4 = — 3, b2:__

zas pozostate wspotezynniki sg rowne zero.
W takim razie rozwigzanie zagadnienia wyraza si¢ wzorem

3 1 1 6
u(r,y) = 5 ZLTA cosda + 57“2 sin 2a = 0

N | —

Ponizszy rysunek przedstawia wykres rozwigzania u(z,y) oraz jego plan warstwicowy.

(z' 4+ y*) + 32°y* + av.

7.3 Metoda odwzorowan konforemnych
Rozwazmy zagadnienie Dirichleta dla réwnania Laplace’a w potptaszczyznie

Au=0 dla (z,y) € D={(z,y) :y > 0}.

(7.20)

Zat6zmy, ze szukana funkcja u (z,y) jest ciagta dla y > 0, ograniczona w nieskonczonosci i spelnia

warunek brzegowy
u(z,0) =a(x), dazeR,

gdzie « () jest dana funkcja ograniczona w nieskoriczonosci.

(7.21)
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Z teorii funkcji zmiennych zespolonych wiadomo, ze funkcja

Z— 20

w=1(z)=

Z—Eo

jest odwzorowaniem konforemnym polptaszezyzny y > 0 w koto jednostkowe |w| < 1, przy ktérym
brzeg potptaszczyzny (tzn. prosta y = 0) przechodzi na okrag |w| = 1, a punkt zy w punkt w = 0.
Woéwcezas funkcja U okreslona jako U (w) = wu(z), gdzie z = = + iy, jest funkcja harmoniczng
w kole |w| < 1 taka, ze

Ulwi=1 = u (z,0) = a(z) = A(¢),

gdzie w = f (z), x € R (patrz zadanie 5 z poprzedniego wyktadu).
Z twierdzenia Gaussa o wartosci $redniej dla funkcji harmonicznych wynika, ze

2 2
1 ; 1
U(0) =u(z0) = 5— [U (") dio = — [ A(W) dy (7.22)
0 0
Poniewaz
; — 2
P EO, wiec dy = y02 dz.
=% (z = x0)” +

Zamieniajac zmienne w calce (7.22), otrzymujemy

—+00

*l Yo a(z)dr
u(xo,yw—ﬁ_é e ) (7.23)

Wzor ([7.23) przedstawia rozwiazanie zagadnienia ([7.20])-(7.21)).

7.4 Jednoznacznos¢ zagadnienia Dirichleta i Neumanna

Niech u; i us beda dwoma rozwigzaniami zagadnienia Dirichleta dla réwnania Laplace’a (Poisso-
na). Wéwczas roéznica u = uy — ug jest rozwiazaniem zagadnienia

Au=0, dlaz e D, upp =0.
7 wtasnoéci funkcji harmonicznych wynika, ze u = 0, zatem uy = us w D.

W przypadku zagadnienia Neumanna roznica u = u; — us dwdch rozwigzan tego zagadnienia
jest rozwigzaniem problemu

Au =0, dlaxeD,@ =0.
on|ap

Na mocy wlasnosci 3 funkcji harmonicznych wnioskujemy, ze u = C'onst. O ile wiec nie przyjmiemy
jakiego$ dodatkowego zatozenia , to nie mozemy twierdzi¢, ze rozwigzanie zagadnienia Neumanna,
o ile istnieje, jest jedyne. Zwykle takim dodatkowym zatozeniem gwarantujacym jednoznacznosé
rozwigzania jest podanie wartosci v w jakim$ punkcie obszaru D.
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Uwaga
Z pierwszej tozsamosci Greena (6.5) dla u = 1, v = u wynika, ze

//Au x,y) d:pdy— ?ds

Oznacza to, ze w zagadnieniu Neumanna nie mozna zadaé wartosci pochodnej 2 2. na brzegu 0D
w sposob dowolny. W szczegdlnoscei funkcje dane musza spelniaé¢ warunek

//f (z,y) dedy = /g (s)ds. (7.24)

Jest to warunek konieczny rozwiazalnosci tego zagadnienia.

7.5 Stabilnosé rozwigzania zagadnienia Dirichleta
Zaloézmy, ze uy 1 us sg rozwigzaniami zagadnienia Dirichleta dla réwnania Poissona
Au; = f dla (z,y) € D, i=1,2

z warunkami brzegowymi

Uijjpp = iy = 1,2.
W takim razie funkcja u = uy —us jest rozwiazaniem zagadnienia Dirichleta dla rownania Laplace’a

Au=0 w D, uop = g1 — g

Przypus$émy, ze dla kazdego P € 0D zachodzi nieréwnosé

|91 (P) — g2 (P)| < e.

Poniewaz funkcja stala rowna e, jest funkcjg harmoniczng, wiec na mocy wniosku 2 z zasady
maksimum dla funkcji harmonicznych (patrz poprzedni wyktad), zachodzi nieréwnosé

‘ul (l’,y) — U2 (may)| <e

dla dowolnych punktéw (x,y) € D, co dowodzi stabilnosci rozwiazania.

7.6 Zadania

1. Znalez¢ funkcje harmoniczng u (z,y) w obszarze D = {(z,y) : 2% + y? < 1} speliajaca wa-
runek brzegowy ujpp = x + 1y.

2. Znalez¢ funkcje harmoniczng u (z,y) w obszarze D = {(z,y) : 2% + y* < 4} spetiajaca wa-
runek brzegowy ugp = 2* — 2y + 2y>.

3. Znalez¢ funkcje harmoniczna u (x,y) w obszarze D = {(z,y) : 2 + y* < a®} spelniajaca
warunek brzegowy ugp = 32* + 2y — 3y  +x —y — 2, a > 0.

4. Znalez¢ funkcje harmoniczna u (x,y) w obszarze D = {(z,y) : 2% + y? < 4} spelniajaca wa-
runek brzegowy ujpp = x + 3xy — z?y.
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d.

10.

Zmnalez¢ funkcje harmoniczng u (z,y) w obszarze D = {(x,y) : 22 + y* < 1} speliajaca wa-

runek brzegowy g_Z\aD =z +yitaka, ze u (0,0) = 0.

Zmnalez¢ funkcje harmoniczna u (z,y) w obszarze D = {(x,y) : #* + y* < 1} speliajaca wa-
runek brzegowy g_Z\BD = x® — ¢ i taka, ze u (0,0) = 3.

Zmnalez¢ funkcje harmoniczna u (z,y) w obszarze D = {(x,y) : #* + y* < 1} speliajaca wa-
runek brzegowy %\313 = 22 i taka, ze u (0,0) = 0.

Znalez¢ rozwiazanie réwnania Laplace’a Au = 0 w prostokacie D = [0,a] x [0, b], jezeli na
brzegu prostokata okreslone sa warunki u (0,y) = ¢o (v), v (a,y) = ¢1 (v), u(z,0) = g (z),
u(x,b) = 91 (x) oraz funkcje dane spelniaja odpowiednie warunki zgodnosci. Rozwiazaé
powyzsze zagadnienie w przypadku szczegdlnym

20 (y) = Ay (b =), v () = Bsin "=, o1 (y) = 1 (1) = 0.

Znalez¢ rozwiazanie réwnania Laplace’a Au = 0 w prostokacie D = [0,a] x [0, b], jezeli na
brzegu prostokata okreslone sa warunki u (0,y) = A, u (a,y) = Ay, u, (x,0) =0,
uy (,0) = 0.

Znalez¢ rozwiazanie réwnania Laplace’a Au = 0 w prostokacie D = [0,a] x [0,b], jezeli
na brzegu prostokata okreslone sg warunki u (0,y) = A, u, (a,y) = 0, u, (v,0) = T'sin 7,
u(z,b) = 0.
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