Temat 8

Dystrybucje, wiadomosci wstepne (I)

Wielkosci fizyczne opisujemy najczesciej przyporzadkowujac im funkcje (np. zalezne od czasu).
Inng droga opisu tych wielkosci jest przyporzadkowanie im funkcjonatéw okreslonych na odpo-
wiednich przestrzeniach funkcyjnych rzeczywistych lub zespolonych. Funkcjonaly takie nazywamy
dystrybucjami. Dystrybucje moga by¢ okreslone na réznych przestrzeniach funkcyjnych. Zmienia-
jac odpowiednia przestrzen funkcyjng zmieniamy klase dystrybucji.

Ponizej przedstawimy podstawowe pojecia dotyczace dystrybucji.

8.1 Przestrzen funkcji prébnych D, przestrzen D’

Przyjmujemy nastepujaca definicje.

Definicja
D (zbior funkcji probnych) = C§° (R) lub C§° (R™).

Oznacza to, ze ¢ € D < ¢ € C™ oraz supp ¢ = {z : ¢ (x) # 0} (nosnik funkcji) jest zwarty
(p moze by¢ funkcja o wartosciach rzeczywistych lub zespolonych).

W przestrzeni funkcji probnych definiujemy zbieznosé ciggu funkcyjnego w sposéb nastepujacy.

Definicja
on—pwD&SVEke N gogf) — o) oraz nosniki supp ¢, sa wspélnie ograniczone.

(to jest kontrprzyklad na zbieznosé - brak wspoélnej ograniczonosci no$nikéw).

Twierdzenie
Kazda funkcja ciagta f (t) o no$niku ograniczonym moze by¢ jednostajnie przyblizona przez
funkcje z przestrzeni D.

Dla dowodu twierdzenia nalezy rozwazy¢ funkcje

0 dla |f|>1
5(t>={ N

e? 1 dla |t <1,

69
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nastepnie zauwazy¢, ze jest ona klasy C'*° i utworzy¢ kolejng funkcje pomocnicza okreslona wzorem

—+00

ga(t)zﬂfi, /ga(t)dtzl

Je@a =

—0o0

dla o > 0. Funkcja g, jest tozsamosciowo réwna zeru poza przedzialem (—a, ).
Niech

+00
Yo (t) = /f(T)ga (t — 7)dr, ¢ € D.

Funkcja ¢, jest zadanym przyblizeniem, poniewaz

+oo +oo
[f(8) = @a (1)] = /[f(t)—f(T)]ga(t—T)dT §/|f(t)—f(7)|9a(t—7)d7-

Dobierajac « tak male, by dla |t — 7| < « na mocy jednostajnej ciaglosci funkcji f zachodzita
nieréwnosc¢ | f (t) — f (7)| < e otrzymujemy teze, gdyz

t+ao

’f(t)—sﬁa(t)\§€/ga(t—7)d7:5

t—a

Definicja
Przestrzenia dystrybucji D’ nazywamy przestrzen funkcjonaléw liniowych i cigglych na D
(wzgledem zbieznosci okreslonej w poprzedniej definicji).

W przestrzeni D’ okreslamy zbieznos$é jak nastepuje. Niech T,,, T' € D' (oznaczamy réwnowaz-
nie T (@) = (T'l)).

Definicja
T,—-TwD &VoeD=T,(p) —T(p)

Twierdzenie
Przestrzen D' jest domknieta ze wzgledu na zbieznosé (tzn. granica ciagu funkcjonaléow linio-
wych i ciaglych jest funkcjonatem liniowym i ciagltym).
|

Sposrod wszystkich dystrybucji szczegdlnie wyrdzniamy tzw. dystrybucje regularne. Sg to dys-
trybucje wyznaczone przez funkcje lokalnie catkowalne. Niech f bedzie funkcjg lokalnie catkowal-
ng na R, a wiec funkcjg, dla ktérej istnieje catka oznaczona po dowolnym przedziale skonczonym
z funkcji | f (¢)].
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Definicja
Dystrybucjqg reqularng wyznaczong przez lokalnie catkowalng funkcje f nazywamy dystrybucje
okreslona wzorem

(o) = [ 5O d

dla ¢ € D.

Poprawno$¢ tej definicji (ciagltosé funkcjonatu) wynika z oszacowania

[(Fle) = {flen)| < / !f(t)Hw(t)—%(t)!dt—/\f(t)\lw(t)—son(t)\dtSMK-s

gdzie K jest zbiorem zwartym, w ktorym zawarte sa nosniki wszystkich funkcji ¢, ¢.

Wiele wlasnosci dystrybucji i poje¢ z nimi zwiazanych wprowadza sie¢ w ten sposob, by byty
one uogdlnieniem witasnodci dystrybucji regularnych. Dotyczy to przede wszystkim rozniczkowa-
nia dystrybucji, pojecia réwnosdci dystrybucyi na zbiorze otwartym (mimo, ze dystrybucja nie jest
funkcja majaca okreslong wartos¢ w kazdym punkcie) oraz pojecia nosnika dystrybucji.

Rozwazmy na poczatek funkcje lokalnie catkowalng f, ktorej pochodna f’ jest takze funkcja
lokalnie catkowalna. Niech ¢ € D bedzie taka, ze supp ¢ C K = [a, b] - zwarty. Wowczas ze wzoru
na catkowanie przez czesci otrzymujemy

b+1 b+1

[raewa= [roewa=10el- [rodoa=-[ros 0

co pozwala przyja¢ nastepujacg definicje rézniczkowania w przestrzeni D’.
Definicja
Pochodng dystrybucji T € D' nazywamy dystrybucje T" = DT okre$long wzorem
(T"l¢) = = (Tl¢') (8.1)

dla ¢ € D (w ten sposob kazda dystrybucja, a wiec i kazda funkcja lokalnie catkowalna, ma
pochodna). Pochodng ta nazywamy pochodna w sensie dystrybucyjnym.
W przypadku wielowymiarowym powyzszg definicje modyfikujemy do wzoru

(D°Tp) = (—1)*(T|D"p) (82)
gdzie « jest wielowskaznikiem a = (aq, ag, ..., an), |a] = a1 + ag + ... + ay, za$

olel

v Ozt ...0xen z

D (8.3)
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Definicja
Dystrybucje T, To € D’ sa réwne na zbiorze otwartym A C R wtedy i tylko wtedy gdy
spetniony jest warunek

Vo € D suppyp C A= (Ti]p) = (Tz]p) .

Definicja
Nosnikiem dystrybucji T € D' nazywamy najmniejszy zbiér domkniety F' C R taki, ze T'= 0
na F’ w sensie poprzedniej definicji.

Sposrod wszystkich dystrybucji wyrézniamy tzw. dystrybucje skonczonego rzedu bedace po-
chodnymi dystrybucyjnymi funkcji ciagtych.

Defini cja

Dystrybucje T' € D' nazywamy dystrybucjq skoriczonego rzedu wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
funkcja h (t) ciagta na R oraz liczba naturalna k taka, ze T = D*h. Najmniejsza liczbe k o tej
wlasnosci nazywamy rzedem dystrybucji T'.

Twierdzenie

Kazda dystrybucja T' € D’ jest lokalnie dystrybucja skoficzonego rzedu tzn., ze dla ustalonego
ograniczonego lecz dowolnego przedziatu (a,b) C R istnieje h € C (a,b), k > 0 taka, ze Vo € D
supp ¢ C (a,b) zachodzi

<Tw>=<—nﬁ/huw¢“anﬁ=<—mk/ﬁuyﬂmawﬁ:<Dwm» (8.4)

R

(dla dystrybucji skoniczonego rzedu réwnos$¢ powyzsza zachodzi dla wszystkich ¢ € D - bez zad-
nych dodatkowych ograniczen co do nosnika ¢).
]

Twierdzenie ,
Niech f bedzie lokalnie catkowalna na R. Niech h (t) = / f(7)dr. Wéwcezas f = Dh (w sensie
dystrybucyjnym).

W teorii calki Lebesgue’a dowodzi sie, ze h (t) jest rozniczkowalna prawie wszedzie (tzn. ewen-
tualnie poza zbiorem miary zero) iprawie wszedzie h' (t) = f (t). W takim razie mamy na mocy
wzoru na catkowanie przez czesci

(Dhl) = = (hle') = = [0 (Odt = ~h @9 O + [ £ (000t =

= (fly) awiec Dh = f.

Poniewaz h jest ciagla, wiec f jest skonczonego rzedu (0 - gdy f ciagla, 1 - w przeciwnym razie).
[ |
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8.1.1 Przyklady dystrybucji skonczonego rzedu

Przyktad 1

Niech h (t) = { 2 giz i i 8 . Wowcezas Dh = 1, gdzie 1, jest funkcja skoku jednostkowego

. s . : ~J 0 dlat<0
(funkcjg Heavyside’a) okreslong jako 1, (t) = { 1 dlat>0 -

Obliczajac z definicji pochodna Dh otrzymujemy

(Dhly) =~ (hl¢') = - [t/ Wt = —to @™+ [ @di
+oo
— [L@e@®dt= (e} awiee Dh=1,

Przyktad 2
Niech 6 = D1, = D?h. Obliczmy warto$¢ (d|p).

“+oo

(0]p) = (D1i]p) = = (14]¢") = —/90’ (t)dt = —p(c0) + ¢ (0) = ¢ (0)

Dystrybucja 0 zwana jest tzw. deltg Diraca. Nie jest ona dystr;ibucj@ regularng, poniewaz nie
istnieje funkcja lokalnie catkowalna f taka, ze V¢ € D zachodzi /f (t) o (t)dt = ¢ (0), jest ona
jednakze dystrybucja skonczonego rzedu, jej rzad rowny jest 2. -

Przyktad 3

Dystrybucje 6" = D" = D""2h (pochodne delty Diraca) sa takze dystrybucjami skoficzonego

(n + 2 - go) rzedu. Korzystajac z definicji obliczamy natychmiast, ze

(87p) = (=1)" (3lp™) = (=1)" ¢ (0)

8.2 Transformata Laplace’a dystrybucji

Ze zbioru wszystkich dystrybucji skonczonego rzedu wybieramy te, ktore sg pochodnymi dystry-
bucyjnymi funkeji ciagtych h (t) spelniajacych dwa dodatkowe warunki:

1. h(t)=0dlat <0,

2. L{h(t)} istnieje i jest zbiezna bezwzglednie dla Res > o.
Zbiér takich dystrybucji oznaczamy przez DY

Definicja
Dla dystrybucji T = D*h € D}, definiujemy przeksztatcenie Laplace’a wzorem

LAT} (s) = s"L{h (t)} (s) = s"H (s),
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gdzie H (s) = L{h(t)} (s).jest klasyczna transformata Laplace’a funkeji h (¢).

Twierdzenie
Jedli funkcja f (t) posiada L transformate w sensie klasycznym, to posiada réwniez transformate
w sensie dystrybucyjnym i transformaty te sg rowne.

t
Niech h (t) = / f (7)dr oraz niech L{f} (s) = F (s) w sensie klasycznym. Wowczas h spetnia
0

warunki 1 i 2 oraz Dh = f. Ponadto, zgodnie z tw. o transformacie catki w sensie klasycznym
L{h}(s) = IL{f}(s) = 1F (s). Zatem z poprzedniej definicji wynika, ze wyznaczajac te trans-

s

formate w sensie dystrybucyjnym dostajemy

L{f}(s):L{Dh}:sH(s)zséF(s) — F(s)

co konczy dowdd.

8.2.1 Przyklady transformaty Laplace’a dystrybucji
Przyktad 1

T = §. Poniewaz § = D?h (t), gdzie h (t) = { (t) zﬁz i i 8 spetnia 11 2, wiec
2 2 1
L{6}(s)=s"L{h(t)}(s)=s i 1

(funkcja stata nie nalezy do przestrzeni obrazéw klasycznej transformaty Laplace’a).

Przyktad 2
T = 6™, Poniewaz 6 = D"*2h (1), wiec

1
L {5(”)} (s) = s”+2—2 = s" (wielomian).
s

Przyktad 3
T =6 (t—a), gdzie (6 (t —a),p) := p(a). Poniewaz 6 (t —a) = D*h(t — a), wigc na mocy
wlasnosci klasycznej transformaty (tw. o przesunieciu) otrzymujemy

L{6(t—a)}(s)= 2p-as L _ s

82
8.2.2 Najwazniejsze wlasnosci L-transformaty dystrybucji
Zatozmy, ze T € D) tzn. T = D¥h (t), h (t) spelnia warunki 1 i 2 oraz

LA{T} (s) = s*"L{h} (s) = s"H (s) = F (s)
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Definicja

I0)

Niech b € R. Wowczas operator przesuniecia T, okreslony na funkcjach prébnych réwnoscig

T (t) = ¢ (t — b) definiujemy w przestrzeni dystrybucji jako

Ty = (Tlp (t +0))

,Uzasadnieniem” tej definicji jest nastepujaca rownosé dla funkcji lokalnie catkowalnych

+/Oof(t—b) P dt = /f o(t+b)d

Przyktadowo, (1,6|p) = (d]¢ (t + b)) = ¢ (b) - por. przyktad 3.

Twierdzenie (oprzesunieciu)
Dla kazdego b > 0 prawdziwy jest wzor

L{nT}(s) = e "F(s).

Dla dowodu zauwazmy, ze

(T () = (D*h (t) |0 (t + b)) = (=1)* (b (t) [™ (t + b)) =
+00
= (—1)" /h(t) o™ (t 4+ b) dt =
= (—1)" /h(t — )" (t)dt = (D*h (t —b) |¢)

co oznacza, ze 7,1 = DFh (t —b) . Zatem

L{nT}(s) = L{D*h(t = b)} (s) = s*¢™™H (s) = ¢ " F (s).

Analogicznie do operatora przesuniecia wprowadzamy w przestrzeni dystrybucji operacje mno-
zenia dystrybucji przez funkcje klasy C*°. Poniewaz dla f - lokalnie catkowalnych, o € D, ¢ € C*°

zachodzi oczywisty wzor

/ (F ()0 (1)) o () dt = / £ () (6 (1) (8) dt.

wiec w naturalny sposéb wprowadzamy nastepujaca definicje mnozenia dystrybucji T' € D’ przez

funkcje ¢ € C*°.
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D e finicja (mnoZenia dystrybucji przez funkcje klasy C)

(TPlg) == (T[pe).

Twierdzenie (przesuniecie w dziedzinie zespolonej)
Jezeli T € D!, a € C, to zachodzi wzér

L{e T} (s)=F(s+a)

76

Dla dowodu skorzystamy ze wzoru Leibniza na pochodng iloczynu funkcji. Niech T' = D*h.

Wowcezas otrzymujemy
k
(e Tlg) = (Tle~0) = (D*hle ') = (-1 <h|2(’j> <—a>ieatD“so> -
_ (_1\F : k —Oli et (k—i)\ _
030 (5) ot et

<he—at‘¢(k—i)>

=0 () a0 o e o) -

-y (1o (0= e 1),

k
W takim razie e” T = Z(’:) o' D= (R (t) e=), a wiee

=0

k
L{e T} (s) = Z(f) o&'s* T H (s+a)=H(s+a)(s+a)=F(s+a)

co konczy dowdd.

Twierdzenie (o transformacie pochodney)
Jesli T € Dy, n € N, to prawdziwy jest wzor

L{D"T} (s) = s"F (s).

Niech T = D*h (t), zatem DT = D"**} (t). Stad
L{D"T}(s) = L{D""*h} (s) = s"™*H (s) = s"F (s).

co konczy dowdd.
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Uwaga
Powyzszy wzor rézni sie pozornie od sformutowania klasycznego. W sformutowamiu klasycznym
prawdziwy jest wzor

L{f™ @)} (s)=s"F (s) = £ (07) " = f/(0%) "2 — .= f0(07) . (85)

Wystepujaca miedzy obydwoma przypadkami réznica jest jednak tylko pozorna. Jezeli oznaczymy
przez [f] dystrybucje generowang przez funkcje f (réwna 0 dla t < 0), to tatwo pokazaé przez
indukcje wzgledem n, ze pochodna w sensie dystrybucyjnym D" [f] moze by¢ wyznaczona jako

D" [f] = [f™M] + fm D (0%) 6+ ...+ f(07) 6"V, (8.6)

Najpierw obliczamy dla n = 1 jak nastepuje

0

400
(Dflp) = —(fl¢) = /f t:—/@gol(t)dt— /f(t)gp’(t)dt:

0

——ﬂwmwgm+/fnwwﬁ—fmﬂ@g+vwm

0 #(0)

tzn. D[f] = [f'] + f(07)4. Stad dalej tatwo przez indukcje uzyskaé wzor dla dowolnego
n. Stosujac do wzoru twierdzenie o transformacie pochodnej (w sensie dystrybucyjnym)
otrzymujemy

s"L {f} L{f n)} _'_f(n—l) (0+) + .. _'_f (0+) Sn—17

ktory jest rownowazny wzorowi klasycznemu (8.5)).

Twierdzenie (oréiniczkowaniu transformaty)
Dla dowolnego n € N prawdziwy jest wzor

L{(=t)"T} (s) = F™ (s).

Widaé, ze wystarczy przeprowadzi¢ dowéd w przypadku n = 1 (dalej natychmiast przez in-
dukcje). Niech F (s) = s*H (s). Stad F' (s) = ks* 'H (s) + s*H' (s). Poniewaz na mocy wtasnosci
klasycznej transformaty Laplace’a L {(—t)h (t)} = H' (s), wiec

L{kD" 'h(t)+ D" [(—=t)h (t)]} (s) = F'(s).
Stosujac wzoér Leibniza do wyrazenia D* [(—t) h (t)] mamy

k

D)) =~ 5

>tth(t) — (]f>1 -D*h(t) = —tDFh (t) — KD 'h (t)
zatem
F'(s) = L{kD*'h(t) —tD*h (t) — kD" 'h(t)} (s) = L{(—t) D*n (t)} = L{(—t) T}

co konczy dowdd.
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8.3 Zadania

1.

10.

11.

12.

. Wiedzac, ze L{Jy(t)}(s) =

Niech T bedzie funkcjonatem okreslonym nastepujaco

1 —+00
(T|p) := /de /@dt dla ¢ € D.

Pokazaé, ze: a) T € D', b) T'= D [14 (t) Int].

. Niech T bedzie funkcjonalem okreslonym nastepujaco

+o0o

(T|p) := —%/%\/{fo(o)dt dla p € D.

0
Pokazaé, ze a) T € D', b) T = D [1+ (1) t*%].
Obliczy¢ pochodne dystrybucyjne do rzedu trzeciego wtacznie funkcji f (t) = |sint|.

Obliczy¢ pochodne dystrybucyjne do rzedu trzeciego wlacznie funkcji f (¢) = |¢|sint.

Obliczy¢ pochodne dystrybucyjne do rzedu trzeciego wtacznie funkcji f (¢) = |t sint|.

s;+1 wyznaczy¢ odwrotng transformate Laplace’a funkcji

F(s) =vs?+ a2
Pokaza¢, ze w przestrzeni dystrybucji Dy, prawdziwa jest réwnosé

) = (—=1)" k0.

Pokaza¢, ze w przestrzeni dystrybucji Dy, prawdziwa jest réwnosé

(sinat) 6V = —ad.

Rozwiaza¢ w przestrzeni dystrybucji rownanie rézniczkowe

D3y +3D%* 43Dy +y=06W(t—1).

Rozwiaza¢ w przestrzeni dystrybucji réwnanie rézniczkowe

tDy + 2y = 0.

Rozwigza¢ w przestrzeni dystrybucji réwnanie rézniczkowe

t*D%y + 4tDy + 2y = 6.

Przedyskutowaé szeregowy uktad RLC w przypadku impulsu wejsciowego U (t) = Uy - 14 (¢).
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