Temat 9

Dystrybucje, wiadomosci wstepne (II)

9.1 Splot dystrybucji z przestrzeni D

Definicja
Niech Ty = D*thy, Ty = D*h, € D). Wéwezas okredlamy splot

T1 * T2 = Dkl+k2 [hl * hz}

Powyzsza definicja jest poprawna, poniewaz splot funkcji ciggtych prawostronnych h; i ho jest
funkcja ciagta prawostronna posiadajaca transformate Laplace’a (tw. Borela), zatem T3 %15 € Dj.
W przypadku, gdy 717 i T5 sa generowane przez funkcje lokalnie catkowalne f; i fo, to powyzsza
definicja jest rownowazna definicji klasycznej.

Istotnie, w tym przypadku niech hy = fi %1, hg = fo % 1, tzn. T} = Dhq, Ty = Dhy. Wtedy
zgodnie z powyzsza definicja

Ty Ty =D*[frx 1% fox 1] = D*[(fi+ fox 1) % 1] = D [(f1* fo) ¥ 1] = fi * fa.

Twierdzenie (Borela dla dystrybucyi)
Niech Ty, T» € D{ maja transformaty Laplace’a réwne odpowiednio Fy (s), Fs (s). Wéwcezas

LA{T, xT5} (s) = Fy (s) Fy (s)

Dla dowodu niech Ty = D' hy, Ty, = D*2hy. Wtedy

L{Ty * To} (s) = L{D"**2 [hy x ho]} (s) = "2 L{hy x ho} = s"™H(s) H,(s) =
tw. Borela
= s"H, (5)s"2H, (s) = Fy (s) Fy (s)
N e N’

Fi(s) Fs(s)
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9.1.1 Wilasnosci splotu dystrybucji

Omoéwimy teraz najwazniejsze wlasnosci splotu dystrybycji, zwiazane z rozniczkowaniem i dystry-
bucja 0 Diraca.

Wtltasno$é 1 (splotzdystrybucjg J)
Poniewaz § = D?[1 x 1], zatem dla dowolnej dystrybucji T' € D} zachodzi

T+5=D?hx1x1)=D""'"hx1]=D[h =T (9.1)
co oznacza, ze 0 jest jedynka algebry dystrybucji.
]
Wtlasnoéé 2 (splotz dystrybucjg §™)
Podobnie jak w poprzednim przypadku zapisujemy 6™ = D" 2 [1 x 1], wiec
T % 6™ = D" 2 [hx 1% 1] = D"D*h = D"T, (9.2)

zatem splot z dystrybucja 6™ jest rézniczkowaniem. Pozwala to zapisa¢ réwnanie rézniczkowe
w przestrzeni dystrybucji

D"y + o1 D"y + ..+ Dy +cy=f (9.3)
w rownowaznej postaci splotowe;j

(cné(") + 10D 4 8+ 00(5) xy=f. (9.4)

W tlasnos¢é 3 (réiniczkowanie dystrybucyjne splotu)
Jezeli Ty, Ty € Dy, to wykorzystujac wlasno$¢ 2 mozemy napisaé

D™ (Ty + Ty) = Ty # T % 6™ = (T % 6'™) % Ty = Ty * (T + 6™)
—— ——

D™y D™y
€O oznacza, ze

D™ (T, Ty) = (D™T}) + Ty = Ty + (D™T%). (9.5)

Wtltasno$é 4 (wlasnosé rozwigzania podstawoweqo)
Jezeli ys jest taka dystrybucja, ze L [ys] = J, gdzie L jest operatorem rézniczkowym okreslonym
wzorem

Lyl = D"y + ot D" 'y + ...+ c1 Dy + coy,
to na mocy wzoréw (9.5)) i (9.1) mozemy napisac, ze
Llys* f]=Llys]x f=0dxf=F. (9.6)

Dystrybucje ys taka, ze L [ys| = § nazywamy rozwigzaniem podstawowym réwnania L [y] = f.
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9.2 Przestrzen dystrybucji temperowanych

Definicja
Przestrzenia funkcji szybkomalejgcych nazywamy zbiér funkcji klasy C'*° spelniajacych dla
|t| — oo, dowolnych n, k naturalnych, nieréwnosci

#60] < o (9.7

dla pewnych stalych ¢, (zaleznych tylko od n i k). Przestrzen funkcji szybkomalejacych oznacza-
my symbolem &.

Powyzszy warunek oznacza, ze dowolna pochodna funkcji ¢ dazy do zera w nieskonczonosci
szybciej niz dowolna potega ﬁ
Uwaga
Zachodzi oczywista inkluzja D C ®, bowiem kazda funkcja o nosniku zwartym jest szybkoma-
lejaca. Co wiecej, rozwazajac przykltad funkeji ¢ (t) = e € ® tatwo zauwazy¢, ze ¢ ¢ D, zatem
D¢ o.
]

Definicja
Mowimy, ze ciag funkcji ¢, € ® zbiega do p € & & Vm,k € N = tmgogc) = tmp*) (zb.
jednostajna)

Definicja
Dystrybucjg wolnorosngceg (temperowang) nazywamy funkcjonal liniowy i ciagly na przestrzeni
®. Zbiér dytrybucji wolnorosnacych oznaczamy ¢’

Uwaga
Oczywiscie jezeli f € @', to f € D', zatem ® C D’. Rozwazajac przyktad dystrybucji okreslo-
nej wzorem

F=>"0(t=—n) tm (flo)=> ¢ o) (9.8)

widaé, ze jest ona poprawnie zdefiniowana dla ¢ € D (odpowiednia suma jest skonczona, bo-
wiem no$nik ¢ jest zwarty), natomiast nie jest okreslona np. dla ¢ (t) = e € & (otrzymujemy
nieskonczony szereg rozbiezny > 1). W takim razie & ¢ D'.

[

Przyjecie powyzszej definicji dystrybucji temperowanej jest uzasadnione tym, ze w przypadku
funkeji klasycznych (dystrybucji regularnych) dla uzyskania zbieznosci catki postaci

gdzie ¢ € ® nalezy np. zalozy¢, ze dla pewnego N zachodzi warunek |1|im 1t~ f (t) = 0. Funkcje
t|—o0

takie nazywamy wolnorosngcymi. Kazda wolnorosnaca funkcja wyznacza dystrybucje wolnorosna-
ca.
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9.2.1 Transformata Fouriera dystrybucji temperowanych

W teorii przeksztatcenia Fouriera dowodzi si¢ nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie (rdwno$é Parsevala)
Niech g1, g2 bedg bezwzglednie catkowalne na R. Niech G| = ¢y, G = Sgo. Wowcezas zachodzi
rOWnosé

+00 +oo
/g1 (u) Gy (u) du = /Gl (W) go (W) dw (9.9)

Przeksztatcajac lewg strone wzoru otrzymujemy

+o0 oo +o0 oo oo
[ G @di= [a@adu [ g@e = [do [ o@ewe -
- 7092 (@) /oog (u) dus = 70@1 () g2 (@) dw

co konczy dowdd.
|

Opierajac sie na powyzszym twierdzeniu obowiazujacym dla funkcji klasycznych (dystrybucji
regularnych) wprowadzamy definicje transformaty Fouriera dystrybucji temperowanych.
Definicja
Dla f € @ okreslamy
(Sfle) = (f1S¢) (9.10)

dla p € 9'.
Nastepujace dwa twierdzenia uzasadniaja poprawno$é¢ przyjetej definicji.

Twierdzenie
Jesli p € &, to F' = Jp € ®. Ponadto & : & — P jest ciggla.

Dla dowodu zauwazmy, ze jesli ¢ € ®, to ¢ jest catkowalna na R, zatem F = Sy istnieje.
Ze wzoréw na transformate Fouriera funkcji catkowalnych wynika, ze o ile t*p () jest catkowalna
(a tak jest dla funkcji ¢ € ®), to istnieje pochodna F®) i zachodzi

+o0

F® (w) = / (—it)* e o (t) dt

—0o0
Latwo zauwazy¢, ze stosujac m-krotnie wzér na catkowanie przez czesci otrzymujemy

|(iw)™ F®) (w)| = / ewt(jt—”; [(-it)%(t)} dt| < / ’CZ—Z [(—it)kgp(t)]‘dtgc*onst

(e}
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Istnienie stalej C'onst wynika z definicji przestrzeni ®, ktorej elementem jest . Oznacza to, ze
F = S jest takze funkcja szybkomalejaca. Ciagtos¢ & jako odwzorowania liniowego wynika
z cigglodci w zerze.

]

Twierdzenie
Jesli f € @' to jej transformata Fouriera Sf € @',

Wystarczy wykaza¢, ze Sf jest liniowa i ciggla. Liniowosé¢ jest oczywista - wynika wprost
z przyjetej definicji. Ciagloéé wynika z ciaglosci transformaty Fouriera dla funkcji szybkomaleja-
cych i ciggtosci f, poniewaz o ile ¢, — 0 w @, to

(Sflen) = (fISen) — (f10) =0

co konczy dowdd. m

9.2.2 Najwazniejsze wlasnosci i przyklady transformat Fouriera

Niech F' = S f dla f € ®'. Wowcezas mozna sformutowaé nastepujace wlasnosci - analogiczne do
wzoréw 7z teorii klasycznej.

1.3 [(—z’t)k f (t)] — F®) ().
Istotnie, korzystajac z definicji transformaty i definicji mnozenia dystrybucji przez funkcje
gtadkie otrzymujemy dla k = 1 (a potem dalej stosujemy indukeje)

(F'|lo)y = (F| —¢") = (f| — S¢') = <f| — / ~t o (w )dw> = (calk. przez czesei)

—00

= <f\ - it/e‘i”tso (w) dW> = (=it f (1) [Se) = (S[=itf ()] |e)

zatem [—itf ()] =

2. & [Dk ﬂ = (zw)k F (w) - dow6d podobnie jak w poprzednim przypadku.
(SDAfl9) = (DA113) = (-1 (T ) = (0 (13 [0t o ()] -
= (3] <z’t>’%o<t>> = (@' F(t)le ()
3. S[f(t—7)(w
4. Niech f = 6%
(S6W (¢ =) o) = (W (¢ = 7)IS¢) = (1) (S)V (1) =
= (D! (=it so(tﬂ (r) =
_ / (it e (1) dt = ((i0)" 7o (1)) . zatem

—00

S6®) (t — 1) = (it) e .

) = e “TF (w) - analogicznie z definicji operatora przesunigcia 7.
)

t — 7). Wowezas
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Wynika stad, ze w szczegolnosci

S6=1, S0(t—7)=e®7, 6" = (it)~.

5. Jedli f(t) =1, to §[1] = 279, poniewaz
+o00 +oo

S e) - / o / 0)dt = 2mp(0) = (2nly).
6. Sle ] =278 (w+ 7) - dowdd analogiczny jak w przypadku poprzednim gdyz

(3 [ I} = (7 19) = /-mdt / i (&) dus = 2mp (1) =

Slpl(0)

=25 (w+7)|p) .
7. S [(it7)] = (- )" 2m6%) —= & [t*] =27 (i) 6® - analogicznie.
8. 3 [(it)k e*i”} = (—1)*216® (w + 7) - j. w.

9. Slant™ + an1t" '+ ...+ ait + ag) = 27 [aniné(") +a,_ "D 4+ 4 aod).

10. Lemat
Zachodzi tozsamo$é
+00 ‘ ~+00
Z e " = o Z d (A —2nm). (9.11)
Dowod
Niech ¢ € ®. Wowcezas
+o0 4 +o0 +oo +oo 400 (kA 1)
<Ze-mx|¢()\)>: S / “msyd= S Y / —ind g () dA —
n=—oo n=-—00 " n*—oolc_focmlC D
“+o00 —+00
A —2km =
A2 = 55 e gty

n=—ook=—
k=—00 g

+oo 400 tr

= |niech @y (1) = @ (r + 2km)| = Z Z _7’”2]”/ T (r)dr =

n=—ocok=—
k=—o00 g

= Z 27 Z (2™ (on)

k=—0c0 n=—00

—+m

1 —inr

gdzie c, (pr) = 5- [ € k (1) dr sa wspotezynnikami Fouriera funkcji . Wyrazenie Z

n=—oo
—T

jest wartoscig sumy szeregu Fouriera tej funkcji w punkcie r, = —2k7, a zatem z okresowosci

2k7‘r) Cn (
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tej sumy mamy

+oo

> e, (0r) = o (—2km) = @1 (0) = o (2k7) .

Wynika stad, ze
Z 27 Z em=2km e (o) = 27 Z (2km) <27r Z d (A — 2km) ]gp>
k=—o00 n=-—oo k=—oc0 k=—00
co konczy dowdd. ]

11. (Wzér sumacyjny Poissona)
Niech p € &, F' = Sp. Wowcezas zachodzi

ZF( <Z5 —n|\sgp> <S[Z5(>\—n)]|g@>:
= < f e_i”’\|g0> Zlemaw) < Z d (A —2nm) > =
=27 Z (2nm) .

n=—0oo

Udowodniony zostat zatem wzor

f F(n)=2n Z (2nm) . (9.12)

n=—oo n=—oo

12. (Tozsamos$é Jacobiego)
7/'2 . , .
Niech ¢ () = et dlat > 0. Wtedy F () = () (z) = ﬂe’ﬂ. Stosujgc wzdr sumacyjny
Poissona otrzymujemy

T +00 5 +o00
_n” Ap22
? E e 1w = 9 e 4tmen ]
n=—oo n=—oo

Podstawiajac t = ;=; dostajemy inng postac tej tozsamosci

+0o0
\/7 = e (9.13)

n=—oo n=—oo

9.3 Zadania
1. Udowodnié, ze [t -1, (t)] *[e' -1, (¢)] = (e — ¢t — 1) - 14 (¢).

2. Udowodnié, ze [1, (t) - sint] = [14 (¢) - cost] = ) - tsint.

l\')IH

Ly (t
I, (t—a)—1.(t—0b)dlaa<b.

3. Wyznaczy¢ transformate Fouriera funkcji f (¢

)
4. Wyznaczy¢ transformate Fouriera funkeji f (t) = e~ dla a > 0.
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5. Wyznaczy¢ transformate Fouriera funkcji f (t) = tfe21, (¢).

6. Wyznaczy¢ transformate Fouriera funkcji f (t) = =5 dla a € R.

a?+t2

7. Wyznaczy¢ transformate Fouriera funkeji f (t) = e~

86
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