Temat 10

Informacja o przestrzeniach Hilberta

10.1 Przestrzenie unitarne, iloczyn skalarny

Niech dana bedzie przestrzen liniowa X. Zalézmy, ze kazdej parze elementéw x,y € X zostala
przyporzadkowana liczba (z,y) € C (lub R), przy czym przyporzadkowanie to spetnia warunki:

10

(
2° (x4y,2) = (x,2) + (y, 2),
3° (
4 (

Liczbe (x,y) nazywamy iloczynem skalarnym elementéw z, y.
Warunki 1° — 4° sg aksjomatami iloczynu skalarnego.

Uwaga
Prawdziwe sa takze wzory:

a) (2,7 +y) = (2,2) + (2,v),
b) (z,ay) =a(z,y).

Wynikaja one bezposrednio z aksjomatow iloczynu skalarnego.

u
Twierdzenie (tzw. nieréwnosé Schwarza)
lloczyn skalarny spetnia nieréwnosé
(2, 9)|” < (2,2) (y.9). (10.1)

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze dla dowolnego t € R i dowolnego elementu y # 0 zachodzi
nieréwnosé¢ (x + ty, x + ty) > 0. Z aksjomatow iloczynu skalarnego wynika, ze

(x4 ty, x +ty) = (x,2) + 1 (2, 9) + t(z,y) + |t (y,y) > 0.

87
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Podstawiajac

(z,9)

A

do powyzszej nierownosci otrzymujemy ostatecznie

()
S e

co jest réwnowazne nieréwnosci ((10.1)), a zatem konczy dowdd.

Uwaga 1
Mozna pokazaé, ze nieréwnos$¢ Schwarza (10.1]) staje si¢ rownoscia wtedy i tylko wtedy, gdy
elementy z i y sa liniowo zalezne.

Uwaga 2
Jezeli (x,y) jest iloczynem skalarnym w przestrzeni liniowej X, to wzor

2] = v/ (2, ) (10.2)
okresla norme w przestrzeni X.
Z definicji normy, aksjomatéw iloczynu skalarnego i nieréwnosci Schwarza wynika, ze

e+ yl* = (x+y, 2 +y) = (z,2) + (z,y) + (y,2) + (y,y) <

< (w,2) +2[(z,9)| + (v,y) < (z,2) + 2v/ (v, 2)\/ (v, 9) + (,y) =

2
= llzII* + 2llzllllyll + llyll* = (=l + lly1)

oraz

laz| = /(az, az) = v/a@ (z,2) = |af ||
co konczy dowdd.
Definicja
Zbiér X nazywamy przestrzenig unitarng, jezeli:
1° X jest przestrzenig liniowa,
2° w X okreslony jest iloczyn skalarny (x,y),
3° w X zdefiniowana jest norma wzorem ((10.2)).
Definicja
X jest przestrzeniq Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy X jest przestrzenia unitarna zupeina

(zupelnos$é oznacza, ze kazdy ciag spelniajacy warunek Cauchy’ego zbieznosci ciagu ma granice
nalezaca do tej przestrzeni).
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10.2 Przyktady przestrzeni Hilberta

10.2.1 Przestrzen euklidesowa n-wymiarowa rzeczywista lub zespolo-
na

Niech X = R" lub X = C" i niech x = (z1,%2,... ,Zn), ¥y = (Y1, Y2, - -- ,Yn) € X.
[loczyn skalarny definiujemy jako

(x,9) = > 2T, (10.3)
=1
Wtedy

2]l = v (z,z) =

(10.4)

n
2
ST
i=1
Nieréwnos$¢ Schwarza ((10.1)) przybiera rownowazna postacé

7l < Sl | S Il (10.5)
=1 =1

i znana jest pod nazwa nieréwnosci Cauchy’ego.
Zupelnosé przestrzeni R” (lub C™) wynika z zupetnosci zbioru liczb rzeczywistych i zespolonych.

10.2.2 Przestrzen ciaggéw sumowalnych z kwadratem

Niech X = [? bedzie przestrzenia ciagdéw rzeczywistych lub zespolonych (&) takich, ze

—+00
Z |§k|2 < 00,
k=1

ze zwyklymi dziataniami dodawania ciggéw po wspoéirzednych i mnozenia przez liczbe.
loczyn skalarny ciagéw = = (&) 1 y = (nx) definiujemy jako

(2,9) = > & (10.6)

Poprawnosé¢ powyzszej definicji wynika z oszacowania |&,7,| < 1 (|£k|2 + ]nk|2).
Z definicji normy wynika, ze

+o0o
2
Izl = V/(z,2) = | D I&kl*. (10.7)

k=1
Nieréwnos$¢ Schwarza przybiera postaé
+o0 +o00 400
kaﬁk < Z|§k|2 Z\UHQ (10.8)
k=1 k=1 k=1

(jest to tzw. nieréwnosé Cauchy’ego dla szeregow).
Dowodyzi sie, ze przestrzen X = [? jest zupea.
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10.2.3 Przestrzen funkcji calkowalnych z kwadratem

Niech X = L?(Q) bedzie przestrzenia funkcji f (z) okreslonych na zbiorze  C R" o wartoéciach
rzeczywistych lub zespolonych takich, ze

J1r@p iz < .
Q

Zakladamy, ze |Q| > 0, gdzie || oznacza miar¢ zbioru 0. W przestrzeni L? (Q) wprowadzamy
zwykle dziatania dodawania funkcji i mnozenia funkcji przez liczby.
lloczyn skalarny definiujemy jako

(f.9) = / f (2)g (@)dz. (10.9)
Q

Jego istnienie wynika z nieréwnosci ‘f (x)g (x)‘ <i(lf ()| + g (ZL')|2>

Norme definiujemy nastepujaco

1l = V) = / f (@) do. (10.10)

Nieréwnos$¢ Schwarza jest postaci

/f<x>mdxs / f (@) de / 19 ()2 da (10.11)
Q Q Q

i znana jest pod nazwa nierownosci Buniakowskiego dla calek.

Mozna dowiesé, ze przestrzen L* () jest zupelna.

Zbieznoé¢ w przestrzeni L* (Q) nie jest réwnowazna zbieznoséci punktowej, ale prawdziwe jest
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie

Jesli f, — fow L2(Q) i f, (x) — f(z) prawie wszedzie na 2, to f € L*(Q) i f = fo.
10.3 Ortogonalnosé, twierdzenie o rzucie ortogonalnym
Niech X bedzie przestrzeniag unitarna.

Definicja
Elementy z,y € X sa ortogonalne wtedy i tylko wtedy, gdy (z,y) = 0 (oznaczamy = L y).

Uwaga
Jesli x Ly, to

lz +yl> = ||z|* + ||lyl|* (tw. Pitagorasa). (10.12)
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Z definicji normy i ortgonalnosci elementow x, y wynika, ze

le+yl* = (x+y, 2 +y) = (z,2) + (z,y) + (y,2) + (y,y) =
= (z,2) + (y.y) = l=]]> + |yII*.

Niech Xy C X bedzie podprzestrzenia liniowa X.

Definicja
Méwimy, ze element x € X jest ortogonalny do podprzestrzeni X, (oznaczamy = 1 X,) wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego elementu y € X, zachodzi x L y.

Twierdzenie (orzucie ortogonalnym)
Niech X, bedzie podprzestrzenia liniowa domknieta przestrzeni Hilberta X. Wtedy kazdy
element x € X da sie przedstawi¢ w postaci

x =mxo+ 2z, gdzie xg € Xg, z L X (10.13)

przy czym rozktad ten jest jednoznaczny.
Element zy nazywa si¢ rzutem ortogonalnym elementu x na podprzestrzen Xj.

Mozna udowodni¢, ze z twierdzenia o rzucie ortogonalnym wynika nastepujacy wniosek.

Twierdzenie
Niech Xy C X bedzie podprzestrzenia liniowa domknieta przestrzeni Hilberta X. Jezeli z( jest
rzutem ortogonalnym elementu z na Xj, to

[ = zol| < |z —yll (10.14)

dla kazdego y € Xy. Powyzsza nieréwnos¢ staje si¢ réwnoscig wtedy i tylko wtedy, gdy y = xo.
|

Definicja

Méwimy, ze ciag (a,) elementéw przestrzeni Hilberta X generuje przestrzen X wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy zbiér wszystkich kombinacji liniowych elementéow aq,as, ... ,a, jest gesty w X
(tzn. kazdy element przestrzeni X moze by¢ przyblizony z dowolna doktadnoscia przez kombina-
cje liniowg elementéw ay, as, ... ,a,.)

Twierdzenie
Ciag (a,) elementéw przestrzeni Hilberta X generuje przestrzen X wtedy i tylko wtedy, gdy
jedynym elementem ortogonalnym do wszystkich elementéw a,, jest x = 0.
[ |

10.4 Uklady ortonormalne w przestrzeniach Hilberta

W teorii przestrzeni Hilberta wielkg role odgrywaja tzw. uktady ortogonalne i uklady ortonormalne.
Pozwalajg one znajdowa¢ rozwinigcia elementow przestrzeni Hilberta na szeregi wzgledem tych
uktadow.
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Definicja

Uktadem ortogonalnym w przestrzeni Hilberta X nazywamy zbior Z C X taki, ze dla kazdego
x,y € Z, v # y zachodzi (z,y) = 0.

Definicja

Uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta X nazywamy uktad ortogonalny Z C X taki,
ze dla kazdego = € Z zachodzi ||z| = 1.

Twierdzenie
Niech (ax) bedzie dowolnym ciagiem liniowo niezaleznych elementéw przestrzeni Hilberta X.
Istnieje wtedy w przestrzeni X uktad ortonormalny (ey) taki, ze

lin (e, eq,...,6,) =lin(a,as,...,a,) dam=12 ...,
gdzie lin (x1,xq,... ,x)) oznacza przestrzen liniowa wszystkich kombinacji liniowych elementéw

T1,292y... ,Tk.

Dla dowodu wystarczy zastosowaé tzw. procedure ortonormalizacji

aq
€1 = )
laa
T2 .
ey = ——, gdzie x9 = ay — (a9, €1) €1
| 2]
X m—1
em = —— gdzie T, = A — (G, €k) €ks (10.15)
S

z ktorej bezposrednio wynika, ze (ey) jest uktadem ortonormalnym spelniajacym teze twierdzenia.

[
10.4.1 Przyktady ukladéw ortonormalnych
+oo
1. Niech X = [? - zbior ciggéw nieskoniczonych (&) takich, ze szereg Z e|” jest zbiezmy,
k=
400 '
z iloczynem skalarnym ((&x), (x)) = kank.
k=1
Wowczas elementy e,,, gdzie
e, = (0, 0,10 )
tworza uktad ortonormalny w X.
2. Niech X = L?([0;27]) (przestrzen funkcji rzeczywistych calkowalnych z kwadratem).
Ciag funkcji
Lol coskr, —Ssinks dlak—1,2 (10.16)
——, ——coskr, ——sinkx dlak=1,2,... :
OIS VT

tworzy uktad ortonormalny w tej przestrzeni.

3. Niech X = L% ([0;27]) (przestrzen funkcji zespolonych catkowalnych z kwadratem).
Ciag funkcji

L
——e" dla k=0,£1,42,...
V2

tworzy uktad ortonormalny w tej przestrzeni (e**

= coskx + isinkz).
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10.5 Szeregi Fouriera wzgledem uktadéw ortonormalnych

Zatozmy teraz, ze dane jest rozwiniecie elementu x z pewnej przestrzeni Hilberta X na szereg
w postaci

+o00o
T = Zakek, (10.17)
k=1

gdzie (ex) jest uktadem ortonormalnym w X.
Mnozac obie strony réwnosci ((10.17]) skalarnie przez e,, i korzystajac z ortonormalnosci uktadu
(er) otrzymujemy, ze

an = (z,e,). (10.18)

Definicja
Liczby oy, = (z,e,) okreslone wzorem ([10.18)) nazywamy wspdlczynnikami Fouriera elementu
+oo
x wzgledem uktadu ortonormalnego (e,), a szereg Z (x,ex) ex nazywamy szeregiem Fouriera

k=1
elementu x wzgledem tego uktadu.

Twierdzenie

Jesli (ex) jest uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta X, to dla kazdego = € X szereg
+oo

Z |(, ex)|” jest zbiezny i zachodzi nieréwnosé

k=1
+00
Z ((z,er)]” < ||| (tzw. nieréwnosé Bessela), (10.19)
k=1
+oo
ktora staje sie rownoscig wtedy i tylko wtedy, gdy x = Z (x,er) eg, tzn. gdy x jest rébwny sumie
k=1

swojego szeregu Fouriera.

Twierdzenie
Jesli (ex) jest uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta X, to dla kazdego x € X i do-
wolnych statych aq, s, ... , a, zachodzi nieréwnos¢

n

lo = (@ en) enll < o =D anexl, (10.20)

k=1 k=1

ktora oznacza, ze n—ta suma czesciowa szeregu Fouriera elementu x jest najlepszym mozliwym

przyblizeniem tego elementu w podprzestrzeni lin (e, es, ... ,€,).
n
Dowdd wynika z faktu, ze Z (x, ex) ey jest rzutem ortogonalnym elementu x nalin (e, eg, ... , €,).
k=1

Nastepne twierdzenie precyzuje warunki rozwijalnos$ci dowolnego elementu przestrzeni Hilberta
X na szereg Fouriera wzgledem uktadu ortonormalnego (ey).
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Twierdzenie
Niech (ex) bedzie uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta X. Wowczas kazdy element
x jest sumg swojego szeregu Fouriera wtedy i tylko wtedy, gdy uktad (ex) generuje cata
przestrzen X.
]

10.5.1 Trygonometryczne szeregi Fouriera

Rozwazmy przestrzefi Hilberta X = L? ([—[;1]), [ > 0. Mozna udowodni¢, ze uktad funkcji

1 1 krx 1 kmx
—\, —cos—, —sin— dlak=1,2,... 10.21
Vi i T o2
jest uktadem ortonormalnym w X, generujacym calg przestrzen (por. przyktad 2 i wzory ((10.16])).
Jesli f € L?([~1;1]), to na mocy poprzedniego twierdzenia mozemy napisacé, ze

1 <2 kmx . kmx
f(x) = 500 + ; (ak cos —— + by sin T) : (10.22)
gdzie
1 / k
t
ay, = j/f (t) cos Tﬂdt dla k=0,1,2,. .., (10.23)
21
1 / k
t
by, = 7/f (1) sin T”dt dlak=1,2,.... (10.24)
21

Zbieznos¢ szeregu (10.22)) w przestrzeni L? ([—[;1]) nie oznacza zbiezno$ci w kazdym punkcie
x € [—1;1]. Zgodnie z definicja normy, zbieznos$¢ w przestrzeni L? ([—I;1]) oznacza tylko, ze

lim dx = 0. (10.25)

-l

! 2
1 = kmx . kmx
f(x)— zag— Z (ak cos —— + by sin T)

2
k=1

W celu zagwarantowania zbieznosci punktowej, nalezy zatozy¢ o funkcji danej pewne dodatkowe
warunki.

10.5.2 Zbieznos$¢ punktowa trygonometrycznych szeregéw Fouriera

Zat6zmy, ze dana jest funkcja rzeczywista f(x) okreslona na przedziale [—[;]. Przyjmujemy
nastepujaca definicje.

Definicja

Méwimy, ze funkcja f (x) spelnia w przedziale [—1;1] warunki Dirichleta wtedy i tylko wtedy,
gdy:

1° f(z) jest przedziatami monotoniczna;
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2° w kazdym punkcie zq € [—[;1], w ktérym funkcja nie jest ciagla spelniony jest warunek

o) = 5 (f @) + 1 (@),

gdzie f (:car) if (SCE ) oznaczaja odpowiednio granice prawo i lewostronng funkcji f (x)
w punkcie zq;

3° na koncach przedziatu spetnione sg warunki

Twierdzenie (Dirichleta)
Jezeli funkcja f () spelnia w przedziale [—[; ] warunki Dirichleta, to w kazdym punkcie tego
przedziatu jest ona sumg swojego szeregu Fouriera (|10.22]).
]

10.6 Zadania

1. Zbadaé, czy réwnos¢ (z,y) = zy + x + 2y + 1 okresla iloczyn skalarny w R?

1
2. Niech X = L?([0,1]) z norma || f|| = /\f (z)|*dz, Xo = lin (1, z) C X. Zortonormalizo-

0
waé uktad {1, x} oraz wyznaczy¢ rzut ortogonalny elementu f (z) = z2 na X,.

™

3. Niech X = L*([0,7]) z norma || f]| = /|f (2)|* dz, X, = lin <\/L;, sinx) C X. Zortonor-

0
malizowaé uktad {\/%T, sin x} oraz wyznaczy¢ rzut ortogonalny elementu f (z) =1+ % sinx

na X().

4. Znalez¢ rzut ortogonalny w przestrzeni X = L? (—1; 1) funkcji f (z) = 1+ sinz na podprze-
strzenn domknieta Xy = lin (eq, e3), gdzie e; (x), ey (x) sa funkcjami otrzymanymi z ortonor-
malizacji uktadu funkcji fi (z) =1, fo(x) =1+ x.

5. Zmalez¢ rzut ortogonalny w przestrzeni X = L? (—1;1) funkeji f (x) = 1+ cos z na podprze-
strzenn domknieta Xy = lin (e, e5), gdzie e; (), e (x) sa funkcjami otrzymanymi z ortonor-
malizacji uktadu funkeji fi (x) =1, fo(x) =1 —x.

6. Funkcje f (z) = 1 — 2z przedstawi¢ w postaci sumy trygonometrycznego szeregu Fouriera
w przedziale (—m; +). Narysowaé¢ wykres sumy tego szeregu w przedziale [—; +37].

7. Funkcje f (z) = 2cos? x przedstawi¢ w postaci sumy trygonometrycznego szeregu Fouriera
w przedziale (—m; +). Narysowaé wykres sumy tego szeregu w przedziale [—3m; +37].

8. Funkcje f () = 2sin®x przedstawi¢ w postaci sumy trygonometrycznego szeregu Fouriera
w przedziale (—m; +). Narysowaé wykres sumy tego szeregu w przedziale [—3m; +37].
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9. Funkcje f (z) = 142sin 2z przedstawié¢ w postaci sumy trygonometrycznego szeregu Fouriera
w przedziale (—7; +). Narysowaé wykres sumy tego szeregu w przedziale [—3m; +37].

10. Funkcje f(x) = 1 4 2cos2x przedstawi¢ w postaci sumy trygonometrycznego szeregu Fo-
uriera w przedziale (—; +). Narysowaé wykres sumy tego szeregu w przedziale [—3m; +37].

11. Funkcje f(z) = x(m —x) (7 + x) przedstawi¢ w postaci sumy trygonometrycznego sze-
regu Fouriera w przedziale (—m;+m). Narysowaé wykres sumy tego szeregu w przedziale
[—27; +27].
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