Wyktad 11

Informacja o przestrzeniach Sobolewa

11.1 Definicja przestrzeni Sobolewa

Niech 2 C R" bedzie zbiorem mierzalnym. Rozwazmy przestrzen Hilberta X = L*(Q) z ilo-
czynem skalarnym zdefiniowanym réwnoscia (10.9) i norma zdefiniowana wzorem (10.10). W tej
przestrzeni rozwazamy podzbior sktadajgcy sie z funkcji f, ktorych pochodne czgstkowe w sensie
dystrybucyjnym do rzedu m wtacznie (patrz réwniez wzory (8.1)-(8.3)) nalezg do L? (Q).

W podzbiorze takich funkeji wprowadzamy funkcjonal || f||,, 2 okreslony wzorem

fllma= | D ID*fI3. (11.1)

0<|a|<m
Mozna pokazaé, ze || f||m.2 spelnia wszystkie aksjomaty normy.

Definicja
Przestrzenia Sobolewa H™ ()) nazywamy zbior

H"(Q) ={fel*Q):D*feL’(Q) dla0<|af<m}. (11.2)

Twierdzenie
Przestrzen H™ (1) jest zupela, jest zatem przestrzenia Hilberta. Funkcjonal || ||, 2 okresla
norme w H™ (Q), za$ iloczyn skalarny zadany jest wzorem

(fo)= 3 [DesDogs (11.3)

0<]a|<my,

Uwaga
Powyzsza definicje przestrzeni Sobolewa mozna rozszerzy¢ na przypadek przestrzeni LP (€),
w ktorych norma zadana jest wzorem

o= [ 1@ dlap>t (1.4
Q
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11.2 Slady funkcji z przestrzeni Sobolewa na powierzch-
niach

Niech Q C R", S C Q bedzie powierzchnig (n — 1) wymiarowa. Jesli f jest funkcja, ktéra w kazdym
punkcie x € €2 ma jednoznacznie okreslong wartos¢, to wyznacza ona w sposob naturalny funkcje
fis=f(xz)dlazeS.

Jedli natomiast funkcja f jest okreslona prawie wszedzie (tzn. z doktadnoscia do zbior6w mia-
ry zero), wtedy jej wartos¢ na powierzchni S nie jest juz wyznaczona w tak naturalny sposob,
poniewaz |S| = 0, gdzie |S| oznacza n—wymiarowa miare Lebesgue’a powierzchni S. Oznacza to,
ze nie mozna prostym, naturalnym sposobem okresli¢ funkcji f|s za pomocg rozwazenia wytacznie
wartodci tej funkcji w pewnych punktach.

Dla prostoty zatézmy teraz, ze S = QN{x,, = const}. Wowezas mozna udowodnié, ze dla prawie
wszystkich x,, funkcja f (okre§lona prawie wszedzie na €2) posiada warto$é¢ fis zdefiniowang prawie
wszedzie jako funkcje (n — 1) zmiennych.

Wprowadzimy teraz bardziej sformalizowana definicje Sladu funkcji. Rozpoczniemy od przy-
padku funkcji f ciaglej na na €.

Definicja
Sladem funkcji f € C' (©) na (n — 1) wymiarowej powierzchni S C Q nazywamy funkcje ciagla
na S, ktéra prawie wszedzie pokrywa sie z f. Slad oznaczamy jako fis

Rozwazmy teraz funkcje f z przestrzeni Sobolewa H' (). Niech S bedzie powierzchnig klasy
C!. Niech S; C S bedzie czedcig tej powierzchni reprezentowang za pomoca przedstawienia

ﬂjn:g@<x/>, x/:('rth?""xnfl); Specl (E), DCRnil.

Zal6ézmy;, Ze_Q zawarty jest w kostce {0 < z; < a, dlai=1,2,... n}. Zalé6zmy réwniez chwilowo,
ze f € C§ (Q) (zbidr funkcji klasy C* o nosniku zwartym). Wtedy

()
fis (@) = F @ @) = [ 1-2LeEndgg,
0

Na mocy nier6éwnosci (10.11) mozemy napisaé, ze

2
d&,.

2 [ 1of («/,€,)
dé, < a '—
O/ J€,

o)
2 / af (x/7£n)
s @ < o) / e

Mnozac obustronnie powyzsza nieréwnoscé przez \/ 1+@2 +...+¢2  icalkujac po D dostajemy

i 2y = [ s (@) dSi =

S1

— 2 2 2

—/\f|s1 @) 1462, + 2 dn o dr < Gl (11.5)
D

gdzie C) jest staly, ktora nie zalezy od funkcji f tylko od obszaru Q i powierzchni Sy (|| f]1,2
oznacza norme w przestrzeni Sobolewa zdefiniowana wzorem ((11.1))).
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Zaktadajac, ze powierzchnia S sklada sie ze skoniczonej liczby powierzchni typu S; reprezen-
towanych przez rézne przedstawienia, mozna wnioskowaé, ze zachodzi nierownos¢ postaci

1fisllz2s) < Cllf 2 (11.6)

gdzie C zalezy wytacznie od obszaru €2 i powierzchni S. Przez aproksymacje funkcji z przestrzeni
C1 (Q) funkcjami z C} () Tatwo pokazaé, ze powyzsza nieréwnos¢ zachodzi dla dowolnych funkcji
fec (Q).

Przypusémy teraz, ze f € H' (Q2). Wynika stad, ze istnieje ciag (f,) funkcji klasy C* () taki,
ze f, — f w normie H' (). Z nier6wnosci wynika, ze

||fn|S’ - fm|S||L2(S) < Can - fm||1,27

zatem cigg Sladéw funkeji ciagtych ( fn|5) jest ciggiem Cauchy’ego w L2 (S). Z zupemosci prze-
strzeni L? (S) wnioskujemy, ze istnieje funkcja fis € L? (S) bedaca granica tego ciagu, tzn.

Definicja
Funkcje fis okreslong réwnoscig (11.7) nazywamy Sladem funkeji f € H' (Q2) na (n — 1) wy-
miarowej powierzchni S.

Uwaga
Mozna pokazaé, ze $lad funkcji z przestrzeni H' () jest wyznaczony jednoznacznie. Za pomoca
odpowiedniego przejscia granicznego mozemy wywnioskowaé, ze nieréwnosé (11.6) zachodzi dla
wszystkich funkeji f € H' (Q), gdzie fis oznacza $lad funkeji f na powierzchni S.
]

Poprzednie rozwazania mozna sformulowaé w postaci nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie
Niech S C € bedzie (n — 1) wymiarowa powierzchnia klasy C'. Wéwczas dowolna funkcja f
z przestrzeni H' (Q) ma jednoznacznie okreslony $lad fis na powierzchni S. Funkcja fis nalezy do
przestrzeni L? (S) i spelnia nieréwno$é (11.6)).
[

Uwaga 1

Analogicznie do poprzednich rozwazan mozna pokazac, ze jesli a jest wielowskaznikiem postaci
a = (ay,qy,...,a,) oraz |a| = a; + as + ... + a,, to kazda funkcja f € HI®HF!(Q) wyznacza
jednoznacznie slad pochodnej D f|s na powierzchni S, przy czym zachodzi nier6wnosc¢

1D fisll 25y < Cll fljaf+1,2- (11.8)

Oznacza to, ze funkcje z przestrzeni H* (€2) wyznaczaja na powierzchni S $lady pochodnych do
rzedu (k — 1) wlacznie.
[ |

Uwaga 2
Poprzednie twierdzenia méwia, ze kazda funkcja z przestrzeni H! (2) wyznacza swoj $lad
na powierzchni S i §lad ten nalezy do przestrzeni L? (S). Powstaje pytanie, czy kazda funkcja
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v € L?(8) jest $ladem pewnej funkcji z H' (2). OdpowiedZ na to pytanie jest negatywna. Juz dla
n = 2 mozna podaé przyktad funkcji z przestrzeni L? (S), gdzie S jest okregiem jednostkowym,
ktéra nie jest §ladem zadnej funkcji z H' (), 2 - koto jednostkowe. Mozna natomiast pokazaé, ze
zbiér §ladow funkeji z H! (Q2) jest gesty w L2 (S).

]

Dla badania rozwiazalnosci pewnych zagadnien brzegowych dla réwnan rézniczkowych czast-
kowych duze znaczenie majg nastepujace dwa twierdzenia dotyczace zachowania sie funkcji z prze-
strzeni Sobolewa.

Twierdzenie

Dowolny zbiér ograniczony w przestrzeni H' (Q) jest prezwarty w przestrzeni L? () (tzn.
kazdy ciag funkcji (f,,), ktérych normy || f,,||1 2 sa wspdlnie ograniczone przez pewng stala zawiera
podciag zbiezny w przestrzeni L? ()).

Dowdd twierdzenia polega na wykorzystaniu charakteryzacji zbioréw prezwartych w L? (),
ktorej nie bedziemy w tym miejscu omawiac.
|

Twierdzenie
Jesli pewien zbior funkcji jest ograniczony w przestrzeni H' (), wtedy zbior ich §ladéw na
(n — 1) wymiarowej powierzchni S klasy C! jest prezwarty w przestrzeni L? (S).

Dla dowodu twierdzenia wystarczy pokazac, ze istnieja stale C i Cy takie, ze dla dowolnej
liczby 6 > 0 i dowolnej funkcji f € H* (Q) zachodzi nieréwnosé

C
fisllZzs) < TleH%%Q) + G0l 11 (11.9)

i nastepnie skorzysta¢ z poprzedniego twierdzenia.

11.3 Normy réwnowazne w przestrzeniach Sobolewa

W praktycznych rozwazaniach dotyczacych rozwigzalnosci zagadnien brzegowych dla rownan roz-
niczkowych czastkowych duza wage odgrywa mozliwo$¢ wprowadzenia norm w przestrzeniach
Sobolewa, ktére sa réwnowazne normie standardowej i jednocze$nie sg postaci umozliwiajacej
bezposrednie zastosowanie do tych zagadnien. Mozliwosci te daja tzw. nierdwnosé Friedrichsa
i mierownosé Poincaré.

Twierdzenie (nierdwnosé Friedrichsa)
Niech €2 bedzie obszarem z brzegiem Lipschitza 0$2 = I'. Wowczas istnieje stata k > 0 zalezna
tylko od obszaru () taka, ze dla kazdej funkcji f € H' () zachodzi nier6wnosé

iz, <k (S (

gdzie wartosci funkcji f na brzegu obszaru {2 rozumiane sg w sensie $ladu.

2
gi) dx+/f,2F (s)ds |, (11.10)
I
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Nieréwnos¢ Friedrichsa (11.10) moze by¢ uogdlniona w sposéb nastepujacy.

Twierdzenie

Niech € bedzie obszarem z brzegiem Lipschitza 9€2 = I' i niech I'y C T' bedzie podzbiorem
o mierze dodatniej |I'1| > 0. Wéwezas istnieje stata k& > 0 zalezna tylko od obszaru €2 i I'; taka, ze
dla kazdej funkcji f € H' (Q) zachodzi nier6wno$é

n 9 2
IfIF, <K z;/ (a;ﬁ:) dm+/f|%l (s)ds | . (11.11)
i=1¢ Iy

Twierdzenie (nierdwnos$é Poincaré)
Niech Q2 bedzie obszarem z brzegiem Lipschitza. [stnieje wowczas stata k > 0 zalezna tylko od
obszaru () taka, ze dla kazdej funkcji f € H™ (£2) zachodzi nier6wnosé

2

£, < K Z/(Daf)2 dr+ Y /D“fdm . (11.12)

la|=mg, laf<m \ g
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