Temat 12

Rozwigzania uogoélnione (stabe)

12.1 Eliptyczne operatory rézniczkowe rzedu parzystego

Bedziemy rozwaza¢ operatory rézniczkowe postaci

A=Y (-)"D (ayD7), (12.1)

lil | <k
gdzie 7 oraz j sa wielowskaznikami, a;; € C' Q).

Przyktltady (dlan=2)

1. (k=1)
Niech
_J 1 dlai=(1,0), j=(1,0) orazi=(0,1),j=(0,1), (12.2)
YWY 0 w pozostalych przypadkach. '
Wtedy
Au = _8:8B1 (gxul) — 8?2 (;Z) = —Au (operator Laplace’a).
2. (k=2)
Niech
1 dlai=(20),j=(20) orazi=(0,2),j=(0,2),
a; =4 2 dlai=(1,1),j=(1,1), (12.3)
0 w pozostatych przypadkach.
Wtedy

Ay — 0% (0% N 0% [0%u Lo 0? 0%*u B
0z \ 0x? dz3 \ 0z3 011019 \ 011075 )

0*u 0*u o0*u

= + + = A%y (operator biharmoniczny).
or}  ~O0x30x3 O} (op y)
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Uwaga

Operator A nie wyznacza jednoznacznie przedstawienia (12.1)). Dla kazdego operatora moz-
na na ogdét wybra¢ rézne reprezentacje, w zaleznoéci od prowadzonych rozwazan. Np. operator
Laplace’a moze by¢ otrzymany rowniez przez przyjecie wspotczynnikow a;; jako

1 dlai=(1,0),j=(1,0) orazi=(0,1),j=(0,1),
a; =4 ¢ dlai=(1,0),;=1(0,1), (12.4)
—c dlai=(0,1), j =(1,0).

Definicja
Moéwimy, ze operator A okreslony réwnoscia ([12.1]) jest eliptyczny w punkcie z = (xy, 29, ... , T,)
wtedy 1 tylko wtedy gdy dla kazdego uktadu & = (&1, &, ... ,&,) # 0 zachodzi

Y ay (@) & #0, (125)
lil,|51=k
gdzieé: il ,iz",gj:gl'---'f%n'

Definicja

Moéwimy, ze operator A okredlony réwnoscig jest jednostajnie eliptyczny w obszarze
Q C R™ wtedy i tylko wtedy gdy istnieje liczba ¢ > 0 zalezna tylko od obszaru {2 i wpotczynnikow
a;; taka, ze dla prawie wszystkich punktéw « = (21, 2, ... , x,) 1 dla wszystkich & = (&, &, ... , &)
zachodzi

> ay(2) &8 > el (12.6)
lil,151=Fk
gdzie [¢]° =+ &G+ ... + &
Przyktady

1. Operator Laplace’a —A jest jednostajnie eliptyczny w dowolnym obszarze, poniewaz
2 2
D ay@)é&E =6 +8 = ¢,
lil,|j|=1
tak wiec mozna przyjaé c = 1.
Uwaga: Wedlug powyzszej definicji operator A nie jest jednostajnie eliptyczny.

2. Operator biharmoniczny jest jednostajnie eliptyczny, poniewaz

Y ay@)&G =+286+6 = (8+8) =g
lil,|j1=2
3. Operator
9, o OU 0*u
nie jest eliptyczny, gdyz
> (@) &6 = (L+27) & - 38

i dla pewnych &, & wyrazenie to moze przyjmowacé wartos$é zero.
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12.2 Wprowadzenie definicji stabego rozwigzania

12.2.1 Slabe rozwigzanie ré6wnania rézniczkowego

Rozpoczniemy od rozwazenia kilku przypadkéw szezegdlnych. Na poczatek rozwazmy réwnanie
Poissona postaci

—Au=f. (12.7)

Niech v € C?(Q), f € C(Q), u - bedzie rozwigzaniem klasycznym tego réwnania. Niech
ponadto ¢ € C5° (2). Wowczas

— [ oAudx = [ pfdz. (12.8)
feae= |

Q Q

Stosujac do lewej strony powyzszej rownosci twierdzenie Greena postaci

dc ob 1
bax,- dex = /bcz/ids - /axi cdr dlab, ce H (Q)

Q oN Q

0%u ou dp Ou .
_/gpﬁdm = _/@%wds+/3xia$id$ dlaz=1,2,... ,n.
Q

otrzymujemy

i
Q o0

———
0

W takim razie z ((12.8]) wynika, ze

Z/gﬁ Ou /gpfdx (12.9)

7,

dla dowolnej funkeji ¢ € C§° (Q).

Tozsamosé ma sens nawet wtedy, gdy réwnanie nie ma rozwigzan klasycznych
nalezacych do C? () np. wtedy, gdy funkcja f € L%*(Q) i f nie jest funkcja ciggla. W tym
przypadku uzasadnione jest przyjecie nastepujacej definicji stabego (lub wogéinionego) rozwiazania
rozwazanego rownania rézniczkowego.

Definicja
Niech u € H' (Q), f € L*(Q). Jezeli dla kazdej funkcji ¢ € C§5° (Q) zachodzi tozsamosé ((12.9),
to méwimy, ze u jest stabym (uogélnionym) rozwiazaniem réwnania ((12.7)).

Koncepcja stabego rozwigzania jest znacznie ogélniejsza od koncepcji rozwigzania klasycznego,
np. stabe rozwiazanie réwnania rzedu drugiego moze nie posiada¢ pochodnych (nawet w sensie
dystrybucyjnym) rzedu drugiego. Ponadto, jezeli u jest rozwiazaniem réwnania (12.7) w sensie
powyzszej definicji oraz u € C*(Q), f € C (Q), to stosujac ponownie wzér Greena tatwo pokazaé,
ze u jest takze rozwiazaniem w sensie klasycznym.

Analogiczne rozwazania przeprowadzi¢ mozna np. w przypadku operatora biharmonicznego.
Rozwazmy réwnanie biharmoniczne

A%y = f. (12.10)
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Mnozac obie strony tego réwnania przez dowolna funkcje ¢ € C§° (2) i catkujac otrzymujemy

/gpA2ud:z: = /gpfdx. (12.11)

Q Q

Stosujac dwukrotnie wzor Greena do lewej strony rownosci ((12.11)) mozemy napisaé, ze

2 o2 2 2 2 a2
/gpAzudx:/(@wau—i—QasO 0%u +8<,08u>dx
Q

02 Ox? 0110w 011019 O3 O3
Q

tzn. tozsamo$é ([12.11)) moze by¢ zapisana w postaci

Z /aijDiijudx =(p, f)= /(pfdx, (12.12)

lil,|51<2¢, Q
gdzie a;; sg takie jak w przyktadzie 2.

Podobnie jak w przypadku operatora Laplace’a, mozemy sformutowaé definicje stabego rozwia-
zania réwnania biharmonicznego (12.10]) jako funkcji v € H? (2) spetiajacej tozsamosé ((12.12)
dla kazdej funkeji p € C§° (Q).

Sformutujemy teraz ogdlng definicje stabego rozwigzania réwnania rézniczkowego Au = f,
gdzie A jest operatorem eliptycznym rzedu 2k.

Definicja
Niech f € L*(Q), a;; - ograniczone i mierzalne na . Méwimy, ze u € H" (Q2) jest stabym
rozwigzaniem réwnania Au = f, gdzie

A=Y (-1)"D(ayD7),

lil,151<k

wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnej funkcji ¢ € C5° (2) zachodzi tozsamosé

Z /aijDiijud:z: =(p, f) = /(pfdx. (12.13)

lil,1i1<kg Q

Szczegbdlnymi przypadkami tozsamosci (12.13)) sa tozsamosci (12.9)) 1 (12.12]) definiujace stabe

rozwigzania réwnania Poissona i rownania biharmonicznego.

12.2.2 Stabilne i niestabilne warunki brzegowe

Wszystkie zagadnienia brzegowe dla réwnan rézniczkowych czastkowych zawierajg w swoich sfor-
mutowaniach pewne tzw. warunki brzegowe. Warunki te najczesciej dotycza wartosci funkcji nie-
wiadomej i jej pochodnych na brzegu obszaru lub na pewnej krzywej zawartej w obszarze. Warunki
brzegowe dzielimy na warunki stabilne i warunki niestabilne.

Definicja
Warunki brzegowe dla rownania rzedu 2k nazywamy stabilnymi wtedy i tylko wtedy gdy nie
zawieraja one pochodnych rzedu wyzszego niz k — 1.
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Typowym przyktadem stabilnego warunku brzegowego jest warunek wystepujacy w zagadnie-
niu Dirichleta dla réwnania Laplace’a (k = 1)

Au=0, dlaz €, upg=g.
Dla rownan rzedu 2k stabilnymi beda warunki postaci

du oF 1ty
Uogr =0y, — =01, y=—— = Jk_1, 12.14
o = ¢ O |90 91 A1 190 Jk—1 ( )
gdzie v oznacza wektor normalny zewnetrzny do brzegu 02. Warunki te nalezy rozumie¢ w sensie
§ladu, poniewaz funkcje z przestrzeni H* () wyznaczaja na brzegu 0 §lady swoich pochodnych

do rzedu (k — 1) wlacznie.

Uwaga

Jezeli u,, u € H' (Q) oraz u, — u w przestrzeni H* (Q), to z ciagtosci operatora $ladu wynika
(patrz nieréwnod¢ (11.8)), ze D%unjpq — D%upo W L?(09Q) dla takich wielowskaznikéow «, ze
|| < k—1. W szczegolnosci, jezeli upnjp0 = g, to ujpn = g. Uzasadnia to przyjeta nazwe stabilnych
warunkéw brzegowych.

Definicja
Warunki brzegowe zawierajace pochodne rzedu wyzszego niz (k — 1) nazywane sa niestabilnymi
warunkami brzegowymi dla réwnania rzedu 2k.

Warunki niestabilne nie mogg by¢ rozumiane jako slady funkcji, poniewaz funkcje z przestrzeni
H* () nie wyznaczaja $ladéw pochodnych rzedu wyzszego niz (k — 1). Nastepujacy przyktad
$wiadcezy o tym, ze jedli ciag funkcji u,, zbiega do u w H* (Q) oraz jesli kazda z funkcji u, spenia
w sensie $ladu pewne warunki brzegowe z pochodnymi rzedu wyzszego niz (k — 1), to funkcja
graniczna u nie musi spetnia¢ tych warunkéw (stad warunki te zwane sa niestabilnymi).

Przyktad
Niech k =1, Q =[-1,1], u(z) = 1 — 22,
1 — a2 dlaxE[O,l—ﬂ ) ) . .
U, () = { % Fn—1)(1— x)g da z e [1 B %’ 1} i przedtuzona do funkcji parzyste;j.
Latwo sprawdzi¢, ze
32 32
Ju—tpll12 < — + —,
n n

zatem u, — u w H' (). Oczywidcie u, (=1) = u, (1) =+ - 0=wu (1) =u(-1), ale

u, (=1)=wu, (1) =0, (1) =-2,u (1) =2.

n

12.2.3 Stabe rozwigzania zagadnien brzegowych

Rozwazmy réwnanie
Au = f, (12.15)

gdzie A jest operatorem eliptycznym rzedu 2k z warunkami brzegowymi, wsrdéd ktorych jest p
warunkow stabilnych postaci

Biu(s) = g1 (s), Bou(s) = g2(5),... ,Buu(s) =g, (s) dlase o

(By, Bs, ..., B, sa pewnymi operatorami rézniczkowymi rzedu co najwyzej (k — 1)). Oprocz tego
dane jest (k — p) warunkéw brzegowych niestabilnych, scharakteryzowanych przez funkcje hq,
ha, ... hi_,.

Na poczatek rozwazymy kilka szczegdlnych przypadkéw zagadnien brzegowych.
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Zagadnienie Dirichleta dla ré6wnania Poissona
Rozwazmy zagadnienie (ze stabilnym warunkiem brzegowym)
—Au=f, dlax €, uog=g. (12.16)

Niech v € V = {uE H'(Q) : upq = 0}. Przypusémy, ze f, g € C(Q), u € C*(Q) jest
klasycznym rozwigzaniem zagadnienia ((12.16f). Stosujac wzor Greena otrzymujemy

—/vAudx = /vfda:

Z/gg gg /vfda: (12.17)

(poréwnaj wyprowadzenie wzoru ((12.9)). Latwo zauwazy¢, ze catki wystepujace po prawej stronie
wzoru (12.17)) sa poprawnie okreslone dla w € H' (Q) i f € L*(Q).

Niech g bedzie §ladem pewnej funkcji w € H! () i niech f € L? (Q2). Przyjmujemy nastepujaca
definicje.

Definicja

Funkcje u € H' () nazywamy slabym rozwigzaniem zagadnienia (12.16]) wtedy i tylko wtedy
gdy

l.Lu—weV,

2. dla kazdej funkcji v € V' spelniona jest réwnosé ((12.17)).

Uwaga

Problem istnienia rozwiazania zagadnienia Dirichleta sprowadza sie do tego, czy dana funkcja
g jest Sladem pewnej funkcji w € H' (Q2). Jedli tak jest, to pokazemy pd7Zniej, ze wystarcza to do
istnienia rozwigzania.

Zagadnienie Neumanna dla réwnania Poissona

Rozwazmy zagadnienie (z niestabilnym warunkiem brzegowym)

—Au=f, dlazxz e, Ou = h. (12.18)
ov |69

Niech v € V = H' (Q). Przypusémy, ze f, h € C (), u € C? () jest klasycznym rozwigzaniem
zagadnienia ((12.18]). Poniewaz
ou " Ou
- — _I/ij
ov i1 81’1

wiec stosujac, podobnie jak poprzednio, wzér Greena otrzymujemy.

ov 8u
/vAudx = Z/@xl 01’1

ov Ou
Z/@xz 8xldx = /vfda: + /Uhds. (12.19)

o0
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Rezygnujac z zalozenia o ciagtosci danych funkeji f i h mozemy sformutowaé definicje.

Definicja
Niech h € L*(09), f € L*(Q). Stabym rozwigzaniem zagadnienia (12.18)) nazywamy taka
funkcje u € H* (), ze dla dowolnej funkcji v € V spetniona jest réwnosé (12.19)).

Uwaga

Rozwiazania zagadnienia Neumanna nie mozna zdefiniowaé za pomocg zatozenia o istnieniu

. . . 1 . 8w . . . . . 1 . .
takiej funkcji w € H' (), ze wjon = h, poniewaz funkcje z przestrzeni H' (2) nie wyznaczaja

sladow swoich pochodnych pierwszego rzedu na brzegu 0S2.

Zagadnienie Newtona dla ro6wnania Poissona
Rozwazmy zagadnienie (z niestabilnym warunkiem brzegowym)

—Au=f, dlaxz e, @ + ou = h. (12.20)
v 00

Niechv € V = H! (Q). Przypusémy, ze f, h € C (Q), u € C? () jest klasycznym rozwigzaniem

zagadnienia ([12.20]). Poniewaz
ou " Ou

QE— _V.
ov “—=0x; "
1

1=

wiec

/dex:—/vAudx:—/v——i-Z/aavgudx:
T; OI;

Q Q

/auvds - /vhds + Z/gg gg (12.21)

o0 o0

Zapiszmy ostatnig réwno$¢ w postaci

A(v,u) +a(v,u) = /vfdx + /vhds, (12.22)

Q o0

gdzie

A(v,u) = Z/g;) gg dx, a(v,u) = /mwds.
i=1g L

o0

Wyrazenie a (v,u) jest tzw. brzegowa ciggly forma dwuliniowa okreglona na H! () taka, ze
la (v, u)] < Cllvll12]lull2.
Rezygnujac z zalozenia o ciagtosci danych funkeji f i h mozemy sformutowaé definicje.

Definicja
Niech h € L?(09Q), 0 € C(09), f € L?(Q). Stabym rozwigzaniem zagadnienia ((12.20)) nazy-
wamy taka funkcje u € H' (), ze dla dowolnej funkcji v € V spelniona jest réwnosé ((12.22).
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Definicja stabego rozwigzania zagadnienia brzegowego - przypadek ogdélny

Rozwazone powyzej przypadki zagadnien brzegowych prowadza do sformutowania ogdlnej definicji
stabego rozwigzania zagadnienia brzegowego.
Rozwazmy roéwnanie

Au=f, dlaz € Q, (12.23)

gdzie A jest operatorem eliptycznym rzedu 2k postaci (12.1) z warunkami brzegowymi, wérod
ktorych jest p warunkow stabilnych postaci

Biu=g1, Bou=gs,... ,Byu=g, (12.24)

(By, By, ..., B, sa pewnymi operatorami rézniczkowymi rzedu co najwyzej (k — 1)). Oprocz tego
dane jest (k — pu) warunkéw brzegowych niestabilnych, scharakteryzowanych przez funkcje hy,
ha, ... 7hk—u S L2(8§D.

Niech

V={veH"(Q):Biv=0, Bov=0,...,B,0 =0 w sensie §ladu na 9Q} . (12.25)

Niech A (v,u) = Z / a;jD'vDiudx oraz a(v,u) bedzie brzegowa ciagla forma dwuliniowa
[i],151<kg)

okreslona na H* (Q).

Niech w € H* (Q) bedzie taka funkcja, ze

Byw = g1, Bow = ¢s, ... , B,w = g, w sensie $ladu na 0. (12.26)

Definicja (przypadek ogdiny)

Méwimy, ze u € H* () jest stabym rozwigzaniem zagadnienia brzegowego okreélonego przez
powyzsze dane wtedy i tylko wtedy gdy uw — w € V oraz dla kazdej funkcji v € V zachodzi
tozsamosé

k—p t
((v,u)) == A(v,u) + a(v,u) = /vfdx + Z/%hid& (12.27)
Q =laq

12.3 Istnienie stabych rozwigzan zagadnien brzegowych

W dowodpzie istnienia i jednoznacznosci rozwigzania zagadnienia brzegowego wazng role odgrywa
pojecie tzw. form V-eliptycznych.

Definicja
Niech dana bedzie przestrzen Hilberta V' i dwuliniowa forma ((v,u)) okreslona na tej prze-

strzeni. Méwimy, ze forma ((v,u)) jest V —eliptyczna wtedy i tylko wtedy gdy istnieje stata o > 0
taka, ze dla kazdej funkcji v € V' zachodzi nieréwnosé

(v, ) = afvlip-. (12.28)
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Twierdzenie (Lara-Milgrama)
Niech H bedzie przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym (v, u). Niech B (v, u) bedzie forma
dwuliniowa okreslong na H x H taka, ze

|B (v,u)| < K|jvll[|ul| oraz B (v,v) > aljv[}. (12.29)
Wowczas kazdy funkcjonalt liniowy F' ograniczony na H moze by¢ przedstawiony w formie
F(v)=B(v,2), veV, (12.30)
gdzie element z € H jest jednoznacznie wyznaczony przez funkcjonat F'. Ponadto zachodzi nie-
rownosé
1]
< —. 12.31
ol < (12.31)
Dowdd twierdzenia oparty jest na zastosowaniu twierdzenia Riesza dla reprezentacji funkcjo-

natu liniowego w przestrzeniach Hilberta.
|

Twierdzenie (oistnieniu i jednoznacznosci rozwigzania zagadnienia brzegowego)

Niech zgodnie z definicjg stabego rozwigzania dane bedzie zagadnienie brzegowe dla
operatora eliptycznego rzedu 2k. Jesli forma ((v,u)) = A (v,u) 4+ a (v, u) jest V —eliptyczna wtedy
dany problem posiada dokladnie jedno stabe rozwigzanie u € H* () i istnieje stata C > 0
niezalezna od f i h; taka, ze

lu

k—p
k2 <C <||f||L2(Q) + wlle2 + Zth‘HL?(aﬂ)) : (12.32)

=1

Dowdd istnienia rozwiazania polega na zastosowaniu twierdzenia Laxa-Milgrama do funkcjo-
nalu F' postaci

k—p 0“
F(v) = /vfdx + Z ayzhids — ((v,w))

Q =150

i formy B (v,u) = ((v,u)). Jednoznaczno$é¢ rozwiazania wynika natychmiast z zastosowania nie-
rownosci

0= ((ur —u2, s —u2)) > arlluy — us|3

dla dwoch rozwiazan w; i uy rozwazanego zagadnienia. Stata C' jest postaci C = éM , gdzie M
jest dowolna stala ograniczajaca z géry norme || F||.
[

12.4 Przyktady zagadnien brzegowych - analiza rozwiazal-
nosci

Zagadnienie Dirichleta dla ré6wnania Poissona

Rozwazamy zagadnienie (ze stabilnym warunkiem brzegowym)

—Au=f, dlax €, ugg=g.
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Niech v € V = {u € H' (Q) : ygo =0}, w € H () taka, ze wipo = g. Wtedy z (12.17) wynika,

ze a(v,u) =0 oraz

((0,0)) = A (v,u) z/gggg

Forma ((v,u)) jest V—eliptyczna, poniewaz dla dowolnej funkcji v z przestrzeni V', na mocy
nieréwnosci Friedrichsa (11.10) prawdziwe jest oszacowanie postaci

((0,0)) = Z / ( (f)dx > 2ol

dla pewnej statej dodatniej k.
W takim razie z istnienia funkcji w € H' (Q) takiej, ze jej $ladem na brzegu 0 jest g, wynika
istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzania tego zagadnienia.

Zagadnienie Neumanna dla réwnania Poissona
Rozwazmy zagadnienie (z niestabilnym warunkiem brzegowym)

—Au=f, dlaz €, @ = h.
ov |99

Niech v € V = H' (). Wtedy a (v,u) = 0 oraz
ov 8u
((w,) = Av,w) Z / oo

W tym przypadku forma ((v,w)) nie jest V —eliptyczna, poniewaz dla a # 0 funkcja stata v =
a spelnia warunek ((v,v)) = 0, ale ||v|| # 0. Oznacza to, ze nie mozna stosowaé twierdzenia
o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania zagadnienia brzegowego.

Wykazanie rozwiazalnosci zagadnienia Neumanna wymaga przyjecia pewnych dodatkowych
zatozen, ktorych nie bedziemy w tym miejscu omawia¢. W przypadku klasycznym warunkiem tym
jest réwnosé (7.24).

Zagadnienie Newtona dla ro6wnania Poissona

Rozwazmy zagadnienie (z niestabilnym warunkiem brzegowym)

—Au=f, dlazx €, @—l—au = h.
v 00

Niech v € V = H! (). Wtedy, zgodnie z réwnoscia ((12.22)

"\ [ Ov Ou
A(v,u) = Z/ —dz, a(v,u) = /auvds,
= ox; 0x;

o0

zatem

ov Ou
(v,u)) Z/axl oz, dr + /quds.

i=1q a0
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Zat6zmy ponadto, ze we wszystkich punktach P € 0 speliona jest nieréwnos¢ o (P) > oy > 0.
Oznaczajac C' = min {1, 00} i stosujac nieréwnos¢ Friedrichsa (11.10) otrzymujemy

n a 2 n 8 2 O
((v,v)) = Z/ (8;)) dx+ao/v2ds >C Z/ (8;) dx + /v2d8 > EHUH%Z
i=1g v =1} i A

o0

co dowodzi V —eliptycznoscei formy ((v,u)). Oznacza to, ze rozwazany problem posiada jedno-
znaczne rozwigzanie.
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