Wyktad 13

Elementy rachunku wariacyjnego

13.1 Przyktadowe zagadnienia

Rachunek wariacyjny zajmuje sie metodami wyznaczania warto$ci ekstremalnych funkcjonatow
okreslonych na pewnych przestrzeniach funkcyjnych. Klasyczna teoria rachunku wariacyjnego po-
chodzi od Eulera (1707-1783). Ponizej przedstawimy kilka przyktadowych probleméw prowadza-
cych do zagadnien wariacyjnych.

Zagadnienie brachistochrony
W roku 1696 Johann Bernoulli postawit nastepujacy problem.

Dane sq dwa ustalone punkty My © My nie lezgce na pionowej prostej. Nalezy wyznaczyé linie
- droge, po ktorej punkt materialny zsunie sie od My do My w nagkrotszym czasie pod wplywem
sity cigzenia, zaktadajgc, zZe predkosc poczgtkowa w punkcie My jest rowna zeru.

Niech M (0,0), M; (z2,y2). Zaktadajac, ze szukana krzywa dana jest réwnaniem y = u (z)
wnioskujemy, ze musza by¢ spetnione warunki brzegowe u (0) = 0, u (z3) = yo. Z zasady zachowa-
nia energii wynika, ze

1 2
—mv- =1m
2 gy?

zatem

v =1/2gYy.
Poniewaz
ds 1L+ (v (x))*

dt = — = dx,
v 2gu ()

wiec catkowity czas zsuwania sie punktu materialnego po krzywej y = u (z) mozna zapisa¢ wzorem

A /VHW@) dz. (13.1)
\/%0 Vu(x)

T jest funkcjonatem postaci T (u) = /F (x,u,u) dz. Nalezy wyznaczy¢ taka funkcje u (z), dla

ktérej wyrazenie ([13.1]) przyjmuje warto$¢ minimalng w klasie funkeji rézniczkowalnych spelnia-
jacych zadane warunki brzegowe u (0) = 0, u (z3) = ys.
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Powierzchnia obrotowa o minimalnym polu

Postawmy zagadnienie wyznaczenia funkcji y = u (x), ktéra spelnia warunki brzegowe u (1) = v,
u (x9) = ys takiej, ze pole powierzchni obrotowej otrzymanej przez obrét tej krzywej dookota osi
OX w przedziale [x1; 25| jest minimalne. Poniewaz pole powierzchni obrotowej opisane jest wzorem

2

S = 27r/u (z) /14 (' (z))d, (13.2)

xr1

wiec zagadnienie powyzsze prowadzi do minimalizacji funkcjonatu (13.2)).

Powierzchnia o minimalnym polu przechodzaca przez dang krzywa

Niech I' bedzie dang krzywa zamknieta w R3. Poszukujemy powierzchni S, ktérej brzegiem jest
[, i ktorej pole jest minimalne. Analitycznie oznacza to, ze szukamy funkeji dwoch zmiennych
z = u (z,y) speliajacej warunek brzegowy

u($>y>\aﬂ = f (I,y),

gdzie f jest dana, a 0 jest rzutem I' na ptaszczyzne Oxy, takiej, ze funkcjonat

ou\? ou
= 1 — dzd 13.3
//\/+(337>+(3y) i 133
Q
przyjmuje wartosé mlnlmalnq (€ jest obszarem, ktorego brzegiem jest 0€2). Rozwazany funkcjonat

13.3)) jest postaci S (u // T, Y, U, Uy, Uy) drdy.

13.2 Warunek konieczny istnienia ekstremum funkcjonatu

Niech J : X — R bedzie funkcjonatem okreslonym na pewnej przestrzeni funkcyjnej X. Niech
AJ = J(u+h) — J(u) bedzie przyrostem wartosci funkcjonatu odpowiadajacym przyrostowi
argumentu o h. Zauwazmy, ze dla ustalonego u przyrost AJ jest funkcjonatem zaleznym od h
- na og6t nieliniowym. Zgodnie z ogdlng teorig rézniczkowania w przestrzeniach unormowanych,
przyjmujemy nastepujaca definicje.

Definicja
Moéwimy, ze funkcjonat J jest rozniczkowalny w punkcie u wtedy i tylko wtedy gdy przyrost
AJ daje sie przedstawi¢ w postaci

AJ = (h) +a(uh) |, (13.4)

gdzie ¢ (h) jest funkcjonatem liniowym wzgledem h, oraz Wllle a(u,h) = 0. Funkcjonal ¢ (h)

nazywamy wariacjg (rozniczkq w sensie Frécheta) funkcjonatu J. Wariacje ¢ (h) zapisujemy sym-
bolicznie jako 0.J (h).

Pojecie wariacji funkcjonatu pozwala sformutowaé w prosty sposéb warunek konieczny istnienia
ekstremum funkcjonatu.
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Twierdzenie
Jedli funkcjonal J (u) posiada ekstremum dla u = ug oraz istnieje wariacja funkcjonatu J, to

0J =0 dla u = uy. (13.5)

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze AJ = J (ug + h)—J (ug) = 6J (h)+a (uo, h) ||h||. Poniewaz

a (ug, h) — 0dla ||h|| — 0, wiec znak wyrazenia 6.J (h) 4+« (ug, h) ||h|| dla dostatecznie matych ||A||

okreslony jest przez znak pierwszego sktadnika. Gdyby dJ # 0, z liniowosci wariacji 0./ wynika, ze

dla matych ||h| znak ten moze by¢ zaréwno dodatni jak i ujemny, zatem funkcjonal J nie moze
osiggaé ekstremum w punkcie ug.

[

13.2.1 Przypadki funkcjonaléw szczegdlnej postaci

Przedyskutujemy teraz posta¢ warunku koniecznego istnienia ekstremum (13.5) w pewnych szcze-

gblnych przypadkach funkcjonatéw.

Zagadnienie z nieruchomymi koncami

Rozwazmy przestrzen C? ([a;b]) z norma ||u|| = sup |u (z)| +sup |v' (x)|. Niech X bedzie przestrze-
[as0]

[a;b]

nig funkcyjna okreslona nastepujaco
X ={u:ueC (a;b]), u(a) = A, u(b) =B}.

Rozwazamy tzw. zagadnienie z nieruchomymi koncami polegajace na wyznaczeniu ekstremow
funkcjonatu postaci

T (u) = / F (2,0, ) da (13.6)

w przestrzeni X.
Niech h bedzie przyrostem funkcji u, tzn. h € C* ([a;b]) oraz u + h € X. Wynika stad, ze

h(a) = h(b) =0.
Zalozmy teraz, ze F (x,u,u’) jest funkcja klasy C? na zbiorze {(z,u, ') : a <z < b, u,u’ € R}.
Wyznaczmy wariacje 6J. Mamy

b b b
AJ:/F(x,u+h,u’+h’)dx—/F z,u, ) / (z,u+ h,u' + 1) — F(z,u,u)] dz.

a

Ze wzoru Taylora wynika, ze

!/ /
OF (z,u,u) +h,0F(1’,u,u)

F(x,u+hu +h")—F(x,u,u’)=nh

ou ou'
9°F PE 1 °F
2_ / - 12
t3 h 0z T Saw T aur

PF  0*F

gdzie pochodne &5, 7=

- a 9E obliczone sa w punkcie (x,u + 0h,u’ +0h'), 0 < < 1.
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W takim razie

b
aF(x,u,u) ,8F($ u, /)

A= T ou VT ow 13.

! /[h R dx + o (u, h) [|]], (13.7)
gdzie
PF 1 ,0°F

2 ! — 72 . 13,

e uhu/n( G g 3! o) o (133)

Szacujac wyrazenie ([13.8]) otrzymujemy

b
1 1
aul < prlil? (5
DESYAE

a

N O*F
Juou’

O*F
ou?

82
‘ ou'?

) dx = ||h]| - Const

co na mocy definicji (13.4]) oznacza, ze wariacja funkcjonatu ((13.6) wyraza sie wzorem

5.J (h):/b [haF (”g’u“’“) h’aF(g - “/W dz. (13.9)

a

Zgodnie ze wzorem ([13.5)) warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkcjonatu jest spelnianie
warunku 6J (h) = 0. Calkujac przez czesci drugi sktadnik we wzorze ((13.9) otrzymujemy
b
/h,E)F (x,u,u’)dx _ h@F (x,u,u)

b
r=b
d (OF (z,u,u)
ou/ ou' o / h% ( ou' ) @,

~~ a

zatem
0J (h) = /h {Fu (x,u,u") — e (a:,u,u)} dx.

Z dowolnosci funkeji h wynika, ze musi by¢ spelnione ponizsze réwnanie (zapisane w uproszczonej
postaci z pominigciem argumentow )

d
F,— —F, =0. 13.10
o (13.10)

Réwnanie to nosi nazwe réwnania Fulera. Jest to wtasnie warunek konieczny istnienia ekstremum
funkcjonatu postaci . Rozwiazania rownania Eulera nazywaja sie ekstremalami. Z udowod-
nionego uprzednio twierdzenia wynika, ze funkcjonat J moze posiada¢ ekstrema tylko na zbiorze
ekstremal, zalezy to jednak od spetlienia pewnych warunkéw dostatecznych istnienia ekstremum.
Warunkoéw tych nie bedziemy w tym miejscu omawiac.

Przyktad 1 (zagadnienie brachistochrony)
Rozwazmy funkcjonal opisany wzorem ((13.1)). Jest on postaci

) z/F(u,u’)dx
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tzn. funkcja F' nie zalezy w sposéb jawny od z. Mozna pokazaé¢, ze w tym przypadku réwnanie
Eulera (13.10) moze by¢ sprowadzone do prostszej postaci

F —4'F, = Const.

W przypadku funkcjonatu zagadnienia brachistochrony przyjmujemy

1+ (v (z))?
P () = i(;) ) |

co prowadzi do rownania

@) @)
Vi a1+

= Const. (13.11)

Wprowadzajac parametr 7 = 2arcctgu’ mozna zapisaé¢ rozwigzanie réwnania (13.11)) w postaci
parametrycznej

r=a(r—sint), u=a(l —cosT).

Jest to przedstawienie parametryczne cykloidy, gdzie stata a zalezy od przyjetego warunku brze-
gowego u (2) = ya.

P rzyktad 2 (powierzchnia obrotowa o minimalnym polu)
Zagadnienie znalezienia powierzchni obrotowej o minimalnym polu przechodzacej przez usta-
lone punkty réwnowazne jest minimalizacji funkcjonatu (13.2)). Poniewaz
F(u,u) =u(z)\/1+ (' ()

nie zalezy w sposob jawny od x, wiec podobnie jak w poprzednim przyktadzie otrzymujemy row-

nanie
"2
F—u'Fy=u\/1+ (u)* - _uld) = Const.

2
1+ (u)
bLatwo pokazaé, ze jego rozwigzaniami sa wszystkie linie opisane rownaniem postaci
r — CQ

u = (' cosh ,
1

gdzie C i (5 sa stalymi zaleznymi od przyjetych warunkow brzegowych. Otrzymane linie nosza
nazwe krzywych tancuchowych.

Zagadnienie ze swobodnymi koncami

Rozwazmy funkcjonal ((13.6) bez zadanych warunkow brzegowych, tzn. poszukajmy krzywej, dla
ktorej funkcjonat

J (u) = /bF (2, u, ') da
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osiaga ekstremum, przy zalozeniu, ze konce krzywej u = u(x) leza na prostych z = a, x = b.
Powtarzajac rozumowanie z rozwazan dotyczacych zagadnienia z nieruchomymi koncami, docho-
dzimy do ponownie do réwnania Eulera oraz otrzymujemy tzw. naturalne warunki brzegowe
wyznaczone z rownan

Fu’|z:a = 07 Fu’\x:b = 0. (1312)

Warunki te spetnia kazda krzywa, na ktorej realizowane jest ekstremum funkcjonatu J.

Funkcjonatl zalezny od wiecej niz jednej funkcji
Rozwazmy zagadnienie polegajace na wyznaczeniu ekstremoéw funkcjonatu postaci

b
J (uy,ug, ... yuy,) = /F(x,ul (), .. uy (x),u) (2),...  u, (z))de (13.13)
przy zalozeniu, ze funkcje uy, ... ,u, speliaja pewne warunki brzegowe dla x = a i x = b.

Wykorzystujac rozwiniecie funkeji F' za pomoca wzoru Taylora, mozna pokazaé, ze w tym
przypadku wariacja §.J funkcjonatu (13.13]) dana jest wzorem

b
6J (h) = /Z (Fuhi + Fuhy) da. (13.14)
i=1

Wzor ten jest uogdlnieniem wzoru (13.9). Dobierajac w sposéb niezalezny funkcje h; tfatwo pokazad,
ze warunek powyzszy prowadzi do uktadu rownan Eulera postaci

d
Fu=—-Fy=0 dlai=12,..n (13.15)

Przyktad (zasada najmniejszego dziatania)

Zatézmy, ze dany jest pewien uktad punktéw materialnych o masach my, mo, ... ,m, i wspot-
rzednych (z;,y;, z;) dlai = 1,2, ...  n. Zaktadamy, ze uktadowi temu nie natozono zadnych wiezow.

Energia kinetyczna uktadu wyraza sie wzorem

"1 2 2.
T = Zémi (xf+y?+zf> .
1=1

Zat6zmy ponadto, ze uktad posiada energie potencjalna, tzn., ze istnieje taka funkcja (potencjat)

U=U(t,x1, ... ,Tns Y1, Yn, 21, --- ,2n), 2€ skltadowe sily dzialajacej na i—ty punkt sa réwne
odpowiednio
oU ou ou
Xj= o, Yi= -, 7= -

Wprowadzamy tzw. funkcje Lagrange’a rozwazanego uktadu, wzorem

L=T-U.
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Rozwazmy teraz zagadnienie minimalizacji funkcjonatu

t1

/L(t,xl,... STy YLy ooy Yns Py o s Zns Ty e oo s Ty Yps oo s Uy 215+ -+ 5 2n) dL. (13.16)

to

Na mocy uktadu réwnan Eulera (13.15) zastosowanego do funkcji

1 o o
FZL:Zﬁmi <x?+y?+z?) —U(t, T, oy Tpy Y1y e o s Yny 21y - e Zn)
i=1

otrzymujemy, ze

oUu d ou  d ou  d
- = miz; =0, — — —my; =0, — ——miz;=0 dlai=1,2,...,
or, di oy, dt Y 9z dt” o "

skad wynika, ze

Roéwnania (13.17) sa réwnaniami ruchu dla uktadu n punktéw materialnych.
Udowodnilismy w ten sposéb nastepujaca zasade najmniejszego dziatania.

Ruch uktadu w przedziale czasowym (to;t1) opisujq te funkcje x; (t), y; (t), z; (t), i =1,2,... ,n,
dla ktorych catka (13.16)) osigga minimum.

Funkcjonaly zalezne od pochodnych wyzszych rzedow

Rozwazmy teraz funkcjonaty postaci

b
J(u) = /F (z,u, s ... ,u(”)) dx (13.18)
z warunkami brzegowymi
u (a) = Ay, v (b)=B; dlai=0,2,...,n—1. (13.19)

Rozumujac analogicznie jak w poprzednich przypadkach mozna pokazaé, ze wariacja 6J wyraza
sie wzorem

d i o

Z warunku koniecznego istnienia ekstremum ([13.5]) wynika nastepujace rownanie zwane réwnaniem
Eulera-Poissona

d d? dr
F,— —F Fur— o (1)
+(=1)" o

T um = 0. (13.20)
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Funkcjonatl zalezny od funkcji dwéch zmiennych

Rozwazmy teraz przypadek funkcjonatu zaleznego od funkcji dwoch zmiennych. Niech €2 bedzie
obszarem zawartym w R? ograniczonym krzywa 0. Poszukujemy funkcji u (z,y) takiej, ze funk-
cjonat

J(u) = //F (z,y,u(z,y),us (z,y),uy (z,y)) dedy (13.21)

osiaga warto$¢ ekstremalna. Od funkcji w (x,y) wymagamy, aby spelniata warunek brzegowy po-
staci

Ujgn = ¢, (13.22)

gdzie @ jest dana funkcja okreslong na brzegu 0f).
Zakladajac, ze F jest klasy C? i analizujac postaé¢ przyrostu AJ mozna wyprowadzi¢ nastepu-
jacy wzér na wariacje funkcjonatu

6.J (h) = // (Fuh + Fu he + Fo hy) dedy. (13.23)
Q

Przeksztalcajac wzor ((13.23) za pomocyg wzoru Greena i zakladajac, ze hjpq = 0, otrzymujemy
ostatecznie, ze

0J (h) = // (Fu - %Fur — %Fuy) h(z,y) dzdy. (13.24)
0

Wynika stad nastepujace réwnanie Eulera

0 0

F,— —F, ——
or ' Oy

F, =0. (13.25)

Réwnanie ((13.25) wraz z warunkiem brzegowym ujpo = ¢ jest sformutowaniem warunku koniecz-
nego dla istnienia ekstremum funkcjonatu ((13.21)). Jest to réwnanie rézniczkowe czastkowe.

Przyktad 1
Rozwazmy funkcjonat

s [ [(54) "+ (32 Jasa 1320

z warunkiem brzegowym ujpn = @.

W tym przypadku
ou\ > ou\ >
F (ZL’, Y, U, Ug, uy) = (%) + (a_y) )

zatem rownanie Eulera ([13.25)) przybiera postaé
Au =0 z warunkiem ujpo = ¢. (13.27)

Oznacza to, ze funkcja u jest rozwiazaniem zagadnienia Dirichleta dla réwnania Laplace’a.
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Latwo pokaza¢, ze funkcja u bedaca rozwiazaniem zagadnienia (|13.27]) realizuje minimum

funkcjonatu ([13.26)).

Niech u = ug + h, gdzie hjpo = 0. Wowczas

s ][ 2 () oo
e I ICRCIE

8u0 oh 8u0 Oh

Stosujac twierdzenie Greena i uwzgledniajac fakt, ze Auy = 0 tatwo pokazad, ze
(9u0 Oh auo oh
—— 4+ —— | dxdy =0,
//[83:83: aya]xy
zatem

J (ug + h) :J(u0)+// [<%>2+ (gZ) ]dxdy> J (ug)

Q

co konczy dowdd.

Przyktad 2
Rozwazmy funkcjonat

// [( ) (%) +2“f(:r,y)] dudy (13.28)

z warunkiem brzegowym ujpo = .

W tym przypadku
au\®  [ou\?
F(x,y,u,uy, uy) = (8_Z> + (a—Z) +2uf,

zatem rownanie Eulera ([13.25)) przybiera postaé
Au = f z warunkiem ujpq = ¢. (13.29)
Jest to zagadnienie Dirichleta dla réwnania Poissona.

Przyktad 3
Zagadnienie znajdowania powierzchni o minimalnym polu przechodzacej przez dana krzywa
w przestrzeni R? prowadzi do poszukiwania minimum funkcjonatu

[ G- G
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z warunkiem ujpq = .
W tym przypadku réwnanie Eulera ((13.25) przybiera postac

ou\ 2| 0%u oudu 0*u ou\?| 0%u
1+(—) ] —9 + 1+(%> ]a_gﬂ_o' (13.31)

dy 022 ox 8_y 0xdy
Fizycznie powierzchni¢ o minimalnym polu realizuje powierzchnia banki mydlanej przechodzace;j
przez zadang krzywa w przestrzeni.

Funkcjonaty zalezne od funkcji wielu zmiennych i pochodnych wyzszych rzedow

Dla funkcjonatu

J(u):/---/F(xl,... Ty Uy Uy s o v o s Uy, ) ATy . dTy (13.32)
Q

rownanie Fulera przybiera postac

0 9]
rF,——F, —...——F, =0. 13.
G Fon = o =0 1339
Podobnie dla funkcjonatu
J(u) = //F (2, Y, U, Uy, Uy, Uy, Ugyy, Uyy) ATy (13.34)
Q

mozna wyprowadzi¢ nastepujace réwnanie Eulera

2 2 2
Op Op O & p O
ox

ooy Y * ox? ™ + oxdy + oy?

F,

Uyy

= 0. (13.35)

Przyktadowo dla funkcjonatu

T (u) = // [(%)2+ (gi;j)gm (ggy)Q —2uf(:c,y)] drdy

rownanie FEulera (|13.35) ma postac

A%y = f.

Dla f = 0 jest to réwnanie biharmoniczne.

13.3 Twierdzenie o minimum funkcjonalu kwadratowego

7, poprzednich rozwazan wynika, ze zagadnienia poszukiwania ekstremali funkcjonaléow prowa-
dza do pewnych zagadnien brzegowych dla rownan rézniczkowych czastkowych. Okazuje sie, ze
rowniez zagadnienia brzegowe dla réwnan rézniczkowych zwigzane sg z wyznaczeniem ekstreméw
funkcjonatow.

Niech H bedzie pewna przestrzenig Hilberta, w ktérej rozwazane jest réwnanie

Au = f, (13.36)



WYKLAD 13. ELEMENTY RACHUNKU WARIACYJNEGO 123

gdzie A jest operatorem okreslonym na pewnej podprzestrzeni liniowej D4 C H o wartosciach
w przestrzeni H. Zaktadamy, ze Dy = H, tzn. D, jest gesta w H. Zal6zmy rowniez, ze A jest
operatorem liniowym symetrycznym, tzn.

(Au,v) = (u, Av) (13.37)
dla wszystkich u,v € D4, oraz dodatnim, tzn.
(Au,u) > 0 oraz (Au,u) =0=u=0 dlau € Dy. (13.38)

Twierdzenie
Jesli A jest dodatni w podprzestrzeni D4, wowczas réwnanie Au = f, gdzie f € H, posiada
co najwyzej jedno rozwigzanie u € Dy C H.

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze gdyby elementy u; i us byty dwoma réznymi rozwigzaniami
tego rownania, to

OZAU1 —AUQ :A(Ul —UQ>
skad wynika, ze
(A(up —ug),ug —ug) =0 = u; —ug =0,

a zatem u; = us.
|
Twierdzenie (ominimum funkcjonalu kwadratowego)
Niech A bedzie symetryczny i dodatni w podprzestrzeni D4, niech f € H. Woéwczas jesli
rownanie Au = f jest spelnione dla ug € D4, tzn. Aug = f, to funkcjonat

F(u) = (Au,u) —2(f,u) (13.39)
osigga swoja najmniejsza wartos¢ w D4 w punkcie u = ug.
Dla dowodu koniecznosci warunku wystarczy zauwazyc¢, ze

F(u) = (Au,u) — 2(f,u) = (Au,u) — 2 (Aug, u) =
= (Au,u) — (Aug, u) — (u, Aug) = (Au,u) — (Aug, u) — (Au, ug) =
= (A(u—wup),u —ug) — (Aug, up) .
Z warunku ([13.38]) wynika, ze warto$¢ F' (u) jest najmniejsza gdy (A (u — ug),u — ug) = 0, tzn.
gdy u = uy.

Dla dowodu implikacji w strone przeciwng rozwazmy funkcje zmiennej ¢t € R okreslong dla
dowolnego v € D4 wzorem

F (ug +tv) = (A (ug + tv) ,ug + tv) — 2 (f, up + tv) =
=12 (Av,v) + 2t (Aug, v) — 2t (f,v) + (Aug, uo) — 2 (f, uo) -

Funkcja ta zgodnie z zatozeniem ma minimum lokalne w punkcie ¢t = 0, zatem

d
EF (uo + tv);_p = 0
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tzn.
2 (Aug,v) — 2(f,v) = 0= (Aup — f,v) = 0 dla dowolnego v € D 4.

Na mocy gestosci podprzestrzeni D4 wnioskujemy, ze Aug = f w H.

|
Przyktad
Rozwazmy rownanie
(E(2) I (z)u" (2))" = q () (13.40)
z warunkami
u(0)=u(l) =0, v (0)=2u(I) =0, (13.41)

gdzie E, I € C%([0;1]), ¢ € C([0;1]) oraz E (x) >0, I (z) > 0.

Roéwnanie opisuje ugiecie preta o dlugosci I, module sprezystosci E (), momencie
bezwtadnosci przekroju wzgledem osi ugiecia I (x), pod dziataniem obciazenia ¢ (z). Warunki
(13.41) oznaczaja, ze pret jest zamocowany na koncach.

Niech H = L*(0;1), D4 - zbiér funkcji klasy C* spetniajacych warunki brzegowe ([13.41]),
operator A zdefiniowany jest jako

A:Dy— H, Au= (EIu")".

Operator ten jest symetryczny, poniewaz na mocy wzoru o catkowaniu przez czesci otrzymujemy
dla u,v € Dy

l l

(Au, v) / (EIW")" vdx = (Elu")/v|iié —/(Elu”)/v'dx =

—_—
0 0
I
— ETu"'|"Z o+ /Efu”v”dx = /Efu”v"dx.
————

0 0
Analogicznie tatwo przeliczy¢, ze
!

(u, Av) = /E]u”v”dac,
0
zatem (Au,v) = (u, Av) dla dowolnych u,v € Dy4.
Ponadto
!
(Au,u) = /EI (u") dx >0
0
oraz z réwnosci (Au,u) = 0 wynika, ze v’ = 0, a wiec u () = ax + b. Poniewaz kazda funkcja u

nalezaca do podprzestrzeni D 4 spelnia jednorodne warunki brzegowe (13.41)), wiec © = 0. Oznacza
to, ze operator A jest dodatni.
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Funkcjonat F' jest w tym przypadku postaci

l l

F(u) = /EI (u")? dx — Q/qudx (13.42)

0 0

i wyraza dla danego ugiecia podwojong energie potencjalng preta.
Jesli ug jest rozwigzaniem problemu, to rozumujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia o mi-
nimum funkcjonatu kwadratowego, tatwo pokazac, ze

Uwaga
Twierdzenie o minimum funkcjonatu kwadratowego transformuje problem znalezienia rozwia-
zania réwnania Au = f do problemu znalezienia elementu uy € D4 minimalizujgcego funkcjonal
F (u) na D4. Twierdzenie to ma charakter warunkowy, tzn. nie gwarantuje a priori istnienia ta-
kiego elementu w danej podprzestrzeni D 4. W przypadku, gdy F' (u) nie przyjmuje najmniejszej
wartosci na D4, zbiér D4 wymaga rozszerzenia. Ta droga mozna skonstruowaé¢ definicje stabe-
go rozwigzania rozwazanego zagadnienia brzegowego, réwnowazng definicji stabego rozwigzania
w przestrzeniach Sobolewa H" (2).
|

13.4 Zadania

W zadaniach 1-7 wyznaczy¢ ekstremale funkcjonatéw zaleznych od jednej funkeji, przyjmujac
dowolne lecz ustalone warunki brzegowe.

1.

b
:/u —l—a:u dx

Odp.: u = %—1-02

b
:/ —|—2uu—16u dx

Odp.: u = Cy sin (4o — Cy)

J(u) = / [wu' + (u’)Q] dx

Odp.: u = —%2 + Ciz + Oy
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Odp.: u = sinh (Cyz + Cs)

b
J(u) = / [uQ + (W)* = 2usinz| dz

Odp.: u=Cie® + Coe ™™ + %sinx

b
J (u) = / [332 (u')? + 2u® + qu] dx

Odp.: u=Ciz+% + tzln|z|

J(u) = 27r/u\/ 1+ (v)’dx

Odp.: u = Cy cosh £=2

8. Wyznaczy¢ ekstremale funkcjonatu zaleznego od dwoch funkcji, przyjmujac dowolne lecz
ustalone warunki brzegowe

b
J (uy,ug) = / [QuluQ —2u? + (u'1)2 — (u'2)2] dx

Odp.: uy = (Chz + Cy) cosz + (Csx + Cy) sinzx

9. Wyznaczy¢ ekstremale funkcjonatu zaleznego od dwdch funkcji

J (uy,up) = [2U1U2 + (u))* + (u'g)Q] dx

o —
vl

przyjmujac warunki brzegowe: u; (0) = 0, uy (%) =1,u3(0) =0, uy (g) = —1.
Odp.: u; =sinz, uy = —sinz

W zadaniach 10-12 wyznaczy¢ ekstremale funkcjonatéw zaleznych od jednej funkcji, przyjmujac
dowolne lecz ustalone warunki brzegowe.
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10.
b
T = [ [ -2 47 - 2usina] do
Odp.: u = (Cy + Cyx) cosz + (C3 + Cyx) sinx — m2541n:v
11.
b
700 = [ [n? +20] do
Odp U = x?T + Clil?5 -+ 02.%’4 + 03233 + 04;172 + 05;1; + 06
12.

Odp.: u = Ciz+Coe " +e2 (Og cos \@x + (4 sin %gx) +e 2 (C’5 cos ‘/7590 + (g sin @x) + 23

13. Wyznaczy¢ ekstremale funkcjonatu

b

J(u) = / [(u”)2 —u® + :1:2] dx

a

przyjmujac warunki brzegowe: u (0) =1, v/ (0) =0, u (%) =0, v/ (%) = —1.
Odp.: u=Cie” + Coe ™™ + Cycosx + Cysinx
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