Wyktad 14

Wstep do metod przyblizonych

14.1 Wariacyjna definicja rozwigzan uogdlnionych

Rozwazamy réwnanie
Au=f (14.1)

w pewnej przestrzeni Hilberta H. Zaktadamy, ze operator A okre$lony jest na pewnej podprze-
strzeni liniowej Dy C H i jego wartosci lezg w H. Na mocy twierdzenia o minimum funkcjonatu
kwadratowego (13.39) wiemy, ze jesli rownanie Au = f jest spelnione dla ug € Dy, tzn. Aug = f,
to funkcjonal F' (u) = (Au,u) —2(f,u) osiaga swoja najmniejsza warto$¢ w D4 w punkcie u = uy.
Nie wiadomo jednak, czy taki element ug € D4 istnieje.

Bedziemy teraz usitowali rozszerzy¢ D, do takiego zbioru, na ktérym funkcjonat F' (u) osiaga
minimum.

Zatézmy, ze A jest dodatnio okreslony, tzn. symetryczny oraz dla pewnej statej C' > 0 zachodzi
nier6wnos¢

(Au,u) > C?|ul? (14.2)

dla kazdego u € Dy.
W podprzestrzeni D, definiujemy nowy iloczyn skalarny okreslony wzorem

(u,v) 4, = (Au,v). (14.3)

Latwo pokazac, ze wszystkie aksjomaty iloczynu skalarnego sa spetione. Iloczyn ten zadaje norme

w D4 okreslong jako
[ulla =/ (u,u) 4 (14.4)

Z zalozenia wynika, ze ||ul|4 > C||u|| zatem ciagi zbiezne w normie || - || 4 sa zbiezne takze
w normie standardowej || - ||.

Niech teraz Ha oznacza uzupelienie D4 w normie || - ||4. Przestrzen liniowa H,4 nazywamy
przestrzeniq Friedrichsa generowang przez operator A. Mozna pokazaé, ze wzér (14.3]) moze by¢
w naturalny sposob rozszerzony dla wszystkich u,v € Hj,. Podstawowe wtasnosci przestrzeni
Friedrichsa opisuje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie
Przestrzen H, jest przestrzenia Hilberta. Zbioér Dy jest gesty w H,, tzn. dowolny element
z przestrzeni H4 moze by¢ przyblizony przez elementy z D 4.
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Rozwazmy teraz funkcjonal F'(u) = (Au,u) — 2 (f,u). Na mocy ((14.3) moze on by¢ zapisany
jako
F(u)=(u,u), —2(f,u) dlaue Da. (14.5)
Z poprzednich uwag wynika, ze wzor ((14.5)) jest w naturalny sposob okreslony na H 4.

Twierdzenie

Niech operator A bedzie dodatnio okreslony na gestej podprzestrzeni liniowej D4 przestrzeni
Hilberta H. Niech H, bedzie przestrzenig Friedrichsa generowang przez operator A. Wowczas
funkcjonat F' zdefiniowany na H,4 za pomoca wzoru przyjmuje na H,4 swoja najmniejsza
warto$¢. Element ug, dla ktérego F' osiaga swoja najmniejsza wartosé jest wyznaczony jednoznacz-
nie.

Dla dowodu twierdzenia wystarczy zauwazy¢, ze dla ustalonego f € H wyrazenie (f,u) jest
ciaglym funkcjonatem liniowym na H 4, poniewaz na mocy (|14.2)) zachodzi nier6wnos¢

[(Fol < [flllull < é”f””uHA-
7 twierdzenia Riesza wynika istnienie takiego elementu uy € H 4, ze dla kazdego u € H 4 zachodzi
(u.) = (f.u). (14.6)
W takim razie

F(“) = (U,U)A —2 (uoﬂu)A = (u — Up, U — uO)A - (U’O?uO)A =

= [Ju = uoll% — [luoll%,
tzn. F (ug) = —|Juol/} 1 dla kazdego u # g spelniona jest nieréwnosé¢ F (u) > F (ug).
Definicja
Element ug minimalizujacy funkcjonat ((14.5) nazywamy rozwigzaniem uogélnionym réwnania
Au = f.

Uwaga l

Réwnosé (ug, u) 4, = (f,u) nie prowadzi do efektywnego algorytmu skonstruowania rozwiaza-
nia ug. W celu znalezienia przyblizen rozwigzania nalezy rozpatrzy¢ zagadnienie minimalizacji
funkcjonatu F (u).

Uwaga 2
Latwo zauwazy¢, ze jesli

1
(o, w) 4l = 1(f, )l < FlI Sl

to dla u = ug

1 1
ol < clflllluolla, a zatem fluofla < I f1- (14.7)

Gdy vy jest rozwiazaniem zagadnienia Avy = g, ug jest rozwigzaniem zagadnienia Aug = f, to

1
luo = volla < S = gll (14.8)
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co oznacza ciagla zalezno$¢ rozwiazania od prawej strony rownania. W szczegdlnosci, gdy dla
pewnych u,, € Dy oznaczymy Au, = f,, to

1 1
lun = uolla < Fllfu = fll = FllAwn = £, (14.9)
tzn. (Au, — f) = (un, — up).

Uwaga 3
Jesli ug € Dy minimalizuje F' (u) na Hy, to ug jest rozwigzaniem zagadnienia Au = f. Jesli
jednak ug ¢ Dy, to réwnanie Au = f nie posiada rozwiazan w D 4.

Istotnie, gdyby v € D4 bylo rozwiazaniem réwnania Au = f w D4, to F' (v) byloby najmniejsza
wartoscig funkcjonatu F' w D 4. Poniewaz jednak

F (v) = llv = uolld — luoll% > F (o),
wiec z gestosci zbioru Dy w H 4 wynika istnienie elementow w,, € D4 takich, ze
Up, — Ug, F (uy,) — F (ug) < F (v),

co na mocy przyjetego zatozenia nie jest jednak mozliwe.

14.2 Metoda szeregéw ortonormalnych

Rozwazamy réwnanie (14.1) w pewnej przestrzeni Hilberta H. Zakladamy, ze operator A jest
dodatnio okredlony na pewnej gestej podprzestrzeni liniowej D4 C H i jego wartosci lezag w H. Na
mocy twierdzenia o minimum funkcjonatu kwadratowego (13.39) wiemy, ze jesli réwnanie Au = f
jest spelione dla ug € Hya, tzn. Aug = f, to funkcjonal F' (u) = (Au,u) — 2 (f,u) osiaga swoja
najmniejsza wartos¢ w H, w punkcie u = wuy.

Zaktadamy réowniez, ze przestrzen H, jest osrodkowa (wystarczy zadaé¢ by H byta osrodkowa,
np. H = L?(Q)).

Niech (¢r) bedzie uktadem ortonormalnym zupelnym w H 4. Wéwczas zgodnie z teoria szeregéw
Fouriera w przestrzeniach Hilberta i réwnoscia (10.17), ug mozna przedstawi¢ jako

“+o00

Uy = Zakgok, gdzie ay = (uo, Pr) 4 - (14.10)
k=1

Z definicji iloczynu skalarnego (-, ) , wynika, ze
ap = (uo, ) 4 = (Aug, i) = (f, ) dla k=1,2,... (14.11)

Ze zbieznosci szeregu ([14.10) w H4 wynika jego zbieznos¢ w H, poniewaz

n n
1
[luo — kE_lakSDkH < alluo = kE_laksokHA — 0

Powyzsze rozwazania mozna sformutowaé¢ w postaci nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie
Niech A bedzie operatorem dodatnio okreslonym na podprzestrzeni liniowej, gestej Dy C
H, f € H. Niech (¢r) bedzie uktadem ortonormalnym zupelnym w H,. Wéwcezas rozwiazanie
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uogoélnione ugy réwnania Au = f jest dane jako szereg (14.10) ze wspotczynnikami okreslonymi
wzorami (14.11])).
|

Niedogodnosciag metody szeregow ortonormalnych jest jest trudnos¢ efektywnego uzyskania
uktadéw ortonormalnych zupetych (tzw. baz ortonormalnych) w H 4.

14.3 Metoda Ritza

Niech A bedzie operatorem dodatnio okreslonym na D4, D4 gesty w H, H - osrodkowa przestrzen
Hilberta. Rozwazmy baze¢ (¢x) w Hya (tzn. uklad przeliczalny elementéw liniowo niezaleznych,
zupetny). Nie zakladamy ortogonalnosci tego uktadu.
Niech F'(u) = (u,u), — 2(f,u). Rozwigzaniem uogélnionym zagadnienia Au = f jest taki
punkt ug € Hy, ze
F (ug) = min F' (u) .

u€H 5

n
Ustalmy n naturalne i rozwazmy zbiér elementéw postaci u,, = E AfP-
k=1

Wspélezynniki a,, wyznaczamy zadajac, aby
F (u,) =min F (v,), gdzie v, € lin (p1,a,... ,¢n), tzn. v, = Zbkapk.
k=1
F (v,) jest forma kwadratowa zmiennych by, bs, ... , b, postaci

F (vn) = <Zbk¢k,zbk@k> -2 (f, wa’f) : (14.12)
k=1 k=1 A K=1

Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum wyrazenia ((14.12)) jest, aby

F
or =0, or =0,... ,—aF =0.
b, by Oby,
Warunek ten prowadzi do nastepujacego uktadu réwnan liniowych wzgledem by, bo, ... , b,

(P, 00) 400+ (01, 902) 402+ 4 (01, 00) 400 = (f, 1)
b

(@2790.1)1461 + (9027.902)Ab2 +':'+ (902’90.”>A noT (f’ #2) (14.13)

(¢n7901)Ab1 + (Qpna902),4b2 +.ot ((pmspn)Abn :(facpn)

Wyznacznik uktadu (14.13)) jest rézny od zera, poniewaz elementy ¢y sa liniowo niezalezne (jest
to tzw. wyznacznik Grama ukltadu (py)), a wiec wartosci by, be, . .. , b, sa jednoznacznie okreslone.
W przypadku, gdy (¢x) jest uktadem ortonormalnym otrzymujemy natychmiast, ze

bkz(f7g0k), dlak:=1,2, ,n.

Tak okreslony ciag u, = Zbkgpk nazywamy ciagiem Ritza.
k=1
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Twierdzenie
Niech A bedzie operatorem dodatnio okreslonym na Dy C H, Dy geste w H, f € H, H -
osrodkowa przestrzen Hilberta. Niech (¢y) bedzie baza w H 4 (niekoniecznie ortogonalna). Wéwczas
ciag Ritza (u,) ze wspélezynnikami by, bs, ... , b, okreslonymi jednoznacznie przez uktad réwnan
(14.13]) zbiega w H,4 (a wiec i w H) do uogdlnionego rozwiazania ug réownania Au = f.
]

Uwaga l
Chociaz dla ciaggu Ritza u,, — ug, to nie musi zachodzi¢ Au,, — f.

Uwaga 2
Korzystajac z nieréwnosci (10.20) i whasnosci przestrzeni Hilberta, mozna pokazaé, ze dla
m > n zachodzi zawsze nieré6wnos¢

|t — wolla < ||un — wol|a- (14.14)

Uwaga 3
Jedli elementy bazy (@) naleza do Dy, to uktad réwnan (14.13)) mozna zapisaé w postaci

(Ap1,01) b1+ (Ap1,02) b +...+ (Apr,n) by = (f,¢1)

Apa, 1) b+ (Ap2,02) b2 +... 4+ (Apa, )b = (f,
(Agpy .901) 1+ ?2 2) ba . (Ags _‘P) (f ?2) (14.15)

14.4 Metoda Galerkina

Niech A bedzie operatorem okreslonym na Dy, D4 gesty w H, H - osSrodkowa przestrzen Hilberta.
Rozwazmy baze (¢r) w Ha taka, ze ¢ € D4 dla k= 1,2,.... Nie zakladamy ortogonalnosci tego
uktadu.

Poszukujemy przyblizenia rozwigzania uogélnionego rownania Au = f w postaci

n
Up = E APk,
k=1

gdzie state a, wyznaczamy z uktadu rownan
(Aup, — foor) =0 dla k=1,2,... n. (14.16)

7 gestosci D4 w H wynika, ze gdyby warunek ([14.16]) spetniony byt dla wszystkich &, to u,, byloby
rozwiazaniem rownania Au = f. Ciag u, nazywamy ciagiem przyblizen Galerkina.
W przypadku, gdy operator A jest liniowy warunek ({14.16|) prowadzi do uktadu réwnan

(a1 Apr + agAps + ...+ a,Ap, — fior) =0 dla E=1,2,... ,n. (14.17)
tzn. w postaci rozwinictej
(Apr,p1)ar + (Apa,p1)as +...+ (Apn, 1) an = (f, 1)
)

A 7 + A , 4+ ...+ A ) n )
(Apr .902)a1 ( 80? p2) az . (Ay .902>a (f 72 (14.18)

(AQODSDn)al + (A§027§0n)a2 +...+ (A@nason)an :(fa(zon)
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Jedli dodatkowo zalozymy, ze A jest operatorem dodatnio okreslonym (a wiec symetrycznym),
to tatwo zauwazy¢, ze uktad (14.18) jest identyczny z uktadem réwnan ((14.15) otrzymanym w
wyniku stosowania metody Ritza. W tym przypadku otrzymane ciggi przyblizen sa identyczne.

Twierdzenie
Niech A bedzie operatorem dodatnio okreslonym na D 4, Dy gesty w H, f € H, H - osrodkowa
przestrzen Hilberta. Niech () bedzie baza w H,4 (niekoniecznie ortogonalng) oraz ¢y € D4 dla
k=1,2,.... Wowczas ciag przyblizen Galerkina, gdzie state ay, as, ... , a, sa wyznaczone z uktadu
rownan jest zbiezny w H 4 do rozwigzania uogdlnionego rownania Au = f.
|

Uwaga 1 (poréwnanie z metodg Ritza)

Zakres stosowania metody Galerkina jest o wiele szerszy niz metody Ritza. Dla zastosowania
warunku (14.16]) nie jest konieczne, aby operator A byt dodatnio okreélony, symetryczny ani nawet
liniowy. W metodzie Galerkina punktem wyjscia jest rownanie Au = f, za§ w metodzie Ritza -
minimalizacja funkcjonatu F (u).

Uwaga 2
Mozna rozwazaé dwie rézne bazy w przestrzeni H 4, tzn. (@) i (¥ ). Poszukujemy przyblizenia
rozwigzania uogolnionego réwnania Au = f, podobnie jak poprzednio, w postaci

n
Up = E APk,
k=1

gdzie state a; wyznaczamy z warunku
(Aup, — fir) =0 dla k=1,2,... ,n. (14.19)

Metoda ta nosi nazwe metody Galerkina-Pietrowa.

14.5 Metoda najmniejszych kwadratow

Niech A bedzie operatorem liniowym okreslonym na D 4, D4 gesty w H, H - osSrodkowa przestrzen
Hilberta. Zal6zmy, ze dany jest uklad funkcji (pr) w H taki, ze ¢, € Dy dla k = 1,2,... oraz
(Agpy) stanowi baze w H (uktad taki nazywamy A—baza w H)

Metoda najmniejszych kwadratoéw polega na poszukiwaniu ciggu

n
Up = § arPk
k=1

przyblizen rozwigzania uogoélnionego uy réwnania Au = f. Stale a, wyznacza sie za pomoca
warunku

| Aw, — f||* = min|| Av, — f]]*, (14.20)

gdzie minimum rozpatruje sie po wszytkich funkcjach postaci v,, = Zbkgok.
k=1
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Obliczajac ||Av, — f||* otrzymujemy

|Av, — fII? = (Av, — f, Av, — f) = (ZbkAsok — [ brAgy, — f) =
k=1 k=1

k=1

1,j=1

Wyrazenie to osiaga minimum gdy %HAvn — fIP = 0dlai = 1,2,... ,n co mozna zapisaé
w postaci uktadu rownan

(A1, Apn) by, = (f, Apr)

(A1, Ap1) by + (Ap1, Apa) by + ...
+ (Apg, App) by, = (f, Aps)

Apsy, A by + (Aps, A b
( ¥2 '801) 1 ( 802. <P2) 2 (14.21)

(Apn, Ap1) b1+ (Apn, Apa) by +...+ (Apn, Apn) b, = (f, Apy)

7, zalozenia wynika, ze wyznacznik uktadu (14.21)) jest rézny od zera, zatem wspoétczynniki b; sa
jednoznacznie wyznaczone.

Twierdzenie

Niech A bedzie operatorem liniowym dodatnio okreslonym na D, D gesty w H, f € H, H -
osrodkowa przestrzen Hilberta. Niech (@) bedzie A—baza w H (tzn. (Agy) jest baza w H) oraz
pr € Dydlak=1,2,.... Wowczas ciag u,, postaci

k=1

gdzie state by, by, ... b, sa wyznaczone z uktadu réwnan ([14.21]) jest zbiezny w H4 (a wiec i w
H) do rozwiazania uogdlnionego ug réwnania Au = f oraz lim Au, = f w H.

n—oo

U waga 1 (pordwnanie z metodg Ritza)
Niech (v,) oznacza ciag Ritza, zas (u,) ciag otrzymany metoda najmniejszych kwadratow.
Wowczas, poniewaz F (u) = ||u — ug||4 — ||uol%, wiec z konstrukeji ciagu Ritza wynika, ze

[[on = uolla < [lun — uol|a, (14.22)

co oznacza, ze cigg Ritza jest ,szybciej” zbiezny. Z drugiej strony metoda najmniejszych kwadra-
téw pozwala prosto oszacowaé popelniony btad, bowiem na mocy nieréwnosci ((14.9) prawdziwe
jest oszacowanie [lu, — uolla < 5[l Au, — f].

Uwaga 2
W przypadku, gdy wiadomo, ze ug € D, mozna rozwazy¢ funkcjonat

F(u) = F (u) + || Au — f|

i zastosowa¢ do niego metode Ritza. Wowcezas ciag minimalizujacy F' spelia dodatkowo warunek
T}Lrglo Au, = f w H. Metoda ta nosi nazwe metody Couranta.

Uwaga 3

Do formalnego zastosowania metody najmniejszych kwadratow nie jest konieczne, zeby opera-
tor A byl dodatnio okreslony. Problem jednoznaczno$ci wyznaczenia wspotczynnikéw by, i zbiez-
nosci ciggu (u,) ma odpowiedZ pozytywna przy nastepujacych zalozeniach:
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1. A - liniowy, Dy = H;

\V]

. (Ayy) jest baza w H;
3. Réwnanie Au = f ma rozwiazanie ug € D 4;

4. Istnieje stata K > 0 taka, ze dla kazdego u € D4 zachodzi nieréwnosé || Au|l > Kl|ul|.

14.6 Metoda gradientéw

Metoda ta dotyczy operatorow ograniczonych, dodatnio okreslonych na pewnym gestym podzbio-
rze Dy C H (nie nadaje sie wiec do operatoréw rézniczkowych).

Niech ug bedzie rozwigzaniem uogélnionym réwnania Au = f w H. Wowcezas 1y minimalizuje
funkcjonat

F(u) = (Au,u) —2(f,u).

Funkcjonat ten, jako funkcjonal ograniczony, okreslony na podzbiorze gestym w H moze by¢
przedtuzony na caty przestrzen H z zachowaniem ograniczono$ci.

Niech u; bedzie dowolnym elementem przestrzeni H. Zatézmy, ze Auy — f # 0 (w przeciwnym
razie u; = ug i procedura jest zakonczona). Wéwcezas poszukujemy takiego elementu vy, ze

. d d
loi]| = |Auy — f]] 1 EF (w1 + tv1) e = mngF (w1 + )} - (14.23)
Poniewaz
F(uy +tvr) = (A(ur + tor) ,ug +tor) = 2(f,un + o) =
=F (ul) + 2t (Au1 — f, Ul) -+ t2 (A’Ul, Ul) s

zatem

d

%F (w1 +tv1) =g = 2 (Aus — f,01).
Wyrazenie to osiaga warto$¢ najwieksza gdy v; = Au; — f. Dla wyznaczonego v, wyrazenie

F (uy + tvy) osiaga wartosé najmniejsza gdy

(Auy — f,v1) _ (v1,v1)
(AUl,Ul) - —(A'Ul,’l)l)‘

t=t = — (14.24)

Niech teraz us = wuy + tyv;. Powtarzamy powyzsze rozumowanie dla elementu wyjsciowego us
1 otrzymujemy

(UQvUZ)

= Auy — tg = ——=2 =/
(% U2 f7 2 (AUQ,UQ)’

us = Uz + tQUQ.

W ten sam sposéb mozna skonstruowac rekurencyjnie kolejne elementy ciagu u,, takie, ze

(VUn, Vn)

n:A n— Js t, = — 5
Y tn = f (Av,,, vy)

Upy1 = Up + tpUy. (14.25)
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Twierdzenie
Jedli istnieja takie state dodatnie m i M, ze dla kazdego u € H speliona jest nieréwnosé

mlful* < (Au,u) < Mjul?,

to otrzymany powyzej ciag (u,) zbiega do rozwiazania uogdlnionego uy rownania Au = f w Hy
(wiec i w H), przy czym zachodzi nieréwnosé

M —m
M+m

n
||un+1—u0||A§||u1—u0||A< ) dlan=1,2,....

14.7 Zadania

1. Rozwazy¢ operator Au = (ETu")" odpowiadajacy réwnaniu ugiecia preta (13.40) z przykta-
du z wyktadu ,Elementy rachunku wariacyjnego” - nr 13. Napisa¢ dla tego operatora uktad
rownan (|14.18)) wystepujacy w metodzie Galerkina oraz uktad rownan (|14.13)) wystepujacy
w metodzie Ritza. Pokazaé, ze uktady te sa identyczne.

2. Niech H = L? (0; 7). Rozwazmy réwnanie catkowe
(Au) () = u () — O,l/sin(x—l— s)u(s)ds = h(z), gdzie h € L*(0;7).
0

Do operatora A zastosowa¢ metode gradientow i wyznaczy¢ przyblizenie uy rozwiazania.
Wyznaczy¢ rowniez rozwigzanie doktadne réwnania.
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