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Wstep Roéwnanie ze zmiennym opdéznieniem (przyktad)

Réwnanie ze zmiennym opo6znieniem

Przyktadem réwnania rézniczkowego czastkowego typu parabolicznego
ze zmiennym opoznieniem jest zaburzone réwnanie ciepla

%(t,m) = Au(t,z) + c1(t,x)u(t — R(t),z) te€[0,T], z€ D

u(t,z) =0 te€0,T], z € 0D,

gdzie D C RY jest ograniczony, a 9D (brzeg D) Lipschitzowski. Lapla-
sjan A jest liczony po zmiennych z, a T' > 0. Funkcje ¢; € Loo((0,7)x D)
nazywamy parametrem. Opo6znieniem jest funkcja R : [0, 7] — [0, 1].

Uwaga

Réwnania takie znajduja zastosowanie w ekologii matematycznej. Ich
wlasnosci badane sa w pracach: [1], [2], [3], [4].
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Wstep ~ Réwnanie ze zmiennym opéznieniem (przyktad)

Gtowne wyniki

Twierdzenie (MK & JM 2022 [5])

Niech ¢1 € L((0,T) x D), ug € C([-1,0],L,(D)) (1 < p < 00),
R € Ly((0,T)) przy czym R(t) € [0,1] dla A\-p.w. t € (0,T). Istnieje
jedyne rozwiazanie (typu mild) u(-;c1,up, R) € C(]—1,T]) réwnania (1)
spelniajace warunek poczatkowy wu(t; c1, ug, R) = ug, t € [—1,0].
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Wstep Roéwnanie ze zmiennym opdéznieniem (przyktad)

Glowne wyniki

Twierdzenie (MK & JM 2022 [5])

Zalézmy, ze (c1,m)o0—1, (Wo,m)oo—q oraz (Ry,)oo_; sa ciagami takimi, ze:
u c1m zbiega w *-slabej topologii do ¢; € Loo((0,7) x D),
m ug,m zbiega w topologii normowej C([—1,0], L,(D)) do ug,
» R, zbiega dla \-p.w. t € (0,7) do R.
Wtedy
u(+; €1m, U0,my Bm) — u(-; 1, u0, R)

w normie C([—1,T], Ly(D)).
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Wstep  Réwnanie ze zmiennym opéznieniem (ogdlna postaé)

Réwnanie ze zmiennym opo6znieniem

Ogdlna postacig rownania rézniczkowego czastkowego z opdznieniem jest:

%_ii<§: () 2 e )>
8t_i Dy \ &= W9 gy T ALY

+ec(t,x)u(t —R(t)); 0<t<T, x€D,

gdzie a;j,a;,b;i,¢c0,c1 € Loo((0,T) x D). Ze wzgledu na konwencje, iz
funkcja v ma wartoéci w pewnym L, (D), pochodne rozumiane sa tu w
pewnym stabym sensie.
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Wstep ~ Warunek brzegowy i poczatkowy

Warunek brzegowy

Roéwnanie (2) rozwaza sie wraz z warunkiem brzegowym
Bu=0, 0<t<T, xcdD (3)

gdzie operator B jest postaci:

Bu =
(u (Dirichlet)

ol ou

Z ( Z a;j(t, x)ﬁ + a;(t, ac)u) vi (Neumann)

i=1 Nj=1 J

N , N ou

Z (Z a;j(t, x)% + a;(t, x)u> vi +do(t,z)u (Robin).

i=1 Nj=1 J
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Wstep ~ Warunek brzegowy i poczatkowy

Warunek poczatkowy

Roéwnanie (2) rozwaza sie wraz z warunkiem poczatkowym. Ze wzgledu
na opéznienie, ug € C([—1,0], L,(D))

LP
—1 0

Rysunck: Warunek poczatkowy ug € C([—1,0], L,(D)) oraz dalsza ewolucja u.

Mozliwe jest rozwazanie mniej regularnych warunkéw poczatkowych w
zaleznosci od dodatkowych zatozen na funkcje R. Przykladowo, jesli R =
1 mozna przyjac¢ ug € L,(D) @ L,((—1,0), L,(D)).
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Zalozenia i przestrzen parametréow | Zalozenia

Zatozenia

Przyjmujemy, ze:

. parametry réwnania (2) sa (£((0,7) x D),B(R))-mierzalne oraz
istotnie ograniczone,

. funkcja R € Loo((0,T)) oraz dla A-p.w. t € (0,T) : R(t) € [0,1],
. istnieje stala ap > 0 taka, ze dla A-p.w. (¢,z) € (0,T) x D oraz
wszystkich ¢ € RV

N

Z azg(t € §z§] 040251

i,j=1

Oraz a;; jest symetryczne wzgledem 4, j.
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Zalozenia i przestrzen parametréw | Przestrzen parametrow oraz jej topologia

Przestrzen parametréw oraz jej topologia

Przyjmujemy, ze przestrzen wspoétczynnikéw Y to domkniety i normowo
ograniczony podzbidr przestrzeni

(L1((0,T)) x D,RN**2N+2) ¢ 1, ((0,T) x dD,R))*
> Loo((0,T) x D, RV +#2N42y g [ ((0,T) x OD,R)

z *-slaba topologia podprzestrzeni L. Elementy Y oznaczamy

ai=((a)’_y (@) B)Y1  coer, do).

Podobnie wprowadza sie przestrzen opdznien R, réwniez z *-staba topo-
logia:

R = {R € Loo((0,T)) : R(t) € [0,1] dla Ap.w. ¢ € (0,T)}.
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Zalozenia i przestrzen parametréw | Przestrzen parametrow oraz jej topologia

*_staba zwarto$é Y oraz R

» Przestrzen Y jest *-stabo zwarte na mocy twierdzenia Banacha-
Alaoglu.

» Podobnie R okazuje sie normowo ograniczonym wypuklym *-stabo
domknietym podzbiorem Lo, ((0, 7)) przez co jest tez *-stabo zwarte
na mocy twierdzenia Banacha-Alaoglu.

» Przestrzen Y z *-slaba topologia jest metryzowalna podobnie R.
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Zalozenia i przestrzen parametréw | Przestrzen parametrow oraz jej topologia

Czasem zaklada¢ bedziemy, ze ciag (R,,)o—; pochodzi z Ry C R. A
Ro ma nastepujaca wlasnosé: jesli R € Rq jest *-stabg granica ciagu
(Rmn)°_1 C Rp to Ry, dazy do R punktowo A-p.w.

Uwaga

Warto zauwazy¢, ze powyzsza wlasnosé Rg jest naturalnie spelniona,
gdy Ryo jest normowo zwartym podzbiorem R. Jest to wniosek z faktu,
iz topologie Hausdorffa (T3) (tu *-staba) slabsze od topologii normowej
sg rowne na zwartych podzbiorach.

W dalszej czesci prezentacji bedziemy zaktadaé, ze Rg posiada powyzej
opisana wlasnosé. Zatozenie to nazwijmy DAG6.
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Zalozenia i przestrzen parametréw | Przestrzen parametrow oraz jej topologia

Twierdzenie (Kuratowski)

Niech X to zbiér z dwiema topologiami O, oraz O, takimi, ze
(i) Or, C O,

(1) (X, Or,) jest Ty,

(1) (X,0,) jest zwarta

wtedy Or, = O,.

Dowdd.
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Rozwigzania Mild [FStabe rozwigzania

Stabe rozwigzania

Aby zdefiniowa¢ rozwiazanie Mild na poczatku wprowadzane sg stabe
rozwiazania (definiowane jako funkcje spelniajace pewne réwnanie cal-
kowe) réwnania (2), gdzie ¢; = 0 (innymi slowy nie ma czlonu z op6z-
nieniem). Okazuje sie, ze istnieje operator U,(t,0) € L(L,(D)) taki, ze
jedyne rozwigzanie zapisuje si¢

u(t) = Ua(t,0)ug(0),  0<t<T.

Operator U,(t,0) jest operatorem catkowym z A-p.w. nieujemnym ja-
drem catkowym [6], [7], [8].

Uwaga

Warto zauwazy¢ tu podobienistwo stabych rozwigzan do rozwigzania réw-
nania ciepta danego przez splot z jadrem ciepta lub podobienstwo do
macierzy fundamentalnej.
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Rozwigzania Mild Stabe rozwigzania

Wtasnosci operatora U,(t, s)

» Dla kazdego a € Y, (s,t) € A oraz 1 < p < ¢ < 0o zachodzi
Ua(t,0) € L(Ly(D), Le(D)).
m Istnieja stale M > 1 oraz v € R takie, ze

dal<p<g<oo,acYil(st)ecA.

Ua(s,s) = Idz,p), a€Y, s€ [0, 77,

Ua(ta,t1) o Uy(t1,s) = Uy(te,s), a€Y, 0<s<t; <ty <T.

Przy czym A := {(s,t) e R®: 0< s <t < T}.
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Rozwigzania Mild [FStabe rozwigzania

Wtasnosci operatora U,(t, s)

Twierdzenie (Ladyzenskaja, Solonnikov & Ural’ceva [9])

Niech 1 < p < 00, 0 < s < T. Wtedy dla dowolnego T} € (s,T]
istnieje @ € (0,1) taka, ze dla kazdego a € Y, ug € L,(D), oraz
zwartego Dy C D funkcja [[T1,T] x Dy > (t,z) — (Ua(t)uo)(z]]
nalezy do C%/>%([T1,T] x Dy). Przy ustalonym T}, oraz Dy, norma
C*/22([Ty, T] x Dy) jest ograniczona przez stala zalezna od ||ug|| Ly(D)-

Twierdzenie [3], [5]

Dla kazdego (s,T1) € A, 1 < p < 0o i ograniczonego E C L,(D) zbi6r

{[[T1,T] 3t — Uy(t,8)up € Ly(D)] :a € Y,up € E'}

jest prezwarty w C([T1,T], L,(D)).
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Rozwigzania Mild Rozwigzania typu Mild

Rozwiazania typu Mild

Rozwiazania typu Mild definiuje sie w duchu Zasady Duhamela (Varia-
tion of constants) [10, p. 129], [3]. Mianowicie funkcje u € C([—1,T], L,(D))
nazwiemy rozwiazaniem Mild réwnania (2), gdy:

u(t) = uo(t), dla t € [-1,0]

oraz

) = Ua(t,0)uo(0)+ | Ualt,e1(6, Jul=RIQ) G, it € 0,7],

Marek Kryspin (PWr)
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Rozwia a Mild Rozwigzania typu Mild

Rozwiazania typu Mild

Abstrakcyjnie rozwigzania Mild sg punktami stalymi operatora:
Gauo.r + C([0,T], Ly(D)) — C([0,T], Lp(D))

danego wzorem

(a0l 3= Ut 0u0(0) + [ Ualt, ) (cn(€. s = RIC) e

Uwaga

Dalsze rozwazania dotyczyé¢ beda gtéwnych wynikéw z ostatnich miesie-
cy. Jednak wyniki te opieraja si¢ na wezesniejszych dowodach, iz operator
G440, Ma jednoznaczny punkt staty. To natomiast wynika z faktu ist-
nienia liczby © > 0 dla ktérej B, 4, r jest kontrakcja na C([0, ©], L,(D)).
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ania Mild Rozwigzania typu Mild

Szkic dowodu

1(Gu)[t] — (&v)[t]l L, D) <

< [ 10t OOl ~ RIQY) = vl = RO 01 4
<MK [ ¢ = RQ) = o6 = RO gy 46

t
< MKe”t/s sup [[u(€ — R(€)) — v(& — R(€))|l 1, (p)y dC

s<est

t
< MK / sup [|u(€) — v(€)l|1,(p) ¢
s s—1<ELE

t
— MK / sup [[u(€) — v()|1,(p) ¢

s sKESE

< MK O|u — vl ¢(s,s10],1,(D)-
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Aktualne wyniki [ Ciggla zaleznos¢ od warunku poczatkowego

Ciagta zaleznos$é¢ rozwigzan Mild od warunku
poczatkowego

Twierdzenie (MK & JM 2022 [5])

Dla dowolnych a € Y, R € R odwzorowanie
[C([_L 0]7 LP(D)) S ug — u( 3@, U, R) r[O,T]E C([Ov T]v LP(D)) ]

jest ciagte.
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Aktualne wyniki [ Ciggla zaleznos¢ od warunku poczatkowego

Szkic dowodu

Dlat € [0,T],a €Y, R € R oraz warunku poczatkowego ug zdefiniujmy
norme d nastepujacym wzorem:

5(t; a, ug, R) = Ssup ”u(t + 95 a, u, R)HLP(D)
9€[—1,0]

= |lu(t + -5 a,u0, R) [[-1,0] lo(=1,0,L,(D))-
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Aktualne wyniki Ciagta zaleznoé¢ od warunku poczatkowego

Szkic dowodu

Mozna wykazaé, ze istniejg state M, oraz Ms takie, ze
P
”’M(p, a, ug, R)||Lp(D) < M16(0, a, ug, R) + Mo /O 5(€a a, ug, R) dC

dlap € [0,T],a €Y, R € R oraz ugy. Nastepnie biorac sup po p stronami
otrzymujemy:

t
5(t) < My(0) + M, /0 5(¢)d¢

co z lematu Gronwalla pozwala zapisaé¢

5(t) < M15(0) exp (My /O t ac).
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Aktualne wyniki [ Ciggla zaleznos¢ od warunku poczatkowego

Szkic dowodu

Whnioski z powyzszych obserwacji sa nastepujace:

» istnieje jednostajna stata M dla ktérej
[u(t; a,uo, R)| 1,0y < Mluollc(-1,0,L,(D))-
= jako, ze réwnanie jest liniowe to

[u(sa,u0,1, R) — u(+; a,u0,2, R)|lc(-1,1),L,(D))

< Mluoy — uozlle-1,00,L,(D))-
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Aktualne wyniki [ Ciggla zaleznosé od parametrow

Ciagta zaleznosé¢ rozwigzan Mild od parametrow

Twierdzenie (MK & JM 2022 [5])

Dla dowolnego 0 < T} < T, ug € C([—1,0], L,(D)) oraz R € R odwzo-
rowanie

[Y > a— u(sa,u, R)limy, m€ C([T1,T), Ly(D)) ]
jest ciagte.

Marek Kryspin (PWr)
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Aktualne wyniki [ Ciggla zaleznosé od parametrow

Szkic dowodu

W dowodzie kluczowe obserwacje opieraja sie o fakty:

Niech X,Y to przestrzenie metryczne, u : X — Y, a € X. Jedli dla
kazdego ciagu a,, zbieznego do a istnieje podciag ay, na ktérym u(a,, ) —
u(a) to u jest ciaglta w a.

Twierdzenie (MK & JM 2022 [5])

Dla kazdego 0 < 71 < T, 1 < p < oo oraz ograniczonego podzbioru
E C C([-1,0], Ly(D)) zbiér

{[T1,T] >t — u(t;a,up,R) ] :a €Y,up e E;LRER}

jest prezwarty w C([T1,T], L,(D)).
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Aktualne wyniki [ Ciggla zaleznosc od parametrow

Szkic dowodu

Ustalmy p, Th, R i up takie jak w twierdzeniu oraz (am,)5e_; C Y zbiez-
ny do a. Wystarczy pokazac, ze istnieje podciag (am,)5>; C Y na kté-
rym upm, (-) zbiega jednostajnie do wu(-) na [T1,T]. Z prezwartosci roz-
wigzan wynika, ze ciag un,(-) = u(-; am, ug, R) ma podciag zbiezny taki,
ze Um,, [ (0,7] zbiega niemal jednostajnie do @: (0,7] — L,(D). Funkcje @
rozszerzamy

) ug(t) dlat € [-1,0]
w(t) = klim U, (1) dla ¢t € (0,7].

W celu uproszczenia oznaczen bedziemy pisac u,, zamiast u,,, . Pozosta-
to pokazaé, ze u = u.
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Aktualne wyniki [ Ciggla zaleznosc od parametrow

Szkic dowodu

Oznacza to, ze do pokazania pozostaly zbieznoSci:

Ua,, (t,0)up(0) — Ug(t,0)up(0)

[ U 6.0CL, ©Qun(c = REQYAC = [ Ualt, OCHQa(C ~ RO) de.
0 0

Pierwsza zbiezno$é wynika z [3, Tw. 2.2.12 & 2.2.1] oraz [5, Tw. 2.17].
Zajmijmy sie wiec druga zbieznoscia.

Marek Kryspin (PWr)

17 listopada 2022 27 /36



Szkic dowodu

Zapiszmy

t t

[ Ua, (t:Q)CE (©un(¢ = RQOYAC ~ [ Ualt. OCHQOECE ~ RO A
0 0

~ [ W, (8.0 = Ualt, 0)CL, (Cum (¢ = RIS €
0
t
# [ Ualt: €L (O (¢ = RIQ) — (¢~ RIC)) 4
0

t
+ [ Uat.0)(CL, Q) = CHOC - RO dc.
0
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Aktualne wyniki [ Ciggla zaleznosé od parametrow

Szkic dowodu

Calki po prawej stronie nazwijmy kolejno Jr(rl;)(t), i =1,2,3. Zbieznosé:

] Jﬁ)(t) wynika z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci dominowanej
dla calek Bochnera. Kluczowym spostrzezeniem jest tu oszacowanie

1(Uan (t,€) = Ua(t, ))Ca,, (Qum(¢ = Rz, (p)
< (U, (£,€) = Ua(t, Ol 22, (o) K M ||uollo(j=1,01,L,(D))-

w J2 )(t) robimy w podobnym duchu z twierdzenia Lebesgue’a. Mamy
oszacowanie

1Ua(t, () Ca,, () (um(¢ = R(Q) = a(¢ = RO L, (py
< MK |Jum(¢ = R(¢)) — a(¢ = R(O))l|z,(p)-
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Aktualne wyniki [ Ciggla zaleznosé od parametrow

Szkic dowodu

. I8 )( t) wymaga skorzystania z faktu, iz zbiér {J,(;:’) (t) : m e N}
jest prezwarty w Ly(D) dzieki czemu mozemy badaé staba zbiez-
nogé J3% )( t) — 0 zamiast zbieznosci normowej w Ly(D). To znaczy
badamy zbieznos$é ( 7(;:’)(75),11) — 0 dla dowolnego v € Ly (D). Z
twierdzenia Hillea mamy:

D00 = [ (Ut )(Ch, (0) — CHOC ~ RIC).v) G
= [11C8,(€) ~ CHOAC ~ RO, Uzt ) .

0
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Aktualne wyniki [ Ciggla zaleznosc od parametrow

Szkic dowodu

I dalej z definicji parowania (-,-)r,, L, mamy

(€€ - CH@N¢ - RO, Uz v) g
= [ rm(Ga) = Gy ~ RI) (WG, o) o

A poniewaz funkcja
[(0,t) x D > (¢, ) = (¢ — R(C))[2](Ug (£, C)v) 2] € R]

okazuje sie byé¢ w L1((0,t) x D) oraz c1m — ¢1 to J(3)( t) — 0.
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Aktualne wyniki [ Ciggla zaleznosé od parametrow

Ciagta zaleznosé¢ rozwigzan Mild od parametrow

Twierdzenie (MK & JM 2022 [5])

Niech R spelnia DA6 wtedy dla dowolnego ug € C([—1,0], L,(D)) od-
wzorowanie

[Y’O X 7?/0 =) (Cl,, R) = ’LL( ; @, U0, R) r[O,T]E C([Oa T]7 LP(D))]
jest ciagte.
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Aktualne wyniki Ligczna cigglosé

baczna cigglosc

Twierdzenie (MK & JM 2022 [5])

Dla dowolnego 0 < 171 < T oraz R € R odwzorowanie
[Y x C([-1,0], Ly(D)) > (a, uo)
= (50,10, B)lr, 7)€ C(T3, T, Ly(D)) |
jest ciagle. Analogicznie, gdy Rg spelnia DA6 to odwzorowanie
[Yo x C([~1,0], Ly(D)) x Ro 3 (a, ug, R)
= u(-5a,u0, D)o)€ C((0,T], Ly(D)) |

jest ciagle.
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