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Wstęp Równanie ze zmiennym opóźnieniem (przykład)

Równanie ze zmiennym opóźnieniem

Przykładem równania różniczkowego cząstkowego typu parabolicznego
ze zmiennym opóźnieniem jest zaburzone równanie ciepła
∂u

∂t
(t, x) = ∆u(t, x) + c1(t, x)u(t−R(t), x) t ∈ [0, T ], x ∈ D

u(t, x) = 0 t ∈ [0, T ], x ∈ ∂D,
(1)

gdzie D ⊂ RN jest ograniczony, a ∂D (brzeg D) Lipschitzowski. Lapla-
sjan ∆ jest liczony po zmiennych x, a T > 0. Funkcję c1 ∈ L∞((0, T )×D)
nazywamy parametrem. Opóźnieniem jest funkcja R : [0, T ]→ [0, 1].

Uwaga

Równania takie znajdują zastosowanie w ekologii matematycznej. Ich
własności badane są w pracach: [1], [2], [3], [4].
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Wstęp Równanie ze zmiennym opóźnieniem (przykład)

Główne wyniki

Twierdzenie (MK & JM 2022 [5])

Niech c1 ∈ L∞((0, T ) × D), u0 ∈ C([−1, 0], Lp(D)) (1 < p < ∞),
R ∈ L∞((0, T )) przy czym R(t) ∈ [0, 1] dla λ-p.w. t ∈ (0, T ). Istnieje
jedyne rozwiązanie (typu mild) u(·; c1, u0, R) ∈ C([−1, T ]) równania (1)
spełniające warunek początkowy u(t; c1, u0, R) = u0, t ∈ [−1, 0].
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Wstęp Równanie ze zmiennym opóźnieniem (przykład)

Główne wyniki

Twierdzenie (MK & JM 2022 [5])

Załóżmy, że (c1,m)∞m=1, (u0,m)
∞
m=1 oraz (Rm)

∞
m=1 są ciągami takimi, że:

c1,m zbiega w *-słabej topologii do c1 ∈ L∞((0, T )×D),
u0,m zbiega w topologii normowej C([−1, 0], Lp(D)) do u0,
Rm zbiega dla λ-p.w. t ∈ (0, T ) do R.

Wtedy
u(·; c1,m, u0,m, Rm)→ u(·; c1, u0, R)

w normie C([−1, T ], Lp(D)).
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Wstęp Równanie ze zmiennym opóźnieniem (ogólna postać)

Równanie ze zmiennym opóźnieniem

Ogólną postacią równania różniczkowego cząstkowego z opóźnieniem jest:

∂u

∂t
=
N∑
i=1

∂

∂xi

( N∑
j=1

aij(t, x)
∂u

∂xj
+ ai(t, x)u

)

+
N∑
i=1

bi(t, x)
∂u

∂xi
+ c0(t, x)u

+ c1(t, x)u(t−R(t)); 0 ¬ t ¬ T, x ∈ D,

(2)

gdzie aij , ai, bi, c0, c1 ∈ L∞((0, T ) × D). Ze względu na konwencję, iż
funkcja u ma wartości w pewnym Lp(D), pochodne rozumiane są tu w
pewnym słabym sensie.
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Wstęp Warunek brzegowy i początkowy

Warunek brzegowy

Równanie (2) rozważa się wraz z warunkiem brzegowym

Bu = 0, 0 ¬ t ¬ T, x ∈ ∂D (3)

gdzie operator B jest postaci:

Bu =

u (Dirichlet)

N∑
i=1

( N∑
j=1

aij(t, x)
∂u

∂xj
+ ai(t, x)u

)
νi (Neumann)

N∑
i=1

( N∑
j=1

aij(t, x)
∂u

∂xj
+ ai(t, x)u

)
νi + d0(t, x)u (Robin).
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Wstęp Warunek brzegowy i początkowy

Warunek początkowy

Równanie (2) rozważa się wraz z warunkiem początkowym. Ze względu
na opóźnienie, u0 ∈ C([−1, 0], Lp(D))

Lp

R
0−1

u0 u0(0) u

Rysunek: Warunek początkowy u0 ∈ C([−1, 0], Lp(D)) oraz dalsza ewolucja u.

Możliwe jest rozważanie mniej regularnych warunków początkowych w
zależności od dodatkowych założeń na funkcję R. Przykładowo, jeśli R ≡
1 można przyjąć u0 ∈ Lp(D)⊕ Lr((−1, 0), Lp(D)).
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Założenia i przestrzeń parametrów Założenia

Założenia

Przyjmujemy, że:

• parametry równania (2) są (L((0, T )×D),B(R))-mierzalne oraz
istotnie ograniczone,

• funkcja R ∈ L∞((0, T )) oraz dla λ-p.w. t ∈ (0, T ) : R(t) ∈ [0, 1],
• istnieje stała α0 > 0 taka, że dla λ-p.w. (t, x) ∈ (0, T )×D oraz
wszystkich ξ ∈ RN

N∑
i,j=1

aij(t, x)ξiξj  α0
N∑
i=1

ξ2i .

Oraz aij jest symetryczne względem i, j.
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Założenia i przestrzeń parametrów Przestrzeń parametrów oraz jej topologia

Przestrzeń parametrów oraz jej topologia

Przyjmujemy, że przestrzeń współczynników Y to domknięty i normowo
ograniczony podzbiór przestrzeni

(
L1((0, T ))×D,RN

2+2N+2)⊕ L1((0, T )× ∂D,R)
)∗

∼= L∞((0, T )×D,RN
2+2N+2)⊕ L∞((0, T )× ∂D,R)

z *-słabą topologią podprzestrzeni L∗1. Elementy Y oznaczamy

a :=
(
(aij)

N
i,j=1 , (ai)

N
i=1 , (bi)

N
i=1 , c0, c1, d0

)
.

Podobnie wprowadza się przestrzeń opóźnień R, również z *-słabą topo-
logią:

R :=
{
R ∈ L∞((0, T )) : R(t) ∈ [0, 1] dla λ-p.w. t ∈ (0, T )

}
.
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Założenia i przestrzeń parametrów Przestrzeń parametrów oraz jej topologia

*-słaba zwartość Y oraz R

Przestrzeń Y jest *-słabo zwarte na mocy twierdzenia Banacha-
Alaoglu.

Podobnie R okazuje się normowo ograniczonym wypukłym *-słabo
domkniętym podzbiorem L∞((0, T )) przez co jest też *-słabo zwarte
na mocy twierdzenia Banacha-Alaoglu.

Przestrzeń Y z *-słabą topologią jest metryzowalna podobnie R.
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Założenia i przestrzeń parametrów Przestrzeń parametrów oraz jej topologia

R0

Czasem zakładać będziemy, że ciąg (Rm)∞m=1 pochodzi z R0 ⊂ R. A
R0 ma następującą własność: jeśli R ∈ R0 jest *-słabą granicą ciągu
(Rm)∞m=1 ⊂ R0 to Rm dąży do R punktowo λ-p.w.

Uwaga

Warto zauważyć, że powyższa własność R0 jest naturalnie spełniona,
gdy R0 jest normowo zwartym podzbiorem R. Jest to wniosek z faktu,
iż topologie Hausdorffa (T2) (tu *-słaba) słabsze od topologii normowej
są równe na zwartych podzbiorach.

W dalszej części prezentacji będziemy zakładać, że R0 posiada powyżej
opisaną własność. Założenie to nazwijmy DA6.
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Założenia i przestrzeń parametrów Przestrzeń parametrów oraz jej topologia

Twierdzenie (Kuratowski)

Niech X to zbiór z dwiema topologiami OT2 oraz Oc takimi, że
(i) OT2 ⊂ Oc,
(ii) (X,OT2) jest T2,
(iii) (X,Oc) jest zwarta
wtedy OT2 = Oc.

Dowód.
Niech Id : (X,Oc)→ (X,OT2) to funkcja identycznościowa. Z (i) wynika,
że Id jest ciągła. Ustalmy F c ∈ Oc. Wtedy F jako domknięty podzbiór
przestrzeni zwartej jest zwarty. Zatem Id[F ] = F jest zwarty w OT2 ale
dzięki własności T2 zbiór F jest domknięty w OT2 . Zatem F c ∈ OT2
więc Oc ⊂ OT2 .
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Rozwiązania Mild Słabe rozwiązania

Słabe rozwiązania

Aby zdefiniować rozwiązanie Mild na początku wprowadzane są słabe
rozwiązania (definiowane jako funkcje spełniające pewne równanie cał-
kowe) równania (2), gdzie c1 = 0 (innymi słowy nie ma członu z opóź-
nieniem). Okazuje się, że istnieje operator Ua(t, 0) ∈ L(Lp(D)) taki, że
jedyne rozwiązanie zapisuje się

u(t) = Ua(t, 0)u0(0), 0 ¬ t ¬ T.

Operator Ua(t, 0) jest operatorem całkowym z λ-p.w. nieujemnym ją-
drem całkowym [6], [7], [8].

Uwaga

Warto zauważyć tu podobieństwo słabych rozwiązań do rozwiązania rów-
nania ciepła danego przez splot z jądrem ciepła lub podobieństwo do
macierzy fundamentalnej.
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Rozwiązania Mild Słabe rozwiązania

Własności operatora Ua(t, s)

Dla każdego a ∈ Y , (s, t) ∈ ∆̇ oraz 1 ¬ p ¬ q ¬ ∞ zachodzi
Ua(t, 0) ∈ L(Lp(D), Lq(D)).
Istnieją stałe M  1 oraz γ ∈ R takie, że

∥Ua(t, s)∥L(Lp(D),Lq(D)) ¬M(t− s)
−N2
(
1
p
− 1
q

)
eγ(t−s)

dla 1 ¬ p ¬ q ¬ ∞, a ∈ Y i (s, t) ∈ ∆̇.

Ua(s, s) = IdLp(D), a ∈ Y, s ∈ [0, T ],

Ua(t2, t1) ◦ Ua(t1, s) = Ua(t2, s), a ∈ Y, 0 ¬ s ¬ t1 ¬ t2 ¬ T.

Przy czym ∆̇ := { (s, t) ∈ R2 : 0 ¬ s < t ¬ T }.
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Rozwiązania Mild Słabe rozwiązania

Własności operatora Ua(t, s)

Twierdzenie (Ladyženskaja, Solonnikov & Ural’ceva [9])

Niech 1 ¬ p ¬ ∞, 0 ¬ s < T . Wtedy dla dowolnego T1 ∈ (s, T ]
istnieje α ∈ (0, 1) taka, że dla każdego a ∈ Y , u0 ∈ Lp(D), oraz
zwartego D0 ⊂ D funkcja

[
[T1, T ] × D0 ∋ (t, x) 7→ (Ua(t)u0)[x]

]
należy do Cα/2,α([T1, T ] × D0). Przy ustalonym T1, oraz D0, norma
Cα/2,α([T1, T ]×D0) jest ograniczona przez stałą zależną od ∥u0∥Lp(D).

Twierdzenie [3], [5]

Dla każdego (s, T1) ∈ ∆̇, 1 ¬ p <∞ i ograniczonego E ⊂ Lp(D) zbiór{ [
[T1, T ] ∋ t 7→ Ua(t, s)u0 ∈ Lp(D)

]
: a ∈ Y, u0 ∈ E

}
jest prezwarty w C([T1, T ], Lp(D)).
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Rozwiązania Mild Rozwiązania typu Mild

Rozwiązania typu Mild

Rozwiązania typu Mild definiuje się w duchu Zasady Duhamela (Varia-
tion of constants) [10, p. 129], [3]. Mianowicie funkcję u ∈ C([−1, T ], Lp(D))
nazwiemy rozwiązaniem Mild równania (2), gdy:

u(t) = u0(t), dla t ∈ [−1, 0]

oraz

u(t) = Ua(t, 0)u0(0)+
∫ t
0
Ua(t, ζ)

(
c1(ζ, ·)u(ζ−R(ζ))

)
dζ, dla t ∈ [0, T ].
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Rozwiązania Mild Rozwiązania typu Mild

Rozwiązania typu Mild

Abstrakcyjnie rozwiązania Mild są punktami stałymi operatora:

Ga,u0,R : C([0, T ], Lp(D))→ C([0, T ], Lp(D))

danego wzorem

(Ga,u0,Ru)[t] := Ua(t, 0)u0(0) +
∫ t
0
Ua(t, ζ)

(
c1(ζ, ·)u(ζ −R(ζ))

)
dζ.

Uwaga

Dalsze rozważania dotyczyć będą głównych wyników z ostatnich miesię-
cy. Jednak wyniki te opierają się na wcześniejszych dowodach, iż operator
Ga,u0,R ma jednoznaczny punkt stały. To natomiast wynika z faktu ist-
nienia liczby Θ > 0 dla którejGa,u0,R jest kontrakcją na C([0,Θ], Lp(D)).
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Rozwiązania Mild Rozwiązania typu Mild

Szkic dowodu

∥(Gu)[t]− (Gv)[t]∥Lp(D) ¬

¬
∫ t
s
∥Ua(t, ζ)C1a(ζ)

(
u(ζ −R(ζ))− v(ζ −R(ζ))

)
∥Lp(D) dζ

¬MKeγt
∫ t
s
∥u(ζ −R(ζ))− v(ζ −R(ζ))∥Lp(D) dζ

¬MKeγt
∫ t
s
sup
s¬ξ¬t

∥u(ξ −R(ξ))− v(ξ −R(ξ))∥Lp(D) dζ

¬MKeγt
∫ t
s
sup

s−1¬ξ¬t
∥u(ξ)− v(ξ)∥Lp(D) dζ

=MKeγt
∫ t
s
sup
s¬ξ¬t

∥u(ξ)− v(ξ)∥Lp(D) dζ

¬MKeγTΘ∥u− v∥C([s,s+Θ],Lp(D)).
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Aktualne wyniki Ciągła zależność od warunku początkowego

Ciągła zależność rozwiązań Mild od warunku
początkowego

Twierdzenie (MK & JM 2022 [5])

Dla dowolnych a ∈ Y , R ∈ R odwzorowanie[
C([−1, 0], Lp(D)) ∋ u0 7→ u(· ; a, u0, R)↾[0,T ]∈ C([0, T ], Lp(D))

]
jest ciągłe.
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Aktualne wyniki Ciągła zależność od warunku początkowego

Szkic dowodu

Dla t ∈ [0, T ], a ∈ Y , R ∈ R oraz warunku początkowego u0 zdefiniujmy
normę δ następującym wzorem:

δ(t; a, u0, R) = sup
ϑ∈[−1,0]

∥u(t+ ϑ; a, u0, R)∥Lp(D)

= ∥u(t+ · ; a, u0, R) ↾[−1,0] ∥C([−1,0],Lp(D)).
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Aktualne wyniki Ciągła zależność od warunku początkowego

Szkic dowodu

Można wykazać, że istnieją stałe M1 oraz M2 takie, że

∥u(ρ; a, u0, R)∥Lp(D) ¬M1δ(0; a, u0, R) +M2
∫ ρ
0
δ(ζ; a, u0, R) dζ

dla ρ ∈ [0, T ], a ∈ Y , R ∈ R oraz u0. Następnie biorąc sup po ρ stronami
otrzymujemy:

δ(t) ¬M1δ(0) +M2
∫ t
0
δ(ζ) dζ

co z lematu Grönwalla pozwala zapisać

δ(t) ¬M1δ(0) exp
(
M2

∫ t
0
dζ
)
.
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Aktualne wyniki Ciągła zależność od warunku początkowego

Szkic dowodu

Wnioski z powyższych obserwacji są następujące:

istnieje jednostajna stała M dla której

∥u(t; a, u0, R)∥Lp(D) ¬M∥u0∥C([−1,0],Lp(D)).

jako, że równanie jest liniowe to

∥u(·; a, u0,1, R)− u(·; a,u0,2, R)∥C([−1,T ],Lp(D))
¬M∥u0,1 − u0,2∥C([−1,0],Lp(D)).
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Aktualne wyniki Ciągła zależność od parametrów

Ciągła zależność rozwiązań Mild od parametrów

Twierdzenie (MK & JM 2022 [5])

Dla dowolnego 0 < T1 ¬ T , u0 ∈ C([−1, 0], Lp(D)) oraz R ∈ R odwzo-
rowanie [

Y ∋ a 7→ u(·; a, u0, R)↾[T1,T ]∈ C([T1, T ], Lp(D))
]

jest ciągłe.
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Aktualne wyniki Ciągła zależność od parametrów

Szkic dowodu

W dowodzie kluczowe obserwacje opierają się o fakty:

Fakt
Niech X,Y to przestrzenie metryczne, u : X → Y , a ∈ X. Jeśli dla
każdego ciągu an zbieżnego do a istnieje podciąg ank na którym u(ank)→
u(a) to u jest ciągła w a.

Twierdzenie (MK & JM 2022 [5])

Dla każdego 0 < T1 ¬ T , 1 < p <∞ oraz ograniczonego podzbioru
E ⊂ C([−1, 0], Lp(D)) zbiór{ [

[T1, T ] ∋ t 7→ u(t; a, u0, R)
]
: a ∈ Y, u0 ∈ E,R ∈ R

}
jest prezwarty w C([T1, T ], Lp(D)).

Marek Kryspin (PWr) 17 listopada 2022 25 / 36



Aktualne wyniki Ciągła zależność od parametrów

Szkic dowodu

Ustalmy p, T1, R i u0 takie jak w twierdzeniu oraz (am)∞m=1 ⊂ Y zbież-
ny do a. Wystarczy pokazać, że istnieje podciąg (amk)

∞
k=1 ⊂ Y na któ-

rym umk(·) zbiega jednostajnie do u(·) na [T1, T ]. Z prezwartości roz-
wiązań wynika, że ciąg um(·) = u(·; am, u0, R) ma podciąg zbieżny taki,
że umk↾(0,T ] zbiega niemal jednostajnie do û : (0, T ]→ Lp(D). Funkcję û
rozszerzamy

ũ(t) :=

 u0(t) dla t ∈ [−1, 0]
lim
k→∞
umk(t) dla t ∈ (0, T ].

W celu uproszczenia oznaczeń będziemy pisać um zamiast umk . Pozosta-
ło pokazać, że ũ = u.
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Aktualne wyniki Ciągła zależność od parametrów

Szkic dowodu

Oznacza to, że do pokazania pozostały zbieżności:

Uam(t, 0)u0(0)→ Ua(t, 0)u0(0)
t∫
0

Uam(t, ζ)C
1
am(ζ)um(ζ −R(ζ)) dζ →

t∫
0

Ua(t, ζ)C1a(ζ)ũ(ζ −R(ζ)) dζ.

Pierwsza zbieżność wynika z [3, Tw. 2.2.12 & 2.2.1] oraz [5, Tw. 2.17].
Zajmijmy się więc drugą zbieżnością.
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Aktualne wyniki Ciągła zależność od parametrów

Szkic dowodu

Zapiszmy

t∫
0

Uam(t, ζ)C
1
am(ζ)um(ζ −R(ζ)) dζ −

t∫
0

Ua(t, ζ)C1a(ζ)ũ(ζ −R(ζ)) dζ

=
t∫
0

(Uam(t, ζ)− Ua(t, ζ))C1am(ζ)um(ζ −R(ζ)) dζ

+
t∫
0

Ua(t, ζ)C1am(ζ)(um(ζ −R(ζ))− ũ(ζ −R(ζ))) dζ

+
t∫
0

Ua(t, ζ)(C1am(ζ)− C
1
a(ζ))ũ(ζ −R(ζ)) dζ.
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Aktualne wyniki Ciągła zależność od parametrów

Szkic dowodu

Całki po prawej stronie nazwijmy kolejno J (i)m (t), i = 1, 2, 3. Zbieżność:

J
(1)
m (t) wynika z twierdzenia Lebesgue’a o zbieżności dominowanej
dla całek Bochnera. Kluczowym spostrzeżeniem jest tu oszacowanie

∥(Uam(t, ζ)− Ua(t, ζ))C1am(ζ)um(ζ −R(ζ))∥Lp(D)
¬ ∥(Uam(t, ζ)− Ua(t, ζ))∥L(Lp(D))KM∥u0∥C([−1,0],Lp(D)).

J
(2)
m (t) robimy w podobnym duchu z twierdzenia Lebesgue’a. Mamy
oszacowanie

∥Ua(t, ζ)C1am(ζ)(um(ζ −R(ζ))− ũ(ζ −R(ζ)))∥Lp(D)
¬MKeγT ∥um(ζ −R(ζ))− ũ(ζ −R(ζ))∥Lp(D).
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Aktualne wyniki Ciągła zależność od parametrów

Szkic dowodu

J
(3)
m (t) wymaga skorzystania z faktu, iż zbiór { J (3)m (t) : m ∈ N }
jest prezwarty w Lp(D) dzięki czemu możemy badać słabą zbież-

ność J (3)m (t)⇀ 0 zamiast zbieżności normowej w Lp(D). To znaczy

badamy zbieżność ⟨J (3)m (t), v⟩ → 0 dla dowolnego v ∈ Lp′(D). Z
twierdzenia Hillea mamy:

⟨J (3)m (t), v⟩ =
∫ t
0
⟨Ua(t, ζ)(C1am(ζ)− C

1
a(ζ))ũ(ζ −R(ζ)), v⟩ dζ

=
∫ t
0
⟨(C1am(ζ)− C

1
a(ζ))ũ(ζ −R(ζ)), U∗a (t, ζ)v⟩dζ.
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Aktualne wyniki Ciągła zależność od parametrów

Szkic dowodu

I dalej z definicji parowania ⟨·, ·⟩Lp,Lp′ mamy∫ t
0
⟨(C1am(ζ)− C

1
a(ζ))ũ(ζ −R(ζ)), U∗a (t, ζ)v⟩ dζ

=
∫ t
0

∫
D
(c1,m(ζ, x)− c1(ζ, x)) ũ(ζ −R(ζ))[x] (U∗a (ζ, t)v)[x] dx dζ.

A ponieważ funkcja[
(0, t)×D ∋ (ζ, x) 7→ ũ(ζ −R(ζ))[x](U∗a (t, ζ)v)[x] ∈ R

]
okazuje się być w L1((0, t)×D) oraz c1,m

∗
⇀ c1 to J

(3)
m (t)⇀ 0.
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Aktualne wyniki Ciągła zależność od parametrów

Ciągła zależność rozwiązań Mild od parametrów

Twierdzenie (MK & JM 2022 [5])

Niech R0 spełnia DA6 wtedy dla dowolnego u0 ∈ C([−1, 0], Lp(D)) od-
wzorowanie[

Y0 ×R0 ∋ (a,R) 7→ u(· ; a, u0, R)↾[0,T ]∈ C([0, T ], Lp(D))
]

jest ciągłe.
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Aktualne wyniki Łączna ciągłość

Łączna ciągłość

Twierdzenie (MK & JM 2022 [5])

Dla dowolnego 0 < T1 ¬ T oraz R ∈ R odwzorowanie[
Y × C([−1, 0], Lp(D)) ∋ (a, u0)

7→ u(· ; a, u0, R)↾[T1,T ]∈ C([T1, T ], Lp(D))
]

jest ciągłe. Analogicznie, gdy R0 spełnia DA6 to odwzorowanie[
Y0 × C([−1, 0], Lp(D))×R0 ∋ (a, u0, R)

7→ u(· ; a, u0, R)↾[0,T ]∈ C([0, T ], Lp(D))
]

jest ciągłe.
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N. N. Ural′tseva [N. N. Ural’ceva], “Linear and Quasilinear
Equations of Parabolic Type,” translated from the Russian by S.
Smith, Transl. Math. Monogr., Vol. 23, American Mathematical
Society, Providence, RI, 1967.

10. A. Lunardi, “Analytic Semigroups and Optimal Regularity in
Parabolic Problems,” 2013 reprint of the 1995 original, Mod.
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