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Niech Q CR"”, p > 0i a € (0,1). Powiemy, ze u nalezy W*:P(Q) jesli u € LP(2) oraz
ponizsza wielko$¢ jest skonczona
gdzie

lullwe.p@y = llulle(e) + [Ulwe.r(q),

[Ulwa.r(@) = (// lux) = u(y)lP

1/p
|x — y|rtep ¢ dy) '
nazywamy pét norma Stobodeckiego
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Utamkowe przestrzenie Sobolewa

Przestrzen Stobodeckiego

Niech Q CR"”, p > 0i a € (0,1). Powiemy, ze u nalezy W*:P(Q) jesli u € LP(2) oraz
ponizsza wielko$¢ jest skonczona

lullwe.p@) = llulle@) + [Ulwe.p(a)s

— u(y)[P 1/p
[u]we. P(Q) = (// Jul [ ‘nJ(raJ dxdy) ,

nazywamy pét norma Stobodeckiego.

gdzie

Warunek gestosci miary (Measure density condition)

Niech Q C R". Zatézmy, ze istnieje stata ¢ > 0 t. ze dla wszystkich x € Qi r € (0,1]
|B(x,r)NQ| > cr"

Wtedy méwimy, ze Q2 spetnia warunek gestosci miary.
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Ciagte zanurzenia w R”"

Charakteryzacja ciagtych zanurzen (Y.Zhou 2015)

Niech Q C R” bedzie zbiorem otwartym i spéjnym, n > 2. Wéwczas nastepujace
warunki s3 réwnowazne
o Q spetnia warunek gestosci miary.

e Ja € (0,1)3p € (0,00) t. ze ap < noraz WP(Q) — LP"(RQ), gdzie p* = —2

n—ap

e Va e (0,1)Vp € (0,00) t. ze ap < noraz WP(Q) — LP"(Q), gdzie p* = nf’;p

e Ja€(0,1)3p € (1,00) t. ze ap > n oraz W*P(Q) — C%B(Q), gdzie
B=a-2

e Vac€ (0,1)Vp € (1,00) t. ze ap > n oraz W*P(Q) — C%P(Q), gdzie
B=a-

@ 3a€(0,1)3Ip € (1,00) t. ze ap = n oraz W*P(Q) — Exp(Q, )

o Va € (0,1)Vp € (1,00) t. ze ap = n oraz W*P(Q) — Exp(Q, -—)

Artur Stabuszewski Ciagtos¢ zanurzeri przestrzeni Stobodeckiego gdy aup > s.



o ( Ju(x) — |
p
QnB Gillullwa.r(g)

Zanurzenie W®P(Q) — Exp(2,~) zachodzi jesli istnieja state Ci, G, > 0 takie, ze dla
kazdego u € W*P(Q) i kazdej kuli B = B(z, R) CR", 0 < r < 1 zachodzi
inf
ceR

vy
) ax<clel
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Niech (X, d, p) bedzie przestrzenia metryczna z miara borelowska, taka ze

0 < u(B) < oo dla kazdej kuli B. Jedli istnieja state b > 0,s > 0 takie, ze dla
wszystkich x € X i r € (0,1]

o u(B(x,r)) > %rs, wtedy méwimy ze p jest dolnie s-regularna.

o u(B(x,r)) < br®, wtedy méwimy ze p jest gérnie s-regularna.

Jesli zachodza obie te nieréwnosci (z tym samym s) to u nazywamy s-regularna.
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Przestrzenie metryczne z miarag

Regularno$é¢ miary

Niech (X, d, p) bedzie przestrzenia metryczna z miara borelowska, taka ze
0 < pu(B) < oo dla kazdej kuli B. Jesli istnieja state b > 0,s > 0 takie, ze dla
wszystkich x € X i r € (0,1]

o u(B(x,r)) = %rs, wtedy méwimy ze p jest dolnie s-regularna.
o u(B(x,r)) < br®, wtedy méwimy ze p jest gérnie s-regularna.

Jesli zachodza obie te nieréwnosci (z tym samym s) to p nazywamy s-regularna.

Przestrzenie Stobodeckiego na przestrzeniach metrycznych z miarg

Niech o, p,s > 0. Powiemy ze u € W;'P(X,d, u) jedli u € LP(X, ) oraz ponizsza
wielko$¢ jest skonczona

lllwep(x,d,m = Nlleo o) + [Elwepx, g,

[UIW;""’(x,d,u):( // U(XX y)lslgﬁp du(y) du(x))l/p.

0<d(x,y)<1

gdzie
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Jesli p jest dolnie s-regularna to dla dowolnych «a, p > 0 takich, ze ap < s, zanurzenie
WEP(X, d, ) = L™ (X, )
. . 5
zachodzi, gdzie p* = —Ls_ap.
«40O>» 4Fr «=)>» «=)» = Q>
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WHtozenia dla ap < s

Twierdzenie (B. Dyda 2010)
Jedli i1 jest dolnie s-regularna to dla dowolnych a, p > 0 takich, ze ap < s, zanurzenie
WEP(X,d, ) = L7 (X, )

sp
s—ap’

zachodzi, gdzie p* =

Twierdzenie (P.Gérka, A.S. 2019)

Ustalmy a € (0,1), p € (0,00) i g > p. Niech (X, d, ) bedzie przestrzenia metryczna
z miara gérnie s-regularng. Zatézmy, ze istnieje stata C > 0, taka ze

lulleagxy < Cllullwzrx)

dla wszystkich u € W:P(X). Wéwczas istnieje stata C>0 taka, ze dla wszystkich
ze Xire(0,1]

Artur Stabuszewski Ciagtos¢ zanurzer przestrzeni Stobodeckiego gdy aup > s.



WHtozenia dla ap < s

Twierdzenie (B. Dyda 2010)
Jedli i1 jest dolnie s-regularna to dla dowolnych a, p > 0 takich, ze ap < s, zanurzenie
WEP(X,d, ) = L7 (X, )

sp
s—ap’

zachodzi, gdzie p* =

Twierdzenie (P.Gérka, A.S. 2019)
Ustalmy a € (0,1), p € (0,00) i g > p. Niech (X, d, ) bedzie przestrzenia metryczna
z miara gérnie s-regularng. Zatézmy, ze istnieje stata C > 0, taka ze

lulleagxy < Cllullwzrx)

dla wszystkich u € WP (X). Wéwczas istnieje stata C>0 taka, ze dla wszystkich
ze Xire(0,1]

—B_ to 2B _ g,

Jesli g = —ap —p

Artur Stabuszewski Ciagtos¢ zanurzen przestrzeni Stobodeckiego gdy ap > s.



B(z,r)\B(z,Ar) # 0

Powiemy, ze przestrzen metryczna (X, d) jest jednostajnie doskonata, jesli istnieje
X € (0,1) taka, ze dla wszystkich z € X i r € (0,1]

12N G4




Warunek konieczny dla ap > s

Jednostajna doskonatos$é
Powiemy, ze przestrzen metryczna (X, d) jest jednostajnie doskonata, jesli istnieje
A € (0,1) taka, ze dla wszystkich z € X i r € (0,1]

B(z,r)\B(z,Ar) # 0

Twierdzenie (P.Gérka, A.S. 2019)

Ustalmy « € (0,1), p € (0,00) i 8 > 0. Niech (X, d, n) bedzie jednostajnie doskonaty,
gérnie s-regularna przestrzenia metryczng z miara. Zatézmy, ze istnieje stata C > 0
taka, ze

(U] cos x.d) S € HUHW"‘ P(x)

dla wszystkich u € WP(X). Wéwczas istnieje stata c taka, ze dla wszystkich z € X
i r€(0,1] mamy
w(B(z,r)) > C rPle=0),

Artur Stabuszewski Ciagtos¢ zanurzenr przestrzeni Stobodeckiego gdy avp > s.



Warunek konieczny dla ap > s

Jednostajna doskonatos$é
Powiemy, ze przestrzen metryczna (X, d) jest jednostajnie doskonata, jesli istnieje
A € (0,1) taka, ze dla wszystkich z € X i r € (0,1]

B(z,r)\B(z,Ar) # 0

Twierdzenie (P.Gérka, A.S. 2019)

Ustalmy « € (0,1), p € (0,00) i 8 > 0. Niech (X, d, n) bedzie jednostajnie doskonaty,
gérnie s-regularna przestrzenia metryczng z miara. Zatézmy, ze istnieje stata C > 0
taka, ze

(U] cos (X,d) S CH“HW"‘ P(x)

dla wszystkich u € WP(X). Wéwczas istnieje stata c taka, ze dla wszystkich z € X
i r€(0,1] mamy
w(B(z,r)) > C rPle=0),

Jedlip=a—2topla—p)=s.
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Ustalmy a € (0,1), p € (0,00) i v € (0,00). Niech (X, d, 1) bedzie jednostajnie

doskonata, goérnie s-regularna przestrzenia metryczna z miara. Zatézmy, ze istnieja
state Ci, G > 0 takie, ze dla wszystkich u € WsP(X) i wszystkich kul B = B(z,r),
r € (0,1] mamy

.
inf | exp _luC =l du(x) < G u(B).
ceRJp Cullullwep(xy

Woéweczas istnieje stata c > 0, taka ze dla wszystkich z € X i r € (0, 1], mamy

w(B(z,r)) > Croe.




Niech Q C R” bedzie zbiorem otwartym, spetniajacym warunek gestosci miary, p > 1
oraz u € LP(Q). Zatézmy, ze istnieje A > 0 oraz 8 € (0, 1], taka ze dla kazdej kuli
B = B(z,r) CR", r € (0,1] mamy

1/p
Q[ |u(x)—(u)BnQ|de> < AP,
BNQ

wtedy u € C%B8(Q) oraz istnieje stata C = C(Q, 8, p) > O taka, ze
gdzie

llullcosay < € (A lluller(@);

(1)8a = ]{3 _uly)dy.

«40O>» 4Fr «=)>» «=)» = Q>




Niech u € W*P(Q). Wéwczas

£ 10— (@anal? dx = ]{3 I ]{3 _uly)dyl?

«40r 4F>r «=)r « =) = Q>



Niech u € W*P(Q). Wéwczas

£ 10— (@anal? dx = ]{3 I ]{3 _uly)dyl?

< ]{3 N ][B 1) — uly) Py

«40>» «Fr «=» « E = oA
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Niech u € W*P(Q). Wéwczas

£ 10— (@anal? dx = ]{3 I £ utan

]ﬁnn][ lu(x) — u(y)|Pdydx

o2 ,2n/ / lu(x) = u(x)|P
BNQ JBNQ

x—ylrer -

| P dydx



Niech u € W*P(Q). Wéwczas

£ 10— (@anal? dx = ]{3 I £ utan

]ﬁnn][ lu(x) — u(y)|Pdydx

2 72n/ / “(X) —u(y)lP
BNQ JBNQ
< 2n+o<pc

IX y|rrer -
—2 —
[U] Wa,p(Q) g

| P dydx



Niech (X, d, p) bedzie przestrzenia metryczna z miara borelowska. Powiemy, ze p jest
podwajajaca jesli istnieje stata Cy > O taka, ze dla kazdej kuli B(z, r)

w(B(z,2r)) < Ca p(B(z,r)).

«40>» «Fr « E» < Q>
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Twierdzenie Campanato na przestrzeniach metrycznych

Miara podwajajaca

Niech (X, d, p) bedzie przestrzenia metryczng z miara borelowska. Powiemy, ze 1 jest
podwajajaca jesli istnieje stata Cy; > 0 taka, ze dla kazdej kuli B(z, r)

w(B(z,2r)) < Cqu(B(z,r)).

Twierdzenie (P. Gérka 2009)

Niech (X, d, p) bedzie p. metryczna z miara podwajajaca, dolnie s-regularna. Niech
p =1, u€ LP(X,p). Zatdzmy, ze istnieje A > 0 oraz 3 € (0, 1], taka ze dla kazdej kuli
B = B(z,r), r € (0,1] mamy

1/p
(£ 1400 — P du) < ar?,

wtedy u € C%B(X, d) oraz istnieje stata C = C(X, 3, p) > 0 taka, ze

||U||c0ﬁxd) C(A+ llullee(x,m))s
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e o

s

P

Niech (X, d, 1) bedzie dolnie s-regularna i niech a, p > 0 beda takie, ze ap > s. Niech
u € W2P(X,d, u). Wéwczas u jest réwna prawie wszedzie funkcji ciagtej u* i istnieje
stata C > 0 taka, ze

o) <C ||U||WS“'P(x,d,M)~

«40>» «Fr « E» < Q>

it
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Niech u : X — R bedzie funkcja mierzalng i skoficzong prawie wszedzie. Dla dowolnej
kuli B = B(z, R) definiujemy mediane z u na B wzorem

mu(B)=maX{3€R5,U‘({Xe 2 e < el < @}

= max{a ER:u{x € B:u(x)<a)}<pu{xe€B:ulx)=> a)}}

«40O>» 4Fr «=)>» «=)» = Q>




Operator mediany

Definicja
Niech u: X — R bedzie funkcja mierzalng i skoczona prawie wszedzie. Dla dowolnej
kuli B = B(z, R) definiujemy mediane z u na B wzorem

mu(B):max{aeR:u({x6 Biulx)<a)l< @}

:max{aeR:u({xE B:u(x)<a)} <up({xe€B:u(x)=> a)}}

Lemat o szacowaniu mediany

Niech u bedzie funkcja mierzalng i skoficzona prawie wszedzie. Dla dowolnego p > 0,
dowolnej kuli B = B(z,r) i ¢ € R zachodzi nastepujaca nieréwnos¢

ma(8) — el < (2 1ux) — <P dux)) v

Artur Stabuszewski Ciagtos¢ zanurzer przestrzeni Stobodeckiego gdy aup > s.



Zaktadamy, ze prawa strona jest skoriczona.
Krok 1. Pokazujemy, ze m,(B) — ¢ = my—_.(B).
«O» «F» 4 > > a
~ ArurStabuszewski  Ciaglosc zanurzen przestrzeni Stobodeckiego gdy ap >s.
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Zaktadamy, ze prawa strona jest skoriczona.
Krok 1. Pokazujemy, ze m,(B) — ¢ = my—_.(B).

Krok 2. Pokazujemy nieréwno$¢ |my(B)| < my,(B)

«40>» «Fr « E» < > Q>



Zaktadamy, ze prawa strona jest skoriczona.
Krok 1. Pokazujemy, ze m,(B) — ¢ = my—_.(B).

(B)
Krok 2. Pokazujemy nieréwnos¢ |my(B)| < my,(B)
Krok 3. Wystarczy pokazaé, ze

mu-a(8) < (2f Juo) - c|Pdu(x))1/p.

«40O>» 4Fr «=)>» «=)» = Q>



Zaktadamy, ze prawa strona jest skoriczona.
Krok 1. Pokazujemy, ze m,(B) — ¢ = my—_.(B).

(B)
Krok 2. Pokazujemy nieréwnos¢ |my(B)| < my,(B)
Krok 3. Wystarczy pokazaé, ze

mu-a(8) < (2f Juo) - c|Pdu(x))1/p

Ustalmy 7 > 2 i niech § = fg |u(x) — c|P du(x). Z nieréwnosci Czebyszewa

H(fx € B 1u(x) = cl > (00)/7)) < = [ 1ux) = clP du() = > u(8) < Su(E)
noJB n

«40O>» 4Fr «=)>» «=)» = Q>



Fragmenty dowodu Lematu

Zaktadamy, ze prawa strona jest skonczona.

Krok 1. Pokazujemy, ze m,(B) — ¢ = my—_.(B).
Krok 2. Pokazujemy nieréwnos¢ |my(B)| < my, (B)
Krok 3. Wystarczy pokazaé, ze

mu-et®) < (2 f 1060 P )

Ustalmy n > 2 i niech § = fg |u(x) — c|P du(x). Z nieréwnosci Czebyszewa

H(fx € B 1u(x) = cl > (00)/7)) < = [ 1ux) = clP du() = > u(8) < Su(E)
noJe n

Stad

mu-c(B) < (1 luto) = <l” du(x))l/pA

Przechodzimy z n — 2 i otrzymujemy teze.
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kazdego z € X i r € (0,1]

Od tej pory zaktadamy, ze pu jest dolnie s-regularna tzn. istnieje stata b > 0, t.ze dla

1
#B(z.n) = Zr.
Jesdli u jest mierzalna i skonczona prawie wszedzie, to dla prawie wszystkich £ € X,
wszystkich p > 0 i wszystkich kul B = B(z,r), r € (0,1]

Imu(B) — u(§)|” <2br—* /B lu(€) — u(y)IP du(y)

1)

«40O>» 4Fr «=)>» «=)» = Q>



Whioski z Lematu

Zatozenie

Od tej pory zaktadamy, ze p jest dolnie s-regularna tzn. istnieje stata b > 0, t.ze dla
kazdego z € X i r € (0,1]

Whiosek z Lematu o szacowaniu mediany

Jesli u jest mierzalna i skoficzona prawie wszedzie, to dla prawie wszystkich £ € X,
wszystkich p > 0 i wszystkich kul B = B(z,r), r € (0,1]

Imu(B) — u(§)I” < 2br’5/B lu(€) = u(y)IP du(y) 1)

Lemat (Twierdzenie Lebesgue’a o rézniczkowaniu)

Niech o, p > 0 oraz niech u bedzie funkcja mierzalng, skoriczong prawie wszedzie i
taka ze [u] yep(x) < 00. Wéwezas istnieje zbidr pu(G) = 0 taki, ze dla x € X\G,

mu(B(x,r)) — u(x)

przy r — 0.
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Definiujemy zbidér

G={x€X:

B(x,1)

lu(x) = u(y)I?

d(x, y)ster

du(y) = oo lub u(x) = oo}

«40r 4F>r «=)r « =) = Q>



Definiujemy zbidér

G={x€X:

B(x,1)
Poniewaz fB(x 1

lu(x) — u(y)I?
= | =
d(x,y)ar du(y) = oo lub u(x) oo}
u(x)—u(y)|?
d(x,y)>toP
wszystkich x € X\G i r < 1 z (1) mamy

du(y) € LX(X, u), wiec u(G) = 0. Wéwczas dla
|

u(x) = my(B(x, 1))[P < 2br—* /

X,r

lu(x) = u(y)[P dp(y)

«O>r < Fr «=)» « = E Al
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Definiujemy zbidér

G={x€X:

B(x,1)
Poniewaz fB(x 1

lu(x) — u(y)I? _ _
d(x,y) 0P du(y) = oo lub u(x) = co

u(x)—u(y)|?

d(x,y)>toP

wszystkich x € X\G i r < 1 z (1) mamy

du(y) € LX(X, u), wiec u(G) = 0. Wéwczas dla
lu(x) = mu(B(x, )P < 2br—5/ ) = u)P dily)
s lu(x) = u(y)[?
< 2br
/;(x,r)

+a
dixy)erar d00V) T duly)
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Definiujemy zbidér

G={x€X:

B(x,1)
Poniewaz fB(x 1

lu(x) — u(y)I?
d - | =
ey duly) = oo lub u(x) = oo
u(x)—u(y)|?
d(x,y)>toP
wszystkich x € X\G i r < 1 z (1) mamy

du(y) € LX(X, u), wiec u(G) = 0. Wéwczas dla
|

u(x) = my(B(x, 1))[P < 2br—* /

X,r

lu(x) = u(y)|P du(y)
-s lu(x) — u(y)lP
< 2br /B(x,r)

A y)rar J00V)T ()
_ P
S21,,04,,/ luC) = u)I? 0.
B(x,1) d(x,y)step uly) =

v
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DOWOD:

Imu(B(z 1) = mu(B(z )P < (4822°7°) Wy (

Niech a, p > 0 oraz niech u bedzie funkcja mierzalna, skonczong prawie wszedzie i
taka ze [”]Ws“”’(X) < 00. Wéwezas dla wszystkich ze X, 0<n<n<l—-n

o
ap—s

P
r.
2
A + rs )’
1
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Niech a, p > 0 oraz niech u bedzie funkcja mierzalna, skonczong prawie wszedzie i
taka ze [’-’]Ws“"’(x) < 00. Wéwezas dla wszystkich ze X, 0<n<n<l—-n

ap— r®
M8z, 1)) = mulBle, P < (62275 [y (77 4+ ),
DOWOD:
Imu(B(z.n)) - mu Bz, )P < 261

lu(x) = mu(B(z, r2)|P du(x)
B(z,n)

«40O>» 4Fr «=)>» «=)» = Q>




Niech a, p > 0 oraz niech u bedzie funkcja mierzalna, skonczong prawie wszedzie i
taka ze [’-’]Ws“"’(x) < 00. Wéwezas dla wszystkich ze X, 0<n<n<l—-n

s P
Imu(B(z, 1)) — mu(B(z, r2))|P < (4b° 25*"”)[U]ﬁvsa,p(x) (ff”’ T+ ils )
DOWOD:
[mu(B(z, 1)) — mu(B(z,2))|P < 2bry * /B( )IU(X) — mu(B(z, n)|P du(x)
z,n
<Ak ory®

/ / lu(x) — u(y) [P du(y)du(x)
B(z,r) Y B(z,r)
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DOWOD

Imu(B(z 1) = mu(B(z )P < (452 25) [y (797754

%
rls )’
\mu(B(z, 1)) — mu(B(z, )P < 2br° /

lu(x) = mu(B(z, r2)[” dpu(x)

Niech a, p > 0 oraz niech u bedzie funkcja mierzalna, skonczong prawie wszedzie i
taka ze [’-’]Ws“"’(x) < 00. Wéwezas dla wszystkich ze X, 0<n<n<l—-n
b

z,r)
<Ak ory®

/ / lu(x) — u(y) [P du(y)du(x)
B(z,n) /B(z,r2)

oo / / |u(x) — u(y)I?
B(z,n) J B(z,1)

d(X y)s+ep e ovetap (1 r2)5+ap dudy

«0O>» «Fr» «E» «E>» A



DOWOD

Imu(B(z 1) = mu(B(z )P < (452 25) [y (797754

%
rls )’
\mu(B(z, 1)) — mu(B(z, )P < 2br° /

lu(x) = mu(B(z, r2)[” dpu(x)

Niech a, p > 0 oraz niech u bedzie funkcja mierzalna, skonczong prawie wszedzie i
taka ze [’-’]Ws“"’(x) < 00. Wéwezas dla wszystkich ze X, 0<n<n<l—-n
b

z,r)
<Ak ory®

/ / lu(x) — u(y) [P du(y)du(x)

B(z,n) /B(z,r2)

o lu(x) — u(y)IP
/ (z,r1) /B(z r)

< AB[u)?

d(X y)s+ep e ()T dpdy
Werpgn R S(n4 )P

«0O>» «Fr» «E» «E>» A



Oszacowania typu Campanato

Stwierdzenie 1

Niech «, p > 0 oraz niech u bedzie funkcja mierzalna, skoiczona prawie wszedzie i
taka ze [U]W"""(X) < 00. Wéwczas dla wszystkich z€ X, 0<n<n<l-n

mu(B(z, 1)) — mu(B(z, )P < (8622 ) ulfy iy (177 4+ 20 ),
1

DOWOD:

Imu(B(z, 1)) = mu(B(z, 2))|P < 2br* / lu(x) — mu(B(z, )P du(x)

B(z,n

)
< 4b2r;5r;s / lu(x) — u(y)|P du(y)dp(x)
(z,n) (z,n)
4b2 —s —s/ / X) — u()’)‘ (r1 + r2)s+aP dudy
(z,n1) (z,n) d(X y s+o<p
4b2[“]p crx)1 °ry f(ntr)tter

(4 r2)° (n+ )P
x5 ry

= 4b2[u]€vsavp
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Oszacowania typu Campanato

Stwierdzenie 1

Niech «, p > 0 oraz niech u bedzie funkcja mierzalna, skoiczona prawie wszedzie i
taka ze [U]W"""(X) < 00. Wéwczas dla wszystkich z€ X, 0<n<n<l-n

mu(B(z, 1)) — mu(B(z, )P < (8622 ) ulfy iy (177 4+ 20 ),

61
DOWOD:
[mu(B(z, 1)) — mu(B(z,n))|P < 2br;° /B( [u(x) = mu(B(z, r2)|P du(x)
z,rn

)
< 4b2r;5r;s / lu(x) — u(y)|P du(y)dp(x)
(z,n) (z,n)

4b2 _5 _5/ / X)—U(y)‘ 5+apd d
R d(x J)stan (n+nr) udy

S4Bl oy S ()

(4 r2)° (n+ )P
x5 ry

= 4b2[u]€vsavp

rap
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R
& —my (B (z, —

=il
)| < Al r™5 327D
I=i

«40O>» 4Fr «=)>» «=)» = Q>

DOWOD:

Niech o, p > 0. Wéwczas istnieje stata A > 0 taka, dla wszystkich z € X, 0 < R < %.
i,j €N, 0<i<joraz [“]WS‘I*P(X) < 0o mamy
R
)




Niech o, p > 0. Wéwczas istnieje stata A > 0 taka, dla wszystkich z € X, 0 < R < %.
i,j €N, 0<i<joraz [”]Ws"‘*"(x) < 0o mamy
R R =

_s fo— 5
my <B<z, E)) — mu(B(z, —)) ‘ < A[u]Wsa,p(X)Ra P 22 (a=3)

I=i

DOWOD: Ustalmy 0 < R < 3,i,j €N, 0< i <j. Niech nn = 5fx i = &, gdzie /
jest liczba naturalna. Z poprzedniego Stwierdzenia otrzymujemy

«40O>» 4Fr «=)>» «=)» = Q>




Oszacowania typu Campanato c.d.

Stwierdzenie 2

Niech «, p > 0. Wéwczas istnieje stata A > 0 taka, dla wszystkich z € X, 0 < R < %,
i,jeEN, 0L i< oraz [u]Wa,p(X) < 0o mamy

j—1
R R G—G a—S
(o 5)) - (e ) At s
I=i

DOWOD: Ustalmy 0 < R < 2, /,j €N, 0 < i < j. Niech r, = 2,% in= g,,gdzie/
jest liczba naturalnag. Z poprzedniego Stwierdzenia otrzymujemy

m(3(e ) ~m(e(e )

1 RopP—s Rap—s
2 hs+ap s
4672 |:u]W"‘ P(x) (2ap—s 2l(ap—s) + 2l(ap—s) )

p

X
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Oszacowania typu Campanato c.d.

Stwierdzenie 2

Niech «, p > 0. Wéwczas istnieje stata A > 0 taka, dla wszystkich z € X, 0 < R < %,
i,jeEN, 0L i< oraz [u]Wa,p(X) < 0o mamy

j—1
R R G—G a—S
(o 5)) - (e ) At s
I=i

DOWOD: Ustalmy 0 < R < 2, /,j €N, 0 < i < j. Niech r, = 2,% in= g,,gdzie/
jest liczba naturalnag. Z poprzedniego Stwierdzenia otrzymujemy

m(3(e ) ~m(e(e )

1 Rop—s RoP—s
2 hs+ap s _
4672 |:u]W"‘ P(x) (2ap—s 2l(cp—s) + 2l(ap—s)> -

p

X

Rop—s

s+1,2 ap
45Hp2(1 42 )[u]Wa,, e
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Oszacowania typu Campanato c.d.

Stwierdzenie 2

Niech «, p > 0. Wéwczas istnieje stata A > 0 taka, dla wszystkich z € X, 0 < R < %,
i,jeEN, 0L i< oraz [u]Wa,p(X) < 0o mamy

j—1
R R G—G a—S
(o 5)) - (e ) At s
I=i

DOWOD: Ustalmy 0 < R < 2, /,j €N, 0 < i < j. Niech r, = 2,% in= g,,gdzie/
jest liczba naturalnag. Z poprzedniego Stwierdzenia otrzymujemy

R R
(o 55)) - (o(-)
1 Rop—s RoP—s
2 5s+apr, 1P s —
4672 [MV%”WX)(2ap752Kap—Q + 2Kap—ﬂ> -

p

X

Rop—s

s+1,2 ap
45Hp2(1 42 )[u]Wa,, e

Teraz teza Stwierdzenia wynika z nieréwnosci tréjkata

(8= 5)) -m(5(=2))| < Z!mu( (=) = m(5(= 7))
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su
0<d(x,y)<1/3

|u™(x) = u*(y)] U*(y)l

0 cof [ lad-wore

d(x,y)+ep
d(x,y)<1

Niech p,a > 0 spetniajg ap > s. Zatézmy, ze u jest skonczona prawie wszedzie i taka,
ze [u]Wa,p(X) < 0o. Wéwczas u jest réwna prawie wszedzie funkcji ciggtej u* oraz
istnieje stata C > 0 taka, ze

1/p
u(y)du(X)) e

«0O>» «Fr» «E» «E>» A




su
0<d(x,y)<1/3

|u™(x) = u*(y)] U*(y)l

0 cof [ lad-wore

d(x,y)+ep
d(x,y)<1

Niech p,a > 0 spetniajg ap > s. Zatézmy, ze u jest skonczona prawie wszedzie i taka,
ze [u]Wa,p(X) < 0o. Wéwczas u jest réwna prawie wszedzie funkcji ciggtej u* oraz
istnieje stata C > 0 taka, ze

1/p
u(y)du(X)) e

«0O>» «Fr» «E» «E>» A




mu<B<z, 2—'3)) - mu(B(z, R

i

Dowéd: Ustalamy z € X i R € [0,1/3). Ze Stwierdzenia 2 dla 0 < i < j mamy

j—1
D) Aot 3278
I=i

40> «Fr « E» « E = oA

v



mu<B<z, 2—'3)) - mu(B(z, R

i

Dowéd: Ustalamy z € X i R € [0,1/3). Ze Stwierdzenia 2 dla 0 < i < j mamy

j—1
D) Aot 3278
I=i

oo
< Alilwgrpg RO Y 2707
1=

40> «Fr « E» « E = oA

v



mu<B<z, 2—'3)) - mu(B(z, R

i

Dowéd: Ustalamy z € X i R € [0,1/3). Ze Stwierdzenia 2 dla 0 < i < j mamy

j—1

D) Aot 3278
I=i
oo

S AllpopoR® 7 Y 277w

1=

~ R“‘%

= Alulyeorix) PCEY

gdzie A= ) > 0.

«O>r < Fr «=)» « = E Al

1-2

v



Dowéd Twierdzenia 2

Dowéd: Ustalamy z € X i R € [0,1/3). Ze Stwierdzenia 2 dla 0 < i < j mamy

j—1
R R P a—s
‘m”(B(Z’E)) _m”(B(Z’E)N S AlulyprR* 7P Y 2778

=i

~ A oo
dzie A= —————— >0. Stad B(z, & jest ciagiem Cauchy’
gdzie D) > 3 {mu( (z, 2k))}k:0 jest ciagiem Cauchy’ego
w R, wiec jest zbiezny. Z drugiej strony, z Twierdzenia Lebesgue’a o rézniczkowaniu,
wiemy ze mu(B(x, zﬂk)) zbiega do u(x) dla wszystkich x € X\ G, gdzie G jest
zbiorem miary 0.

Artur Stabuszewski Ciagtos¢ zanurzer przestrzeni Stobodeckiego gdy aup > s.



Dowéd Twierdzenia 2

Dowéd: Ustalamy z € X i R € [0,1/3). Ze Stwierdzenia 2 dla 0 < i < j mamy

j—1
R R P a—s
‘m”(B(Z’E)) _m”(B(Z’E)N S AlulyprR* 7P Y 2778

=i

~ o0
gdzie A = ﬁ > 0. Stad {mu(B(z, 2%)) }k:O jest ciagiem Cauchy'ego
w R, wiec jest zbiezny. Z drugiej strony, z Twierdzenia Lebesgue’a o rézniczkowaniu,
wiemy ze mu(B(x, zﬂk)) zbiega do u(x) dla wszystkich x € X\ G, gdzie G jest
zbiorem miary 0.

Zatem jedli z € X\ G to ktadziemy i = 0 in w powyzszej nieréwnosci, przechodzimy z j
do granicy i otrzymujemy

Artur Stabuszewski Ciagtos¢ zanurzer przestrzeni Stobodeckiego gdy aup > s.
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nieréwnosé:

my(B(z, R)) — u(z)| < Alu]yan(x)R* 7



nieréwnosé¢:

my(B(z, R)) — u(z)| < Alu]yyerx)R* 7.
Pokazemy, ze upx\ ¢ jest Holderowsko ciggta. Zatézmy, ze z, w € X\G sa takie, ze

0 < d(z,w) < 1/3 i niech R = d(z,w). Z nierdwnosci tréjkata i z powyzszego
oszacowania otrzymujemy

lu(2) — u(w)| < [u(z) — mu(B(z, R))| + [u(w) — mu(B(w, R))| + |mu(B(z, R)) — mu(B(w, R

Artur Stabuszewski Ciagtos¢ zanurzer przestrzeni Stobodeckiego gdy aop > s.



nieréwnosé¢:

my(B(z, R)) — u(z)| < Alu]yyerx)R* 7.

Pokazemy, ze upx\ ¢ jest Holderowsko ciggta. Zatézmy, ze z, w € X\G sa takie, ze
0 < d(z,w) < 1/3 i niech R = d(z,w). Z nierdwnosci tréjkata i z powyzszego
oszacowania otrzymujemy

|u(2) — u(w)| < |u(z) — mu(B(z, R)| + |u(w) — mu(B(w, R))| + [mu(B(z, R)) — mu(B(w, R
< 2A[ul e (2, W) 75 4 [mu(B(z, R)) — mu(B(w, R))
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nieréwnosé¢:

my(B(z, R)) — u(z)| < Alu]yyerx)R* 7.
Pokazemy, ze upx\ ¢ jest Holderowsko ciggta. Zatézmy, ze z, w € X\G sa takie, ze
0 < d(z,w) < 1/3 i niech R = d(z,w). Z nierdwnosci tréjkata i z powyzszego
oszacowania otrzymujemy
lu(2) — u(w)| < [u(z) — mu(B(z, R))| + [u(w) — mu(B(w, R))| + |mu(B(z, R)) — mu(B(w, R
< 2ALul o pxyd(z, W) 75 4 [mu(B(z, R)) — mu(B(w, R))|

Ostatni sktadnik szacujemy bardzo podobnie jak w Stwierdzeniu 1

1/p
|ma(B(z, R)) — mu(B(w, R))| < (2b R [ Jux) — mi(B(w, R)I"du(X))

B(z,R)

<(wr> [ " / 0 = P ) du(X))l/p

Artur Stabuszewski Ciagtos¢ zanurzer przestrzeni Stobodeckiego gdy aup > s.



nieréwnosé¢:

my(B(z, R)) — u(z)| < Alu]yyerx)R* 7.
Pokazemy, ze upx\ ¢ jest Holderowsko ciggta. Zatézmy, ze z, w € X\G sa takie, ze
0 < d(z,w) < 1/3 i niech R = d(z,w). Z nierdwnosci tréjkata i z powyzszego
oszacowania otrzymujemy
lu(2) — u(w)| < [u(z) — mu(B(z, R))| + [u(w) — mu(B(w, R))| + |mu(B(z, R)) — mu(B(w, R
< 2ALul o pxyd(z, W) 75 4 [mu(B(z, R)) — mu(B(w, R))|

Ostatni sktadnik szacujemy bardzo podobnie jak w Stwierdzeniu 1

1/p
|ma(B(z, R)) — mu(B(w, R))| < (2b R [ lut) = mu(B(w, R)I"du(X))

B(z,R)
< (w2 R /B " /B 0 = o e du(X))l/p

(4b2R 2s/ZR)/ e Ju(x) —u()IP d(x,y)”o"’du(y)du(x))l/p

dX y s+aP
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nieréwnosé¢:

my(B(z, R)) — u(z)| < Alu]yyerx)R* 7.
Pokazemy, ze upx\ ¢ jest Holderowsko ciggta. Zatézmy, ze z, w € X\G sa takie, ze
0 < d(z,w) < 1/3 i niech R = d(z,w). Z nierdwnosci tréjkata i z powyzszego
oszacowania otrzymujemy
lu(2) — u(w)| < [u(z) — mu(B(z, R))| + [u(w) — mu(B(w, R))| + |mu(B(z, R)) — mu(B(w, R
< 2ALul o pxyd(z, W) 75 4 [mu(B(z, R)) — mu(B(w, R))|

Ostatni sktadnik szacujemy bardzo podobnie jak w Stwierdzeniu 1

1/p
|ma(B(z, R)) — mu(B(w, R))| < (2b R [ lut) = mu(B(w, R)I"du(X))

B(z,R)
< (w2 R /B " /B 0 = o e du(X))l/p

(4b2R 25 / ZR)/ . lul) = uly)l? d(x,y)* P du(y) du(X))l/p

d X y s+aP
1/p
— ux)—u
< (4630P) P (2, ) ( | 0 duty) an)
x,y)<1

Artur Stabuszewski Ciagtos¢ zanurzen przestrzeni Stobodeckiego gdy avp > s.



Stad
Ju(z) — u(w)] < Clulyonxy dlxo )™
dla dowolnych z,w € X\ G, gdzie C = 2A + (4b235tP)L/P X\ G jest gesty w X, wiec

uzywajac standardowego argumentu mozemy przedtuzyé u do funkcji u*, ktéra jest
ciagta na catym X i spetnia (2). O
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Stad
Ju(z) — u(w)] < Clulyonxy dlxo )™
dla dowolnych z,w € X\ G, gdzie C = 2A + (4b235tP)L/P X\ G jest gesty w X, wiec

uzywajac standardowego argumentu mozemy przedtuzyé u do funkcji u*, ktéra jest
ciagta na catym X i spetnia (2). O

Twierdzenie 1 (P. Gérka, A.S. 2020)

Niech (X, d, ) bedzie dolnie s-regularna i niech a, p > 0 beda takie, ze ap > s. Niech
u € WP(X,d, p). Wéwczas u jest réwna prawie wszedzie funkcji ciagtej u* i istnieje
stata C > 0 taka, ze

[ P T s

P (X,d)

Artur Stabuszewski Ciagtos¢ zanurzer przestrzeni Stobodeckiego gdy aup > s.



Niech z € X. Wtedy istnieje w € B(z, %) takie, ze
N 1
i< (= |
B(z,

) P ))UP
n(Bz D) Jeeyy

v

«40>» «Fr «=» « E = oA



Niech z € X. Wtedy istnieje w € B(z, %) takie, ze
N 1
i< (= |
B(z,

#(B(z,3))

1

1/p s
) IU(y)I”du(y)) < 6233 [lull o
3

«40>» «Fr «=» « E = oA

v



Niech z € X. Wtedy istnieje w € B(z, %) takie, ze
N 1
i< (= |
B(z,
Stad

#(B(z,3))

1

1/p s
) IU(y)I”du(y)) < 6233 [lull o
3

lu™(2)] < |u™(2) — u™ (W) + |u™(w)]

40> «Fr « E» « E = oA

v



Niech z € X. Wtedy istnieje w € B(z, %) takie, ze
N 1
i< (= |
B(z,
Stad

#(B(z,3))

1/p s
IO I A e
3

lu™(2)] < |u™(2) — u* (W) + |u™(wW)] < Cu]yer d(z, W)

a—=
)

+ bYP35 [[ullip(x )

40> «Fr « E» « E = oA

v



Niech z € X. Wtedy istnieje w € B(z, %) takie, ze
N 1
i< (= |
B(z,
Stad

#(B(z,3))

1/p s
IO I A e
3

lu™(2)] < |u™(2) — u* (W) + |u™(wW)] < Cu]yer d(z, W)

“Th 4 bY/P35 lullr(x
< Cllullwer(x,d,m)

W)

«O>r < Fr «=)» « = E Al

v



Niech z € X. Wtedy istnieje w € B(z, %) takie, ze
N 1
i< (= |
B(z,
Stad

#(B(z,3))

1/p s
IO I A e
3

lu™(2)] < [u™(2) — u*(W)[ + [u™(W)] < C[u]yer d(z,w)
Zatem

TP 4+ b1/P3p llullr(x,p)
< Cllullwer(x,d,m)

lullcpx,ay < Cllullwepix,d,u)

«O>r < Fr «=)» « = E Al

v



Niech z € X. Wtedy istnieje w € B(z, %) takie, ze
N 1
wr )l <

M(B(Za %)) /5(27
Stad

1/p s
IO I A e
3

lu™(2)] < [u™(2) — u*(W)[ + [u™(W)] < C[u]yer d(z,w)
Zatem

_s s

“7P 4 b'/P30 llullr(x,p)
< Cllullwer(x,d,m)
Wéwczas

lullcpx,ay < Cllullwepix,d,u)

lu(x) = ™ () < 2[[u™llcx,a)

«O>r < Fr «=)» « = E Al

Teraz mozemy oszacowa¢ caty pét norme. Niech z, w € X beda takie, ze d(z, w) > %
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Niech z € X. Wtedy istnieje w € B(z, %) takie, ze
N 1
wr )l <

M(B(Za %)) /5(27
Stad

1/p s
IO I A e
3

lu™(2)] < [u™(2) — u*(W)[ + [u™(W)] < C[u]yer d(z,w)
Zatem

_s s

“7P 4 b'/P30 llullr(x,p)
< Cllullwer(x,d,m)
Wéwczas

lullcpx,ay < Cllullwepix,d,u)

lu(x) = ™ () < 2[[u™llcx,a)

Teraz mozemy oszacowa¢ caty pét norme. Niech z, w € X beda takie, ze d(z, w) > %

=237 |u oo (x, ) g

1
P
a—2 X a—=2
<23 ”C||U||W;’"P(x,d,u)d(z»w) P
«0O>» «Fr «E» «E E Al
~ ArurStabuszewski  Ciagloéc zanurzen przestrzeni Stobodeckiego gdy ap >s.

v



Twierdzenie 3 (P. Gérka, A.S. 2020)

Niech p,a > 0 spetniaja ap = s. Zatézmy, ze u jest skonczona prawie wszedzie i taka,
ze 0 < [u] weor(x) < 00. Wéwczas istnieja state Cp, C > 0 takie, ze

inf ]éexp (M> du(x) < G

ceR CI[U]WSQ’P(X)

dla kazdej kuli B(z,R), 0 < R < 1/3.
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Twierdzenie 3 (P. Gérka, A.S. 2020)

Niech p,a > 0 spetniaja ap = s. Zatézmy, ze u jest skonczona prawie wszedzie i taka,
ze 0 < [u] weor(x) < 00. Wéwczas istnieja state Cp, C > 0 takie, ze

inf ]éexp (M) du(x) < G

ceR Giluleor(x)
dla kazdej kuli B(z,R), 0 < R < 1/3.

Dowéd: Bez utraty ogdélnosci zaktadamy, ze [u]Wa,p(X) = 1. Ustalamy sobie kule
B(z,R), 0 < R < 1/3. Przypomnijmy Stwierdzenie 2

Stwierdzenie 2

Niech «, p > 0. Wéwczas istnieje stata A > 0 taka, dla wszystkich z € X, 0 < R < %.
i,jeEN, 0L i< joraz [u]Wsa,p(X) < 0o mamy

=

R R @—8 a—S

‘m”(B(Z’E» _m”(B(Z’E))‘ < AlulyprR* 78 Y 2778
=
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W naszym przypadku otrzymujemy
R R .
(3 5)) = m(5(+3)) [ 409

dla wszystkich i,j € N, 0 < i <j i x € B(z, R).

«40> «Fr» «E»r» « > Q>



W naszym przypadku otrzymujemy
R
(o ) o

R
dla wszystkich i,j € N, 0 < i <j i x € B(z, R).

)| <a6-n
Niech ko bedzie najmniejsza liczba catkowita, taka ze 2k05 > bR—S. Wéwczas dla
wszystkich k > ko mamy

R
‘mu(B<x, ﬂ)) - mu(B(x, R)) ‘ < Ak — ko).
Ponadto z definicji kg wynika, ze

b < 2k5RS < 2%p

«40>» «Fr « E» < > Q>
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Dowéd Tw. 3

W naszym przypadku otrzymujemy

R R .
m(8(x3)) ~m (8 (= 7)) <00
dla wszystkich i,j € N, 0 < i <jix € B(z,R).

Niech kg bedzie najmniejsza liczba catkowita, taka ze 2505 > bR~5. Wéwczas dla
wszystkich k > ko mamy

‘mu(B(x, zk%)) - mu(B(X, R))‘ < Ak — ko). (3)

Ponadto z definicji ko wynika, ze
b < 2M05RS < 2%

Teraz dla wszystkich k € Z definiujemy zbiory

[u(x) — u(y)I? P
£ :{Xex:/ lut) = u )P g ng}
, B,  d(x,y)% v
tatwo sprawdzié, ze

1<) 2Mu(E\Eer) < 2°
kEZ
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Teraz dla dowolnego x € Ej, k > kg mamy

R
_ (k—ko)s p—s
u(x) — my (B<X’2k—ko))‘ < <2b2 R /B(

1/p
lu(x) — u(y)I? du(y)>

X k=T
- p 1/p
< <2b2(k—k0)sR—s/ |U(X) u(;;)' R2s 0—2(k—ko)s d#(y))
B(x, kfk ) d(X’.V)
2k—ko
< (2b2—(k—ko)sRs 2k5)1/p
= (2b2%0% RE)1/P < (25T p2)1/P. (4)

Artur Stabuszewski Ciagtos¢ zanurzer przestrzeni Stobodeckiego gdy aup > s.



Teraz dla dowolnego x € Ej, k > kg mamy

u(x) — m,,(B <xi))‘ < <2b2(k‘k°)5R_s/
2k—ko
B(X’Zk—k

_ 1/p
< <2b2(k—ko)sR—s/ |u(x) U(25)| R25 9—2k—ko)s d#(y)>
B(X,zkfko) d(X }/)

< (2b2—(k—ko)sRs 2k5)1/p
= (2b2%0% RE)1/P < (25T p2)1/P. (4)

1/p
lu(x) — u(y)I? du(y)>

Dla wszystkich w € B(z, R) mamy

Pdu(x>)1/p
(e[ | |u(x)—u(y)v’dw)du(x))”p

<wsoy( ] u(x) ”'pd () da(x )>1/,,

d(x,y)<1
= (4b%9%)/P. (5)

Imu(B(z, R)) — ma(B(w, R))| < (2bR*5 /B( )

u(x) — my(B(w, R))
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Teraz dla x € Ex N B(z,R) k > kg korzystamy z (3), (4), (5) i otrzymujemy

o1 (o 5%) )
+ ’mu(B(X, %)) - mu(B(x, R)) ’ + [mu(B(x, R)) — mu(B(z, R))|

< (TP 4+ A(k — ko) + (462 9%)Y/P = A(k — ko) + D.

|u(x) = mu(B(z, R))| <

Artur Stabuszewski Ciagtos¢ zanurzer przestrzeni Stobodeckiego gdy aup > s.



Teraz dla x € Ex N B(z,R) k > kg korzystamy z (3), (4), (5) i otrzymujemy

09 -m(8(x 5% )|

+ ’mu(B(X, %)) - mu(B(x, R)) ’ + [mu(B(x, R)) — mu(B(z, R))|
< (TP 4+ A(k — ko) + (462 9%)Y/P = A(k — ko) + D.

|u(x) = mu(B(z, R))| <

Niech teraz G = %, gdzie exp(g) = 2° oraz niech C = exp (%D). Z powyzszej

nieréwnosci, nieréwnosci 2405 > bR™S i oszacowania na szereg miar otrzymujemy

from=e (5
exp | —
B(z,R) A

() — m(B(z.R)| ) di)
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Teraz dla x € Ex N B(z,R) k > kg korzystamy z (3), (4), (5) i otrzymujemy

09 -m(8(x 5% )|

+ ’mu(B(X, %)) - mu(B(x, R)) ’ + [mu(B(x, R)) — mu(B(z, R))|
< (TP 4+ A(k — ko) + (462 9%)Y/P = A(k — ko) + D.

|u(x) = mu(B(z, R))| <

Niech teraz G = %, gdzie exp(g) = 2° oraz niech C = exp (%D). Z powyzszej

nieréwnosci, nieréwnosci 2405 > bR™S i oszacowania na szereg miar otrzymujemy

from=e (5
exp | —
B(z,R) A

- ¢ c
< / exp (* A(k — ko) + D ) dp(x) +/ exp (*D) dpu(x)
Z B(z,R)N(Ex\Ex—1) A ( ) B(z,R)NEy, A

k=ko+1

() — m(B(z.R)| ) di)
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Teraz dla x € Ex N B(z,R) k > kg korzystamy z (3), (4), (5) i otrzymujemy

09 -m(8(x 5% )|

+ ’mu(B(X, %)) - mu(B(x, R)) ’ + [mu(B(x, R)) — mu(B(z, R))|
< (TP 4+ A(k — ko) + (462 9%)Y/P = A(k — ko) + D.

|u(x) = mu(B(z, R))| <

Niech teraz G = %, gdzie exp(g) = 2° oraz niech C = exp (%D). Z powyzszej

nieréwnosci, nieréwnosci 2405 > bR™S i oszacowania na szereg miar otrzymujemy

from=e (5
exp | —
B(z,R) A

- ¢ c
< / exp (* A(k — ko) + D ) dp(x) +/ exp (*D) dpu(x)
Z B(z,R)N(Ex\Ex—1) A ( ) B(z,R)NEy, A

() — m(B(z.R)| ) di)

k=ko+1

< C2 ks Z 2B\ E—1) + Cpu(B(z, R) N Ex, )
keZ
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Teraz dla x € Ex N B(z,R) k > kg korzystamy z (3), (4), (5) i otrzymujemy

09 -m(8(x 5% )|

+ ’mu(B(X, %)) - mu(B(x, R)) ’ + [mu(B(x, R)) — mu(B(z, R))|
< (TP 4+ A(k — ko) + (462 9%)Y/P = A(k — ko) + D.

|u(x) = mu(B(z, R))| <

Niech teraz G = %, gdzie exp(g) = 2° oraz niech C = exp (%D). Z powyzszej

nieréwnosci, nieréwnosci 2405 > bR™S i oszacowania na szereg miar otrzymujemy

from=e (5
exp | —
B(z,R) A

- ¢ c
< / exp (* A(k — ko) + D ) dp(x) +/ exp (*D) dpu(x)
Z B(z,R)N(Ex\Ex—1) A ( ) B(z,R)NEy, A

() — m(B(z.R)| ) di)

k=ko+1

< C2 ks Z 2B\ E—1) + Cpu(B(z, R) N Ex, )
keZ

< C %Rs + Cu(B(z, R)) < C(2° +1) u(B(z, R)) = G u(B(z, R))

Artur Stabuszewski Ciagtos¢ zanurzer przestrzeni Stobodeckiego gdy aup > s.



Niech «, p > 0 spetniaja ap < s. Zatézmy ze u jest skoriczona prawie wszedzie oraz
[ulweor(x) < 00.Wdwczas istnieje stata C > 0, taka ze

« 1/p* -
(,{3( 140 = mulB R du(x) < CRE [l

dla kazdej kuli B(z,R) 0 < R < 1/3, gdzie p* =

_SP_

s—ap’

«40O>» 4Fr «=)>» «=)» = Q>




Dziekuje za uwage!
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