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Definicja (Metryka)
Niech Q bedzie dowolnym zbiorem. Funkcje d: Q x Q — [0, 00)
nazwiemy metryka na zbiorze QQ, jesli

Q Vx,yeQ d(x,y)=0 < x=y,

Q Vx,y € Q d(x,y)=d(y,x),

Q Vx,y,zeQ d(x,z) <d(x,y)+d(y,z).

Pare uporzadkowana (£2,d), gdzie d jest metryka na Q, nazwiemy
przestrzenia metryczna.
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Definicja (¢—otoczka zbioru)

Niech (2, d) bedzie przestrzenig metryczng. Niech X C Q oraz e > 0.
e—otoczka zbioru X nazwiemy zbicr

X ={weQ:IxeX dxw)<e}=|]B(xe).
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Definicja (¢—otoczka zbioru)

Niech (2, d) bedzie przestrzenig metryczng. Niech X C Q oraz e > 0.
e—otoczka zbioru X nazwiemy zbicr

Xe={weQ:IxeX dxw)<e}= U B(x,¢).
xeX

Whasnosci e—otoczki:
VX, YCQVex>0 XCVY = X°CY¢
VX CQ Ve, A>0 <A = X°C XA
oVweQN Ve>0 {w}—B(ws)

oVweN Ve,r >0 VS CS(w,r) {w}CS® = e>r.
(Jesli {w} C 5%, to r = d(w,s) < e dla pewnego s € S.)

4/65



Metryka Hausdorffa

Definicja (Odlegtos¢ Hausdorffa)

Niech (2, d) bedzie przestrzeniag metryczna. Odlegtoscia Hausdorffa
(miedzy podzbiorami 2, generowana przez d) nazwiemy funkcje
dyg: 29 x 29 — [0, o0] zdefiniowang wzorem

VX,Y CQ dH(X,Y)::inf{)\>O:X§Y’\/\YQXA}.
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Metryka Hausdorffa

Definicja (Odlegtos¢ Hausdorffa)

Niech (2, d) bedzie przestrzeniag metryczna. Odlegtoscia Hausdorffa
(miedzy podzbiorami 2, generowana przez d) nazwiemy funkcje
dyg: 29 x 29 — [0, o0] zdefiniowang wzorem

VX,Y CQ dH(X,Y)::inf{)\>O:X§Y’\/\YQXA}.

Funkcja dy jest metryka na rodzinach:
Q F(Q) - niepustych, domknietych i ograniczonych podzbioréw €,
@ () - niepustych, zwartych podzbioréw ,

@ jest wiele innych mozliwosci
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Metryka Hausdorffa

Stwierdzenie (O wybijaniu minimum)

Niech (2, d) bedzie przestrzenia metryczna. Dla elementéw rodziny ()
infimum w definicji funkcji dg moze zosta¢ zastapione przez minimum, to
znaczy zachodzi:

VK,C € €(Q) du(K,C)=min{A>0: KC C*ACCK*}.

Ponadto, dla dowolnych K, C € €(Q2) mamy:

Vke K 3ce C d(k,c) < du(K, ).

Zbiory wartosci metryk d i dg s3 identyczne, jesli dg zawezimy do
rodziny €().
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Metryka Hausdorffa

Skonstruowanie z (2, d) przestrzeni (€(Q2),dy) zachowuje wiele
wiasnosci:

@ zupetnos¢,

zwartos¢,

°
@ spdjnosé,
@ osrodkowos¢,
o
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[zometrie

Definicja (lzometria, rodzina Isom(€2,d))

Niech (21,d1), (2,d2) beda przestrzeniami metrycznymi.
Przeksztafcenie i: Q1 — 0 nazwiemy izometria, jesli:

@ jest bijekcja,

Q Vw,v e di(w,v) =dz2(i(w),i(v)).
Jesli spetniony jest tylko drugi warunek, to i nazwiemy izometrig na
obraz.
Dla danej przestrzeni metrycznej (2, d) rodzine wszystkich izometrii
i: Q — Q bedziemy oznacza¢ symbolem Isom(Q,d).
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[zometrie

Definicja (lzometria, rodzina Isom(€2,d))

Niech (21,d1), (Q2,d2) beda przestrzeniami metrycznymi.
Przeksztafcenie i: Q1 — 0 nazwiemy izometria, jesli:

@ jest bijekcja,

Q Vw,v e di(w,v) =dz2(i(w),i(v)).
Jesli spetniony jest tylko drugi warunek, to i nazwiemy izometrig na
obraz.

Dla danej przestrzeni metrycznej (2, d) rodzine wszystkich izometrii
it Q — Q bedziemy oznacza¢ symbolem Isom(£2,d).

Uwaga

| A\

Niech (2, d) bedzie przestrzenig metryczna. Wowczas przyporzadkowanie
Q5w {w} € Q) jest izometrig na obraz. Innymi stowy, zachodzi:

Vw,v € Q d(w,v) =da({w},{r})
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[zometrie

Definicja (Izometra generowalna)

Niech (2, d) bedzie przestrzenia metryczna. Izometrie
I € Tsom(€(Q),dn) nazwiemy generowalna, jesli istnieje izometria
i € Isom(Q,d) taka, ze

VK € ¢(Q) I(K)=ilK] = {i(k): ke K}.

Bedziemy réwniez wéwczas mowié, ze izometria i generuje izometrie |.
Jezeli taka i nie istnieje, to izometrie | nazwiemy niegenerowalna. Jezeli
wszystkie izometrie przestrzeni (€(2),dn) sa generowalne, to powiemy,
Ze przestrzen (2,d) ma witasnos¢ generowania izometrii.
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[zometrie

Stwierdzenie

Niech (Q,d) bedzie przestrzeniag metryczna. Kazda izometria
i € Isom(S2, d) generuje izometrie przestrzeni €(S2) na siebie.
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[zometrie

Niech (Q,d) bedzie przestrzeniag metryczna. Kazda izometria
i € Isom(S2, d) generuje izometrie przestrzeni €(S2) na siebie.

| \

Dowéd.

Niech i € Isom(f2,d). Zdefiniujmy przeksztatcenie /: €(Q) — €(Q)
wzorem /(K) = i[K] dla kazdego K € &(Q). Pokazemy, ze
I € Isom(&(R2), dy).
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[zometrie

Niech (Q,d) bedzie przestrzeniag metryczna. Kazda izometria
i € Isom(S2, d) generuje izometrie przestrzeni €(S2) na siebie.

| \

Dowéd.

Niech i € Isom(Q2,d). Zdefiniujmy przeksztatcenie /: €(Q) — €(Q)
wzorem /(K) = i[K] dla kazdego K € &(Q). Pokazemy, ze

I € Isom(&(R2), dy).

Przeciwdziedzina jest prawidtowa, bo i jest ciagta a ciagte obrazy zbioréw
zwartych sg zwarte. Zauwazmy, ze | jest odwracalna, bo przeksztatcenie
I": €(Q) — €(2) zadane wzorem

VK € €(K) I'(K):=i"'[K]

jest jego odwrotnoécia. Zatem [ to bijekcja i /' = /71 O
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[zometrie

Dowéd c.d.

Ostatnim krokiem w celu pokazania, ze /| € Isom(€(Q2),dy) bedzie
wykazanie, ze | zachowuje metryke dp. Ustalmy K, C € €(Q).
Wykazemy wpierw, ze [(K) C I(C)dn(K:€).
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[zometrie

Dowéd c.d.

Ostatnim krokiem w celu pokazania, ze /| € Isom(€(Q2),dy) bedzie
wykazanie, ze | zachowuje metryke dp. Ustalmy K, C € €(Q).
Wykazemy wpierw, ze [(K) C I(C)du(K:€).

Ustalmy k’ € I(K). Skoro I(K) = i[K], to istnieje k € K takie, ze

k' = i(k). Zgodnie ze Stwierdzeniem o wybijaniu minimum musi istnie¢
c € C takie, ze d(k, c) < du(K, C). Zatem, dla ¢’ := i(c) mamy

d(k’, ") = d(i(k),i(c)) = d(k,c) < du(K, C),
wiec k' € {c’}dH(K’C)
I(K) C I(C)du(K.©),

C 1(C)3uK:©) Skoro k" € I(K) byt dowolny, to
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[zometrie

Dowéd c.d.

Ostatnim krokiem w celu pokazania, ze /| € Isom(€(Q2),dy) bedzie
wykazanie, ze | zachowuje metryke dp. Ustalmy K, C € €(Q).
Wykazemy wpierw, ze [(K) C I(C)du(K:€).

Ustalmy k’ € I(K). Skoro I(K) = i[K], to istnieje k € K takie, ze

k" = i(k). Zgodnie ze Stwierdzeniem o wybijaniu minimum musi istnie¢
c € C takie, ze d(k, c) < du(K, C). Zatem, dla ¢’ := i(c) mamy

d(k’, ") = d(i(k),i(c)) = d(k,c) < du(K, C),
wiec k' € {c’}dH(K’C)
I(K) C I(C)du(K.©),
Zauwazmy teraz, ze stosujac analogiczne rozumowanie mozemy pokazac,
ze 1(C) C I(K)I(K:C) o, w parze z wczesniej pokazanym zawieraniem
implikuje, ze dg(/(K), I(C)) < du(K, C). 0

C 1(C)3uK:©) Skoro k" € I(K) byt dowolny, to
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[zometrie

Dowéd c.d.

Dalej, stosujac argumentacje analogiczna do tej, dzieki ktérej
pokazalismy, ze di(/(K),/(C)) < du(K, C), mozemy pokaza¢, iz
du(I71(K),171(C)) < du(K, C) (dla dowolnych K, C € &(Q)). Stad

du(K, €) = du (171 (I(K)), 171 (1(€))) < du(/(K), I(C)).
To, w potaczeniu z nieréwnoscia dg(/(K), /(C)) < du(K, C) pokazuje,

ze du(/(K), I1(C)) = du(K, C). Skoro K, C € €(R2) byty dowolne, to /
zachowuje wartosé dy. O
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Czy dla danej przestrzeni metrycznej (2, d) wszystkie izometrie rodziny
(€(Q2),dn) musza by¢ generowalne?
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Czy dla danej przestrzeni metrycznej (2, d) wszystkie izometrie rodziny
(€(Q2),dn) musza by¢ generowalne?

Przyklad (Znane rezultaty)

o W(R"]||) (R" z metryka euklidesowa) odpowiedz jest twierdzaca (
P.M.Gruber: The space of compact subsets of E d 1980),

A
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Czy dla danej przestrzeni metrycznej (2, d) wszystkie izometrie rodziny
(€(Q2),dn) musza by¢ generowalne?

Przyklad (Znane rezultaty)
o W(R"]||) (R" z metryka euklidesowa) odpowiedz jest twierdzaca (
P.M.Gruber: The space of compact subsets of E d 1980),
e WS" i T" (n-sferze i n-torusie) odpowiedz jest twierdzaca (
P.M.Gruber, R.Tichy: Isometries of spaces of compact or compact
convex subsets of metric manifolds 1982),

A
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Czy dla danej przestrzeni metrycznej (2, d) wszystkie izometrie rodziny
(€(Q2),dn) musza by¢ generowalne?

Przyklad (Znane rezultaty)

o W(R"]||) (R" z metryka euklidesowa) odpowiedz jest twierdzaca (
P.M.Gruber: The space of compact subsets of E d 1980),

e WS" i T" (n-sferze i n-torusie) odpowiedz jest twierdzaca (
P.M.Gruber, R.Tichy: Isometries of spaces of compact or compact
convex subsets of metric manifolds 1982),

o W (Q,d) - witasciwej przestrzeni geodezyjnej z jednoznacznymi i
obustronnie przedtuzalnymi liniami geodezyjnymi, ktérych
przedtuzenia sie nie rozwidlaja - definicje za chwile - odpowiedz jest
twierdzaca ( T. Foertsch : Isometries of spaces of convex compact
subsets of CAT(0)-spaces 2004 )
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Wiasciwios¢ przestrzeni i Geodezyjne

Definicja (Przestrzehn wtasciwa)

Przestrzeri metryczng nazwiemy wiasciwa, jesli zbiory domkniete i
ograniczone s3 w niej zwarte.
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Wiasciwios¢ przestrzeni i Geodezyjne

Definicja (Przestrzehn wtasciwa)

Przestrzeri metryczng nazwiemy wiasciwa, jesli zbiory domkniete i
ograniczone s3 w niej zwarte.

| A\

Definicja (Linie geodezyjne)

Niech (2, d) bedzie przestrzeniag metryczna. Dla dowolnych a,b € R i
I € {(—00,400),(—00, b], [a,+00),[a, b]} przeksztatcenie v: | — Q,
gdzie vy jest izometrig na obraz z przestrzeni (1,|-|) nazwiemy linia
geodezyjna. W przypadku | = [a, b], méwimy, Ze y faczy v(a) z y(b).
Powiemy, ze (£2,d) jest przestrzenia geodezyjna, jesli dla dowolnych
x,y € Q istnieje linia geodezyjna faczaca x z y.

\
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Geodezyjne

Definicja (c.d.)

Dwie linie geodezyjne 1,2 nazwiemy réznymi, jesli maja rézne zbiory
wartosci. Dla danych x,y € Q powiemy, Ze linia geodezyjna faczaca x z y
Jest jednoznaczna, jezeli istnieje dokfadnie jedna linia geodezyjna taczaca
x z y. Powiemy, ze (Q2,d) jest przestrzenig z jednoznacznymi liniami
geodezyjnymi jezeli dla kazdych x,y € Q istnieje jednoznaczna linia
geodezyjna faczaca x z y. )
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Geodezyjne

Definicja (c.d.)

Obustronnym przedtuzeniem linii geodezyjnej «y, ktdrej dziedzina nie jest
punkt, nazwiemy linie geodezyjng 7: (—oo,400) — Q taka, Ze

Im(~) C Im(¥). Jesli istnieje takie przedtuzenie linii geodezyjnej, to
powiemy, ze jest ona obustronnie przedtuzalna. Ponadto, jesli istnieje
tylko jedno takie przedtuzenie, to powiemy, ze przedtuzenia sie nie
rozwidlaja. Dla wygody bedziemy przyjmowali, ze v |Dm,y =, gdzie Dmry
Jest dziedzing linii geodezyjnej .

v
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Kluczowe Lematy

Lemat (O singletonach)

Niech (2, d) bedzie przestrzenia z jednoznacznymi i obustronnie
przedtuzalnymi liniami geodezyjnymi, ktérych przedtuzenia sie nie
rozwidlaja i | € Isom(€(Q),dy). Wtedy I[&(Q2)] = &(Q), gdzie &(Q2)
Jest rodzing wszystkich singletonéw Q.
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Kluczowe Lematy

Lemat (O singletonach)

Niech (2, d) bedzie przestrzenia z jednoznacznymi i obustronnie
przedtuzalnymi liniami geodezyjnymi, ktérych przedtuzenia sie nie
rozwidlajg i | € Isom(€(Q),dy). Wtedy I[&(Q)] = 6(Q), gdzie S(Q)
jest rodzing wszystkich singletonow €.

| A

Uwaga

Jesli 1[&(Q)] = &(Q), to mozemy zdefiniowaé funkcje i: Q — Q poprzez
relacje
YweQ I({w}) = {i(w)}.
Woéweczas jest ona izometrig, bo dla kazdych w,v € Q mamy:
d(w7 V) = dH({w} ) {V})
= du(/({w}), I({r})) = du({i(w)}, {i(1)}) = (V)

Zdefiniujmy J € Isom(€&(Q),dy) wzorem J(K) = i~! [/(K)] dla
K € €(Q). Wowczas dla kazdego w € Q mamy J({w}) = {w}.

\
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Kluczowe Lematy

Lemat (O skonczonych podzbiorach sfery)

Niech (2, d) bedzie przestrzenia z jednoznacznymi i obustronnie

przedtuzalnymi liniami geodezyjnymi, ktérych przedtuzenia sie nie
rozwidlaja. Niech w bedzie jej elementem, a r > 0. Niech

J € Isom(€(Q),dy) bedzie taka, zZe dla kazdego n € Q zachodzi
J({n}) = {n}. Wtedy dla kazdego skoriczonego (i niepustego)

S C S(w, r) zachodzi J(S) = S.
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Gtéwne Twierdzenie

Twierdzenie

Niech (2, d) bedzie przestrzenig z jednoznacznymi i obustronnie
przedtuzalnymi liniami geodezyjnymi, ktérych przedtuzenia sie nie
rozwidlaja. Wowczas wszystkie izometrie przestrzeni (€(2),dy) sa
generowalne.

Uwaga

| A\

Dowdéd bedzie niemalze kopia dowodu z argumentacji Foertscha.
Uzyskujemy ogdlniejszy rezultat, bo poprzednie dwa lematy dato sie
wykaza¢ bez zaktadania wtasciwosci przestrzeni.
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Ustalmy / € Isom(&(2),ds). Zgodnie z Lematem o singletonach
mozemy zdefiniowaé dla | izometrie J tak jak w Uwadze po nim.
Zauwazmy, ze jesli pokazemy, ze J(K) = K dla kazdego K € €(Q), to
I(K) = i[K], czyli izometria | jest generowalna.
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Dowéd.

Ustalmy / € Isom(&(2),ds). Zgodnie z Lematem o singletonach
mozemy zdefiniowaé dla | izometrie J tak jak w Uwadze po nim.
Zauwazmy, ze jesli pokazemy, ze J(K) = K dla kazdego K € €(Q2), to
I(K) = i[K], czyli izometria | jest generowalna.

Ustalmy K € €(Q2). Pokazemy, ze J(K) = K poprzez sprowadzenie do
sprzecznosci. Przypusémy, ze K # J(K) i bez straty ogélnosci zatézmy,
ze K € J(K). Istnieje wtedy k € K \ J(K). Skoro J(K) jest zwarty, to
istnieje k € J(K) taki, ze

d(k, k) = inf {d(k, K'): K" € J(K)}

i zachodzi d(k, k) > 0. Oznaczmy p := 1d(k, k).
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Ustalmy / € Isom(&(2),ds). Zgodnie z Lematem o singletonach
mozemy zdefiniowa¢ dla | izometrie J tak jak w Uwadze po nim.
Zauwazmy, ze jesli pokazemy, ze J(K) = K dla kazdego K € €(Q), to
I(K) = i[K], czyli izometria / jest generowalna.

Ustalmy K € €(Q). Pokazemy, ze J(K) = K poprzez sprowadzenie do
sprzecznosci. Przypusémy, ze K # J(K) i bez straty ogélnosci zatézmy,
ze K € J(K). Istnieje wtedy k € K \ J(K). Skoro J(K) jest zwarty, to
istnieje k € J(K) taki, ze

d(k, k) = inf {d(k, k'): K € J(K)}

i zachodzi d(k, k) > 0. Oznaczmy 1 == %d(k,;).

Wéwczas Uy e k) B(K', d(k, k") — ) jest otwartym pokryciem zbioru
J(K). Skoro J(K) jest zwarty, to mozemy wybra¢ z niego skoriczone
podpokrycie, a wiec istnieje {k{, Ky ooy k,’,} C J(K) taki, ze

n

J(K) € | B(K. d(k, k) — ) (1)

i=1
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Ustalmy A > 2p + diam(J(K)) i i € [n] == {1, ..., n}. Niech
vi: [0,d(k, k)] — € bedzie linia geodezyjna taczaca k z k/ i niech ¥;
bedzie jej obustronnym przedtuzeniem. Zgodnie z konwencja, mamy
Yiljo.d(k.k1)] = Vi-
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Dowad.
Ustalmy A > 2p + diam(J(K)) i i € [n] == {1, ..., n}. Niech
~i: [0,d(k, k)] — € bedzie linia geodezyjna taczaca k z k/ i niech ¥;
bedzie jej obustronnym przedtuzeniem. Zgodnie z konwencja, mamy
Yiljo.d(k.k1)] = Vi-
Oznaczmy ¢; := 7;(A). Dla takiego ¢; mamy:

d(k, i) = d(7i(0), 7i(A)) =10 — Al = A,

czyli d(k, ¢i) = A
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Dowéd.

Ustalmy A > 2p + diam(J(K)) i i € [n] == {1, ..., n}. Niech

vi: [0,d(k, k)] — € bedzie liniag geodezyjna taczaca k z k/ i niech ¥;
bedzie jej obustronnym przedtuzeniem. Zgodnie z konwencja, mamy
Yiljo.d(k.k1)] = Vi-

Oznaczmy ¢; := 4;(A). Dla takiego ¢; mamy:
d(k, ci) = d(7i(0), 7i(A)) =0 = A = A,
czyli d(k, ¢;) = A\. Zauwazmy, ze zachodzi:
d(k, k) < d(k, k) + d(k, k) < 2p + diam(J(K)) < A,

czyli d(k, k) < A.
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Dowad.
Ustalmy A > 2p + diam(J(K)) i i € [n] == {1, ..., n}. Niech
vi: [0,d(k, k)] — € bedzie linia geodezyjna taczaca k z k/ i niech ¥;
bedzie jej obustronnym przedtuzeniem. Zgodnie z konwencja, mamy
Yiljo.d(k.k1)] = Vi-
Oznaczmy ¢; := 7;(A). Dla takiego ¢; mamy:
d(k, ¢i) = d(7i(0),7i(A)) =10 = A[ = A,
czyli d(k, ¢;) = A\. Zauwazmy, ze zachodzi:
d(k, k) < d(k, k) + d(k, k) < 2p + diam(J(K)) < A,

czyli d(k, k/) < XA. Mamy zatem:

d(k,ci) = A =d(k, k) + (A = d(k, k) = d(k, k}) +|X — d(k, k)|

czyli d(k, ¢;) = d(k, k!) + d(k!, c;).

O

v
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Dowad.
OtrzymaliSmy w powyzszy sposéb punkty ci, ..., ¢, € Q takie, ze dla
kazdego i € [n] zachodzi

A= d(k, ;) = d(k, k!) + d(k., ¢).

W szczegélnosci, punkt ¢; € S(k, \) dla kazdego i € [n].
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Dowéd.

OtrzymaliSmy w powyzszy sposéb punkty ci, ..., ¢, € Q takie, ze dla
kazdego i € [n] zachodzi

A =d(k,¢) =d(k, ki) + d(k], ci).

W szczegélnosci, punkt ¢; € S(k, A) dla kazdego i € [n].

Zauwazmy nastepnie, ze |Ji_; B(cj, A — i) jest otwartym pokryciem
J(K). Istotnie, ustalmy k' € |JI_; B(k/,d(k, k) — p), ktére, jak wiemy z
(1), jest otwartym pokryciem J(K). Istnieje wtedy i € [n] takie, ze

k'€ B(K!,d(k, k!) — 1), czyli d(K!, k') < d(k, k!) — . Stad

d(K', ;) < d(K', ki) +d(ki, ci) < (d(k, ki) = p) + (A = d(k, k) = A —p

i k' e B(C,',)\ — /J).
]

v
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Dowéd.

OtrzymaliSmy w powyzszy sposéb punkty ci, ..., ¢, € Q takie, ze dla
kazdego i € [n] zachodzi

A =d(k,¢) =d(k, ki) + d(k], ci).
W szczegélnosci, punkt ¢; € S(k, A) dla kazdego i € [n].
Zauwazmy nastepnie, ze |Ji_; B(cj, A — i) jest otwartym pokryciem
J(K). Istotnie, ustalmy k' € |JI_; B(k/,d(k, k) — p), ktére, jak wiemy z
(1), jest otwartym pokryciem J(K). Istnieje wtedy i € [n] takie, ze
k'€ B(K!,d(k, k!) — 1), czyli d(K!, k') < d(k, k!) — . Stad
d(K', ;) < d(K', k) +d(k],c;) < (d(k, k) — p) + (A —d(k, k) =X —n

i k" € B(ci, A — ). Skoro k" byt dowolny, to:

J(K) < U BUK, d(k, k) = ) € [ Bleis A = ).

40/65



Dowdéd.
Oznaczmy S = {cy, ..
stwierdzi¢, ze

n

JK)C B, A= p) C

., Cn}. Poprzednie zawieranie pozwala nam

B(ci, A — p) = SMH,

T

1

!
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Dowad.
Oznaczmy S := {c1,..., ¢y }. Poprzednie zawieranie pozwala nam
stwierdzié, ze

n

JK)C B, A= p) C

i=1 i

B(ci,\—p) = S*H,

T

1

wiec J(K) C S*#. Z drugiej strony, dla kazdego c; € S istnieje k! taki,
ze
d(ci, k) = d(c;, k) — d(k, k) = A — d(k, K}) < A — 24,

wiec S C {ki{,..., k,’,}'\fzu C J(K) =2~ Otrzymujemy zatem, ze

du(S, J(K)) < A — p. O
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Dowdd.

Oznaczmy S :={cy, ..., cy}. Poprzednie zawieranie pozwala nam
stwierdzi¢, ze

J(K) € U Bleih =) € [ Bleis A = p) = S*H,
i=1 i=1

wiec J(K) C S*~#. Z drugiej strony, dla kazdego ¢; € S istnieje k! taki,
ze
d(C,', kll) = d(C,‘, k) - d(k’ kI/) =A- d(kv kI/) SA-— 2/‘7

wiec S C {kq{,..., k,’,}’\_zu C J(K) =21, Otrzymujemy zatem, ze

du (S, J(K)) < X — p.

Dalej, skoro S = {cy, ..., c,} oraz dla kazdego i € [n] mamy

¢i € S(k,\), to S jest skonczony a ponadto S C S(k, \). Zatem, zgodnie
z Lematem o skonczonych podzbiorach sfer mamy, ze J(S) = S, wiec
du(J(S), J(K)) = du(S, J(K)) < XA — p. Jako ze J € Tsom(€(Q2),dx), to
mamy

du (S, K) = du(J(S), J(K)) < A - p. ()
O
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Z drugiej strony, skoro S = {c1,...,c,} a d(k, ¢;) = A dla kazdego
i €[n], to S C S(k,\). Z whasnosci e—otoczek wiemy, ze jesli {k} C S¢,
toe > . Stad dla e < A mamy {k} & S¢, wiec tez K ¢ S¢. Stad
du(K,S) > X. To daje nam jednak sprzecznosé¢ z (2), gdyz pu > 0.
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Dowéd.

Z drugiej strony, skoro S = {c1,...,c,} a d(k, ¢;) = A dla kazdego

i €[n], to S C S(k,\). Z whasnosci e—otoczek wiemy, ze jesli {k} C S¢,
to e > A. Stad dla e < A mamy {k} Z S¢, wiec tez K € S°. Stad
du(K,S) > X. To daje nam jednak sprzecznosé¢ z (2), gdyz pu > 0.
Otrzymana sprzeczno$¢ pokazuje, ze nie moze istnie¢ k € K\ J(K), czyli

K C J(K). Zastosowanie analogicznego rozumowania, tym razem dla
J7t € Isom(€(£2), dn) pozwala udowodni¢, ze J(K) C J71(J(K)) = K.
Skoro mamy zawieranie w obydwie strony, to mamy réwnos¢, czyli

K = J(K).

O

v
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Dowad.

Z drugiej strony, skoro S = {c1,..., ¢y} a d(k, ¢;) = A dla kazdego

i €[n], to S C S(k,\). Z wtasnosci e—otoczek wiemy, ze jesli {k} C S¢,
to e > A. Stad dla e < A mamy {k} Z S¢, wiec tez K € S°. Stad
du(K,S) > X. To daje nam jednak sprzecznosé¢ z (2), gdyz pu > 0.

Otrzymana sprzeczno$¢ pokazuje, ze nie moze istnie¢ k € K\ J(K), czyli
K C J(K). Zastosowanie analogicznego rozumowania, tym razem dla
J7t € Isom(€(£2), dn) pozwala udowodni¢, ze J(K) C J71(J(K)) = K.
Skoro mamy zawieranie w obydwie strony, to mamy réwnos¢, czyli

K = J(K). Zbiér K € €(2) byt dowolny, wiec dla kazdego K € €(Q)

mamy J(K) = K i jak zaznaczylismy na poczatku dowodu, wtasnos¢ ta
implikuje, ze I(K) = i[K] dla dowolnego K € &€(Q2). Zatem izometria /
jest generowalna. Skoro byta ona dowolnym elementem Isom(€(Q2), dp),

to wszystkie izometrie przestrzeni (€(2), dn) sa generowalne.
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Jesli by udowodni¢ lematy: O singletonach i O skoriczonych podzbiorach
sfery bez zaktadania jednoznacznosci geodezyjnych lub ich przedtuzen, to
moglibysmy przeprowadzi¢ doktadnie to samo rozumowanie co powyzej,
by wykazaé, ze przy tych ogélniejszych zatozeniach mamy generowanie
izometrii.
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Uwaga
Doktadnie te przestrzenie unormowane (£2,||-||) nad R lub C, ktdre sa
scisle wypukfte, tzn. takie, ktére spetniaja warunek

Yw,v € Q\ {0} |lw+v|=|wl|+|lV] = FIc¢>0 w=cv

potraktowane jako przestrzeri metryczna z metryka generowana przez
norme, sa przestrzeniami z jednoznacznymi liniami geodezyjnymi, ktére
sa obustronnie przedtfuzalne i ich przedtuzenia sie nie rozwidlaja.
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Uwaga

Doktadnie te przestrzenie unormowane (£2,||-||) nad R lub C, ktdre sa
scisle wypukfte, tzn. takie, ktére spetniaja warunek

Yw,v € Q\ {0} |lw+v|=|wl|+|lV] = FIc¢>0 w=cv

potraktowane jako przestrzeri metryczna z metryka generowana przez
norme, s3 przestrzeniami z jednoznacznymi liniami geodezyjnymi, ktdre
sa obustronnie przedtfuzalne i ich przedtuzenia sie nie rozwidlaja.

Przyklad

Przyktady scisle wypuktych przestrzeni unormowanych:

| A

® Kazda przestrzen z iloczynem skalarnym nad R lub C.
@ Przestrzenie LP funkcji o wartosciach w R lub C, gdzie p € (1, 0).

Skoro istnieja nieskoriczenie wymiarowe scisle wypukfte przestrzenie
unormowane (nad R lub C), to otrzymany rezultat jest ogélniejszy niz
Foertscha. (Zwartos¢ kuli domknietej (wfasciwos¢ przestrzeni) w
przestrzeniach unormowanych implikuje skoriczonos¢ wymiaru)
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Kontrprzyktady

Przyklad

Rozwazmy przestrzeri (2, d) z metryka dyskretna. Wowczas metryka d
przyjmuje tylko dwie mozliwe wartosci: 0 lub 1. Stad dg przyjmuje
doktadnie te wartosci, wiec jest metryka dyskretnga.

W przestrzeniach z metryka dyskretna kazda bijekcja jest izometria.
Istnieja zatem izometrie (€(2),dn), ktdre nie s3 generowane przez
izometrie (Q,d). (np. taka, ktora tylko zamienia {w} — {w,v}, gdzie
w,v € Q rézne.)
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Kontrprzyktady

Twierdzenie

Niech (2, d) bedzie zwarta przestrzenia metryczna|QQ| > 2, w ktorej
istnieje izolowany punkt x € Q taki, ze

Yw,0 € Q2 w#v = d(w,x) < d(w,v).
Wtedy przeksztatcenie | : €(Q2) — &€(Q) zadane wzorem
Q\ {x}, JesliK=1Q,

I(K)=149Q, Jesli K = Q\ {x},
K, wpp.

Jest niegenerowalnym elementem Isom(&(2), dg).
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Kontrprzyktady

Twierdzenie

Niech (2, d) bedzie przestrzeniag metryczna. Zatézmy, Ze istnieja rézne
x,y € Q, dla ktérych:

0 VweQ\{xy} dxw)=d(y,w)

Q d(x,y) = inf{d(w,y): w # y}.
Wtedy przeksztatcenie |: €(Q2) — €(Q2) zdefiniowane wzorem

K\{y}, Jeslix,y €K,
I(K) =¢KU{y}, JjesixeKAy¢K,
K, wpp.

Jest niegenerowalnym elementem Isom(&(2), dg).
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Whiosek

Rozwazmy nastepujaca konstrukcje: Niech (Q,d) bedzie przestrzenig
metryczna. Ustalmy n € Q. Wezmy rézne x,y ¢ Q). Rozwazmy przestrzen
(R2,d), gdzie Q =QU {x,y}, zas d: Q x Q — [0, 00) jest symetrycznag
funkcja zadana wzorem:

dla wi = wo,

= O

d/ =] [ =]
d(w1’w2) _ a w1 X I W2 y,

29
d(wl,UJQ), dla w1, w2 € Q,

1+d(n,w2), dlawse{x,y} iw €.

Zdefiniowana powyzszym wzorem funkcja d Jest wtedy metryka na Q,
czyli (2, d) jest przestrzenia metryczna. Ponadto, przestrzeri ta spetnia
zatoZenia poprzedniego Twierdzenia.
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Whiosek

Rozwazmy nastepujaca konstrukcje: Niech (2, d) bedzie przestrzenig
metryczng. Ustalmy 1 € Q. Wezmy rézne x,y ¢ ). Rozwazmy przestrzen
(2,d), gdzie Q =QU {x,y}, zas d: Q x Q — [0, 00) jest symetryczng
funkcja zadana wzorem:

0, dla w1 = Wy,
% i dlawi =xiw =y,
d(LL)1,(.4}2) _ 5 1 2 y
d(wl,wz), dla wy,wy € 9,

1+d(777w2)» dla wle{x7y} iLU2€Q,

Zdefiniowana powyzszym wzorem funkcja d Jjest wtedy metryka na Q,
czyli (Q d) jest przestrzenia metryczna. Ponadto, przestrzeri ta spetnia
zatoZenia poprzedniego Twierdzenia.

| \

Uwaga

Powyzsza konstrukcja jest réznowartosciowa w tym sensie, Ze jesli jej
rezultaty sa izometryczne, to wyjsciowe przestrzenie byty izometryczne.

y
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Kazdg przestrzenn metryczng mozemy powyzsza konstrukcja przeksztatci¢
w przestrzeri metryczna, w ktérej istnieja niegenerowalne izometrie
rodziny €.
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Uwagi koncowe

o Otrzymany rezultat moze by¢ pierwszym pozytywnym wynikiem, gdy
(£2,d) nie jest whasciwa przestrzenia metryczng. Mozemy postawic¢
wiec pytanie o generowalnos¢ izometrii rodziny §(Q2) (niepustych,
domknietych i ograniczonych podzbioréw),
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Uwagi koncowe

o Otrzymany rezultat moze by¢ pierwszym pozytywnym wynikiem, gdy
(£2,d) nie jest whasciwa przestrzenia metryczng. Mozemy postawic¢
wiec pytanie o generowalnos¢ izometrii rodziny §(Q2) (niepustych,
domknietych i ograniczonych podzbioréw),

@ Mozemy réwniez postawi¢ podobne pytanie w innych podrodzinach
F(2), np. w rodzinie C(2) - niepustych, zwartych i wypuktych
podzbioréw Q. (...)
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Uwagi koncowe

o Otrzymany rezultat moze by¢ pierwszym pozytywnym wynikiem, gdy
(£2,d) nie jest whasciwa przestrzenia metryczng. Mozemy postawic¢
wiec pytanie o generowalnos¢ izometrii rodziny §(Q2) (niepustych,
domknietych i ograniczonych podzbioréw),

@ Mozemy réwniez postawi¢ podobne pytanie w innych podrodzinach
F(2), np. w rodzinie C(2) - niepustych, zwartych i wypuktych
podzbioréw Q. (...)

o Wszystkie przedstawione kontrprzyktady sg przestrzeniami
niespojnymi (co wiecej, z punktami izolowanymi - czy to moze by¢
istotne?)
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Uwagi koncowe

o Otrzymany rezultat moze by¢ pierwszym pozytywnym wynikiem, gdy
(£2,d) nie jest whasciwa przestrzenia metryczng. Mozemy postawic¢
wiec pytanie o generowalnos¢ izometrii rodziny §(Q2) (niepustych,
domknietych i ograniczonych podzbioréw),

@ Mozemy réwniez postawi¢ podobne pytanie w innych podrodzinach
F(2), np. w rodzinie C(2) - niepustych, zwartych i wypuktych
podzbioréw Q. (...)

o Wszystkie przedstawione kontrprzyktady sg przestrzeniami
niespojnymi (co wiecej, z punktami izolowanymi - czy to moze by¢
istotne?)

@ Dotychczas rozwazalismy sytuacje, gdy dziedzina i przeciwdziedzina
izometrii jest taka sama. Co sie dzieje, gdy tak nie jest? Czy z
izometrycznosci €(Q2) i €(=) wynika izometrycznos¢ Q i =7
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Réwniez pokazane (z doktadnoscia do oznaczen)

Niech (Q2,d), (£, p) beda przestrzeniami z jednoznacznymi, obustronnie
przedtuzalnymi liniami geodezyjnymi, ktérych przedtuzenia sie nie
rozwidlaja. Niech |: €(Q2) — €(=) bedzie izometria. Wowczas

1[6(Q)] = 6(2).
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Réwniez pokazane (z doktadnoscia do oznaczen)

Uwaga

Niech (Q2,d), (£, p) beda przestrzeniami z jednoznacznymi, obustronnie
przedtuzalnymi liniami geodezyjnymi, ktérych przedtuzenia sie nie
rozwidlaja. Niech |: €(Q2) — €(=) bedzie izometria. Wowczas

16(Q)] = 6(3).

Whiosek

Podobnie jak w Uwadze po Lemacie o singletonach mozemy zdefiniowaé
funkcje i: Q — = poprzez zaleznosé:

YweQ I({w}) = {i(w)}

Wowczas i to izometria, czyli Q0 i = s3 izometryczne. Ponadto, izometria
| jest generowana przez i wzorem:

| A\

VK € €(Q)  I(K) = i[K].

A
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Moze wkrétce

Definicja

Niech (2, d) bedzie przestrzenia metryczng i x,z € Q. Punkt y nazwiemy
punktem posrednim miedzy x a z, jesli zachodzi:

d(x,y) =d(y,z) = %d(x, z).

Jesli istnieje tylko jeden y € Q spetniajacy powyzszy warunek, punkt ten
bedziemy oznaczymy przez mid(x, z).

Jesli dla dowolnych x, z € Q istnieje tylko jeden punkt posredni to

mid: Q x Q — Q nazwiemy funkcja punktu posredniego.
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Moze wkrétce

Definicja

Niech (2, d) bedzie przestrzenia geodezyjna. Podzbicor C C Q nazwiemy
wypuktym, jesli dla dowolnych x,y € C i dowolnej geodezyjnej v taczacej
x z y zbiér wartosci v jest podzbiorem C.

Dla danego A C Q najmniejszy zbiér wypukty zawierajacy A bedziemy
oznaczali przez co(A). Zbiér ten nazwiemy otoczka wypukta zbioru A.
Rodzine wszystkich niepustych, zwartych i wypuktych podzbiorow 2
oznaczmy przez C(2).
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Moze wkrétce

Hipoteza

Niech (2, d) bedzie przestrzenig z jednoznacznymi liniami geodezyjnymi,
ktore sa obustronnie przedtuzalne i ich przedtuzenia sie nie rozwidlaja.
Zatézmy ponadto, ze funkcja punktu posredniego mid: Q x Q — Q jest
m-wypukta, tzn.

d(a, c) + d(b,d)

Va,b,c,d € Q d(mid(a, b), mid(c, d)) < 5

oraz, ze zachodzi:

VC eC(Q) VweQ co(CU{w}) eC(Q)

Woéwczas wszystkie izometrie | € Isom(C(2),du) sa generowalne.
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