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Czym jest relacja przyczynowego poprzedzania zdarzen?

Tomasz Miller (CKBI UJ) Prz-nie polskie krzywych przyczynowych 29 X 2020 4/32



Czym jest relacja przyczynowego poprzedzania zdarzen?

Tomasz Miller (CKBI UJ) Prz-nie polskie krzywych przyczynowych 29 X 2020 4/32



Czym jest relacja przyczynowego poprzedzania zdarzen?

Tomasz Miller (CKBI UJ) Prz-nie polskie krzywych przyczynowych 29 X 2020 4/32



Czym jest relacja przyczynowego poprzedzania miar prob.?
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Czym jest czasoprzestrzen, ale tak Scislej?

Czasoprzestrzen M to rozmaitos¢ gtadka, ktéra jest
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Czasoprzestrzen M to rozmaitos¢ gtadka, ktéra jest
@ czterowymiarowa (cho¢ niekoniecznie),
@ spdjna,

@ lorentzowska, tj. wyposazona w odwzorowanie g
M>3p—gp: TeMxT,M—R

zwane lorentzowskim tensorem metrycznym, takie ze

o Vpe M g, to forma dwuliniowa symetryczna o sygnaturze (—+++),
o VX,Y € £ (M) odwzorowanie p — g,(X,,Y,) jest gtadkie.
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Czasoprzestrzen M to rozmaitos¢ gtadka, ktéra jest
@ czterowymiarowa (cho¢ niekoniecznie),
@ spdjna,

@ lorentzowska, tj. wyposazona w odwzorowanie g
M>3p—gp: TeMxT,M—R

zwane lorentzowskim tensorem metrycznym, takie ze

o Vpe M g, to forma dwuliniowa symetryczna o sygnaturze (—+++),
o VX,Y € £ (M) odwzorowanie p — g,(X,,Y,) jest gtadkie.

@ czasowo zorientowana (o tym za chwile)

Punkty M nazywa sie zdarzeniami.
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Klasyfikacja wektoréw stycznych
Wektor v € T, M jest
@ czasopodobny, jesli g(v,v) < 0,

timelike

e zerowy, jesli g(v,v) =0,

L spacelike

@ przestrzennopodobny, jesli
g(v,v) >0,

e przyczynowy, jesli g(v,v) <0,
przy czym v # 0
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Wektor v € T, M jest
@ czasopodobny, jesli g(v,v) < 0,
e zerowy, jesli g(v,v) =0,
@ przestrzennopodobny, jesli
g(v,v) >0,
e przyczynowy, jesli g(v,v) <0,
przy czym v # 0

timelike future-dir

null future-dir
spacelike

Zbiér wektoréw czasopodobnych stycznych w punkcie p ma dwie sktadowe.
Orientacja czasowa polega na wyréznieniu jednej z nich jako zawierajacej

wektory skierowane ku przyszfosci.
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Klasyfikacja wektoréw stycznych

Wektor v € T, M jest
@ czasopodobny, jesli g(v,v) < 0,

timelike future-dir

e zerowy, jesli g(v,v) =0, null future-dir
spacelike

@ przestrzennopodobny, jesli
g(v,v) >0,

e przyczynowy, jesli g(v,v) <0,
przy czym v # 0

Zbior wektoréw przyczynowych stycznych w punkcie p ma dwie sktadowe.
Orientacja czasowa polega na wyréznieniu jednej z nich jako zawierajacej
wektory skierowane ku przyszfosci.

Powyzsze pojecia w oczywisty sposéb rozszerzaja sie na pola wektorowe i
krzywe kawatkami gfadkie.
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Def. p < ¢, jesli 3 kawatkami gtadka krzywa przyczynowa skierowana ku
przysztosci taczaca p z g (lub jesli p = q).

q
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Def. p < ¢, jesli 3 kawatkami gtadka krzywa przyczynowa skierowana ku
przysztosci taczaca p z ¢ (lub jesli p = q).

Ozn. Jt(p)={¢eM:p=<q}, J (p)={geM:q=p}
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Czasoprzestrzen Minkowskiego R?*, g = —dt? 4 da? + dy? + dz>.
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Czasoprzestrzer zakrzywiona (rys. R. Penrose)
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rzeszfoé
A

Przyczynowos¢ w zakrzywionej czasoprzestrzeni (rys. R. Penrose)
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Przyczynowos¢ dla miar probabilistycznych

)~

Dane s3 dwie miary probabilistyczne na czasoprzestrzeni: p oraz v...
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...Co by to miafo znaczy¢, ze p < v?
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Przyczynowos¢ dla miar probabilistycznych

Intuicja: ,,Porcje prawdopodobienstwa” moga przeptywa¢ wytacznie
wzdtuz krzywych przyczynowych.
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Przyczynowos¢ dla miar probabilistycznych

Formalna definicja [M. Eckstein, TM '17]

M - czasoprzestrzen. Wéwczas dla dowolnych p, v € (M) méwimy, ze
 przyczynowo poprzedza v (< v), jeéli istnieje w € P (M?) taka, ze:

@ VB - borelowski W(B X M) = ,U,(B), W(M X B) = V(B)'
o w(Jt) =1,

gdzie J* == {(p,q) € M? | p < ¢}. )

29 X 2020 15 /32
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Przyczynowos¢ dla miar probabilistycznych

Formalna definicja [M. Eckstein, TM '17]

M - czasoprzestrzen. Wéwczas dla dowolnych p, v € (M) méwimy, ze
 przyczynowo poprzedza v (< v), jeéli istnieje w € P (M?) taka, ze:
® VB _ borelowski W(B X M) = ﬂ(B)7 W(M X B) = V(B)'
o w(Jt) =1,
gdzie J* := {(p,q) € M* | p < q}.

o Dla yu =9, v = dy, jedyny mozliwy coupling to w = 4, 4), wobec
czego 0p = dg witw p < q.

@ = jest zwrotna i przechodnia. Jesli M jest rozrdzniajaca, to =< jest
porzadkiem czesciowym.
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Przyczynowos¢ dla miar probabilistycznych

Dla M przyczynowo prostej:
pu = v <= dla kazdego zwartego K C supp u u(K) < v(JT(K))
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Przyczynowos¢ dla miar probabilistycznych

Dla M globalnie hiperboliczne;j:
u < v <= dla kazdej hiperpow. Cauchy’'ego S pu(J1(8S)) < v(JH(S))

-
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,Drabina przyczynowa"
Hierarchia wtasnosci przyczynowych
czasoprzestrzeni (od najsilniejszych do
najstabszych):

© Globalnie hiperboliczna
Przyczynowo prosta
Przyczynowo ciagta
Stabilnie przyczynowa
Mocno przyczynowa
Rozrézniajaca
Przyczynowa

Chronologiczna

Totally vicious ® ﬂ!
F
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Czasoprzestrzen niechronologiczna (rys. R. Penrose)
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M jest globalnie hiperboliczna <= 37 € C*°(M) taka, ze kazda krzywa
przyczynowq -y da si¢ sparametryzowac tak, iz 7 (y(t)) =t.
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M jest globalnie hiperboliczna <= 37 € C*°(M) taka, ze kazda krzywa
przyczynowq -y da si¢ sparametryzowac tak, iz 7 (y(t)) =t.

Taka M daje sie ,poszatkowa¢” hiperpowierzchniami statego 7 (ktére sa parami
dyfeomorficzne). Taka foliacja nie jest absolutna — r6zne wybory 7 prowadza do
réznych ,poszatkowan” czasoprzestrzeni.
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M jest globalnie hiperboliczna <= 37 € C*°(M) taka, ze kazda krzywa
przyczynowq -y da si¢ sparametryzowac tak, iz 7 (y(t)) =t.

Taka M daje sie ,poszatkowa¢” hiperpowierzchniami statego 7 (ktére sa parami
dyfeomorficzne). Taka foliacja nie jest absolutna — r6zne wybory 7 prowadza do
réznych ,poszatkowan” czasoprzestrzeni. M = R x S
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@ M - globalnie hiperboliczna, 7 — temporalna funkcja Cauchy'ego

Ewolucja przyczynowa czastki punktowe;

Krzywa v € C(I, M) sparametryzowana tak, ze v(t) € 7 1(t) jest
przyczynowa, jesli

Vs,tel s<t = v(s) 2v(t).
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@ M - globalnie hiperboliczna, 7 — temporalna funkcja Cauchy'ego

Ewolucja przyczynowa czastki punktowe;

Krzywa v € C(I, M) sparametryzowana tak, ze v(t) € 7 1(t) jest
przyczynowa, jesli

Vs,tel s<t = v(s) 2v(t).

Ewolucja przyczynowa czastki-,,chmury prawdopodobienstwa”

Odwzorowanie 1 : [ — P(M), t — py takie, ze supppuy C T 1(t),t € I
jest przyczynowg ewolucjg miary prob., jesli

Vs, tel s<t = ps =X p.
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Przyczynowa ewolucja miar probabilistycznych
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o AL :={y e C(I,M)|~ - przyczynowa, T oy = id;}
o Dla t € I niech ev; : AL — M oznacza ewaluacjg ev,(7) := ()
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o AL :={y e C(I,M)|~ - przyczynowa, T oy = id;}
o Dla t € I niech ev; : AL — M oznacza ewaluacjg ev,(7) := ()

Twierdzenie [TM '17]

ol
Niech I 5 ¢ — p, € P (M) taka, ze V%Y“ { T7

supp pr C 7 ~1(t). Wéwczas nastepujace
warunki s3 réwnowazne:

@ t— yu; jest ewolucja
przyczynowq, tzn.
Vs, tel s<t = ps =< -

o Istnieje o € P(AL) taka, ze
w=coev; ' tel.
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o AL :={y e C(I,M)|~ - przyczynowa, T oy = id;}
o Dla t € I niech ev; : AL — M oznacza ewaluacjg ev,(7) := ()

Twierdzenie [TM '17]

sl
Niech I 5 ¢ — p, € P (M) taka, ze ,“ { T7
supp pr C 7 ~1(t). Wéwczas nastepujace
warunki s3 réwnowazne:

@ t— yu; jest ewolucja
przyczynowq, tzn.
Vs, tel s<t = ps =< -

o Istnieje o € P(AL) taka, ze
w=coev; ' tel.

Przestrzen krzywych przyczynowych AL
trzeba jednak wpierw wyposazy¢ w
porzadna topologie!

Tomasz Miller (CKBI UJ) Prz-nie polskie krzywych przyczynowych 29 X 2020 22/32



Przestrzenie polskie krzywych przyczynowych

C°-topologia na AL nazywamy topologie indukowana z C(I, M)
z topologia zwarto-otwarta.
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Przestrzenie polskie krzywych przyczynowych

C°-topologia na AL nazywamy topologie indukowana z C(I, M)
z topologia zwarto-otwarta.

@ Niech h bedzie dowolnym zupetnym (riemannowskim) tensorem
metrycznym na M, a dj — stowarzyszona z nim metryka (zupetna)
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Przestrzenie polskie krzywych przyczynowych

C°-topologia na AL nazywamy topologie indukowana z C(I, M)
z topologia zwarto-otwarta.

@ Niech h bedzie dowolnym zupetnym (riemannowskim) tensorem
metrycznym na M, a dj — stowarzyszona z nim metryka (zupetna)

e v\ — v w C%topologii <= V[a,b] C I SUPse(a,p) dn(asy) — 0

, N N PO

Rys. Roger Penrose
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Przestrzenie polskie krzywych przyczynowych

C°-topologia na AL nazywamy topologie indukowana z C(I, M)
z topologia zwarto-otwarta.

@ Niech h bedzie dowolnym zupetnym (riemannowskim) tensorem
metrycznym na M, a dj — stowarzyszona z nim metryka (zupetna)

e 7\ — v w C%topologii <= V[a,b] C T SUPse(a,p) dn(asy) — 0
o AL z C%topologia jest lokalnie zwarta przestrzenia polska.

, N N PO

Rys. Roger Penrose
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Definicja
Odwzorowanie i : [0, T] — Z2(R"*1), ¢ s p, takie, ze supp g C {t} x R®
spetnia rownanie ciggtosci, jesli dla pewnej funkcji borelowskie;

v:[0,7] x R® — R", zwanej polem predkosci, O;pt + Vx - (uv) =0

w sensie dystrybucyjnym, tj.

T
V® € C((0,T) x R™) / / [0:® + v - V®] dpsgdt = 0.
0 R™

29 X 2020 24 /32
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Definicja
Odwzorowanie  : [0, 7] — 2 (R"*1), t — py takie, ze supp py C {t} x R®
spetnia rownanie ciggtosci, jesli dla pewnej funkcji borelowskie;

v:[0,7] x R® — R", zwanej polem predkosci, O;pt + Vx - (uv) =0

w sensie dystrybucyjnym, tj.

T
V® € C((0,T) x R™) / / [0:® + v - V®] dpsgdt = 0.
0 R™

Twierdzenie [M. Eckstein, TM '17]

Jesli p spetnia réwnanie ciggtosci z polem predkosci v takim, ze
[v(t,x)| <1 dla wszystkich ¢t € [0,T], x € R", to u jest przyczynowa
ewolucja miary prob.
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Definicja
Odwzorowanie  : [0, 7] — 2 (R"*1), t — py takie, ze supp py C {t} x R®
spetnia rownanie ciggtosci, jesli dla pewnej funkcji borelowskie;

v:[0,7] x R® — R", zwanej polem predkosci, O;pt + Vx - (uv) =0

w sensie dystrybucyjnym, tj.

T
V® € C((0,T) x R™) / / [0:® + v - V®] dpsgdt = 0.
0 R™

Twierdzenie [M. Eckstein, TM '17]

Jesli p spetnia réwnanie ciggtosci z polem predkosci v takim, ze
[v(t,x)| <1 dla wszystkich ¢t € [0,T], x € R", to u jest przyczynowa
ewolucja miary prob.

Hipoteza: Prawdziwe jest takze twierdzenie odwrotne, i to w
szerszym kontekscie czasoprzestrzeni globalnie hiperbolicznych.
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Definicja
Odwzorowanie i : [0, T] — Z2(R"*1), ¢ s p, takie, ze supp g C {t} x R®
spetnia rownanie ciggtosci, jesli dla pewnej funkcji borelowskie;

v:[0,7] x R® — R", zwanej polem predkosci, O;pt + Vx - (uv) =0

w sensie dystrybucyjnym, tj.

T
V® € C((0,T) x R™) / / [0:® + v - V®] dpsgdt = 0.
0 R™

Twierdzenie [M. Eckstein, TM '17]

Jesli p spetnia réwnanie ciggtosci z polem predkosci v takim, ze
[v(t,x)| <1 dla wszystkich ¢t € [0,T], x € R", to u jest przyczynowa
ewolucja miary prob.

Hipoteza: Prawdziwe jest takze twierdzenie odwrotne, i to w
szerszym kontekscie czasoprzestrzeni globalnie hiperbolicznych.
Potrzebna jest silniejsza topologia na AL, ktéra bedzie “czufa”

rézniczkowa strukture krzywych!
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I/Vll;’p(l; R™N) to zbiér klas funkcji u : I — RY réwnych p.w. takich, ze

C

Via,b] CI° wuljy € WHP(a,b;RY).
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I/Vlo’p(I RY) to zbiér klas funkcji u: I — RN réwnych p.w. takich, ze
Via,b] CI° wuljy € WHP(a,b;RY).

o 2

loc

(I;RY) := W22(I;RN) oraz HE (I;RN) := W22 (I;RY).

loc
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I/Vll;’p(l; RY) to zbiér klas funkcji u: I — RN réwnych p.w. takich, ze

C

Via,b] CI° wuljy € WHP(a,b;RY).

0,2 . k2 7.
o LI (L;RN) := WX (I;RY) oraz HE (I; RY) := W, 22 (I; RY).
o Dla u € Hf_(I; RY) istnieje staba pochodna v’ € H-*(I; RY).
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I/Vll;’p(l; RY) to zbiér klas funkcji u: I — RN réwnych p.w. takich, ze

C

Via,b] CI° wuljy € WHP(a,b;RY).

) . o k2.
o L2 (I;RN) := W2(I;RN) oraz HE (I;RN) := WE(I;RY).
o Dla u € Hf_(I; RY) istnieje staba pochodna v’ € H-*(I; RY).
° Hip (I;RN) € C(I%RN) C Ly (I;RY).
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VVIIZ’p(I; R™N) to zbiér klas funkcji u : I — RY réwnych p.w. takich, ze

C

Via,b] CI° wuljy € WHP(a,b;RY).

) . o k2.
o L2 (I;RN) := W2(I;RN) oraz HE (I;RN) := WE(I;RY).
o Dla u € Hf_(I; RY) istnieje staba pochodna v’ € H-*(I; RY).
° Hip (I;RN) € C(I%RN) C Ly (I;RY).

Definicja
Rodzina obcig¢ |[4p) HE (I,RN) — H"*(a,b;RN) pozwala zdefiniowaé na
HE _(I; RY) topologie:
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VVIIZ’p(I; R™N) to zbiér klas funkcji u : I — RY réwnych p.w. takich, ze

C

Via,b] CI° wuljy € WHP(a,b;RY).

) . o k2.
o L2 (I;RN) := W2(I;RN) oraz HE (I;RN) := WE(I;RY).
o Dla u € Hf_(I; RY) istnieje staba pochodna v’ € H-*(I; RY).
° Hip (I;RN) € C(I%RN) C Ly (I;RY).

Definicja
Rodzina obcig¢ |[4p) HE (I,RN) — H"*(a,b;RN) pozwala zdefiniowaé na
HE _(I; RY) topologie:

o silng: uy — uw HE (L;RY) wtw upljgp) — vl w H*(a,b;RY)
V[a,b] C I°
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VVIIZ’p(I; R™N) to zbiér klas funkcji u : I — RY réwnych p.w. takich, ze

C

Via,b] CI° wuljy € WHP(a,b;RY).

o 2

loc

(I;RN) := W2 (I;RN) oraz Hf:

loc

kv
(IRY) = Wigd (I RY).

e Dla u e HF (I;RVN) istnieje staba pochodna v/ € H'_1(I;RN).

loc loc

o HL (I;RYN) c C(I°;RN) C LE (I;RY).

loc

Definicja
Rodzina obcig¢ |[4p) HE (I,RN) — H"*(a,b;RN) pozwala zdefiniowaé na
HE _(I; RY) topologie:
o silng: uy — uw HE (I;RY) wiw UAl[a,8) = Uljap) W H*(a,b; RN)
V[a,b] C I°
o staba: uy — u w Hf (I;RY) wtw U [a,p) = Uljap] W HF*(a,b;RY)
V[a,b] C I°
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e W jaki sensie krzywe przyczynowe sa “lokalnie klasy H1"?
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e W jaki sensie krzywe przyczynowe sa “lokalnie klasy H1"?

@ Mozna postugiwac sie mapami (Palais, Candela—Sanchez), ale to
niewygodne...
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e W jaki sensie krzywe przyczynowe sa “lokalnie klasy H1"?

@ Mozna postugiwac sie mapami (Palais, Candela—Sanchez), ale to
niewygodne...

Twierdzenie [J. Nash '56, O. Miiller "09]

Jesli M jest zupetna rozmaitoscig riemannowska, to istnieje V € N oraz
domkniete izometryczne wtozenie i : M < R klasy C>°.
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e W jaki sensie krzywe przyczynowe sa “lokalnie klasy H1"?

@ Mozna postugiwac sie mapami (Palais, Candela—Sanchez), ale to
niewygodne...

Twierdzenie [J. Nash '56, O. Miiller "09]

Jesli M jest zupetna rozmaitoscig riemannowska, to istnieje V € N oraz
domkniete izometryczne wtozenie i : M < R klasy C>°.

| \

Stwierdzenie

Niech i bedzie wiozeniem Nasha—Miillera. Wéwczas
ivt A — HE (I;RY), i.(y) :=i o~ jest dobrze zdefiniowang injekcja.
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Staba-H | -topologia na AL nazywamy topologie indukowana

z HL_(I;R") ze staba topologia za posrednictwem injekci

iv 2 AL — HL (I;RY), gdzie i : M — RY jest wybranym wiozeniem
Nasha—Miillera.
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Staba-H | -topologia na AL nazywamy topologie indukowana

z HL_(I;R") ze staba topologia za posrednictwem injekci

iv 2 AL — HL (I;RY), gdzie i : M — RY jest wybranym wiozeniem
Nasha—Miillera.

o\ & ioy—ioy wHL (LRY)
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Staba-H | -topologia na AL nazywamy topologie indukowana

z HL_(I;R") ze staba topologia za posrednictwem injekci

iv 2 AL — HL (I;RY), gdzie i : M — RY jest wybranym wiozeniem
Nasha—Miillera.

o\ & ioy—ioy wHL (LRY)

o Czemu wiasciwie nie silna-H|. -topologia?
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Staba-H | -topologia na AL nazywamy topologie indukowana

z HL_(I;R") ze staba topologia za posrednictwem injekci

iv 2 AL — HL (I;RY), gdzie i : M — RY jest wybranym wiozeniem
Nasha—Miillera.

o\ = &= dom —ioy wHL (LRY)
o Czemu wiasciwie nie silna-H|. -topologia?
Bo potrzebujemy lokalnej zwartosci!

Rys. Roger Penrose
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o H! (I;RY) ze staba topologia nie jest metryzowalna...
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o H! (I;RY) ze staba topologia nie jest metryzowalna...
Mimo to, A% ze staba-H|. .-topologia jest!
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o H! (I;RY) ze staba topologia nie jest metryzowalna...
Mimo to, A% ze staba-H|. .-topologia jest!

o Twierdzenie: AL ze staba-H,\ .-topologia to lokalnie zwarta
przestrzen polska.

Tomasz Miller (CKBI UJ) Prz-nie polskie krzywych przyczynowych 29 X 2020 28 /32



o H! (I;RY) ze staba topologia nie jest metryzowalna...
Mimo to, A% ze staba-H|. .-topologia jest!

o Twierdzenie: AL ze staba-H,\ .-topologia to lokalnie zwarta
przestrzen polska.

e Sfaba-H|. -topologia D C°-topologia.
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o HL (I;RY) ze staba topologia nie jest metryzowalna...
Mimo to, AL ze staba-H. -topologia jest!

o Twierdzenie: Al ze staba-H|. -topologia to lokalnie zwarta
przestrzeh polska.

e Staba-H|. -topologia D C%-topologia.

° S’faba—Hl})c—topologia nie zalezy od wyboru wtozenia Nasha—Miillera.

Niech I 5 ¢ — p, € P (M) taka, ze
supp pt C 7 ~1(t). Wéwczas nastepujace
warunki s3 réwnowazne:

@ t— yu; jest ewolucja
przyczynowq, tzn.
Vs, tel s<t = ps = .

o Istnieje o € P(AL) taka, ze
w=coev; ' tel.
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Twierdzenie 4s

Niech I 5t — p, € P (M) taka, ze
supp e C 7 ~1(t). Wéwczas nastepujace warunki
s3 réwnowazne:

@ t— y; jest ewolucja przyczynowa, tzn.
Vs,t €l s<t = ps = .
o Istnieje o € P(AL) taka, ze
w=ocoev; ' tel.

@ Ozn. M; :=T71(I°). Istnieje
X : O (My) — L*(My, [, juedt) liniowe
i spetniajace V&, U € C°(M;j):

1. X (V) = X ()T + dX ()
2.X(T) - X(®)T =% ("X(7)=1")
3. [} [y X(W)dpedt =0 (r-nie ciagtosci)
4. Vf’g C°°(M;) — temporalna
X(®T)— X(®)T = (przyczynowosc)
Co wigcej: ([ Pdus) = [ X ()dpus.
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Take-home messages

@ Relacja poprzedzania przyczynowego < daje sie naturalnie rozszerzy¢
na przestrzen &(M) miar probabilistycznych na czasoprzestrzeni M.
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Take-home messages

@ Relacja poprzedzania przyczynowego < daje sie naturalnie rozszerzy¢
na przestrzen &(M) miar probabilistycznych na czasoprzestrzeni M.

o Tak rozszerzong relacje mozna wykorzystaé w opisie przyczynowej
ewolucji miar prob. w czasoprzestrzeniach glob. hiperbolicznych.

Tomasz Miller (CKBI UJ) Prz-nie polskie krzywych przyczynowych 29 X 2020 30/32



Take-home messages

@ Relacja poprzedzania przyczynowego < daje sie naturalnie rozszerzy¢
na przestrzen &(M) miar probabilistycznych na czasoprzestrzeni M.
o Tak rozszerzong relacje mozna wykorzystaé w opisie przyczynowej
ewolucji miar prob. w czasoprzestrzeniach glob. hiperbolicznych.
o Czasowa ewolucja czastki punktowej «~~ pojedyncza linia $wiata.

o Czasowa ewolucja obiektu nielokalnego «~ miara probabilistyczna
na przestrzeni linii $wiata.
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Take-home messages

@ Relacja poprzedzania przyczynowego < daje sie naturalnie rozszerzy¢
na przestrzen &(M) miar probabilistycznych na czasoprzestrzeni M.
o Tak rozszerzong relacje mozna wykorzystaé w opisie przyczynowej
ewolucji miar prob. w czasoprzestrzeniach glob. hiperbolicznych.
o Czasowa ewolucja czastki punktowej «~~ pojedyncza linia $wiata.
o Czasowa ewolucja obiektu nielokalnego «~+ miara probabilistyczna
na przestrzeni linii $wiata.
o Staba H| -topologia “czuje” strukture rézniczkowa linii $wiata, a
jednoczesnie jest bardzo “porzadna” — lokalnie zwarta i polska.
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Take-home messages

@ Relacja poprzedzania przyczynowego < daje sie naturalnie rozszerzy¢
na przestrzen &(M) miar probabilistycznych na czasoprzestrzeni M.
o Tak rozszerzong relacje mozna wykorzystaé w opisie przyczynowej
ewolucji miar prob. w czasoprzestrzeniach glob. hiperbolicznych.
o Czasowa ewolucja czastki punktowej «~~ pojedyncza linia $wiata.
o Czasowa ewolucja obiektu nielokalnego «~+ miara probabilistyczna
na przestrzeni linii $wiata.
o Staba H| -topologia “czuje” strukture rézniczkowa linii $wiata, a
jednoczesnie jest bardzo “porzadna” — lokalnie zwarta i polska.
@ Przyczynowa ewolucji jest charakteryzowana przez réwnanie
ciagtosci z podswietlnym polem predkosci.
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»Caty Swiat okazuje sie rozplata¢ na
takie linie Swiata, i pragne z géry
powiedzie¢, iz w moim rozumieniu
prawa fizyki moga znalez¢ swdj
najpetniejszy wyraz jako
wspoétzaleznosci miedzy tymi liniami.”

— Hermann I\/Iinkowski}

Rys. Marion le Crayon
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