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Czym jest relacja przyczynowego poprzedzania miar prob.?
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Czym jest czasoprzestrze«, ale tak ±ci±lej?

Czasoprzestrze«M to rozmaito±¢ gªadka, która jest

czterowymiarowa (cho¢ niekoniecznie),

spójna,

lorentzowska, tj. wyposa»ona w odwzorowanie g

M3 p 7→ gp : TpM× TpM→ R

zwane lorentzowskim tensorem metrycznym, takie »e

∀p ∈M gp to forma dwuliniowa symetryczna o sygnaturze (−+ ++),
∀X,Y ∈X (M) odwzorowanie p→ gp(Xp, Yp) jest gªadkie.

czasowo zorientowana (o tym za chwil¦)

PunktyM nazywa si¦ zdarzeniami.
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Klasy�kacja wektorów stycznych

Wektor v ∈ TpM jest

czasopodobny, je±li g(v, v) < 0,

zerowy, je±li g(v, v) = 0,

przestrzennopodobny, je±li

g(v, v) > 0,

przyczynowy, je±li g(v, v) ¬ 0,
przy czym v 6= 0

Zbiór wektorów czasopodobnych stycznych w punkcie p ma dwie skªadowe.

Orientacja czasowa polega na wyró»nieniu jednej z nich jako zawieraj¡cej

wektory skierowane ku przyszªo±ci.

Powy»sze poj¦cia w oczywisty sposób rozszerzaj¡ si¦ na pola wektorowe i

krzywe kawaªkami gªadkie.
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Def. p � q, je±li ∃ kawaªkami gªadka krzywa przyczynowa skierowana ku

przyszªo±ci ª¡cz¡ca p z q (lub je±li p = q).
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Czasoprzestrze« Minkowskiego R4, g = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2.
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Czasoprzestrze« zakrzywiona (rys. R. Penrose)
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Przyczynowo±¢ w zakrzywionej czasoprzestrzeni (rys. R. Penrose)
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Przyczynowo±¢ dla miar probabilistycznych

Dane s¡ dwie miary probabilistyczne na czasoprzestrzeni: µ oraz ν...
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Przyczynowo±¢ dla miar probabilistycznych

...Co by to miaªo znaczy¢, »e µ � ν?
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Przyczynowo±¢ dla miar probabilistycznych
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Intuicja: �Porcje prawdopodobie«stwa� mog¡ przepªywa¢ wyª¡cznie
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Przyczynowo±¢ dla miar probabilistycznych

Formalna de�nicja [M. Eckstein, TM '17]

M � czasoprzestrze«. Wówczas dla dowolnych µ, ν ∈P(M) mówimy, »e

µ przyczynowo poprzedza ν (µ � ν), je±li istnieje ω ∈P(M2) taka, »e:

∀B � borelowski ω(B ×M) = µ(B), ω(M×B) = ν(B),

ω(J+) = 1,

gdzie J+ := {(p, q) ∈M2 | p � q}.

Dla µ = δp, ν = δq, jedyny mo»liwy coupling to ω = δ(p,q), wobec
czego δp � δq wtw p � q.
� jest zwrotna i przechodnia. Je±liM jest rozró»niaj¡ca, to � jest

porz¡dkiem cz¦±ciowym.
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Przyczynowo±¢ dla miar probabilistycznych

DlaM przyczynowo prostej:

µ � ν ⇐⇒ dla ka»dego zwartego K ⊂ supp µ µ(K) ¬ ν(J+(K))
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Przyczynowo±¢ dla miar probabilistycznych

DlaM globalnie hiperbolicznej:

µ � ν ⇐⇒ dla ka»dej hiperpow. Cauchy'ego S µ(J+(S)) ¬ ν(J+(S))
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�Drabina przyczynowa�

Hierarchia wªasno±ci przyczynowych

czasoprzestrzeni (od najsilniejszych do

najsªabszych):

, Globalnie hiperboliczna

⇒ Przyczynowo prosta

⇒ Przyczynowo ci¡gªa

⇒ Stabilnie przyczynowa

⇒ Mocno przyczynowa

⇒ Rozró»niaj¡ca

⇒ Przyczynowa

⇒ Chronologiczna

⇒ Totally vicious /
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Czasoprzestrze« niechronologiczna (rys. R. Penrose)
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M jest globalnie hiperboliczna ⇐⇒ ∃T ∈ C∞(M) taka, »e ka»d¡ krzyw¡
przyczynow¡ γ da si¦ sparametryzowa¢ tak, i» T (γ(t)) = t.

TakaM daje si¦ �poszatkowa¢� hiperpowierzchniami staªego T (które s¡ parami
dyfeomor�czne). Taka foliacja nie jest absolutna � ró»ne wybory T prowadz¡ do

ró»nych �poszatkowa«� czasoprzestrzeni.M∼= R× S
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M � globalnie hiperboliczna, T � temporalna funkcja Cauchy'ego

Ewolucja przyczynowa cz¡stki punktowej

Krzywa γ ∈ C(I,M) sparametryzowana tak, »e γ(t) ∈ T −1(t) jest

przyczynowa, je±li

∀s, t ∈ I s ¬ t ⇒ γ(s) � γ(t).

Ewolucja przyczynowa cz¡stki-�chmury prawdopodobie«stwa�

Odwzorowanie µ : I →P(M), t 7→ µt takie, »e suppµt ⊂ T −1(t), t ∈ I
jest przyczynow¡ ewolucj¡ miary prob., je±li

∀s, t ∈ I s ¬ t ⇒ µs � µt.
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Przyczynowa ewolucja miar probabilistycznych
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AIT := {γ ∈ C(I,M) | γ � przyczynowa, T ◦ γ = idI}
Dla t ∈ I niech evt : AIT →M oznacza ewaluacj¦ evt(γ) := γ(t)

Twierdzenie [TM '17]

Niech I 3 t 7→ µt ∈P(M) taka, »e
suppµt ⊂ T −1(t). Wówczas nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne:

t 7→ µt jest ewolucj¡
przyczynow¡, tzn.
∀s, t ∈ I s ¬ t ⇒ µs � µt.

Istnieje σ ∈P(AIT ) taka, »e
µt = σ ◦ ev−1t , t ∈ I.

Przestrze« krzywych przyczynowych AIT
trzeba jednak wpierw wyposa»y¢ w
porz¡dn¡ topologi¦!
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Przestrzenie polskie krzywych przyczynowych

De�nicja

C0-topologi¡ na AIT nazywamy topologi¦ indukowan¡ z C(I,M)
z topologi¡ zwarto-otwart¡.

Niech h b¦dzie dowolnym zupeªnym (riemannowskim) tensorem
metrycznym naM, a dh � stowarzyszon¡ z nim metryk¡ (zupeªn¡)

γλ → γ w C0-topologii ⇐⇒ ∀ [a, b] ⊂ I supt∈[a,b] dh(γλ, γ)→ 0

AIT z C0-topologi¡ jest lokalnie zwart¡ przestrzeni¡ polsk¡.

Rys. Roger Penrose
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De�nicja

Odwzorowanie µ : [0, T ]→P(Rn+1), t 7→ µt takie, »e suppµt ⊂ {t} ×Rn
speªnia równanie ci¡gªo±ci, je±li dla pewnej funkcji borelowskiej

v : [0, T ]× Rn → Rn, zwanej polem pr¦dko±ci, ∂tµ+∇x · (µv) = 0
w sensie dystrybucyjnym, tj.

∀Φ ∈ C∞c ((0, T )× Rn)
∫ T

0

∫
Rn

[∂tΦ + v · ∇xΦ] dµtdt = 0.

Twierdzenie [M. Eckstein, TM '17]

Je±li µ speªnia równanie ci¡gªo±ci z polem pr¦dko±ci v takim, »e

|v(t, x)| ¬ 1 dla wszystkich t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, to µ jest przyczynow¡

ewolucj¡ miary prob.

Hipoteza: Prawdziwe jest tak»e twierdzenie odwrotne, i to w
szerszym kontek±cie czasoprzestrzeni globalnie hiperbolicznych.
Potrzebna jest silniejsza topologia na AIT , która b¦dzie �czuªa�

ró»niczkow¡ struktur¦ krzywych!
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De�nicja

W k,p
loc

(I;RN ) to zbiór klas funkcji u : I → RN równych p.w. takich, »e

∀[a, b] ⊂ I◦ u|[a,b] ∈W k,p(a, b;RN ).

L2
loc

(I;RN ) := W 0,2
loc

(I;RN ) oraz Hk
loc

(I;RN ) := W k,2
loc

(I;RN ).

Dla u ∈ Hk
loc

(I;RN ) istnieje sªaba pochodna u′ ∈ Hk−1
loc

(I;RN ).

H1
loc

(I;RN ) ⊂ C(I◦;RN ) ⊂ L2
loc

(I;RN ).

De�nicja

Rodzina obci¦¢ |[a,b] : Hk
loc

(I,RN )→ Hk(a, b;RN ) pozwala zde�niowa¢ na

Hk
loc

(I;RN ) topologie:

siln¡: uλ → u w Hk
loc

(I;RN ) wtw uλ|[a,b] → u|[a,b] w Hk(a, b;RN )
∀[a, b] ⊂ I◦

sªab¡: uλ ⇀ u w Hk
loc

(I;RN ) wtw uλ|[a,b] ⇀ u|[a,b] w Hk(a, b;RN )
∀[a, b] ⊂ I◦
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De�nicja

W k,p
loc

(I;RN ) to zbiór klas funkcji u : I → RN równych p.w. takich, »e

∀[a, b] ⊂ I◦ u|[a,b] ∈W k,p(a, b;RN ).

L2
loc

(I;RN ) := W 0,2
loc

(I;RN ) oraz Hk
loc

(I;RN ) := W k,2
loc

(I;RN ).

Dla u ∈ Hk
loc

(I;RN ) istnieje sªaba pochodna u′ ∈ Hk−1
loc

(I;RN ).

H1
loc

(I;RN ) ⊂ C(I◦;RN ) ⊂ L2
loc

(I;RN ).

De�nicja

Rodzina obci¦¢ |[a,b] : Hk
loc

(I,RN )→ Hk(a, b;RN ) pozwala zde�niowa¢ na
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W jaki sensie krzywe przyczynowe s¡ �lokalnie klasy H1�?

Mo»na posªugiwa¢ si¦ mapami (Palais, Candela�Sànchez), ale to

niewygodne...

Twierdzenie [J. Nash '56, O. Müller '09]

Je±liM jest zupeªn¡ rozmaito±ci¡ riemannowsk¡, to istnieje N ∈ N oraz

domkni¦te izometryczne wªo»enie i :M ↪→ RN klasy C∞.

Stwierdzenie

Niech i b¦dzie wªo»eniem Nasha�Müllera. Wówczas

i∗ : AIT → H1
loc

(I;RN ), i∗(γ) := i ◦ γ jest dobrze zde�niowan¡ injekcj¡.
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De�nicja

Sªab¡-H1
loc
-topologi¡ na AIT nazywamy topologi¦ indukowan¡

z H1
loc

(I;RN ) ze sªab¡ topologi¡ za po±rednictwem injekcji

i∗ : AIT → H1
loc

(I;RN ), gdzie i :M ↪→ RN jest wybranym wªo»eniem

Nasha�Müllera.

γλ ⇀ γ ⇐⇒ i ◦ γλ ⇀ i ◦ γ w H1
loc

(I;RN )

Czemu wªa±ciwie nie silna-H1
loc
-topologia?

Bo potrzebujemy lokalnej zwarto±ci!

Rys. Roger Penrose
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H1
loc

(I;RN ) ze sªab¡ topologi¡ nie jest metryzowalna...

Mimo to, AIT ze sªab¡-H1
loc
-topologi¡ jest!

Twierdzenie: AIT ze sªab¡-H1
loc
-topologi¡ to lokalnie zwarta

przestrze« polska.

Sªaba-H1
loc
-topologia ⊃ C0-topologia.

Sªaba-H1
loc
-topologia nie zale»y od wyboru wªo»enia Nasha�Müllera.

Twierdzenie

Niech I 3 t 7→ µt ∈P(M) taka, »e
suppµt ⊂ T −1(t). Wówczas nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne:

t 7→ µt jest ewolucj¡
przyczynow¡, tzn.
∀s, t ∈ I s ¬ t ⇒ µs � µt.

Istnieje σ ∈P(AIT ) taka, »e
µt = σ ◦ ev−1t , t ∈ I.

...
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Twierdzenie

Niech I 3 t 7→ µt ∈P(M) taka, »e
suppµt ⊂ T −1(t). Wówczas nast¦puj¡ce warunki
s¡ równowa»ne:

t 7→ µt jest ewolucj¡ przyczynow¡, tzn.

∀s, t ∈ I s ¬ t ⇒ µs � µt.
Istnieje σ ∈P(AIT ) taka, »e

µt = σ ◦ ev−1t , t ∈ I.
Ozn.MI := T −1(I◦). Istnieje
X : C∞c (MI)→ L2(MI ,

∫
I
µtdt) liniowe

i speªniaj¡ce ∀Φ,Ψ ∈ C∞c (MI):
1. X(ΦΨ) = X(Φ)Ψ + ΦX(Ψ)

2. X(ΦT )−X(Φ)T = Φ (�X(T ) = 1�)

3.
∫
I

∫
MX(Ψ)dµtdt = 0 (r-nie ci¡gªo±ci)

4. ∀T̃ ∈ C∞(MI) � temporalna

X(ΦT̃ )−X(Φ)T̃ = Φ (przyczynowo±¢)

Co wi¦cej: (
∫
MΦdµt)′ =

∫
MX(Φ)dµt.
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Take-home messages

Relacja poprzedzania przyczynowego � daje si¦ naturalnie rozszerzy¢

na przestrze« P(M) miar probabilistycznych na czasoprzestrzeniM.

Tak rozszerzon¡ relacj¦ mo»na wykorzysta¢ w opisie przyczynowej
ewolucji miar prob. w czasoprzestrzeniach glob. hiperbolicznych.

Czasowa ewolucja cz¡stki punktowej ! pojedyncza linia ±wiata.
Czasowa ewolucja obiektu nielokalnego ! miara probabilistyczna

na przestrzeni linii ±wiata.

Sªaba H1
loc
-topologia �czuje� struktur¦ ró»niczkow¡ linii ±wiata, a

jednocze±nie jest bardzo �porz¡dna� � lokalnie zwarta i polska.

Przyczynowa ewolucji jest charakteryzowana przez równanie
ci¡gªo±ci z pod±wietlnym polem pr¦dko±ci.
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Rys. Marion le Crayon

�Caªy ±wiat okazuje si¦ rozplata¢ na

takie linie ±wiata, i pragn¦ z góry

powiedzie¢, i» w moim rozumieniu

prawa �zyki mog¡ znale¹¢ swój

najpeªniejszy wyraz jako

wspóªzale»no±ci mi¦dzy tymi liniami.�

� Hermann Minkowski
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