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1 Przestrzen R".

Niech R oznacza zbidr liczb rzeczywistych, N zbior liczb naturalnych i niech
n € N.

Rozwazmy zbiér R™ wszystkich uporzadkowanych ciagow n-wyrazowych
liczb rzeczywistych.

Ciagi * = (x1,22,...,2,) € R" nazywamy punktami (elementami,
wektorami) n-wymiarowej przestrzeni R", za$ liczby x4, za, . . ., x, € R wspél-
rzednymi tych punktow.

Dwa elementy T = (x1,22,...,2), 7 = (Y1,Y2, - - -, Yn) € R" uwazamy za
rowne, jezeli maja wszystkie wspotrzedne rowne, tzn. dla kazdego 1 <7 < n,
x; = ;. Zapis T # 7 oznacza, ze warunek rownosci nie jest spetniony, czyli
dla co najmniej jednego 1 < i < n, x; # ;.

Definicja 1.1. Odlegto$é d(z,7) dwich punktow T = (x1,Ta,...,Ty) 17 =
(Y1,Y2, - - -, Yn) w przestrzeni R™ okreslamy wzorem:

d(T,7) == /(21— y1)2 + (22— y2)2 + - + (20 — Yo)2.

Przyklad 1.2. Zbior R liczb rzeczywistych z odlegltoscia miedzy punktami
T = (r1) i ¥ = (y1) okreslona wzorem d(T,7) =| 1 — y1 | jest przestrzenia
R!. Interpretacja geometryczng tej przestrzeni jest prosta. O

Przyklad 1.3. Zbior par uporzadkowanych liczb rzeczywistych z odlegtoscia
miedzy punktami T = (z1,22) 1 ¥ = (y1,y2) okreslona wzorem d(Z,y) =

\/ (r1 — y1)? + (w9 — y2)? jest przestrzeniag R2. Interpretacja geometryczna tej
przestrzeni jest ptaszczyzna. a
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Przyklad 1.4. Zbiér trojek uporzadkowanych liczb rzeczywistych z odleg-
toscia miedzy punktami T = (21,22, 23) 1 ¥ = (Y1, Y2, y3) okreslona wzorem

d(z,y) = \/(xl —y1)?2 + (2 — y2)% + (v3 — y3)? jest przestrzenia R®. Inter-
pretacja geometryczng tej przestrzeni jest przestrzen tréjwymiarowa. O

Z definicji wynika, ze odlegto$¢ dwoch punktéw w przestrzeni R™ zawsze
jest liczba rzeczywista, nieujemna. Ponadto spelnia nastepujace warunki:

e dT,y)=0T=7

e d(Z,7) = d(y,T) (prawo symetrii)

S
<

Y

e d(Z,9)+d(y,z) > d(T,Z) (nieréwnosé trojkata)

<

1.1 Zbiory w przestrzeni R".
Otoczenie i sasiedztwo.

Definicja 1.5. Otoczeniem O(p;r) punktu D = (p1,...,pn) 0 promieniu
r € RT nazywamy zbior O(p;r) = {xZ = (x1,...,z,) € R" | d(p,T) < r}.

Definicja 1.6. Sasiedztwem S(p;r) punktu p = (p1,...,pn) 0 promieniu
r € RT nazywamy zbior S(p;r) = {x = (x1,...,2,) ER" |0 < d(p,T) < r}.

Przyktad 1.7. W przestrzeni R! otoczenie punktu p = (p;) o promieniu
r € RY jest przedziatlem otwartym O(p;r) = (py — r,p1 + 7). O

Przyklad 1.8. W przestrzeni R? otoczenie punktu p = (p;, p2) 0 promieniu
r € R* jest wnetrzem kota O(p;7) = {(z1,x2) | (x1—p1)?+ (z2—p2)* < r?*} 0
srodku w punkcie p = (p1, p2) 1 promieniu r. Sasiedztwo S(p; ) jest wnetrzem
tego kota bez punktu p. a

Przyktad 1.9. W przestrzeni R? otoczenie punktu p = (p1, pa, p3) 0 promieniu
r € RT jest wnetrzem kuli O(p;r) = {(x1, 22, 73) | (21 — p1)? + (22 — p2)* +
(73— p3)? < r?} o érodku w punkcie p = (py, p2, p3) i promieniu r, natomiast
sasiedztwo S(p;r) jest wnetrzem tej kuli bez punktu p. a
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Zbiory otwarte i domkniete.

Definicja 1.10. Punkt T € R" jest punktem wewnetrznym zbioru A C
R", jezeli zbior A zawiera pewne otoczenie punktu T. Zbior wszystkich punktow
wewnetrznych zbioru A nazywamy jego wnetrzem i oznaczamy IntA.

Punkt T € R" jest punktem zewnetrznym zbioru A C R", jezeli istnieje
otoczenie punktu T, ktére nie zawiera sie w zbiorze A.

Punkt T € R" jest punktem brzegowym zbioru A C R", jeieli nie jest
ani punktem wewnetrznym, ani punktem zewnetrznym tego zbioru. Brzegiem
zbioru A jest zbior wszystkich punktow brzegowych tego zbioru.

Punkt 7 € R” jest zatem punktem brzegowym zbioru A, jesli w kazdym
otoczeniu tego punktu znajduje sie zaréwno punkt nalezacy do zbioru A jak
i punkt, ktory do tego zbioru nie nalezy.

Przyklad 1.11. Niech A := {(x1,22) € R? | 71 + 2o > 0}. Kazdy punkt
zbioru A jest jego punktem wewnetrznym. Kazdy punkt nalezacy do zbioru
{(z1,79) € R? | 21 + 29 < 0} jest punktem zewnetrznym zbioru A. O

Przyklad 1.12. Niech A := {(z1,73) € R?* | 0 < 21 < 1,0 < x5 < 1}. Punkt
(1, %) jest punktem brzegowym zbioru A i nalezy do tego zbioru. Punkt (1, 1)
jest takze punktem brzegowym tego zbioru, ale do niego nie nalezy. a

Przyklad 1.13. Brzegiem kota {(x1,7z5) € R? | 22 + 23 < 1} jest okrag
{(z1,29) € R?* | 2% + 2% = 1}. O

Definicja 1.14. Zbior A C R" jest ograniczony, jezeli istnieje punkt p €
R™ ¢ taka liczba rzeczywista v > 0, ze A C O(p;r). Zbior A C R" jest
nieograniczony, gdy takie otoczenie O(p;r) nie istnieje.

Przyktad 1.15. W przestrzeni R? zbiér jest ograniczony wtedy i tylko
wtedy, gdy jest podzbiorem wnetrza kota o srodku w poczatku uktadu wspot-
rzednych i okreslonym promieniu 7. Jezeli koto takie nie istnieje, to zbior jest
nieograniczony. O

Definicja 1.16. Zbior A C R" jest skonczony, jezeli nalezy do niego
doktadnie n € N punktow. Zbior A jest nieskonczony, jezeli nie jest on ani
pusty ani skonczony.



Matematyka II IChiP- konspekt wyktadu cz.1 4

Przyklad 1.17. Zbior {(z1,72) € R?* | 21 + 25 = 1} N {(z1,22) € R? |
1?2 + 22 = 4} jest skoriczony i naleza do niego dwa punkty.
Zbior {(x1,22) € R?* | &1 + 25 = 1} jest nieskoriczony. O

Zbiér ograniczony moze by¢ skonczony albo nieskonczony. Kazdy zbioér
skoniczony jest ograniczony.

Definicja 1.18. Zbior A C R" jest zbiorem otwartym, jezeli kazdy jego
punkt jest punktem wewnetrznym zbioru A.

Przyklad 1.19. Zbiory A = {(z1,22) € R* | 21 + x5 > 0} oraz B =
{(z1, 9, 23) € R3 | 22 4+ 23 + 23 < 1} sa zbiorami otwartymi. O

Definicja 1.20. Punkt T € R" jest punktem skupienia zbioru A C R",
jesli kazde sqsiedztwo S(T,r) tego punktu zawiera punkt ze zbioru A.

Punkty wewnetrzne i brzegowe zbioru otwartego sa jego punktami sku-
pienia.

Przyklad 1.21. Niech A := {(z1,22) € R? | 23 + 23 < 4}. Punkt (0,0)
nalezy do zbioru A i jest jego punktem skupienia. Punkt (2,0) nie nalezy
do zbioru A, ale takze jest jego punktem skupienia, poniewaz w kazdym
sasiedztwie S((2,0),r) znajduja sie punkty zbioru A. O

Przyktad 1.22. Niech A C R?® oznacza zbiér bedacy suma plaszczyzny
OXY oraz zbioru jedno-elementowego {(0,0,2)}. Punkt (0,0,2) nalezy do
zbioru A, ale nie jest jego punktem skupienia, poniewaz istnieje sasiedztwo
5((0,0,2),1) nie zawierajace zadnego punktu ze zbioru A. O

Kazde otoczenie punktu skupienia zbioru A C R"™ musi zawiera¢ nie-
skoniczenie wiele punktéw z tego zbioru. Zatem zaden skonczony podzbioér
przestrzeni R™ nie ma punktéw skupienia.

Definicja 1.23. Zbior A C R" jest zbiorem domknietym, jesli zawiera

wszystkie swoje punkty skupienia. Domknieciem A zbioru A nazywamy naj-
mmniejszy zbior domkniety zawierajgcy A.

7 definicji wynika, ze dla kazdego zbioru domknietego A mamy A = A.
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Przyktad 1.24. Zbiorami domknietymi sa: koto {(z1, 2, € R? | 22423 < 1}
na plaszczyznie, zbiér {(z1,0) | z1 € R}, cala plaszczyzna. O

Cala przestrzen R" i zbiér pusty () sg jednoczesnie zbiorami otwartymi i
domknietymi.

Przyktad 1.25. Rozwazmy zbiér A = {(z1,22) | 0 < 21 < 1,0 < 29 <
1} C R2. Zbiér A nie jest zbiorem otwartym, poniewaz zawiera punkt (1, 1),
ktory nie jest jego punktem wewnetrznym. Nie jest to takze zbior domkniety,
poniewaz nie zawiera punktu (1, 1), ktory jest jego punktem skupienia. Zatem
zbiér A nie jest ani otwarty ani domkniety. a

Definicja 1.26. Punkt® € A C R", ktory nie jest punktem skupienia zbioru
A jest punktem odosobnionym tego zbioru.

Przyktad 1.27. Punkt (1,2) jest punktem odosobnionym zbioru
A={(x1,12) ER? | 21 + 2o = 1} U{(1,2)}. a
Prawdziwe sa nastepujace fakty:
e Suma zbiorow otwartych jest zbiorem otwartym.
e Przeciecie zbioréw domknietych jest zbiorem domknietym.

e Dla kazdego zbioru A C R", A C A.

e Jezeli zbiér A C R" jest zbiorem otwartym, to zbior R™\ A jest zbiorem
domknietym.

o Jezeli zbior A C R™ jest zbiorem domknietym, to zbior R™ \ A jest
zbiorem otwartym.

e Suma zbioru i jego brzegu jest zbiorem domknietym.

Definicja 1.28. Zbior A C R" jest spojny, jezeli przy kazdym rozkladzie
na dwa niepuste, rozlgcezne zbiory Ay i Ao, przynajmniej jeden ze zbioréw Aq,
Ao ma punkt skupienia nalezqcy do drugiego zbioru.

Zbior A C R jest spojny, jezeli przy kazdym rozktadzie na dwa niepuste,
rozlagczne zbiory A; i As, zbiory A; N Ay i A; N Ay nie sa jednoczesénie puste.
Cata przestrzen R" jest zbiorem spojnym. Zbiér spéjny moze by¢ zaréwno
ograniczony jak i nieograniczony.
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Przyktlad 1.29. Kazdy odcinek prostej jest zbiorem sp6jnym. Gdy odrzucimy
z niego dowolny punkt wewnetrzny przestanie by¢ zbiorem spdjnym. a

Przyklad 1.30. Okrag jest zbiorem spdjnym i pozostanie spojny, gdy od-
rzucimy z niego jeden punkt. Gdy odrzucimy z niego dwa rézne punkty
przestanie by¢ zbiorem spdjnym. a

Definicja 1.31. Zbior otwarty i spojny nazywamy obszarem.
Domkniecie obszaru nazywamy obszarem domknietym.

1.2 Krzywe w przestrzeni R".

Definicja 1.32. Niech x1(t), z2(t), . .., z,(t) beda funkcjami cigglymi w prze-
dziale domknietym [, §] o wartoSciach rzeczywistych. Dla przeksztalcenia

2 [Oé,ﬁ] - Rn; @(t) = (ZL’l(t>,.Z‘2<t), o ,ZEn(t))

zbior {p(t) | t € [, B]} nazywamy krzywa o przedstawieniu parametrycznym
x1(t), xo(t), ..., xa(t) a zmienng t - parametrem.

Punkt A = (z1(a), zo(), . .., z,(a)) nazywamy poczqtkiem krzywej, natomiast
punkt B = (z1(08), z2(0), ..., x,(5)) - koricem krzywej.

Jesli A # B, to krzywag nazywamy otwartq, jesli A = B to krzywag nazywamy
zamknietq.

Jezeli przeksztalcenie ¢ jest réznowartoSciowe dla t € («, (), to krzywa
{p(t) |t € [o, B]} nazywamy tukiem (zwyklym) w przestrzeni R™.

Luk zwykly nie ma punktéw wielokrotnych (jest krzywa nie przecinajaca
sie ze soba).

Przyktad 1.33. Linia érubowa jest krzywa w przestrzeni R? o nastepujacym
przedstawieniu parametrycznym:

x1(t) = rcost
xo(t) = rsint
xz3(t) = ¢, dla t€]0,2n].

Poczatkiem krzywej jest punkt A = (r,0,0) natomiast koficem punkt B =
(r,0,2m). O

Krzywa moze by¢ okreslona réznymi rownaniami parametrycznymi.
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Przyktad 1.34. Gorny potokrag okregu 22 + y? = r? ma dwa roézne przed-
stawienia parametryczne:

O

x1(t) = rcost
xo(t) = rsint dla t € (0,7
oraz
x1(t) = rcos2t
(

)
) = rsin2t dla t€0,5].

Definicja 1.35. Krzywa {o(t) = (z1(t), z2(t),. .., z,(t)) | t € [a, B]} nazywamy
tukiem gladkim, jesli jest tukiem zwyktym oraz wszystkie funkcje
x1(t), o(t), ..., xa(t) maja na przedziale [o, B] ciagle pierwsze pochodne i
spetniajq warunek:

L dlEz 2
> ( dt) > 0. (1.1)

i=1

bLuk gladki ma w kazdym punkcie (wewnetrznym i koncowym) styczna
zmieniajaca sie w sposob ciagty.

Przyklad 1.36. Linia srubowa jest tukiem gtadkim. a

Definicja 1.37. Krzywq nazywamy krzywa kawatkams gtadka, jezeli daje
sie podzieli¢c na skonczong ilo$é tukow gladkich.

Krzywa kawatkami gtadka moze miec¢ skonczona liczbe punktéw, w ktérych
nie da sie poprowadzi¢ stycznej. Sa to tzw. ostrza krzywe;j.

Przykltad 1.38. Asteroida - krzywa okre$lona réwnaniami:

r; = rcosdt
vy = rsin®t dla t € [0,27]

jest krzywa kawaltkami gtadka, gdyz mozna ja przedstawi¢ jako sume czterech
tukow regularnych. Asteroida ma cztery ostrza. O

Definicja 1.39. Obszarem tukowo spojnym nazywamy zbior otwarty,
ktorego kazde dwa punkty mozna potaczyé tukiem catkowicie w nim zawartym.

Kazdy obszar tukowo spojny jest spdjny.

Definicja 1.40. Krzywa Jordana jest to krzywa zamknieta bez punktow
wielokrotnych.
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Przyktad 1.41. Krzywymi Jordana w przestrzeni R? sa: okrag, elipsa, a-
mana bedaca brzegiem wielokata wypuktego. O

Ptaska krzywa Jordana dzieli ptaszczyzne na dwa obszary. Jeden z tych
obszarow jest ograniczony i nazywamy go wnetrzem krzywej Jordana. Drugi
z nich jest nieograniczony i zwany jest zewnetrzem krzywej.

Definicja 1.42. Obszar w przestrzeni R? nazywamy jednospéjnym, jesli jest
ograniczony jednqg krzywq Jordana.

Przyktad 1.43. Obszarem jednospdjnym sa: prostokat bez brzegu, koto bez
brzegu, cala ptaszczyzna. a

Obszary jednospdjne, jesli zawieraja pewna krzywa Jordana, to zawieraja
cate jej wnetrze.

Definicja 1.44. Obszar w przestrzeni R? ograniczony p krzywymi Jordana
nieprzecinajgcymi sie nazywamy p-jednospoinym.

Przyklad 1.45. Obszarem 2-spéjnym jest pierscienn {(z1,z2) € R?* | r} <
243 <ri} dla0<r; <ro. O

Uwaga 1.46. Cala przestrzen jest zbiorem otwartym i spojnym, a wiec jest
obszarem. Jest to obszar nieograniczony pozbawiony brzegu. Zaliczamy go
do obszaréw jednospdjnych.

Definicja 1.47. Obszar D w przestrzeni R® nazywamy powierzchniowo
jednospojnym, jesli od kazdej krzywej kawatkami gtadkiej zawartej w tym
obszarze i tgczqcej dwa dowolne ustalone punkty tego obszaru mozna "przejs¢”
w sposdb ciagly (bez odrywania) do kazdej innej krzywej laczacej te punkty i
nalezgcej do tego obszaru.

Przyklad 1.48. Obszarami powierzchniowo jednospojnymi sa wnetrze kuli,
wnetrze stozka, wnetrze walca, wnetrze graniastostupu, cala przestrzen R3.

Natomiast kula bez Srednicy nie jest obszarem powierzchniowo jednosp6jnym.
O
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2 Rachunek rézniczkowy funkcji wielu
zmiennych.

Funkcje n-zmiennych rzeczywistych.

Niech A C R™. Jezeli kazdemu elementowi T = (x1, z3,...,x,) € A przypo-
rzadkujemy doktadnie jedna liczbe w € R, to powiemy ze w zbiorze A C R"
zostala okreslona funkcja f : A — R n-zmiennych z,xo, ..., x,.

Zmienne x1,xs,...,T, € A nazywamy zmiennymi niezaleznymi. Liczbe
w € R przyporzadkowana elementowi T = (x1, 23, . . ., x,) nazywamy wartoscia
funkeji f w punkcie T = (x1, xo, . . ., x,). Piszemy wowczas w = f (1, xa,...,T,)
lub krotko w = f().

Zbiér A nazywamy dziedzing funkcji f, zas$ zbior f(A) = {w = f(z) €
R | 7 € A} wartosci funkeji nazywamy przeciwdziedzina tej funkcji.
Jezeli f jest funkcja okreslona pewnym wzorem i nie ma przy tym dodatkowych
zalozen, to przez dziedzine funkcji n-zmiennych niezaleznych
X1, T3, ..., T, rozumie¢ bedziemy zbiér tych wszystkich punktow
T = (21,2, ...,2,), dla ktérych wzor okreslajacy funkcje f ma sens.

Przyklad 2.1.

0, T2 < T

1. iR =R, w= f(x1,29) ::{

%U/’l—fﬂ, To > X1

I, 7,72€Q
2. [:R* = R, w= f(z1,22) := {0, 11,72 ¢ Q
17 $1€Q,$2¢Q1Ub$1¢@,$26@

3. f:iRE =R w= f(xy,79) := 2% + 2.

4. f:R2 =R, w= f(ry,79) := m
Dziedzing funkcji f jest zbior A = {(z1,z2) | 22 + 22 < 1} C R2

5. [ iR = Ry w = f(x1, 29, 23) := 2} + 23 + /73
Dziedzing funkeji f jest zbior A = {(z1, z9,2z3) | 13 > 0} C R3.

6. [ R" >R, w= f(r1,29,...,0,) = \/x%+x§+~-+x%.
Funkcja f okresla odlegtos¢ dowolnego punktu = € R™ od poczatku
uktadu wspotrzednych. a
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Funkcje f : A — R, A C R? dwéch zmiennych mozna interpretowaé
geometrycznie. Niech OXY Z bedzie prostokatnym uktadem wspotrzednych.
Kazdemu punktowi (x1,z5) € A przyporzadkowany jest doktadnie jeden
punkt (z1, 79, w) € R?, przy czym w = f(zy,x2).

Definicja 2.2. Zbior S := {(x1, 29, f(x1,22)) | (z1,22) € A} nazywamy
wykresem funkcji f: A — R dwoch zmiennych.

Jezeli w kazdym punkcie T = (x1,25) € A odlozymy na prostopadtej do
plaszczyzny OXY'| wystawionej z punktu Z, wartosé¢ f(xy,zs), to zbiér S
wszystkich punktow (xy, zo, f(z1,x2)) tworzy na ogdt pewna powierzchnie.
Roéwnanie x5 = f(x1,z2), (21, 22) € A jest wéwezas rOwnaniem tej powierzchni.

Sporzadzenie wykresu funkcji dwoch zmiennych jest czesto do$é trudne.

Przyklad 2.3. Wykresem funkcji dwdch zmiennych f R2 — R, f(z1,22) =
=+ + b2 jest paraboloida eliptyczna o rownaniu zz = a2 —|— O

Definicja 2.4. Funkcje f : A — R nazywamy funkcja ograniczonag w
zbiorze A, jezeliistnieje taka liczbam € R, Ze dla kazdego® € A, | f(T) |< m.

Przyktad 2.5. Funkcja f(x1,22) = sin(z; — x2) jest ograniczona na calej
plaszczyznie (dla m = 1).

Funkcja f(xy,r9) = In(z? + x3) nie jest ograniczona w sasiedztwie poczatku
uktadu wspétrzednych. Jest natomiast ograniczona w pierscieniu {(x,xs) €
R? |1 < a? 4 23 < e} (dlam = 2). O

W przypadku, gdy wymiar przestrzeni n jest niewielki (n = 1,2, 3), czesto
zamiast indeksow bedziemy uzywaé roéznych liter do wyrdznienia kolejnych
wspotrzednych.

2.1 Granicai ciaglosé funkcji n-zmiennych rzeczywistych.

Definicja 2.6. Ciagiem punktow w przestrzeni R™ nazywamy przyporzqd-
kowanie kazdej liczbie naturalnej punktu przestrzeni R™. Wartosé tego przy-
porzgdkowania dla liczby naturalnej k nazywamy k-tym wyrazem ciqggu. Cigg
oznaczamy (Ty,).

Rozwazmy ciag punktéw (Ty) przestrzeni R™ i niech Ty, = (Z1x, Tog, - - - , Tuk)

dla k € N.
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Definicja 2.7. Ciqg punktow (Ty) jest zbiezZny do punktu p, € R™, co
zapisujemy klim T = Dy b Ty — Dy gdy k — o0, jezeli w dowolnym
otoczeniu tego punktu znajdujq sie prawie wszystkie wyrazy ciqgu.

Ciag (Tx) jest zbiezny do punktu py, jezeli odlegtosci d(Tx,p,) punktow
T, od punktu p, daza do zera, gdy k — oo, czyli gdy klim d(Ty, py) = 0.

Twierdzenie 2.8. Ciqg (Ty) jest zbieiny do punktu Py = (p1o, P20, - - - » Pno) €
R™ wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego 1 <1 < n,

lim z; = pio.
k—o0

Przyktad 2.9. Ciag punktéw (7x) = (%, %, k%l) w przestrzeni R? jest

zbiezny do punktu p, = (0, —%, 1). O

Granica wielokrotna.

Niech f: A — R bedzie funkcja n-zmiennych okreslona w zbiorze A i niech
Do bedzie punktem skupienia tego zbioru.

Definicja 2.10. (Definicja Heinego ! granicy funkcji.)
Liczbe g € R nazywamy granica funkcji f : A — R w punkcie D, jezeli
dla kazdego ciggu punktow (Ty) o wyrazach nalezqcych do zbioru A, réinych
od punktu D, i zbieinego do Py, ciag (f(Ty)) jest zbiezny do g.
Jezeli liczba g € R jest granica funkcji f : A — R w punkcie p, to
zapisujemy
lim f(z) =g,
T—Po
lub
f(@) — g, gdy T — Py
Podobnie jak dla funkcji jednej zmiennej mozemy podac rowniez definicje
Cauchy’ego granicy funkcji wielu zmiennych.
Definicja 2.11. (Definicja Cauchy’ego ? granicy funkcji.)
Liczbe g € R nazywamy granica funkcji f: A — R w punkcie py, jezeli

V(e >0)3(0 > 0)V(z € A)(0 < d(T,py) <0)= (| f(T) —g|<e).

'Eduard Heinrich Heine (1821-1881) - matematyk niemiecki
2 Augustin Louis Cauchy (1789-1857) - matematyk i fizyk francuski
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Powyzszy warunek oznacza, ze warto$¢ funkeji f(7) rézni sie od liczby g
dowolnie mato, jezeli punkt Z jest potozony dostatecznie blisko punktu p,.
Zauwazmy, ze funkcja f moze wcale nie by¢ okreslona w punkcie f(p,).

Granice funkcji n-zmiennych nazywamy takze granicqg n-krotng. W
przypadku funkcji dwoch zmiennych granica podwojna. Granice funkeji dwoch
zmiennych f(z,y) w punkcie (xg,yo) zwykle oznaczamy:

lim  f(xz,y) lub lim f(x,y).
(z,y)—(z0,50) o

Definicje Heinego i Cauchy’ego granicy funkcji dwéch zmiennych sa row-
nowazne. W niektorych zagadnieniach wygodniej jest postuzy¢ sie definicja
Heinego, w innych zas definicja Cauchy’ego. Z praktycznego punktu widzenia
definicja Heinego zawiera wiecej elementéw konstrukeyjnych. Czesto korzys-
tamy z niej chcac wykazaé, ze pewna granica nie istnieje. Wystarczy woéwczas
pokazad, ze istnieja takie dwa ciagi (Z}) i (72) punktéw dziedziny rozwazanej
funkcji zbiezne do punktu p,, ale od niego rézne, dla ktérych odpowiednie
ciagi wartodci funkcji f(z1) i f(T3) nie sa zbiezne do tej samej granicy g.

Przyktad 2.12. Dla z # y

3 3
x’ —
lim ©— % =0,
y—o ¥ 7Y
([
Przyktad 2.13. Granica podwodjna
lim
o Ty
nie istnieje. O

Definicja 2.14. Jezeli dla kazdego ciqgu punktow (Ty) o wyrazach nalezgcych
do zbioru A, roznych od punktu D, i zbieznego do Py, odpowiadajacy mu cigg
wartosci funkeji f(Ty) jest rozbiezny do +00 (—o0), to méwimy, Ze rozwazana
funkcja ma w punkcie P, granice niewlasciwg +oo (—o0) i zapisujemy:

lim f(T) = 400 (—00).

T—Pg
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Twierdzenie 2.15. Jezeli funkcje f,h : A — R majq w punkcie p, odpowiednio
granice g1 1 go, to
lim (f(7) £+ h(T)) = g1 & g2,

Elij%o(f(f) -h(T)) = g1 - g2,
lim @) = ?, gdy g2 # 0 oraz V(T € A)h(Z) # 0.
2

—py h(T)

Granice iterowane.

Niech 4 := X x Y C R2

Definicja 2.16. Zalozmy, Ze przy ustalonym y € Y 1istnieje granica funkcji
f przy x — xo. Granica lim f(x,y) = @(y) zalezy od ustalonego y € Y.
T—x0

Jezeli przy y — yo istnieje granica

li = lim ( li

Jim o(y) = lim (lim f(z,y)),

to nazywamy ja granicg iterowana funkcji f(x,y) w punkcie (xo,yo), gdy

najplerw r — Ty a nastepnie y — Yo.

Zalozmy, teraz ze przy ustalonym x € X istnieje granica funkcji f przy

y — yo. Granica yhrg f(z,y) = ¢(x) zalezy od ustalonego x € X. Jezeli przy
—Y0

T — x( 1Stnieje granica

Jim ¢(y) = lim (lim f(z,y)),
to nazywamy jqo granicq iterowanqg ® funkcji f(x,y) w punkcie (zo,y0), gdy
najpierw y — Yo G nastepnie r — xg.

Funkcja f dwu zmiennych niezaleznych x i y moze mie¢ dwie granice
iterowane, ktére roznia sie kolejnosciag przejscia do granicy.
Istnienie granicy funkcji w punkcie (xg, yo) jest niezalezne od istnienia granic
iterowanych. Granica podwéjna funkeji f(z,y) moze nie istnieé¢, natomiast
granice iterowane istnieja i na odwrot.

Twierdzenie 2.17. Jezeli istnieje granica podwojna i co najmniej jedna z
granic iterowanych, to granica podwdjna jest rowna tej granicy iterowanej.

3Termin granica iterowana pochodzi od tacifiskiego stowa iterare - powtarzaé.
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Przyktad 2.18. Granice iterowane w punkcie (0,0) funkeji

2z —y + 2% + y?

f(z,y) = Tty

, dla z+y#0

istnieja, ale sa rézne. Zatem funkcja f(z,y) nie posiada w punkcie (0,0)
granicy podwojnej. a

Przyktad 2.19. W punkcie (0,0) istnieje tylko jedna z granic iterowanych
funkcji

flz,y) = a:sin(?ll), dla y # 0.

Ale funkcja ta ma w punkcie (0,0) granice podwdjna réwna 0. O

Ciaglosé funkcji n-zmiennych.
Niech A C R™.

Definicja 2.20. Funkcja f : A — R jest ciggla w punkcie p, € A, jezeli
dla kazdego ciggu (Ty) punktow zbioru A zbieznego do punktu Dy,

lim f(7) = f(po)-

k—o0

Ciaglos¢ funkeji f w punkcie p, oznacza, ze

lim f(z) = f(po)-

T—Pg

Funkcja jest ciggta w pewnym zbiorze, jezeli jest ciaglta w kazdym punkcie
tego zbioru.

Przyktad 2.21. Funkcja f(x,y) = %= jest ciaglta w punkcie 7y = (1, 1),

| ci
C B : .
poniewaz f(1,1) = 5 oraz lim il S a

y—1

Przyktad 2.22. Funkcja f(z,y) = 2> +xy+y° jest ciagta na catej plaszczyznie
R2.
Funkcja f(z,y) = In(x + y) jest ciagta w kazdym punkcie dziedziny. O
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Jezeli funkcja f(xy1, z9, ..., x,) n-zmiennych okreslona w pewnym otoczeniu
punktu B, = (p1o, P20s - - -, Pno) jest w tym punkcie ciagla, to dla kazdego
1 <i < n, funkcja f(pio, poo; - - - y P(i—-1)05 Li5 P(i+1)05 - - - ;Pno) jednej zmienne;
x; jest ciagta w punkcie p,. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

Przyktad 2.23. Funkcja dwoch zmiennych

T 2 2
flzy) = m2fy2’ vty >0
’ 0, 22 4+12=0

nie jest ciagta w punkcie (0,0), poniewaz granica podwdjna funkcji f nie
istnieje w tym punkcie.

Natomiast funkcja f(x,0) = 0 jest ciagla w punkcie x = 0 oraz funkcja
f(0,y) = 0 jest ciagta w punkcie y = 0. O

Twierdzenie 2.24. Jezeli funkcje f i h sq ciagle w punkcie p,, to suma,
roznica 1 iloczyn tych funkcyi sq funkcjami cigglymi w tym punkcie. lloraz
jest funkcjq cigglte przy dodatkowym zatozZeniu, Ze dzielenie jest wykonalne.

Twierdzenie 2.25. (Twierdzenie o lokalnym zachowaniu znaku.)

Jezeli funkcja f okreslona w pewnym otoczeniu punktu Dy, jest w tym punkcie
ciggta i f(py) > 0 (albo f(py) < 0), to istnieje takie sqsiedztwo S punktu
Do, e dla kazdego punktu T € S jest spelniona nierownosé f(T) > 0 (albo

f(@) <0).

Twierdzenie 2.26. (Twierdzenie o ograniczonosci funkcji.)
Jezeli funkcja f jest ciggla w obszarze domknietym i ograniczonym, to jest w
tym obszarze ograniczona.

Jezeli funkcja f jest ciagla w obszarze domknietym i nieograniczonym
albo w obszarze ograniczonym, to moze by¢ nieograniczona w tym obszarze.

Przyktad 2.27. Funkcja f(z,y) = = + /y jest ciagta w potplaszczyznie
domknietej {(z,y) € R?* | y > 0}, czyli w obszarze domknietym i nieograni-
czonym, i jest w tym obszarze nieograniczona. O

Przyktad 2.28. Funkcja f(z,y) = 72

nym {(z,y) € R? | 2% + y? < 1}, ale nie jest w tym obszarze ograniczona.
O

L 7 jest ciaglta w obszarze ograniczo-
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Funkcja ciggta w obszarze domknietym i ograniczonym ma te wlasnosc,
ze osigga w pewnych punktach tego obszaru kres gérny i kres dolny zbioru
wartosci, jakie w tym obszarze przyjmuje.

4

Twierdzenie 2.29. (Weierstrassa * o osiaganiu kresow.)

Jezeli funkcja f jest ciggla w obszarze domknietym i ograniczonym D C R",
to istniejq takie punkty T, Ty € D, Ze

f(@1) = sup f(T) oraz f(T2) = Eilel%f@)‘

zeD

Jezeli funkcja jest ciagta w obszarze ograniczonym lub nieograniczonym,
to kresy te moga by¢ nieskonczone lub funkcja moze ich w tym obszarze nie
osiggac.

Przyktad 2.30. Funkcja f(z,y) = ﬁ rozwazana w zbiorze {(x,y) €

R? | 22 + y? < 1}, ma nieskoiiczony kres gérny zbioru wartosci. O

Przyktad 2.31. Funkcja f(z,y) = 2%+ y? rozwazana w tym samym zbiorze
{(z,y) € R? | 22+ y? < 1}, nie osiaga w zadnym jego punkcie kresu gérnego,
ktory w tym przypadku wynosi 1. a

Twierdzenie 2.32. (Darboux ° o przyjmowaniu wartosci posrednich.)
Jezeli funkcja f jest ciggla w obszarze domknietym i ograniczonym D C R™,
oraz

inf f(7) < m <sup f(T)

zeD zeD
to istnieje taki punkt Ty € D, Ze f(Zy) = m.

Twierdzenie 2.33. (Cantora °

o ciaglosci jednostajnej.)
Jezeli funkcja f jest ciggla w obszarze domknietym i ograniczonym D C R",

to jest w tym obszarze jednostajnie ciggta, tzn.

V(E > 0)3(6 > O)V(fl,fg S A)(d(jl,fg) < 5) = (| f(f1> — f(fg) |< 5).

4Karl Weierstrass (1815-1897) - matematyk niemiecki
®Jean Darboux (1842-1917) - matematyk francuski
6Georg Cantor (1845-1918) - matematyk niemiecki
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2.2 Pochodne funkcji n-zmiennych.

Pochodne czastkowe.

Niech f bedzie funkcja n zmiennych okreslona w pewnym otoczeniu O(p,; )
punktu py, = (p10, P20, - - -, Pno)- Dla kazdego 1 < i < n oznaczmy symbolem
A, rozny od zera przyrost zmiennej ¢ taki, zeby punkt Ta, = (P10, P20s - - - » Dio+
A:vw ce 7pn0) € O@o»"’)

Definicja 2.34. Granice wlasciwg (o ile istnieje)

o 1)~ £

Azi —0 Al‘l

nazywamy pochodnag czastkowa rzedu pierwszego funkcji f wzgledem

zmiennej x; w punkcie Py i oznaczamy symbolem %@0) lub f.,(Dy)-

Dla funkcji f(x,y) dwoch zmiennych definicje pochodnych czastkowych
rzedu pierwszego wzgledem zmiennych x i y w punkcie p, = (zo,%0) sa
nastepujace:

_ f(xo + hyyo) — f(xo, Yo)

7(}70) = lim )

823 h—0 h

gdzie h oznacza przyrost zmiennej x. Zatem %(ﬁo) jest zwykta pochodna
funkcji f(x,y) wzgledem zmiennej x w punkcie p, przy zalozeniu, ze zmienna
y ma stala wartosc.

Analogicznie pochodna % (Do) jest zwykla pochodna funkcji f(x,y) wzgledem
zmiennej y w punkcie p, przy zalozeniu, ze zmienna = ma stata wartos¢, czyli

f(xo,y0 + k) — f(z0,0)
11m )
k—0 k

gdzie k oznacza przyrost zmiennej y.

Przyktad 2.35. Pochodne czastkowe rzedu pierwszego funkeji f(x,y) =
xsinxy w punkcie p, = (7, 1) wynosza odpowiednio:
af BT f(ﬁ+h71)_f(ﬂ-71)_
5™ D = fim h B
— lim (m+ h)sin(r + h) — wsinw
h—0 h h—0 h




Matematyka II IChiP- konspekt wyktadu cz.1 18

1 — 1 : 1 o
8f(7r,1):11 f(m, 14+ k) — f(m, 1) :11m7TSlD(7T( +k))—7msinm _
0 k=0 k—0 L

— lim —7 sin(mk) __2%im sin(7k) _
h=0 k—0  wk

O

Interpretacja geometryczna pochodnych czastkowych. Pochodna
czastkowa %(ﬁo) funkeji f(z,y) w punkcie p, = (xo, yo) wyraza tangens kata
a, jaki tworzy z osia OX styczna w punkcie (xg, yo, f (o, yo)) do linii, wzdtuz
ktérej plaszezyzna y = yo przecina powierzchnie o réwnaniu z = f(x,y).

Pochodna czastkowa wzgledem x jest miarg szybkosci, z jaka zmienia sie
warto$¢ funkcji f(z,y), gdy zmienia sie warto$¢ zmiennej niezaleznej x, przy
ustalonej wartosci zmiennej y.

Przy obliczaniu pochodnych czastkowych nalezy postepowac tak, jak przy
obliczaniu pochodnej funkcji jednej zmiennej x;, traktujac pozostate zmienne
jako ustalone parametry.

Przyktad 2.36.
1. f(z,y) =2z — 3y +5; 5L = 2 oraz % = -3
2. f(l',y) :$2y—xy+10 of :2$y_yoraz %ij :332—1‘_

’ Ox

3. flz,y) = ¥ % = ya¥~! oraz % =2YInz. O

_ T

Przyktad 2.37. Pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkeji f(z,y) = gy
w punkcie p, = (2, —3):

of (w+y)—z gy of o o_ =3

or (x +y)? _(x+y)2 = ax(Q’ 3>_(—1)2_ 3
of _0-(@ty) -z _  —a O g gy =2 __
oy @ry? @ty Ty



Matematyka II IChiP- konspekt wyktadu cz.1 19

Jezeli funkcja f(Z) ma pochodna czastkowa rzedu pierwszego wzgledem
zmiennej r; w kazdym punkcie zbioru otwartego A C R", to powiemy, ze
funkcja ta ma pochodng czastkowa pierwszego rzedu wzgledem zmiennej x;
w tym zbiorze. W zbiorze A jest wowczas okreslona nowa funkcja, ktéra
kazdemu punktowi T € A przyporzadkowuje liczbe ng(T) Funkcje te nazy-
wamy pochodna czastkowa pierwszego rzedu funkcji f wzgledem zmiennej z;
i oznaczamy 8f lub 8 f lub f,,.

Jezeli funkCJa f ma pochodne czastkowe pierwszego rzedu w kazdym
punkcie pewnego obszaru D C R”, to mozna je dalej rézniczkowaé wzgledem
zmiennych ;.

Definicja 2.38. Pochodne czqstkowe rzedu pierwszego pochodnych czqstko-

wych 21 9L dla 1 < i < n, nazywamy pochodnymi czqstkowymi rzedu drugiego
funkcyz f(a:l,:cQ, . a:n)

Funkcja n zmiennych moze mieé¢ n?

rzedu drugiego.

roznych pochodnych czastkowych

Przyktad 2.39. Funkcja f(z,y) dwoch zmiennych moze mieé¢ 4 rézne po-
chodne rzedu drugiego:

o ,0f 0 of o 0f o of
%(%)’ Gy(ax’ ox ay)’ @(@)

Pochodng %(%) dla 1 < 4,7, < n, oznaczamy symbolami:
7 i

2

8@-8%

b o,

Pochodne czastkowe rzedu drugiego fi,.; oraz f, .., dla i # j, rézniace sig
tylko kolejnoscig rozniczkowania, nazywamy pochodnymi mieszanymi rzedu
drugiego.

Jezeli 1 = 7, to zamiast (% -, bedziemy pisac 7 lub faim,-

ox;

Przyktad 2.40.
fz,y) = sin(z® + ¢*)

or = 21 - cos(2? + 9?),

— 9. 2 2
o y - cos(z’ +y°),

dy
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ﬁ = 2cos(2?+y*) —4a’ sin(2? +1?), & = 2cos(2?+y?) —4y? sin(z* +y?),
ox? 0y?

0? 0?

8x§y = —daysin(z® + y?), (93/(;;: = —4aysin(z® + ).

O
Twierdzenie 2.41. (Schwarz’a 7)
Jezeli funkcja f(x1, xa, . .., x,) ma w pewnym obszarze D C R™ ciggle pochodne
o2f o2f

czqstkowe mieszane drugiego rzedu 52— oraz 55— to w kazdym punkcie
105 7 7
tego obszaru

of 0°f

(9xi8xj n axﬁxz

Zatozenie ciagtosci pochodnych mieszanych jest istotne. Jezeli pochodne
mieszane istnieja w pewnym punkcie obszaru swej okreslonosci, ale nie sg w
tym punkcie ciggte, to ich réwnos¢ moze sie okazac¢ falszywa.

Przyklad 2.42. Pochodne mieszane funkcji

xy sin(x?—y?) I‘Q + y2 >0

f(x,y)z{ S

0, 2 +y* =0

nie sa réwne w punkcie (0, 0). Sa natomiast réwne w kazdym punkcie réznym
od punktu (0,0). Pochodne mieszane funkcji f nie sa ciagte w punkcie (0, 0),
gdyz zadna z nich nie ma w tym punkcie granicy podwdjnej. a

Definicja 2.43. Pochodnag czastkowa rzedu m + 1 nazywamy pochodng
czqstkowq rzedu pierwszego pochodnej czgstkowej rzedu m.

Pochodne czastkowe rzedu pierwszego pochodnych czastkowych rzedu
drugiego nazywamy pochodnymi czastkowymi rzedu trzeciego, itd.
Symbole do oznaczenia pochodnych czastkowych wyzszych rzedéw stanowia
naturalne rozwiniecie symboli stosowanych dla pochodnych czastkowych rzedu
pierwszego i drugiego.

"Karol Schwarz (1843-1921) - matematyk niemiecki
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Przyktad 2.44. Dla funkcji f(z,y) dwoch zmiennych:

0 0 03
Lt ==t
AL S
oy 0x2’  Oydx2 TV
e B A
oy Oyox’  oy20x TV
9 of if

— = = itd.
Ox ( Oy20x ) 0x0y20x Jouyr: 1
O

Pochodna czastkowa rzedu m, okreslona za pomoca rézniczkowan wzgledem
co najmniej dwoch réznych zmiennych, nazywa sie pochodna czastkowaq
mieszang rzedu m. Podobnie jak dla pochodnych rzedu drugiego, jezeli
funkcja f(xy,zs,...,z,) ma pochodne czastkowe mieszane rézniace sie tylko
kolejnoscia rézniczkowania wzgledem zmiennych (przy tej samej liczbie réz-
niczkowan wzgledem kazdej z tych zmiennych) i jezeli te pochodne sa ciagle
w obszarze D C R" to sg w tym obszarze réwne.

Przyklad 2.45. Pochodne czastkowe rzedu trzeciego funkcji f(x,y) = z3y+
2xy% +5:

fy =" +day; fy =45 fyyy =0,
foy = fya = 327 + 4y,
Jeey = foyz = fyee = 6,
feyy = fyay = fyye = 4
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Funkcje klasy C™.

Funkcja f moze mie¢ w punkcie p, pochodne czastkowe pierwszego rzedu i
moze nie by¢ ciagta w tym punkcie.

Przykltad 2.46. Granica podwdjna funkcji

1, zy=0
0, zy#0

w punkcie (0,0) nie istnieje, zatem funkcja ta nie jest ciagla w tym punkcie.

f(ﬂf,y)z{

Natomiast o 0.0 _
fg L0 JO0) g 1L
h—0 h h—0
— 1-1
k—0 k h—0 L
stad pochodne czastkowe funkcji f w punkcie (0, 0) istnieja i wynosza odpo-
wiednio: f,(0,0) =01 f,(0,0) = 0. O

Twierdzenie 2.47. Jezeli funkcja f(x,y) ma w pewnym otoczeniu punktu
Do pochodne czqstkowe rzedu pierwszego, ktore sq ciggle w tym punkcie, to
jest ciggla w punkcie p.

Twierdzenie 2.48. Jezeli funkcja f(x,y) ma w pewnym otoczeniu punktu
Dy ograniczone pochodne czqstkowe rzedu pierwszego, to jest ciqgla w punkcie
Po-

Definicja 2.49. Funkcja [ jest funkcja klasy C™ w pewnym obszarze D C

R™, jezeli ma ona w tym obszarze wszystkie pochodne czqstkowe rzedu m
ciggle.

Jesli funkcja f jest klasy O™*! to jest réwniez funkcja klasy C™.
Przykltad 2.50. Jak wynika z przyktadu 2.42, funkcja

xy sin(z? —y?) 2 2
flogy={ o
0, 2 +y*=0

jest klasy C! na calej plaszczyznie R?, poniewaz jej pochodne czastkowe
pierwszego rzedu istnieja i sa funkcjami ciggltymi na catej ptaszczyznie.
Funkcja ta nie jest natomiast klasy C? na calej ptaszczyznie, gdyz jej pochodne
czastkowe mieszane rzedu drugiego nie sa w punkcie (0,0) ciagte. a
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Pochodne czastkowe funkcji zlozonej.

Niech funkcja
2= fur,ugy. .y Up), M =2,

bedzie okreélona na pewnym obszarze G C R™ i niech ponadto funkcje
u; = (1,9, ..., x,), 1<i<m, n>2
beda okreslone na pewnym wspolnym obszarze D C R”.

Definicja 2.51. Jezeli dla kazdego (x1,xa,...,x,) € D,

(o (1,9, . &), Qo(T1, oy ooy Ty, e ooy A (X1, Xa, . .., ) € G, to funkcje
z = flag(z1, 29, ..., Tpn),a2(x1,Toy .. Tp)y ooy (X1, Tay oo o Ty)
nazywamy funkcjg ztoZona n zmiennych x1, s, ..., x, w obszarze D.

W przypadku, gdy n = m = 2, funkcja

z = f(ul,U2> = f(al(:v,y),ozg(x,y)),

dla (uy,up) € G C R?, gdzie u; = ay(z,y), us = as(x,y) jest funkcja ztozona
dwoch zmiennych z i y w obszarze D C R2.

Twierdzenie 2.52. (O pochodnych czastkowych funkcji ztozone;.)

Jezeli funkcja z = f(uy,us, ..., up), m > 2, jest klasy C* (tzn. funkcja f
ma ciggle pochodne czastkowe f,,) w obszarze G C R™, a ponadto funkcje
ai(xy, 29, xy), 1 < i < m, n > 2, maje pochodne czastkowe rzedu
pierwszego w obszarze D C R™, to funkcja ztoZona

z = flag(z1, 29, ..., Tp), a1, Toy .. )y ooy (X1, Tay oo Ty))

ma pochodne czqstkowe rzedu pierwszego w kazdym punkcie obszaru D, przy
czym

9z _§ 8f_304i <n
8xj_i:18ui Oxj’ SIS

Przyktad 2.53. Dla m = n = 2, jedli funkcja z = f(u,us) ma w obszarze
G C R? ciaggle pochodne czastkowe f,, i f,, oraz funkcje a;(x,y) i as(z,y)
maja w obszarze D C R? pochodne czastkowe wzgledem zmiennych z i y, to
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funkcja z ma w obszarze D pochodne czastkowe wzgledem zmiennych x i y
okreslone nastepujacymi wzorami:

0z  Of 8a1+8f Oay

Oxr  Ou; Ox | Ous Ox (2.1)

0z Of 0Oay  Of Oy

dy  Ou; Oy * Ouy Oy (2:2)
O

Przyktad 2.54. Niech z = f(uy, us) = uy Inug, gdzie u; = ay(z,y) = 3x—y
oraz uy = as(z,y) = 22 + y>. Wowczas

0z 5 9 3r —y
0z 3r—y
B 2 2y———.
o n(z” +y°) + ey

O

Jezeli funkcje uy 1 us zaleza tylko od jednej zmiennej z, czyli uy = ay(x)

i ug = (), to funkcja ztozona z = f(uy,us) = f(ai(x), as(x)) zalezy tez
tylko od jednej zmiennej x. W tym przypadku pochodne czastkowe %, % i
% sa pochodnymi funkcji jednej zmiennej i wzory (2) i (3) redukuja sie do
jednego wzoru postaci:

0z af ’ af ’

9r  ou, cay(z) + Ty ay(z)
Przyktad 2.55. Niech z = f(uy,us) = €“* Inuy, gdzie u; = ag(x) =5 — 2z
oraz uy = ay(r) = 2% + 3. Wowczas

0z e(5—22)
Yo o, (5—2x) 2
o 2e In(x —|—3)+2xx2+3.

O

Jezeli natomiast funkcje ay(x) = x oraz as(z) = y(z), to funkcja z =
f(z,y(x)) ma pochodna
dz Of Of .
T =a.t Y.
Oor Ox Oy
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W celu wyznaczenia pochodnych czastkowych drugiego rzedu rézniczkujemy
przy odpowiednich zalozeniach wyrazenia (2) i (3) traktujac pochodne a% i
% jako funkcje ztozone zmiennych x i y.

Wykorzystujac twierdzenie Schwarza (2.41) o pochodnych mieszanych otrzy-
mujemy:

0%z O*f 0oy
P 81@( Ox

O*f Oai Oy  O*f  Oas of 0?a;  Of 0y
2. 9 2
)+ Ou0uy Oxr Ox + 82u2( ox + ouy Ox? + Ouy O0x?
0%z _ 02f(8oz1>2 *f Oay Oas N o*f (3a2 2, of 0%ay N Of 0ay
0%y oul Oy Ou10uy dy Oy  Q%uy Oy Oup 0y?>  Oug 0y?

0%z 0% f oy Doy Pf  Oay Oy Oy Oy
Oxdy ou? ox Oy * Ou0uy Oz Oy * dy 8x)
O%f Oy Oy N of %y N of *ay
O%uy Ox Oy  Oup 0x0y  Oug 00y

Pochodne kierunkowe.
Niech [ bedzie prosta na ptaszczyznie OXY okreslona rownaniami:

T = xy+ ta
Z/:yO‘Ftﬁ;

dla a? + 3> = 1it € R. (Prosta [ jest réwnolegta do wektora v = [a, ] o
dhugosci 1.)

Definicja 2.56. Pochodnag kierunkowa funkcji f(x,y) w punkcie
Do = (T0,yo) w kierunku prostej | nazywamy granice:

g(f ) — lim f(xO + tOé,yO + tﬁ) — f(SUO,Z/O)
o1 "o/ t '
Pochodna funkcji f w kierunku osi [ okresla szybko$¢ wzrostu tej funkcji
w kierunku /.
s 1 . . , . of _ of
Jeslia =11 =0, czyli prosta [ jest rownolegta do osi OX, to 5 = 5.

Podobnie, jedli « = 01 6 = 1, czyli prosta [ jest réwnolegta do osi OY, to
of _ of
ol — oy-

Funkcja moze mie¢ w punkcie p, pochodne kierunkowe w kazdym kierunku
i nie by¢ ciaglta w tym punkcie.
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Przyktad 2.57. Funkcja

xy? 2 4
Floy) = 2w 70
0, 2 +yt =0
ma w punkcie p, = (0,0) pochodna w kazdym kierunku, mimo to nie jest
ciaglta w tym punkcie. a

Twierdzenie 2.58. Niech A C R? i niech funkcja f : A — R ma w otoczeniu
O(Py; ) C A punktup, ciggle pochodne czastkowe pierwszego rzedu. Wowczas,
pochodna kierunkowa w punkcie Dy w kazdym kierunku l || [o, ] istnieje i jest
okreslona wzorem:

9 9 9
aJlC(Po) = aaf:(pw + 685(%)-

Definicje pochodnej kierunkowej mozna uogélnié¢ na przypadek dowolnej
funkeji f(z1,za,...,x,) okreslonej w pewnym obszarze przestrzeni R™.

Ro6zniczka zupelna.

Niech f bedzie funkcja dwoch zmiennych = i y okreslona i majaca pierwsze
pochodne czastkowe w pewnym otoczeniu O(Py;7) punktu p, = (xo,yo).
Ponadto, niech punkt Ta = (xg + h,yo + k), gdzie h i k sa dowolnymi
przyrostami odpowiednio zmiennych z i y, réwniez nalezy do otoczenia O (py; ).

Przyrostem Af funkcji f miedzy punktami p, = (zo,%0) 1 Ta = (zo +
h,yo + k) nazywamy roznice okreslona wzorem:

Af=f(@a) = f(Po)-

Wprowadzmy nastepujace oznaczenie:

df (po) = hfu(Do) + kfy(Py), dla B+ k* > 0.

Twierdzenie 2.59. Jezeli funkcja f ma w pewnym otoczeniu O(DPy; 1) punktu
Do ciggle pochodne czqstkowe f, i f, oraz punkt Ta = (xo+h,yo+k) € O(Dy;7)

to
lim Af —df (py) _
=0 VRE 4 k2
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W szczegolnosei, dla matych przyrostéw h i k& zmiennych niezaleznych z i
y, wyrazenie df (p,) daje przyblizenie przyrostu A f funkcji f. Oznacza to, ze
przyrost Af wyraza si¢ wzorem Af = df (p,) +¢<(h, k)vVh? + k2, gdzie e(h, k)
dazy do zera, gdy vh? + k%2 — 0 (Af = df (p,)).

Praktyczne znaczenie tego wzoru polega na wykorzystaniu go do oceny
btedéw i obliczen przyblizonych wartosci funkceji, gdyz dla matych przyrostow
h i k mozemy przyjac, ze:

f(wo+ h,yo + k) = f(x0,90) + hfz(zo,v0) + Efy (20, Yo)-

Definicja 2.60. Funkcja f(x,y) jest rézniczkowalna w punkcie p, =
(0, Yo), jesli

o Funkcja f ma obie pochodne czqstkowe f.(Dy) i fy(Do)s

i Af—df(By) _
* I e =0
k—0
Rézniczkowalno$¢ funkeji f(x,y) w punkcie (zg,yo) oznacza, ze istnieje
plaszczyzna styczna do wykresu tej funkeji w punkcie (xg, yo, f (o, yo))-

Twierdzenie 2.61. (Warunek wystarczajacy rézniczkowalnosci.)

Jezeli funkcja f(x,y) ma w pewnym otoczeniu punktu p, pochodne czaqstkowe
rzedu pierwszego, ktore sq ciggte w tym punkcie, to jest w punkcie D, réznicz-
kowalna.

Whniosek 2.62. Funkcja réziniczkowalna w punkcie Dy, ma w tym punkcie
pochodnq kierunkowq w kazdym kierunku.

Samo istnienie pochodnych f,(P,) i f,(P,) nie zapewnia rézniczkowalnosci
funkeji f(x,y) w punkcie p,.

Przyklad 2.63. Funkcja

z(y+1) ’ z, 0,—1
f(x,y):{\/m (z,y) # ( )
0, (:Ev y) = (07 _1>

posiada w punkcie (0,—1) obie pochodne czastkowe, ale nie jest w tym
punkcie rézniczkowalna. O
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Twierdzenie 2.64. (Warunek konieczny rézniczkowalnosci.)
Jezeli funkcja f(z,y) jest rézniczkowalna w punkcie py, to jest w tym punkcie
ciqgta.

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.

Przyklad 2.65. Funkcja

flz,y) = /22 + 32

jest ciagta w punkcie (0,0), ale nie jest w tym punkcie rézniczkowalna, gdyz
nie istnieja pochodne czastkowe f,(0,0) oraz f,(0,0). O

Definicja 2.66. Jezeli funkcja f(x,y) jest rézniczkowalna, to wyrazenie

df (By) == hfe(Do) + kfy(Bo), P> +K* >0

nazywamy rézniczka zupetna funkcji f w punkcie py dla przyrostow h i k.

W2zér Taylora dla funkcji dwéch zmiennych.

Niech f(z,y) bedzie funkcja dwdch zmiennych klasy C™ w pewnym obszarze
D zawierajacym punkty p, = (2o, yo) oraz Ta = (xo+h, yo+k) dla przyrostow
h,k € R.

Dla s =1,2,...,m wprowadzmy oznaczenie:
s Of of b (8 s O
o) = 050 o)+ 5 ) =3 (v )

Przyklad 2.67. Dla s =1,

0 8
df (py) = hai(po) + ajyc (Do)

jest rozniczka zupelna funkcji f w punkcie p, dla przyrostow h i k. a
Przyklad 2.68. Dla s = 2,

0*f 0°f 20°f

1 (Bo) = 1255 (Po) + 20k 5 5 (Bo) + K55 (Bo)

nazywamy rozniczka zupeilna rzedu drugiego funkcji f w punkcie p, dla
przyrostow h i k. a
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Twierdzenie 2.69. Jezeli funkcja [ jest klasy C™ w obszarze zawierajgcym
caty odcinek DyTa, to wewnatrz odcinka pyTa znajduje sie taki punkt Ty =
(xo+hb,yo+ kb)), gdzie 0 < 0 < 1, Ze wartos¢ funkcji f w punkcie Ta wyraza
ste wzorem:

F(Ea) = F@0) + 33df (o) + (B + -+ (23)
+<m1_1)!dm_1f(p0) + R, (Tp),

gdzie R(To) = L1 (h2L(T) + kL ()™ = d™ f (7).

Réwnosé (4) nazywamy wzorem Taylora® dla funkcji dwoch zmiennych.

Dla m = 1, wzor przyjmuje postac:

Twierdzenie 2.70. (Twierdzenie o wartosci $redniej.)
Niech funkcja f(z,y) w obszarze zawierajacym odcinek pyTa bedzie klasy C1.
Wowczas

Af = f(Ta) = f(Po) = hfa(To) + kf,(To) = df (Tp),
gdzie Tg = (xo + h,yo + k0), dla 0 < 0 < 1.

Twierdzenie 2.59 orzeka, ze przyrost funkcji miedzy punktami Tp = (zo+
hyyo + k) 1 Py = (xo,y0) jest w przyblizeniu réwny rézniczce zupelnej w
punkcie p,.

Z twierdzenia 2.70 wynika, ze przyrost ten jest doktadnie réwny rozniczce,
lecz w pewnym punkcie Tg = (z¢ + h, yo + k0) potozonym wewnatrz odcinka
PoTA-

2.3 Ekstrema funkcji n-zmiennych.

Niech f(Z) bedzie funkcja n zmiennych okreslona w pewnym otoczeniu punktu
Do € R™.

Definicja 2.71. Funkcja f(T) ma w punkcie p, maksimum (minimum )
lokalne, jezeli istnieje takie sqsiedztwo S(Dy;r), Ze dla kazdego T € S(Dy;r)
spetniona jest nierownosc:

f@) < f@o) (f(@) > f(D0)).

8Brook Taylor (1685-1731) - matematyk angielski
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Maksima i minima lokalne funkcji f nazywamy ekstremamsi lokalnyma
tej funkcji.
Jezeli zamiast nierownosci stabych sa spetnione odpowiednio nieréwnosci
mocne:

f@) < f(po) (f(T) > f(Po))

to ekstremum w punkcie p, nazywamy wtasciwym.

Ekstremum lokalne w punkcie p, jest pojeciem odnoszacym sie do dosta-
tecznie malego otoczenia punktu p,, a nie do catej dziedziny funkcji. Jezeli
odniesiemy sie do calej dziedziny funkcji, to mamy ekstrema absolutne, czyli
po prostu odpowiednio najwieksza albo najmniejsza warto$é¢ funkcji w tym
zbiorze.

Nie kazda funkcja ma ekstrema i nie kazda funkcja przyjmuje wartosé
najmniejsza lub najwieksza. Maksimum lokalne funkcji moze by¢ jednoczesnie
najwicksza jej wartoscia w rozpatrywanym zbiorze, a moze nia nie by¢.
Podobnie, dla minimum lokalnego funkcji i jej wartosci najmniejsze;j.

Przyklad 2.72. Funkcja f(x,y) = 2% + y? — 2z + 4y + 5, dla (z,y) € R?
ma jedno ekstremum - minimum wlasciwe w punkcie p, = (1, =2) (fnin =
f(1,=2) = 0), ktore jest jednoczesnie wartoscia najmniejsza tej funkcji na
plaszczyznie R2.

Poniewaz funkcja f jest nieograniczona, nie posiada wartosci najwiekszej. O

Przyktad 2.73. Funkcja f(z,y) = V1—22 —¢%2 + 2, dla 2* + ¢y* < 1
ma jedno ekstremum - maksimum wtasciwe w punkcie py = (0,0) (fiae =
f£(0,0) = 3), ktore jest jednoczesnie wartoscia najwieksza tej funkcji w jej
dziedzinie.

Warto$¢ najmniejsza, rowna 2, funkcja f przyjmuje na brzegu swej dzie-
dziny, czyli na okregu {(x,y) € R? | 2% + y* = 1}.

Natomiast w zadnym punkcie T tego okregu funkcja nie posiada minimum,
poniewaz nie istnieje sasiedztwo punktu 7, w ktorym funkcja ta jest okreslona.
O

Przyklad 2.74. Funkcja f(z,y) =1 -2 —y, dla (z,y) € A = {(x,y) €
R* | x > 0,y > 0,x +y < 1} nie ma w zbiorze A ani maksimum ani
minimum. Funkcja ta przyjmuje natomiast wartos¢ najwicksza, rowna 1, na
brzegu trojkata A w punkcie p, = (0,0).
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Natomiast warto$¢ najmniejsza, rowna 0, funkcja f przyjmuje w kazdym
punkcie odcinka (0,1)(1,0), bedacego jednym z bokéw tego tréjkata. a

Przyklad 2.75. Funkcja f(z,y) = (x — y)? okreslona na calej ptaszczyznie,
ma w kazdym punkcie lezacym na prostej y = x minimum, ktére wynosi 0.
Nie ma natomiast zadnego ekstremum wtasciwego. a

Przyktad 2.76. Funkcja stata okreslona w pewnym zbiorze otwartym ma
w kazdym punkcie tego zbioru ekstremum, ktére mozna uwazaé¢ badz za

minimum, badz za maksimum lokalne. Zadne z tych ekstreméw nie jest
wlasciwe. a

Twierdzenie 2.77. (Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego.)
Jezeli funkcja f(T) ma pochodne czqstkowe rzedu pierwszego w punkcie Dy i
ma w tym punkcie ekstremum, to dla kazdego 1 < i < n

Do) = 0.
Definicja 2.78. Punktp, € R", w ktérym dla kazdego 1 <i < n, f.,(Dy) =0
nazywamy punktem stacjonarnym funkcji f(T).

Na mocy twierdzenia 2.77 funkcja f(x) moze mieé ekstremum jedynie
w punktach stacjonarnych lub w tych punktach, w ktorych pochodna nie
istnieje. Jezeli natomiast funkcja f(Z) ma w pewnym obszarze pochodne
czastkowe rzedu pierwszego, to moze ona mie¢ ekstremum tylko w swych
punktach stacjonarnych.

Przyklad 2.79. Funkcja f(z,y) = 22 + y* — 22 + 4y + 5 posiada pochodne
czastkowe na calej plaszczyznie R%. Punkty stacjonarne znajdujemy przy-
rownujac pochodne czastkowe pierwszego rzedu do zera:

of
— =2r—2=0,
Ox v
of
— =2y+4=0.
dy vyt
7 powyzszego ukladu otrzymujemy, ze x = 11 y = —2. Zatem jedynym

punktem stacjonarnym funkcji f jest p, = (1,—2). Tylko w tym punkcie
funkcja f moze mieé¢ ekstremum. Z przyktadu 2.72 wynika, ze funkcja posiada
w tym punkcie minimum. a
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Warunek konieczny istnienia ekstremum funkeji dwoch zmiennych nie jest
warunkiem wystarczajacym istnienie ekstremum lokalnego.

Przyktad 2.80. Funkcja f(z,y) = zy ma w punkcie p, = (0,0) obie
pochodne czastkowe rowne (. Natomiast nie ma w tym punkcie ekstremum,
gdyz ma wartosci dodatnie w pierwszej i trzeciej éwiartce ptaszezyzny R2,
za$ ujemne w ¢wiartce drugiej i czwarte;j. a

Ekstrema lokalne funkcji dwéch zmiennych.

Twierdzenie 2.81. (Warunek wystarczajacy istnienie ekstremum lokalnego
funkcji dwoch zmiennych.)

Jezeli funkcja f(x,y) jest klasy C* w pewnym otoczeniu punktu py = (xo, yo),
a ponadto:

e f.(py) =0 oraz fy(ﬁo) =0,

=\ . fea(Do)  fey(Do)
* Welpo) = det( FoaB0) Ty(B0) ) >0,

to funkcja f ma w punkcie p, ekstremum lokalne: maksimum, gdy fu..(py) < 0,
a minimum, gdy f..(Dy) > 0.
Funkcja nie ma ekstremum w punkcie py, gdy Wa(p,) < 0.

Twierdzenie 2.81 nie roztrzyga, czy w punkcie p, istnieje ekstremum, gdy
Wa(p,) = 0.

Przyktad 2.82. Funkcja f(z,y) = e%(x + y*) ma w punkcie p, = (—2,0)
minimum, przy czym fp., = f(—=2,0) = O

Przyklad 2.83. Funkcja f(x,y) = e *(z + y?) ma jeden punkt stacjonarny
Do = (1,0), w ktérym W5(1,0) < 0, zatem funkcja f nie ma ekstreméw
lokalnych. a

Przyklad 2.84. Funkcja f(x,y) = 23 — 9% ma jeden punkt stacjonarny
= (0,0), w ktérym W5(0,0) = 0 i nie ma ekstreméw lokalnych. O

Przyklad 2.85. Funkcja f(z,y) = 2! + y* ma jeden punkt stacjonarny
Do = (0,0), w ktérym W5(0,0) = 0 i ma w tym punkcie minimum lokalne. O
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Znajdywanie najwiekszej lub najmniejszej wartosci funkcji.

Niech funkcja f(Z) bedzie okreslona w obszarze D C R™. Jezeli w pewnym
punkcie 7, € D tego obszar funkcja f(Z) przyjmuje swa warto$¢ najwicksza
(najmniejsza), to w punkcie tym ma ona maksimum (minimum). Zatem
funkcja okreslona w obszarze D moze osiagaé swa wartos¢ najwieksza (naj-
mniejsza) jedynie w tych punktach, w ktérych ma ekstremum.

Jezeli natomiast funkcja f(T) jest okreslona w obszarze domknietym D C
R™, to moze przyjmowaé¢ warto$¢ najwieksza (lub najmniejsza) nie tylko w
punkcie, w ktérym ma ekstremum, lecz takze na brzegu obszaru D.

Jezeli funkcja f(Z) jest ciagta w obszarze domknietym D, to na mocy
twierdzenia Weierstrassa o osiaganiu kresow (tw.2.29), przyjmuje ona w pew-
nym punkcie tego obszaru swa warto$¢ najwieksza (najmniejsza). Punktami
tymi sa wowczas badz punkty ekstremalne, badz punkty brzegowe. W zadnym
innym punkcie obszaru domknietego D funkcja nie moze przyjmowaé ani
wartosci najwiekszej ani wartosci najmniejszej.

Poszukujac najmniejszej badz najwiekszej wartosci funkceji wystarczy og-
raniczy¢ sie do zbadania ekstreméw danej funkcji w punktach wewnetrznych
obszaru D a nastepnie zmiennosci funkcji na brzegu tego obszaru.

Badanie funkcji dwoch zmiennych na brzegu obszaru D sprowadza sie do
badania zmienno$ci funkcji jednej zmiennej. W celu zbadania jakie funkcja
f przyjmuje wartosci na brzegu D dzielimy ten brzeg (o ile to mozliwe) na
skoniczong liczbe krzywych o réwnaniach typu:

y=g(z), a<z<p lub z="h(y), y<y<J.

Wzdtuz kazdej krzywej nasza funkcja przechodzi odpowiednio w funkcje
tylko jednej zmiennej x: f(z,g(x)) lub y: f(h(y),y). Jezeli brzeg obszaru
dany jest réwnaniami parametrycznymi: x = z(t), y = y(t) dla a < t < 3, to
na tym brzegu funkcja f jest funkcja jednej zmiennej t: f(t) = f(x(t), y(t)).

Przyktad 2.86. Funkcja f(z,y) = 2%y(2 — x — y) rozpatrywana w tréjkacie

T={(z,y) eR*|0< 2, 0<y, v+y < 6} przyjmuje wartos¢ najwicksza
1

, 3) natomiast wartos¢ najmniejsza w punkcie p, = (4,2).

+ oraz f(4,2) = —128. O

w punkcie p; = (1
Przy czym f(1, %)
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Ekstrema lokalne funkcji n-zmiennych.
Definicja 2.87. Niech dla 1 <1i,7 <n, a;; € R. Wielomian
F(hl, hg, ey hn) = Z Clijhihj = Z Z aijhlhg
ij=1 i=1j=1
nazywamy forma kwadratowa n-zmiennych hy, ho, ... hy,.

Przyklad 2.88. Dlan =2
F(hy, hy) = anh% + ajpasihihy + amh%.

O

Definicja 2.89. Forma kwadratowa F(hy, h, ..., hy,) jest okreslona dodat-
nio (ujemnie), jezeli dla kazdego niezerowego wektora (hy,ha, ..., hy,) €
R"”, F(hl,hg,...,hn) >0 (F(hl,hg,...,hn) < 0)

Jesli istniejq wektory (hy, by, ... k), (h], by, ... h,) € R™ takie, Ze

F(hy,hy, ..., h,) > 0 oraz F(h}, hy,...,h,) < 0, to forma kwadratowa F

jest nieokreslona.

Przyklad 2.90. Forma kwadratowa trzech zmiennych
F(hy, ho, h3) = 3hi 4+ 2h3 + 2hihy + h3 = (hy + he)? + 213 + h3 + h}
jest okreslona dodatnio, a forma kwadratowa czterech zmiennych
F(hy, ha, hs, hy) = —h3 — 2h35 — 3h; — h]

jest okreslona ujemnie. a

Twierdzenie 2.91. (Sylvester’a ?) Forma kwadratowa

F(h1,h27 .- '7hn> = Z az‘jhihj

1,7=1

9James Sylvester (1814-1897) - matematyk angielski
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jest okreslona dodatnio wtedy @ tylko wtedy, gdy dla kazdego k = 1,2,...,n
wszystkie wyznaczniki

ay; a2 ... Qig
Wi, = det as1 Qg ... Qo
ap1 Qga .. Qpk
sq dodatnie. Natomiast forma F(hq, ha, ..., hy) jest okreslona ujemnie, wtedy

i tylko wtedy, gdy dla kazdego k =1,2,...,n, (=1)*W}, > 0.

Twierdzenie 2.92. (Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum.)

Jezeli funkcja f(T) jest klasy C* w pewnym otoczeniu punktu p, € R™, spelnia
dla kazdego 1 < i < n warunek f.,(D,) = 0 oraz forma kwadratowa (rézniczka
zupetna drugiego rzedu funkcji f w punkcie p,)

n 82 =
F(hh ha, ..., hn) = de@o) = Z asz(a];?j)

ij=1

hih;

jest okreslona dodatnio (ujemnie), to funkcja f(T) ma w punkcie py minimum
(maksimum) lokalne.
Jesli forma F' jest nieokreslona, to funkcja f(T) nie ma ekstremum w punkcie

Do-

Przyklad 2.93. Jezeli funkcja f(z,y) jest klasy C? w pewnym otoczeniu
punktu stacjonarnego p, € R? oraz dla kazdego niezerowego wektora (h, k) €
R?, rézniczka zupeta drugiego rzedu funkcji f w punkcie p,

0*f (Po) 0*f(Po) ,, , 0°f(Po)
F(h,k) = d*f(p,) = Ch?+2 0> hk 02 k2
jest dodatnio (ujemnie) okreslona to funkcja f posiada w punkcie p, minimum
(maksimum) lokalne. 0

Przyktad 2.94. Jezeli funkcja f(x,y, z) jest klasy C* w pewnym otoczeniu
punktu stacjonarnego p, € R? oraz dla kazdego niezerowego wektora
(hy, ha, hy) € R3, rézniczka zupelna drugiego rzedu funkcji f w punkcie p,

9 f (Do)
ox?

9 f(py)
Oy?

021 (p
F(h1,ha, hs) = d* f(po) = Wi+ hi + 5,550)

h3+
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0*f (o) 0*f (o) 9*f (o)
2 hiho + 2 hihs + 2 hah
* 0xdy iz + dxdz + 0yoz 2
jest dodatnio (ujemnie) okreslona to funkcja f posiada w punkcie p, minimum
(maksimum) lokalne. O

Przyklad 2.95. Z przykladu (2.82) wiemy, ze punkt p, = (—2,0) jest
punktem stacjonarnym funkcji f(z,y) = e (x4 y?). Ponadto dla h, k takich,
ze h? + k% > 0,

0 f (o) 1), 971 ([P) L2, 2
&’ f(py) = Ch?+2 © hk Uk = R+ 2K

/(o) Ox? * Oxdy * oy? 2e * et 0
czyli forma F(h,k) = d*f(p,) jest okredlona dodatnio. Zatem funkcja f

posiada w punkcie p, minimum. a

Przyklad 2.96. Funkcja f(z,y, 2) = 2> —22—y3+3y+52% posiada w punkcie
p; = (1,—1,0) minimum, f,.;, = f(1,—1,0) = —3. Natomiast funkcja f nie
ma ekstremum w punkcie stacjonarnym p, = (1, 1,0). O

Whiosek 2.97. Jezeli funkcja f(x,y,2) jest klasy C* w pewnym otoczeniu
punktu stacjonarnego p, € R3 oraz

Wl(ﬁo) = fz:v(pO) >0 (Wl(ﬁO) < 0)7

M — fm@o) f:ry(po) _
Wo(py) := det FoBe) ol > >0 (Wa(p,) > 0),

fex(@o)  fuy(Po)  fuz(Po)
W3<p0) := det ( fy:ﬁ(po) fyy(po) fyZ(pO) ) >0 (W3(T90> < O)?
fzx(po) ny(T)O) fzz(po)

to funkcja f ma w punkcie p, minimum (maksimum) lokalne.
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2.4 Funkcje uwiklane.

Niech F(z,y) bedzie funkcja ciagta okreslona w pewnym obszarze D C R?
i niech A C D bedzie zbiorem takich punktow tego obszaru, w ktérych
F(z,y)=0.

Definicja 2.98. Funkcja uwiktanag okreslona przez warunek F(xz,y) = 0
nazywamy kazda funkcje y = f(x) spelniajaca warunek F(x, f(x)) = 0.

Z postaci F'(z,y) = 0 funkcji uwiktanej korzystamy w tych przypadkach,
gdy przejscie do postaci jawnej, czyli do wzoru y = f(x) jest niemozliwe lub
praktycznie nieprzydatne. Funkcje okreslona w sposéb jawny wzorem y =
f(z) mozna zawsze traktowaé jako funkcje uwiktana, okreslona réwnaniem

Roéwnanie F(z,y) = 0 moze okresla¢ dokladnie jedna funkcje uwiktana,
a moze takze okresla¢ nieskonczenie wiele funkcji uwiktanych.

2

Przyklad 2.99. Réwnanie y — 2 = 0 okredla doktadnie jedna funkcje

uwiklang y = 22 a

Przyktad 2.100. Funkcja y = v/1 — 22 jest funkcjg uwiktang, okreslong w
przedziale [—1, 1] réwnaniem

F(z,y) =2" +y* - 1=0, (2.4)

poniewaz dla kazdego x € [—1, 1] spetniony jest warunek 2?+(y/1 — 22)?>—1 =
0.

Funkcja y = v/1 — 22 nie jest jedyna funkcja uwiktana okreslona w przedziale
[—1,1] za pomoca réownania (2.4). Funkcji takich jest nieskoriczenie wiele,
przy czym tylko dwie z nich sg ciaggle w tym przedziale: y = /1 — 22 i

y=—1-—2x2 a
Nie kazde rownanie F'(x,y) = 0 okresla funkcje uwiktana.

Przyklad 2.101. Réwnanie 2% + y*> + 1 = 0 nie okresla zadnej funkcji. O

Twierdzenie 2.102. (O istnieniu i jednoznacznosci funkcji uwiktane;j.)
Jezeli funkcja F(z,y) jest klasy C* w pewnym otoczeniu O(Py; 1) punktu Py =
(0, Y0) oraz
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e F(py) =0,

o Fy(py) #0

to w pewnym przedziale (xog— 9, xo+9) istnieje doktadnie jedna ciggla funkcja
uwiktana y = f(x) okreslona za pomocq réwnania F(x,y) = 0 i spelniajaca
warunek f(zo) = yo-

Jezeli spetnione sa zalozenia twierdzenia 2.102, to réwnanie F'(x,y) =0
jest rownaniem krzywej przechodzacej przez punkt p, = (zo,¥o0), ktéra w
pewnym otoczeniu tego punktu pokrywa sie z wykresem funkcji y = f(z),
spetniajacej réwnanie F'(x,y(z)) = 0.

Przyklad 2.103. Funkcja F(x,y) = 2¥—y jest klasy C'' w kazdym otoczeniu
punktu p, = (1,1) lezacym w poétptaszezyznie © > 0 oraz F(1,1) = 0 i
F,(1,1) = —1. Zatem istnieje doktadnie jedna funkcja uwiktana y = f(z),
okreslona w pewnym przedziale (1 — §,1 + §) réwnaniem z¥ —y = 0 i
spelniajaca warunek f(1) = 1. Podanie wzoru okreslajacego te funkcje w
sposéb jawny nie jest mozliwe, poniewaz nie potrafimy rozwigza¢ réwnania
x¥ —y = 0 wzgledem niewiadomej . O

Pochodne funkcji uwiklanej.

Twierdzenie 2.104. (O pierwszej pochodnej funkeji uwiklane;j.)
Jezeli funkcja F(z,y) jest klasy C' w pewnym otoczeniu O(py; 1) punktu Py =
(0, Y0) oraz

e F(py) =0,

e Fy(py) #0

to ciggla funkcja wwiklana y = f(x) dana réwnaniem F(x,y) = 0 ma w
pewnym przedziale (xg — d,y0 + ) ciagla pochodng wyrazong wzorem:

Folz, f(x)) _ Fe(z,y)
(@) = -5 =% . (2.5)
y(@, f(x)) y(7,y)
Twierdzenie 2.105. (O drugiej pochodnej funkcji uwiktanej.)
Jezeli funkcja F(x,y) jest klasy C? w pewnym otoczeniu O(Py; 1) punktu py =
(o, yo) oraz

/

y =f
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e F(py) =0,

o Fy(py) #0

to ciggla funkcja wwiklana y = f(x) dana réwnaniem F(x,y) = 0 ma w

pewnym przedziale (zo — 0,y0 + 0) ciagla druge pochodna, ktora wyraZa sie
wzorem:

" " FmFy2 — 2F, F,F, + F,,F?

_ i )

(2.6)

Jezeli funkcja F'(x,y) jest klasy C™ w pewnym otoczeniu O(py; r) punktu
Do = (z0,y0) oraz F(p,) = 01 F,(p,) # 0 to istnieje w pewnym otoczeniu
punktu zy ciggta pochodna rzedu m funkcji uwiktanej danej réwnaniem
F(z,y) =0.

Wzory (2.5) 1 (2.6) pozwalaja oblicza¢ pierwsza i druga pochodna funkcji
uwiklanej y = f(x) danej réwnaniem F(x,y) = 0 bez rozwiazywania tego
rownania.

Przyktad 2.106. Réwnanie F(z,y) = 22 + 4y? — 4 = 0 okredla w pewnym
otoczeniu punktu zp = 0 dokladnie jedna ciagta funkcje uwiktana y = f(x)
spetniajaca warunek f(0) = 1. Ponadto:

Ekstrema funkcji uwiktanej.

Twierdzenie 2.107. Jezeli funkcja F(z,y) jest klasy C* w pewnym otoczeniu
O(po; r) punktu Py = (zo, yo) oraz
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Fa(Po)
¢ Fy@oo) 7& 0

to ciggla funkcja vwiklana y = f(x) okreslona réwnaniem F(x,y) =0 ma w

punkcie xo ekstremum lokalne.

W przypadku, gdy % Frz (b 0)) > 0, to w punkcie xy funkcja uwiklana y = f(z)

ma maksimum oraz fmaz = f(xo) = vo.

Gdy Fao pO) < 0, to w punkcie xoy funkcja vwiktana y = f(x) ma minimum

oraz fmm = f(z0) = vo.

Réwnosé Fi(p,) = 0 jest warunkiem koniecznym, a nier6wnosé F,,.(p,) #
0 jest warunkiem wystarczajacym istnienia w punkcie zy ekstremum funkeji
uwiktanej.

Przyklad 2.108. Funkcja uwiklana dana réwnaniem x? — 22y — 3y +4 = 0
ma minimum w punkcie 1 = 11 f;, = f(1) = 1 oraz maksimum w punkcie

Ty = =11 frnae = f(—1) = —1. O

Funkcje dwdch lub wiecej zmiennych moga by¢ takze okreslone w sposob
uwiklany za pomoca rownania F(xq,xs, ..., Ty, 2) = 0.

Przyktad 2.109. Réwnanie 22+1%+22—1 = 0 okresla w obszarze domknietym
A= {(z,y) € R* | 2% + y? < 1} dwie ciagte funkcje uwiktane:

z=+1—2?—y?oraz z = —/1 — 2% — 4. O

2.5 Ekstrema warunkowe.

Niech f(Z) i g(Z) beda funkcjami okre$lonymi i ciagtymi w pewnym obszarze
D c R™. Niech ponadto A ={z € R" | g(T) = 0} oraz p, € A.

Definicja 2.110. Funkcja f ma w punkcie p, ekstremum warunkowe
przy warunku g(T) = 0, jezeli funkcja fra : DN A — R obcigta do zbioru A
ma w tym punkcie ekstremum lokalne.

Jedli funkcje f(z,y) i g(z,y) dwoch zmiennych sa klasy C* w otoczeniu
punktu py i g,(Py) # 0, to zgodnie z twierdzeniem 2.102 o istnieniu i jednoznacznosci
funkcji uwiktanej istnieje doktadnie jedna ciagta funkcja uwiklana y = y(x)
okreslona w pewnym otoczeniu punktu p, za pomoca réwnania g(x,y) = 0.
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Zatem znalezienie ekstreméw funkeji f przy warunku g(z,y) = 0 sprowadza
sie do znalezienia ekstreméw funkcji ztozonej jednej zmiennej:

F(z) = f(z,y(x)).

Ekstremum funkcji F(z) = f(x,y(x)) istnieje w punktach, w ktérych
F/:fx+fyy/ = 0.

Poniewaz y = y(z) jest funkcja uwiktang réwnaniem g(z,y) = 0, toy = —Z—z,
stad
F’ _ fxgy - fygz.
9y
Zatem funkcja f moze mie¢ ekstremum przy warunku g(z,y) = 0 tylko w
takich punktach T € R?, w ktérych ¢(T) = 0 oraz

f2(@)9y(T) = 1,(T)92(T) = 0. (2.7)

Definicja 2.111. Punktp, € R", w ktéorym funkcja f moze miec ekstremum
przy warunku g(py) = 0 nazywamy krytycznym punktem warunkowym.

Metoda mnoznikéw Lagrange’a.

Punkty, w ktorych jest mozliwe ekstremum funkcji f(z,y) przy warunku
g(x,y) = 0 mozna wyznaczy¢ w nastepujacy sposob.

Niech ®(z,y) := f(x,y)+ Ag(z,y) bedzie funkcje dwbch zmiennych, gdzie
A jest parametrem. Zauwazmy, ze na zbiorze A = {T € R" | ¢(Z) = 0} funkcje
® i f sa rowne, zatem maja te same ekstrema. Ekstreméw funkcji ®(z,y)
szukamy przyrownujac do zera pochodne czastkowe tej funkcji. Réwnanie
(2.7) jest wynikiem rugowania parametru A z réwnan:

92 @) = (@) + Aaul@) = 0 (2.8)
0d _ _
5, (@) = 1u(@) + dgy(x) = 0. (2.9)

Do réwnan (2.8) i (2.9) dotaczamy warunek g(z,y) = 0 i otrzymujemy
uktad trzech réwnan z trzema niewiadomymi x, y i A. Punkty p, = (x,y) sa
szukanymi punktami krytycznymi.



Matematyka II IChiP- konspekt wyktadu cz.1 42

Przyktad 2.112. Funkcja f(z,y) = zy? przy warunku = +y = 1 ma dwa

krytyczne punkty warunkowe: p;, = (1,0) oraz p, = (3, 2). O

Opisana dla funkcji dwéch zmiennych metode mozna uogélni¢ na przypadek
funkcji n-zmiennych.

2.6 Powierzchnie o réwnaniu F(x,y,z) = 0.

Niech F(x,y, 2) bedzie funkcja klasy C' w obszarze D C R? i niech pochodne
czastkowe tej funkcji nie beda jednoczesnie réwne zero w pewnym punkcie

Po = (%040, 20) € D (tan. ((Fu(By))* + (Fy(Po))* + (Fx(Po))* # 0), w ktérym
F(zg, 40, 2z0) = 0. Woéwczas rownanie F(x,y, z) = 0 przedstawia pewna powierzchnie
przechodzaca przez punkt pj.

Plaszczyzna styczna do powierzchni F(z,y,z) = 0 w punkcie p, ma
réwnanie:
oF oF oF ,_
g(Po)@ — o) + @(pO)(y — Yo) + @(Po)(z — 29) =0.

Prosta normalna do tej powierzchni w punkcie p, ma przedstawienie parametryczne:
r =z + F,(Py)t
Yy =yo + Fy(Po)t
z=2zy+ F.(py)t, t €R.
Przyktad 2.113. Réwnanie plaszczyzny stycznej do powierzchni kuli
2?4+ y* + 2* = r? w punkcie p, = (0, Yo, 20) ma postac:

2x0(x — o) + 2yo(y — yo) + 220(2 — 20) = 0, czyli

Tox + Yoy + 202 = w2+ Y2 + 22 =12

O
2.7 Jakobian.
Niech dany bedzie uktad n funkcji n zmiennych wuq, us, ..., Uy,:
Ty = ng(Ul,UQ, v 7un)7
IQIQOQ(UI,U,Q,...,UTL), (210)
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okreslonych w pewnym obszarze A C R".
Zbiér punktow

D :={(z1,29,...,2,) € R" | z; = pi(ug,ug, ..., uy,), (ug,us,...,u,) € A}

nazywamy obrazem zbioru A przy przeksztalceniu (2.10).

Uktad funkcji (2.10) przyporzadkowuje kazdemu punktowiw = (uq, ua, ..., u,) €
A pewien punkt T = (zy,29,...,2,) € D. Okreslone jest w ten sposéb
odwzorowanie ¢ : A — D opisane przez funkcje (2.10).

Powiemy, ze przeksztalcenie @ jest ciagte (r6zniczkowalne), jesli wszystkie
funkcje ¢; sa ciagle (maja ciagle pochodne czastkowe) w obszarze A.

Definicja 2.114. Niech przeksztatcenie ® : A — D okreslone przez uktad
(2.10) bedzie rozniczkowalne. Wyznacznik:

Oz Oz1 Oy
J(@) = 22T gy | ow ow 0 ou
8(u1,u2,...,un)

nazywamy jakobianem ukladu (2.10) lub wyznacznikiem funkcyjnym Jacobiego
10

Przyklad 2.115. Dla n = 2 jakobian uktadu

jest réwny

Przyklad 2.116. Dla n = 3 jakobian uktadu

x = ¢1(u, v, w)
Yy = g02(u,v,w)
z = @3(u,v,w)

10Carl Jacobi (1804-1851) - matematyk niemiecki
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jest réwny o o o
X X €T
d(x,y, 2 Ju  gu Qu
M =det | o 2% g%
a(ua v, 'LU) oz % Oz
ou Ov Ow

O

Twierdzenie 2.117. Jesli jakobian uktadu (2.10) jest rézny od zera w pewnym
punkcie p, € A, to istnieje takie otoczenie O(Dy; 1) punktu by, ze odwzorowanie
® jest w tym otoczeniu roznowartosciowe.

Twierdzenie 2.118. Jesli odwzorowanie ® : A — D okreslone przez ukiad
(2.10) jest przeksztalceniem rézniczkowalnym o jakobianie J(®) réznym od
zera w obszarze A, to istnieje rozniczkowalne odwzorowanie odwrotne

d~1: D — A okreslone przez uktad:

Uy = fl(xlax27 cee 7xn)7
U2 = f2<xlax27 S 7'rn)7
Up = fn(x17x27 7xn)

Ponadto

Przyklad 2.119. Para funkcji
=1 (u,v) =u—2v
y=p2(u,v) =u+v (2.11)

odwzorowuje wnetrze kwadratu A = {(u,v) | 0 < v < 1,0 < v < 1} na
plaszczyZnie OUV na wnetrze kwadratu D = {(z,y) |0 <z +y < 2,-2 <
x —y < 0} na plaszczyznie OXY.
Jakobian uktadu (2.11) wynosi:

d(z,y) & & 1 -1

= =det | gu = det =2#0.

o) NV E G )T 0 )72
Do odwzorowania ® : A — D okreslonego przez uktad (2.11) istnieje odwzorowanie
odwrotne ®~! : D — A okreslone para funkcji:

<

1 1
u= fi(z,y) = §$+ 5Y
1 1
U= f2(x7y) =—5T+ ;Y.

2 2
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Jakobian tego uktadu wynosi:

o ou  u 101 1 1
8( ):det<g§f %)Zdet<_21 %>:2:8(wy)'
(*1'7 y) Ox Oy 2 2 3(uzv)
O
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