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1 Catka podwdjna.

1.1 Calka podwdjna w prostokacie

Niech f bedzie funkcja dwoch zmiennych okreslona i ograniczona w prostokacie
domknigtym P = {(z,y) € R? | a < x < b, ¢ < y < d}. Podzielmy
prostokat P na n dowolnych prostokatéw domknietych P, k =1,2,...,n,0
roztacznych wnetrzach, ktorych dtugosci przekatnych sa odpowiednio rowne
dj a pola AP,. Podzial ten oznaczmy symbolem A,,.
Liczbe 0, := max d; nazwiemy $rednica podziatu A,,.

Ciag podzialéw (A,) nazywamy ciggiem normalnym podzialow, jezeli
odpowiadajacy mu ciag $rednic (,) dazy do zera.

Dla danego podziatu A,, z wnetrza kazdego prostokata P, wybieramy
dowolnie punkt p, = (2, yx). Sume

Sp 1= Z f(ﬁk)APk’
k=1

nazywamy suma catkowa funkcji f w prostokacie P.
(Dla danego podziatu A,,, wybierajac na dwa rézne sposoby punkty p, € Py
mozemy otrzymaé dwie rézne sumy caltkowe.)

Definicja 1.1. Jezeli dla kazdego normalnego ciggu podziatow prostokqta
P, kazdy (niezaleznie od wyboru punktéw Dy, ) ciag sum catkowych (S,) jest
zbiezny zawsze do tej samej granicy wtasciwej, to granice te nazywamy catka

*Matematyka II IChiP- konspekt wyktadu cz.I1
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podwdjna funkcji f w prostokacie P i oznaczamy symbolem [ [ f(x,y)do.
P

Zatem

[ [ s £ jim S F@IAP
> k=1

on
Definicja 1.2. Jezeli calka [ [ f(x,y)do istnieje, to mowimy, ze funkcja f
P
jest catkowalna (w sensie Riemanna) w prostokqcie P.

Istnienie calki [ [ f(x,y)do zapewnia, ze kazde dwie sumy catkowe réznia

sie dowolnie mato, jezeli tylko srednice podziatow, dla ktoérych zostaty one
utworzone, sa dostatecznie mate.

Warunek, by pola AP, prostokatéw Py, dazyty do zera jest niewystarczajacy
by $rednice dj dazyty do zera. Jesli natomiast srednice prostokatow Py daza
do zera, to ich pola réowniez.

Przyktad 1.3. Niech funkcja f(x,y) = 1 bedzie okreslona w prostokacie P.
Dla dowolnego podziatu A,, suma catkowa

Sp=Y AP, =|P|.
k=1
Zatem caltka podwojna [ [ 1do réwna jest polu prostokata P. a
P

Przyktad 1.4. Niech funkcja f(z,y) = ¢ > 0 bedzie okreslona w prostokacie
P. Dla dowolnego podziatu A,

S,=> cAP,=c|P|.
k=1

Zatem calka podwdjna [ [ cdo réwna jest objetosci prostopadtoscianu o polu
P

podstawy | P | i wysokosci c. O

Przyktad 1.5. Niech funkcja f(z,y) > 0 bedzie ciagla w prostokacie P.

Dla dowolnego podziatu A, suma catkowa S, réwna jest sumie objetosci

prostopadtoscianéw o polach podstawy APy i wysokosciach f(p,), dla k =

1,2,...,n. Zatem catka podwojna [ [ f(z,y)do rowna jest objetosci bryty
P

ograniczonej ptaszczyznami z = 0, x = a, x = b, y = ¢, y = d oraz
powierzchnia o réwnaniu z = f(z,y). O
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Przyklad 1.6. Jezeli funkcja f jest gestoscia powierzchniowa masy prostokata
P, to catka podwdjna [ [ f(x,y)do wyraza mase tego prostokata. a
P

Przyktad 1.7. Jezeli funkcja f jest gestoscia powierzchniowsa tadunku elekt-
rycznego, roztozonego na prostokacie P, to calka podwdjna [ [ f(x,y)do
P

wyraza catkowity tadunek elektryczny tego prostokata. O

Twierdzenie 1.8. Funkcja ciggla w prostokqcie domknictym jest w tym
prostokqcie catkowalna.

Twierdzenie 1.9. Funkcja ograniczona w prostokqcie domknietym oraz ciqggta
w tym prostokqcie z wyjgtkiem zbioru punktow tego prostokqta, ktorego pole
jest rowne zero, jest w tym prostokqcie catkowalna.

W szczegdlnym przypadku zbiér punktéw nieciggtodci funkeji f moze by¢
suma skonczonej liczby krzywych postaci y = y(z) lub z = x(y), gdzie funkcje
y(x) oraz x(y) sa ciagle w pewnych przedziatach.

Funkcja nieograniczona nie jest catkowalna.

Twierdzenie 1.10. (O liniowosci calki.)
Jezeli dwie funkcje f i g okreslone w prostokqcie P sq catkowalne, to ich

suma [ + g, roznica f — g oraz iloczyn fg sa calkowalne. Przy czym dla
a,beR

//(af(%y) + bg(x,y))do = a//f(ﬂc,y)doib//g(x,y)da-

Ponadto, jesli dla kazdego (z,y) € P, f(x,y) < g(x,y), to

//f(m,y)da < //g(a‘:,y)da.

Twierdzenie 1.11. ( O addytywnosci catki wzgledem obszaru catkowania.)
Jezeli prostokat P podzielimy na dwa prostokaty Py i P, za$ f(x,y) jest
funkcjq catkowalng w prostokqcie P, to jest takze catkowalna w prostokqtach
Py 1 Py, przy czym

[ t@wo=[ [ fayido+ [ [ fayao
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Twierdzenie 1.12. Jezeli funkcja [ jest ciggla w prostokqcie P oraz

M = sup f(x,y) im:= inf f(z,y), to
(z,y)€P (z,y)eP

m|P|<//f(:p,y)da<M|P|.
P

Twierdzenie 1.13. (Twierdzenie catkowe o wartosci sredniej. )
Jezeli funkcja f jest ciqggla w prostokqcie P, to istnieje taki punkt ¢ € P, zZe

| [ faydo =51 Pl

[ | f@y)de
: p
Liczbe P
P.
Symbol do bedziemy czesto zastepowaé oznaczeniem dxdy.

nazywamy wartoscia $rednia funkcji f(z, y) w prostokacie

1.2 Calki iterowane.

Niech f bedzie funkcja okreslong i ograniczona w prostokacie domknietym
P={(z,y) e R% | a <2 <b ¢ <y < d}inieh dla kazdego a <

d
x < b istnieje catka pojedyncza [ f(z,y)dy. Jest ona wtedy funkcja zmiennej
C

x, okreslona w przedziale a < x < b. Jezeli funkcja ta jest catkowalna w
przedziale [a, b], to calke

/b(/df(fﬂ,y)dy)d:v (1.1)

b d
nazywamy catka iterowang funkcji f i oznaczamy [dx [ f(x,y)dy.

Analogicznie okreslamy calke iterowang
d b
/(/f(:r,y)dx)dy, (1.2)

d b
ktora oznaczymy [dy [ f(x,y)dz.
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Przyktad 1.14.

25

1 1
5 5
O/dy (1 —zy*)de = 0/(5 — 5y =5y — <y’ o=

O

b d d b
W przyktadzie 1.14 calki iterowane [dx [ f(z,y)dy oraz [dy [ f(z,y)dx
sa rowne. Nie jest to przypadek. Prawdziwe jest bowiem nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.15. (O zamianie catki podwojnej na catke iterowana.)
Jezeli funkcja f jest ciggla w prostokqcie P = {(z,y) € R* | a < = <
b, ¢ <y < d}, to obie calki iterowane (1.1) i (1.2) istnieja i sa réwne calce

podwognej. Zatem
b d
/dx/f(w,y)dy = //f(%y)d:rdy,
a c P

/d dy / fayyde = [ [ fa.y)dzdy.

(W tym przypadku warto$é calki iterowanej nie zalezy od kolejnosci catkowania.)

oraz

Przyktad 1.16. Catka podwéjna funkcji f(z,y) = x?y w prostokacie
P={(z,y) eR?* | 0< z<2,0<y<1} jest réwna :

1 2 12
//nydxdy = /(/ r*ydz)dy = /y(/ vidz)dy =
P 00 0 0

Analogicznie
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Przyktad 1.17. Zgodnie z przyktadem (1.5) objetosé bryty V ograniczonej
plaszczyznamiz = 0,2 = 1,2 = 2,y = 1, y = 3 oraz powierzchnia z = 22+1>
wyraza sie nastepujaco:

2

40

|V|://(x2+y2)dxdy—//x +3?) :E'
P 1

1.3 Calka podwéjna w obszarze normalnym.

Niech f bedzie funkcja okreslona i ograniczona w obszarze ograniczonym D C
R? oraz niech P = {(z,y) € R? | a < z < b,¢c < y < d} bedzie dowolnym
prostokatem domknietym zawierajacym obszar D. Rozwazmy funkcje f* ok-
reslong w prostokacie P nastepujaco:

flz,y), gdy (z,y) €D

fﬂ%y%:{a edy (z,y) € P\ D.

Catke podwojna funkcji f w obszarze D okreslamy w nastepujacy sposéb:

| [ @it [ [ £ (@y)do, (13)

oile catka [ [ f*(x,y)do istnieje. Méwimy wtedy, ze funkcja f jest catkowalna
P
w obszarze D. Calka [ [ f*(z,y)do nie zalezy od wyboru prostokata P.
P
Definicja 1.18. Obszar domknicty D C R? nazywamy obszarem normal-

nym wzgledem osi OX, jezeli istniejq funkcje ¢ i 1 zmiennej x, ciggle w
pewnym przedziale |a, b] takie, Ze

D ={(z,y) e R*|a <z <bp(x) <y <(x)}
oraz o(x) < Y(y) dla kazdego x € (a,b).
Analogicznie definiujemy obszar normalny wzgledem osi QY jako zbior
{(z,y) e R? | c <y <d,aly) <z < B(y)},

gdzie funkcje o i 3 zmiennej y sa ciagle w przedziale [c, d] oraz o(z) < B(x)
dla z € (¢, d).
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Przyklad 1.19. Obszarem normalnym wzgledem osi OX jest tarcza elipsy
wraz z brzegiem. Prostokat domkniety jest obszarem normalnym jednoczesnie
wzgledem osi OX i osi OY. O

Jezeli D = {(z,y) e R?* | a < x < b,p(x) < y < Y(z )} jest obszarem
normalnym wzgledem osi OX oraz ¢ := inf ¢(z)id := sup ¥(z), to

z€la,b] xz€|a,b]

DcCP={xzy) eR|a<z<bec<y<d} Jezeli funkcja f jest ciggla
w obszarze D to funkcja f* jest catkowalna w prostokacie P, poniewaz jest
w nim ciggta z wyjatkiem, co najwyzej punktéow potozonych na krzywych
y = p(x) oraz y = ().

Twierdzenie 1.20. Niech D = {(z,y) € R* | a < z < b, p(z) < y < ¥(x)}
bedzie obszarem normalnym wzgledem osi OX @ niech f bedzie funkcjq ciqagla
w obszarze D. Wowczas

b ()

//fxyda—//f a:ydydx—//fxydy (1.4)

Catke podwojna funkcji f, ciagltej w obszarze D normalnym wzgledem osi
OY obliczamy analogicznie jak w przypadku obszaru normalnego wzgledem
osi OX. Otrzymujemy wowczas

d By)

| [ fawdo= [( [ faydr)dy. (15)

¢ a(y)

W przypadku, gdy obszar D jest normalny zaréwno wzgledem osi OX jak i
wzgledem osi OY to prawdziwe sa oba wzory (2.1) oraz (1.5).

Przyklad 1.21. Catka podwdjna funkeji f(x,y) = 2%y w obszarze D ogra-
niczonym prostymi: z =0, y =1 — %a: oraz y = 2 — x wynosi:

2 2—x
1
//x2yd0 = /( / vydy)dr = 58
D 0 1—%x
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Definicja 1.22. Sume skoniczonej liczby obszaréw normalnych (wzgledem
0sit OX lub osi OY ) o parami rozlacznych wnetrzach nazywamy obszarem
regularnym na plaszczyzinie.

Twierdzenie 1.23. Niech obszar reqularny D bedzie sumq obszaréw nor-

malnych D1, Do, ..., D,, o parami roztgcznych wnetrzach i niech funkcja f
bedzie catkowalna w tym obszarze. Wowczas funkcja f jest takze catkowalna
w kazdym obszarze normalnym D;, i =1,2,...,m oraz

//f(x,y)daz//f(a:,y)d0+//f(x,y)d0+...+//f(x,y)da.

Dla obszaru regularnego D (w szczeg6lnosei normalnego wzgledem osi OX
lub osi OY") prawdziwe sa wszystkie twierdzenia sformutowane dla przypadku,
gdy D jest prostokatem.

Przyklad 1.24. Obszar D ograniczony prostymi: y —x =0,3z —y—2 =0
oraz x +y — 6 = 0 mozna podzieli¢ prosta y = 3 na dwa obszary

Dy ={(z,y) eR*| 1 <y<3,%y—|—% <z <y}oraz Dy = {(z,y) e R* |3 <
y < 4, %y+§ < z < 6—y} normalne wzgledem osi OY'. Stad catka podwdjna
funkeji f(x,y) = 2x + y w obszarze D wynosi:

//(QI + y)dxdy = / /(2:{: + y)dxdy + / /(Qx + y)dxdy =

3 Yy 4 66—y A0
:/( / (2x+y)dm)dy+/( / (2x + y)dx)dy = X
bogy+3 3 sy+3

O

Przyktad 1.25. Niech funkcja f(z,y) = 1 bedzie okreslona w obszarze
regularnym D. Catka podwojna [ [ 1do rowna jest polu obszaru D. a
D

Przyktad 1.26. Niech funkcja f(z,y) > 0 bedzie ciagta w obszarze regularnym
D. Catka podwéjna [ [ f(z,y)do réwna jest objetosci bryty
D

V ={(z,y,2) € R® | (x,9) € D,0 < 2z < f(x,y)} o podstawie D, ograni-
czonej powierzchnia bedaca wykresem funkeji z = f(x,y) oraz powierzchnia
walcowa, utworzona z prostych réwnolegltych do osi OZ i przechodzacych
przez brzeg obszaru D. O
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Przyktad 1.27. Niech funkcja f(z,y) bedzie gestoscia powierzchniowa masy
obszaru regularnego D.

e (Catka podwdjna

//f(-r,y)dcf

D
wyraza mase obszaru D.

e Calki
M, = /!yf(:p,y)dcr oraz M, := /[[xf(x,y)da

przedstawiaja momenty statyczne M, (wzgledem osi OX) oraz M,
(wzgledem osi OY) obszaru D.
o Catki
Bx = //’ny(ZE,y)dO', By = //$2f(l‘7y)d0'
D D

wyrazaja momenty bezwladnodci B, (wzgledem osi OX) oraz B, (wzgle-
dem osi OY) obszaru D.

o Calka
Mo:= [ [(@®+ ) f(,y)do
D

wyraza moment bezwladnosci obszaru D wzgledem srodka O = (0, 0)
uktadu wspotrzednych.

e Wspotrzedne $rodka masy obszaru D wyrazaja sie wzorami:

T e By R Bm
T T f@yde YT T y)de
D D

O

Przyktad 1.28. Moment bezwtadnosci wzgledem osi OX jednorodnego troj-
kata o masie m i wierzchotkach w punktach: p, = (0,0), p, = (a,0) i p3 =

(a,a), wynosi:
2
B, ://ngdO',
Joa
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gdzie D = {(z,y) e R* | 0 < 2 < a,0 <y < z}. Stad

2m a x
:T/(/?fdy)df:*
0 0

Przyklad 1.29. Niech V' bedzie bryla ograniczona powierzchniami:
z=2a2*4+y, z2=0, 2y = 4 oraz v +y = 5. Poniewaz z = 22 +y > 0 dla
punktéw (z,y) € D nalezacych do obszaru ograniczonego krzywymi zy = 4
oraz x + y = 5, zatem objetos¢ bryty V dana jest wzorem:

V= [ [ @+ y)dedy.

Obszar D jest normalny wzgledem obu osi. Jako normalny wzgledem osi OX
mozna go okresli¢ jako D = {(z,y) e R?* |1 < z < 4,% <y <5-—ux} Stad

r 63
|V|—//x+ydy =7

O
Przyktad 1.30. Objetos¢ bryty ograniczonej powierzchniami dwoch walcow:

22 +y? = r? oraz y? + 22 = r? réwna jest, z uwagi na symetrie tej bryly,
osmiokrotnej objetosci tej jej czesci, ktora lezy w pierwszej 6semce przestrzeni.

Zatem
|V |= 8//\/7‘2 — y2do,
D

gdzie D = {(z,y) e R* | 0 < 2 < v1r? — 42,0 < y < r}. Stad

|V|:8/( / de)dy:fr.



Rachunek catkowy funkcji wielu zmiennych. 11

1.4 Zamiana zmiennych w calce podwédjnej.

Twierdzenie 1.31. (O zamianie zmiennych w calce podwdjnej.)
Niech funkcja f bedzie okreslona, ciqgla i ograniczona w pewnym obszarze
reqularnym D C R? i niech przeksztatcenie

O:A— D, (u,v) = (x=¢(u,v),y = pa(u,v))

odwzorowuje réinowartosciowo wnetrze obszaru reqularnego A C R? na plasz-
czyZnie zmiennych u,v na wnetrze obszaru reqularnego D (odwzorowanie
brzegow moze nie byé 1-1). Zalézmy ponadto, Ze funkcje @1 i po sq klasy

O(z,y)
O(u,v)

C! na pewnym zbiorze otwartym zawierajgcym obszar A oraz jakobian
jest rozny od zera wewngtrz obszaru A.
Wowczas zachodzi nastepujacy wzor:

/Zf(x,y)dxdyZ/A/f(%(u,v),gaz(u,v))|g(fc,y)

(w,v) dudv.

Jezeli f(xz,y) =1 to

o1~ | funiy= | f[2e

Odpowiedni wybor zmiennych catkowania moze znacznie uproscic¢ obliczenia
calki. Decydujac sie na zamiane zmiennych staramy sie tak dobiera¢ przeksztatcenie
® : A — D, zeby obszar A byl jak najprostszy (najlepiej, aby byt normalny
wzgledem osi, gdyz wowczas mozna catke po obszarze A zamieni¢ na catke
iterowana). Nalezy przy tym zwr6cié uwage, zeby funkcja podcatkowa nie
ulegta na skutek tej zamiany zbytniemu skomplikowaniu.

dudv.

Przyktad 1.32. (Przesuniecie réwnolegle.)
Niech a,b € R. Przeksztatcenie

(u,v) — (r=u+a,y=v+0b)

odwzorowuje réznowartosciowo obszar A = R? na obszar D = R2. Ponadto

O(z,y) [ 10 ]
= det = 1.
01
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Stad
//f(fcvy)d:vdy = //f(u +a,v +b)dudv.
D A

Przyktad 1.33. (Przeksztalcenie podobienstwa.)
Niech a,b € R oraz ab # 0. Przeksztatcenie

(u,v) — (x = au,y = bv)

odwzorowuje réznowarto$ciowo obszar A = R? na obszar D = R?\ {(0,0)}.

Ponadto 5
(z,y) = det [ a 0 ] = ab.

0 b
Stad

//f(x,y)d:cdy://f(au,bv) |lab| dudv.
D A

Przyktad 1.34. (Przeksztalcenie biegunowe.)
Potozenie punktu p na plaszczyZnie mozna opisaé para liczb (¢, ), gdzie ¢
oznacza miare kata miedzy dodatnia czescia osi OX a promieniem wodzacym
punktu p natomiast r oznacza odlegto$é¢ punktu p od poczatku uktadu wspot-
rzednych. Pare liczb (¢, 7) nazywamy wspdlrzednymi biegunowymi punktu
plaszczyzny.

Przeksztatcenie

(u,v) — (z =7rcosp,y =rsing)

przeprowadza prostokat domkniety A = {(p,7)[0 < ¢ <27, 0 <r < R} na
koto D = {(z,y)|z* + y* < R?*}. Ponadto

d(z,y) _ et [ —rsing cosg

w2 2 0
u,v) rcos ¢ singp]_ rsin” o — rcos” 7.

Jakobian 224 jest rézny od zera wewnatrz obszaru A, stad
O(u,v) J Y

//f(x,y)dxdy://f(rcosgp,rsincp)rdgodr:7(ff(rcosgp,rsin<p)rdr)dgo.
D A 00
O
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Przyktad 1.35. Caltke podwdjna z funkcji f(x,y) = xy* po obszarze D =
{(x,y) € R*|z? + y* < 4, > 0} mozna obliczy¢ wprowadzajac wspotrzedne
biegunowe. Obszar D jest wowczas obrazem obszaru A = {(p,r) € R*|5F <
© < 5,0<r <2} Stad

3 2
64
//:cgfdxdy = //(r cos @) (r sin p)*rdedr = / dgp/'rA sin® ¢ cos pdr = T
D A S0
O

Przyklad 1.36. Z interpretacji geometrycznej catki podwojnej wynika, ze
objeto$¢ bryly ograniczonej powierzchniami z = z2+y? (paraboloida obrotowa),
z =0 oraz 2% + y? = 1 (walec obrotowy) okreslona jest wzorem:

//(x2 + y*)dxdy,

gdzie D = {(z,y) € R?|2? +4? < 1}. Dokonujac w rozwazanej calce zamiany
zmiennych na wspotrzedne biegunowe otrzymujemy

2

1
//(x2 +y*)drdy = //(r2 cos? ¢ + r? sin® )rdpdr = /T3dr / dp = g
D A 0 0
O

2 Catka potréjna

2.1 Calka potrdéjna na prostopadtoscianie

Niech f bedzie funkcjg trzech zmiennych okreslong i ograniczong w prosto-
padloscianie domknietym V = {(z,y,2) e R® |a <2 < b, c <y <d, p<
z < q}. Podzielmy prostopadioscian V' na n dowolnych prostopadoscianéw
domknietych Vi, k = 1,2,...,n, o roztacznych wnetrzach, ktorych dtugosci
przekatnych sa odpowiednio rowne dj, a objetosci AVj. Podzial ten oznaczmy
symbolem A,,. Liczbe §,, := max d; nazwiemy $rednica podziatu A,,.
Ciag (A,,) podzialéw prostopadloécianu nazywamy ciagiem normalnym

podzialéw, jezeli odpowiadajacy mu ciag $rednic (§,) dazy do zera.
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Dla danego podziatu A,, z wnetrza kazdego prostopadtoscianu Vj, wybieramy
dowolnie punkt p, = (g, Yk, 2x). Sume

S, =3 F()AV:
k=1

nazywamy sumag catkowa funkcji f w prostopadtoscianie V.
(Dla danego podziatu A,,, wybierajac na dwa rézne sposoby punkty p, € Vj
mozemy otrzymaé¢ dwie rozne sumy catkowe.)

Definicja 2.1. Jezeli dla kazdego normalnego ciagu podziatow (A,) prosto-
padtoscianu V', kazdy (niezaleznie od wyboru punktow py) ciag sum catkowych
(Sp) jest zbiezny zawsze do tej samej granicy wlasciwej, to granice te nazywamy
catkag potrojna funkcji f w prostopadioscianie V' i oznaczamy symbolem
[ ][ flx,y)dV. Zatem

i

/V//f(ﬂﬁ,y,z)dv = 51390]§Zn:1f(pk)AVk.

Definicja 2.2. Jezeli catka [ [ [ f(x,y, 2)dV istnieje, to mowimy, Ze funkcja
v

f jest catkowalna (w sensie Riemanna) w prostopadloscianie V.

Twierdzenie 2.3. Funkcja ciggla w prostopadloscianie domknietym jest w
tym prostopadio$cianie catkowalna.

Podobnie jak dla catek podwojnych dowodzi sie ogdlniejszego twierdzenia.

Twierdzenie 2.4. Jezeli funkcja f jest ograniczona na prostopadlo$cianie
domknietym oraz jest na tym prostopadtoscianie ciqgla z wyjgtkiem zbioru
punktow tego prostopadioscianu, ktorego objetosc jest rowna zero, to funkcja
f jgest catkowalna w tym prostopadto$cianie.

W szczegblnym przypadku zbior punktéw nieciagltoscei funkeji f moze by¢
suma skoniczonej liczby powierzchni okreslonych réwnaniami z = ¢(x,y),
y = (z,2) lub x = x(y, 2), gdzie funkcje ¢, 1, x sa ciaglte w odpowiednich
obszarach ptaskich ptaszczyzn OXY, OXZ i OY Z.

Analogicznie jak dla funkcji dwéch zmiennych, dla funkcji trzech zmiennych
prawdziwe sg twierdzenia o liniowo$ci catki oraz o addytywnosci catki wzgledem
obszaru calkowania a takze twierdzenie catkowe o wartosci sredniej.
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Twierdzenie 2.5. (Twierdzenie catkowe o wartosci $redniej.)
Jezeli funkcja f jest ciggla w prostopadtoscianie V', to istnieje taki punkt

ceV, ze
| ][ fay.mav =@ v,

gdzie | V' | oznacza objetosé prostopadtoScianu V.
[ [ [ f@yz)av
Liczbe —~ 4
topadtoscianie V.

nazywamy wartoscia $rednia funkeji f(z,y, z) w pros-

Twierdzenie 2.6. (O zamianie calki potrojnej na calke iterowana.) Jezeli
funkcja f jest ciggla w prostopadlocianie domknietym V = {(x,y,z) € R? |
a<z<b c<y<d p<z<ygq},to

///f(a:,y,z)dv = /b(/d(/qf(%y,Z)dz)dy)dx.

Zauwazmy, ze przy zalozeniu ciagtosci funkcji f wartosé catki [ [ [ f(z,y, z)dV
1%

nie zalezy od kolejnosci catkowania. Zatem powyzszy wzor mozna zapisac
w szedciu postaciach uwzgledniajac rézne kolejnosci catkowania. (W wielu
przypadkach wyboér odpowiedniej kolejnosci catkowania pozwala znacznie
uproécié¢ obliczenie calki potréjnej.)

Symbol dV bedziemy czesto zastepowaé oznaczeniem drdydz.

Przyktad 2.7. Calka potréjna z funkcji f(x,y,z) = x + y + 22 w prosto-
padloscianie V = {(z,y,2) e R® | 0 < 2 < 1,0 < y < 2,1 < 2 < 2} jest
rowna:

///(a:+y+22)da:dydz:/l(/2/2m_|_y+22 )d)dy)dz = 9.
v 00 1

Przyklad 2.8. Bezposrednio z definicji calki potrojnej wynika, ze

/V//ldV: v,

gdzie |V| oznacza objetosé prostopadtoscianu V. 0
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Przyklad 2.9. Jezeli funkcja f(x,y,z) jest gestoscia objetosciowa masy
prostopadtoscianu V', to catka potréjna

///f(x,y,z)dv

wyraza mase tego prostopadtoscianu. O

Przyktad 2.10. Jezeli funkcja f(z,y, ) jest gestoscia objetosciowa tadunku
elektrycznego roztozonego w prostopadtoscianie V', to catka potrdjna

///f(x,y,z)dv

wyraza catkowity tadunek elektryczny zgromadzony w tym prostopadtoscianie.
O

2.2 Calka potréjna w obszarze normalnym.

Niech f bedzie funkcja okre$long i ograniczong w obszarze ograniczonym
A C R? oraz niech V = {(2,9,2) e R® |a <2 <bec<y<dp<z<qg}
bedzie dowolnym prostopadtoscianem domknietym zawierajacym obszar A.
Rozwazmy funkcje f* okreslona w prostopadtoscianie V' nastepujaco:

. _Jf@y,2), edy (z,y,2) € A
J iy, z) = {O, gdy (z,y,2) € V\ A

Calke potrojna funkcji f w obszarze A okreslamy w nastepujacy sposob:

///ﬂL%WWﬁ///ﬂ@&dﬂi (2.1)

oile catka [ [ [ f*(z,y, 2z)dV istnieje. Méwimy wtedy, ze funkcja f jest cal-
%
kowalna w obszarze A. Catka [ [ [ f*(z,y, 2)dV nie zalezy od wyboru pros-
1%

topadtoscianu V.

Definicja 2.11. Obszar domkniety A C R3 nazywamy obszarem normal-
nym wzgledem plaszczyzny OXY | jezeli istniejq funkcje o1 @ 10y zmiennych
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x 1y, ciggle w pewnym obszarze reqularnym D,, na ptaszczyinie OXY takie,
ze
A = {(xaya Z) € Rg ’ (xay) € D:cya Sol(xay) < z < w1<x7y)}

oraz p1(z,y) < ¥1(x,y) dla wszystkich (x,y) nalezqcych do wnetrza obszaru
D

Geometrycznie normalnos$é obszaru A wzgledem ptlaszezyzny OXY oznacza,
ze kazda prosta prostopadta do ptaszczyzny OXY wystawiona z obszaru Dy,
przecina brzeg obszaru A doktadnie w dwoch punktach nalezacych odpowiednio
do powierzchni o réwnaniach z = ¢i(z,y) 1 2 = ¥i(z,y). Jezeli A jest
obszarem normalnym wzgledem plaszczyzny OXY', to D,, jest rzutem tego
obszaru na ptaszczyzne OXY .

Analogicznie okreslamy obszar normalny wzgledem ptlaszczyzny OY Z
jako zbior

A={(z,y,2) €ER* | (y,2) € Dy, ip2(y, 2) <z < th(y, 2)},

gdzie pa(y, 2) < sy, z) dla wszystkich (y, z) nalezacych do wnetrza obszaru
D,., oraz obszar normalny wzgledem plaszczyzny OX Z jako zbior

A={(z.y,2) € R | (2,2) € Dy, p3(, 2) <y < P3(x, 2)},

gdzie ps(x, 2) < ¥3(x, z) dla wszystkich (z, z) nalezacych do wnetrza obszaru
D,,.

Przyktad 2.12. Kula domknieta i ostrostup wraz z ograniczajaca go po-
wierzchnig sa przyktadami obszaréw normalnych wzgledem kazdej z ptaszczyzn
uktadu OXY Z. O

Twierdzenie 2.13. Niech A = {(z,y,2) € R* | (z,y) € Dy, p1(z,y) < 2 <
1 (xz,y)} bedzie obszarem normalnym wzgledem plaszczyzny OXY i niech f
bedzie funkcjq cigglq w obszarze A. Wowczas

1 (,y)

[ s = [ [( ] o icyia

Dzy p1(z,y)

Prawdziwe sg takze analogiczne wzory z catkami iterowanymi po obszarach
normalnych wzgledem pozostatych ptaszczyzn uktadu.
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Przyklad 2.14. Obszar V ograniczony ptaszczyznami: z =0, y =0, 2 =0
oraz 2x+y—+2z = 2 jest obszarem normalnym wzgledem wszystkich ptaszczyzn
uktadu wspotrzednych. Traktujac go jako obszar normalny wzgledem ptasz-
czyzny OXY mozemy V opisaé nastepujaco

V = {($7?J:Z) S ]R3|(£U,y> € Dfﬂy?O < ¥ < _2$_y+2}7

gdzie obszar D,, = {(z,y) € R*0 < z < 1,0 < y < 2 — 2z} jest normalny
wzgledem osi OX.
Stad catka potrojna z funkcji f(x,y, z) = 2% + 6yz na obszarze V wynosi

2—-2zx—y

///(x2+6yz)dxdydz:/ / dxdy / (2% 4 6y2)dz =

1
/dx / dy / (:c2+6yz)dz:1§.

0 0 0
O

Przyklad 2.15. Jezeli f(z,y,z) = 1 w obszarze normalnym A C R3, to

catka potrojna
/ / / ldxdydz
A

przedstawia objetos¢ obszaru A. a

Definicja 2.16. Sume skoniczonej liczby obszaréw normalnych (wzgledem
przynajmniej jednej z plaszczyzn ukladu wspotrzednych) o parami roztacznych
wnetrzach nazywamy obszarem regularnym w przestrzeni.

Twierdzenie 2.17. Niech obszar A regularny w przestrzeni bedzie sumq
obszarow normalnych Ay, As, ..., A, o parami roztgcznych wnetrzach i niech
funkcja [ bedzie catkowalna w tym obszarze. Wowczas funkcja fjest takze
catkowalna w kazdym obszarze normalnym A;, i =1,2,...,m oraz

[[[tevaav=] [ [s@y2av s+ [ [ [ sy

Catki potréjne po obszarach regularnych maja te same wtasnosci co catki
potréjne po prostopadtoscianie.
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2.3 Zamiana zmiennych w calce potrdjnej.

Twierdzenie 2.18. (O zamianie zmiennych w catce potréjne;j.)
Niech funkcja f bedzie okreslona, ciqgla i ograniczona w pewnym obszarze
reqularnym U C R3 i niech przeksztalcenie

Q0 —-U, (u,v,w)— (=0 (u,v,w),y=p(u,v,w),z=ps(u,v,w))

odwzorowuje réinowartosciowo wnetrze obszaru reqularnego Q0 C R? na wnetrze
obszaru reqularnego U. Zaléimy ponadto, ze funkcje o1, po i @3 sq klasy C!

na pewnym zbiorze otwartym zawierajgcym obszar ) oraz jakobian %
jest rozny od zera wewngtrz obszaru €.
Wowczas zachodzi nastepujacy wzor:

///f(xvyaz)dxdydzz

///fsoluvw o2 (u, v, w), <P3(uvw))‘8(x Y, 2)

O(u,v,w)

Przyktad 2.19. (Przesuniecie réwnolegle.)
Niech a, b, c € R. Przeksztatcenie

(u,v,w) = (r=u+a,y=v+b,z=w+c)

odwzorowuje réznowartogciowo obszar {2 = R3 na obszar U = R3. Ponadto

o(z,y, 2)

1 00
=det| 0 1 0| =1.
8(u,v,w) 00 1

Stad

/U//f($, y, z)dzdydz = /Q//f(u +a,v 4 b,w + ¢)dudvduw.
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Przyktad 2.20. (Przeksztalcenie podobienstwa.)
Niech a, b, c € R oraz abc # 0. Przeksztalcenie

(u,v,w) — (z = au,y = bv, z = cw)

odwzorowuje réznowartosciowo obszar 2 = R? na obszar U = R3\ {(0,0,0)}.
Ponadto

a 0 O
Y2 _ el 0 b 0| = abe
O(u,v,w) 00 ¢

Stad

/l//f(x,yw)dxdydz:/Q//f(au,bv,cwﬂabd dudvdw.

O

Przyktad 2.21. Niech a, b, ¢ € R*. Bryla ograniczona powierzchnig o réwnaniu
%4—";—2—1—% = 1 opisana jest jako obszar V' = {(z,y, z) € R3]%§+%§+§ < 1}
Zgodnie 7z interpretacja geometryczna objetos¢ tej bryty wynosi

/ V/ / 1dadydz.

Przeksztatcenie podobienstwa
(u,v,w) — (r = au,y = bv, z = cw)

odwzorowuje wzajemnie jednoznacznie wnetrze kuli U = {(u, v, w) € R3|u?+
v? +w? < 1} na wnetrze rozpatrywanej bryty V. Stad

///ldxdydz = ///abcdudvdw = ;Labcw.
1% U

Przyktad 2.22. (Przeksztalcenie walcowe.)
Potozenie punktu p w przestrzeni mozna opisaé trojka liczb (p,r, z), gdzie
¢ oznacza miare kata miedzy rzutem promienia wodzacego punktu p na
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plaszczyzne OXY a dodatnia czeScia osi OX, r oznacza odlegtos¢ rzutu
punktu p na plaszczyzne OXY od poczatku uktadu wspédirzednych oraz
z oznacza odleglosé punktu p od plaszczyzny OXY. Trojke liczb (o, 7, 2)
nazywamy wspotrzednymi walcowyms punktu przestrzeni.

Przeksztatcenie

(p,r,2) — (x =rcosp,y =rsing, z = z)

nazywamy przeksztatceniem walcowym. Ponadto

—rsi 0
P rsing 7rcosp

M = det coS ¢ singp 0 | =—r.
a(@? r Z) O 0 1

O
Przyktad 2.23. Obszar U = {(x,y,2) € R3|/22 + 14?2 < 2 < 1} we wspol-

rzednych walcowych okredlony jest jako obszar Q = {(¢,r,2) € R3|0 < ¢ <
2,0 < r < 1,r < z < 1}. Stad

r°+ YT )axrdydz = rcos” ¢ +rosin® e pdrdz =
2 Zd dud 2 2 2 2 8($,y,2> dodrd
J J (e, r, 2)

2 1 1

/dgo/dr/rg’dz:%

0 0 T

Przyklad 2.24. (Przeksztalcenie sferyczne.)

Potozenie punktu p w przestrzeni mozna opisa¢ trojka liczb (@, 1, 1), gdzie
¢ oznacza miar¢ kata miedzy rzutem promienia wodzacego punktu p na
ptaszczyzne OXY a dodatnia czedcia osi OX, 1) oznacza miare kata miedzy
promieniem wodzacym punktu p a ptaszczyzna O XY oraz r oznacza odlegtosé
punktu p od poczatku uktadu wspotrzednych. Tréjke liczb (¢, ¥, r) nazywamy
wspotrzednymi sferycznymi punktu przestrzeni.

Przeksztatcenie

(p,,1) = (x =rcospcost,y = rsinpcosy, z = rsiny)
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nazywamy przeksztatceniem sferycznym. Ponadto

A,y 2) —rsinpcosy 1 cospcos Y 0
|87y7 = |det | —rcospsing —rsingsing rcost¢ || =r’cosi.
(gp, % 7“) COS()OCOS@Z) Sin(pCOS@/) Sin’éb

O

Przyktad 2.25. Obszar U = {(z,y,2) € R3|2? + ¢y* + 22 < 1,0 < z,0
y,0 < z} we wspotrzednych sferycznych okreslony jest jako obszar Q
{0, 7) e RO < 5,0<7r<1,0< ¢ <5} Stad

[IAN

/(J//(w+22)dxdydz = /Q//(T Cos p cos P +2r sin 1) |W dpdipdr =
13 3 3
dr [ do | (rcospcosy + 2rsini)r? cos dip = —.
[*]*] i
O

3 Calka krzywoliniowa

3.1 Caltka krzywoliniowa niezorientowana

Niech K = {(x1(t),z2(t)) | t € [, 5]} bedzie tukiem gladkim na plaszczyznie
i niech bedzie okre$lona funkcja f : K — R. Podzielmy przedzial [« f]

punktami a =ty < t; < ... < t, = 0 na n lukéw czedciowych ki, ko, ..., k.
Oznaczmy dlugosci tych tukow odpowiednio przez Ak, Aks, ..., Ak, i niech
0n = max Ak;. Z kazdego z tukoéw czeSciowych k;, i = 1,... n, wybierzmy

1<i<n
dowolny punkt p; i utwérzmy nastepujaca sume

n

i=1
Definicja 3.1. Jezeli istnieje granica skonczona TLILIEO S, ciggu sum (S,),
gdy 6, — 0 1 jezeli granica ta nie zalezy od wyboru punktow podziatu t; oraz
wyboru punktow p; na tukach czeSciowych, to granice te nazywamy catka
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krzywoliniowa niezorientowana funkcji f(x,y) po krzywej K i oznaczamy

symbolem
/ f(z,y)ds
K

Przyktad 3.2. Jezeli f(z,y) = 1 dla kazdego punktu (z,y) € K, to catka
[ f(z,y)ds réwna jest dtugosci tuku krzywej K. a
K

Przyktad 3.3. Jezeli f(z,y) > 0 dla kazdego punktu (z,y) € K, to catka
J f(x,y)ds réwna jest polu czesci walcowej, ktérej kierownica jest K a tworzace
K

sa réwnolegte do osi OZ. a

Twierdzenie 3.4. Jezeli istniejq calki krzywoliniowe z funkcji f(x,y) 1 g(z,y)
po krzywej K to dla dowolnych a,b € R

/(af(ﬂs, y) +bg(z,y))ds = a/f(:ﬂ, y)ds + b/g(fv,y)ds

Twierdzenie 3.5. Jezeli punkt p dzieli krzywqg K na dwie krzywe Ky 1 Ky
to

[ fayyds = [ fayyds+ [ fla.y)ds

Catke krzywoliniowa niezorientowana mozna wyrazic¢ przez catke oznaczona.

Twierdzenie 3.6. Jezeli funkcja f(x,y) jest ciggla na tuku gladkim K =
{(x1(t), z2(t)) | t € [, 5]}, to calka krzywoliniowa niezorientowana [ f(x,y)ds
K

1stnieje i rowna jest calce oznaczonej

B
[ Fasyyds = [ Faa@),22)/ @ (0)7 + (wh(0)7d.

Przyktad 3.7. Jezeli K = {(t,y(t)) | t € o, 5]} oraz funkcja y(t) ma ciagla
pochodna na przedziale [a, (], to

/f z,y)d z/ﬁf + (y'(t))2dt.
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Przyktad 3.8. Niech K = {(rcost,rsint) | t € [0,%]} bedzie hikiem
okregu. Wowczas
/ ryds =

K

) r3
r3costsintdt = 5

o\w\z\

O

Catke krzywoliniowa niezorientowana funkcji f(z,y, z) po krzywej K =
{(x1(t), 22(t), x5(t)) | t € [a, B]} W przestrzeni definiujemy analogicznie jak
w przypadku catki na ptaszczyznie i oznaczamy [ f(z,vy, z)ds. Twierdzenia

K

dotyczace wlasnosci catki krzywoliniowej niezorientowanej na plaszczyznie
pozostaja prawdziwe dla calki w przestrzeni. W szczegolnosci zachodzi twier-
dzenie o zamianie catki krzywoliniowej niezorientowanej na catke oznaczona.

Twierdzenie 3.9. Jezeli funkcja f(x,y, z) jest ciggla na tuku gladkim K =
{(z1(t),22(t), 23(t)) | t € [a,B]}, to calka krzywoliniowa niezorientowana
[ f(z,y, 2)ds istnieje i réwna jest calce oznaczonej

K

B
[ g 2)ds = [ Flarle).a(e), a0y (& (0)2 + (@(0))7 + (o))

Przyktad 3.10. Niech K = {(acost,asint,bt) | t € [0,27]}. Catka krzy-
woliniowa niezorientowana z funkcji f(z,y,2) = z* + y* + 2% po krzywej K
rowna jest

2T
/(:1;2 Tyt 2)ds = /(“2 cos2t + a’sin? ¢ + b*2) Va2 + b2dt =
K 0

8
Va2 + b2(2a* + §b27r2)7r.

3.2 Calka krzywoliniowa zorientowana

Kazdemu tukowi K = {(zy(t),z2(t)) | t € [a, (]} na plaszczyZnie mozna

nada¢ kierunek, przyjmujac punkt A = (z1(«a),z2(a)) za poczatek tuku a



Rachunek catkowy funkcji wielu zmiennych. 25

punkt B = (21(), 22(3)) za koniec lub na odwrét, punkt B = (21(3), 22(3))
za poczatek tuku a punkt A = (z,(), xo()) za jego koniec. Te dwie orientacje
krzywej nazywamy przeciwnymi. W pierwszym przypadku kierunek tuku jest
zgodny z kierunkiem wzrostu parametru . Mowimy wowczas, ze przedsta-
wienie parametryczne tuku i nadany mu kierunek sa zgodne. W drugim
przypadku kierunek tuku jest niezgodny z kierunkiem wzrostu parametru
t. Méwimy wowcezas, ze przedstawienie parametryczne tuku i nadany mu
kierunek sa niezgodne.

Niech parametrom ¢ i t, odpowiadaja punkty A; = (z1(t1), z2(t1)) 1 Ay =
(x1(ta), x2(t2)) tuku K. Jezeli kierunek tuku jest zgodny z kierunkiem wzrostu
parametru to dla t; < t, punkt A; poprzedza punkt A,. W przeciwnym
przypadku punkt A, poprzedza punkt A;.

Jezeli przedstawienie parametryczne {(z1(t),z2(t)) | t € [a, (]} tuku
jest niezgodne z nadanym mu kierunkiem, to przedstawienie parametrycz-
ne {(z1(—t),z2(—1)) | t € |-, —al} bedzie juz z tym kierunkiem zgodne.

Definicja 3.11. Luk, ktoremu nadano kierunek, nazywamy tukiem skie-
rowanym (lub zorientowanym,).

Luk skierowany od punktu A do punktu B oznaczamy AB. Aby podkreslic,
ze huki AB i BA réznia sie tylko kierunkiem piszemy AB = — BA.

Niech dana bedzie krzywa zorientowana ptaska K = {(x1(t),z2(t)) | t €
[, B]} 1 niech na krzywej K beda okreslone dwie funkcje P(z,y) i Q(z,v).
Podzielmy przedzial [, 5] punktami o« = t9 < t; < ... < t, = f nan
czesci. Wybierzmy z kazdego przedziatu punkt tg, € [t;_1,t;]. Niech p, =
(x1(ty,), wa(ty,)) 1 d,, bedzie dlugoscia najdtuzszego z przedziatéow [t;_1,t;].
Utworzmy sume

Sy 1= éP(Pi)(%(ti) —z1(tic1)) + Q(p) (za(ts) — za(ti1)).

Definicja 3.12. Jezeli istnieje granica skonczona 11113010 Sy ciggu sum (Sy,)
przy d, — 00 1 jezeli granica ta nie zalezy od wyboru punktow t; oraz P,
to granice te nazywamy catka krzywoliniowa skierowana pary funkcji
P(z,y) 1 Q(x,y) po drodze K i oznaczamy

/P(% y)de + Q(z,y)dy



Rachunek catkowy funkcji wielu zmiennych. 26

Analogicznie majac krzywa przestrzenna K = {(x1(t), x2(t), x3(t)) | t €
la, B]} 1 trzy funkcje P(x,y, 2), Q(z,y, z) 1 R(z,y, z) definiujemy catke krzy-
woliniowa zorientowana trojki funkeji po krzywej K

[ Py, 2)de + Qe y. 2)dy + R, y, 2)dz
K

Przyklad 3.13. Jezeli punkt materialny o masie 1 porusza sie po krzywej K

pod wptywem sity F o sktadowych P(z,y)1Q(z,y) (np. w polu grawitacyjnym

lub elektrostatycznym) to prace wykonywana przez te site wzdluz drogi K

wyraza catka [ P(z,y)dz + Q(z,y)dy. a
K

Twierdzenie 3.14. Jezeli istnieje catka krzywoliniowa skierowana z funkcji
P(z,y) i Q(x,y) po krzywej K, to istnieje tez calka po krzywej —K, przy
czym

/ P(z,y)dx + Q(z,y)dy /P:Byd:v+Q($y)

K
Twierdzenie 3.15. Jezeli krzywq K podzielimy na dwa tuki Ky 1 K, to catka
krzywoliniowa skierowana z funkeji P(x,y) i Q(z,y) po krzywej K istnieje
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istniejq catki po krzywych Ky v Ky oraz

/P(x,y)dﬁ@(x,y)dy = /P(x,y)derQ(x,y)der/ P(x,y)dz+Q(z, y)dy

Twierdzenie 3.16. Jezeli funkcje P(x,y) i Q(z,y) sa ciagle na zorientowa-
nym tuku gladkim K = {(z1(t), x2(t)) | t € o, B]}, przy czym orientacja jest
zgodna z kierunkiem wzrostajacego parametru (tzn. jest zgodna z kierunkiem
tego tuku) to catka krzywoliniowa skierowana z funkcji P(x,y) i Q(z,y) po
krzywej K istnieje oraz

B
/p 2, y)dz + Q(z, y)d :/ (D)2 () + Qa1 (1), 2a(1))zH(t))dt.
Przyktad 3.17. Jezeli K = {(¢,y(t)) | t € [a, 8]} to

/Pwym+@xy = [(Py®) + Qty®)y (1)t

D\Q
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Jezeli funkcje P(z,y) i Q(z,y) sa ciagte na krzywej kawaltkami gladkiej,
to catka [ P(x,y)dx + Q(x,y)dy rOwniez istnieje i rowna jest sumie calek na

K
poszczegdlnych tukach gtadkich krzywej.

Przyklad 3.18. Niech K = {(¢,1?) | t € [-1, 1]} bedzie tukiem paraboli od

punktu A = (—1,1) do punktu B = (1, 1). Catka krzywoliniowa zorientowana
7 funkcji P(x,y) = y? + 22y i Q(z,y) = 2% — 22y na krzywej K wynosi

1
/(y2 + 2zy)dr + (2° — 2zy)dy = /((t4 +26%) + (¢ — 263)2t)dt = —g.
K -1

O

W przypadku tréjwymiarowym catke krzywoliniowa zorientowana z funkcji
P(z,y,2), Q(x,y,2) 1 R(z,y,2) na tuku gtadkim K = {(z1(t), z2(t), 23(t)) |

t € [a, (]} zorientowanym zgodnie z kierunkiem wzrastajacego parametru
mozemy zamieni¢ na catke oznaczona wedtug nastepujacego wzoru

| Py, 2)de + Qe y, 2)dy + Riw,y, 2)dz =
K

(P(1(8), 22(1), 3(t))2, (D +Q (21 (1), 2a(t), w3(8))ay (8) + R(w1 (t), wa(t), w3(t))5(2)) dt.

Q\Q

Przyklad 3.19. Praca wykonana przez site I = [22, 32, 2?] wzdtuz drogi
K ={(rcost,rsint,bt) | t € [0,27]} réwna jest

2
8
/ vrde+yidy+22dz = /((r2 cos? t(—rsin t)+r? sin® tr cos t+b*t%b)dt = §b37r3.
K 0
o

Niech D bedzie obszarem ptaskim ograniczonym krzywa Jordana K. Po-
wiemy, ze krzywa Jordana K bedaca brzegiem obszaru D jest zorientowana
dodatnio wzgledem tego obszaru, jesli w czasie obiegu po krzywej K w danym
kierunku mamy obszar D po lewej stronie.

Catke krzywoliniowa zorientowana po krzywej zamknietej ptaskiej mozna
w pewnych sytuacjach zamieni¢ na catke podwojna.
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Twierdzenie 3.20. (Twierdzenie Green’a')
Jezeli funkcje P(x,y) i Q(x,y) sq ciggle wraz z pochodnymi czastkowymi

9p % na obszarze domknietym D normalnym wzgledem obu osi uktadu

wspotrzednych oraz brzeq K obszaru D jest krzywq Jordana zorientowanqg
dodatnio wzgledem D, to prawdziwy jest nastepujgcy wzor Green’a:

P(z,y)dx + Q(z,y)d @—G—P dzdy.
/ v=/ |G

Twierdzenie Green’a pozostaje prawdziwe dla obszaréw jednospdjnych
i wielospojnych dajacych sie podzieli¢ tukami na skoniczona ilos¢ obszaréw
normalnych wzgledem obu osi.

Przyktad 3.21. Niech K bedzie brzegiem prostokata D = {(z,y) € R? |
0 <z <1,0<y< 2} zorientowanym dodatnio i niech P(x,y) = y(x* + 1)
oraz Q(z,y) = z(y* — 1). Stosujac twierdzenie Green’a catka krzywoliniowa
zorientowana [ P(x,y)dz + Q(z,y)dy wynosi

K

/y(;zc2 + 1)dz + 2(y* — 1)dy = //(y2 — 2% — 2)dady = —2.
K D
O

Przyklad 3.22. Niech K bedzie okregiem o réwnaniu 22 + y2 — 22 = 0

zorientowanym dodatnio i niech P(x,y) = y* + 2z oraz Q(x,y) = x* + 2y.

Stosujac twierdzenie Green’a caltka krzywoliniowa zorientowana [ P(x,y)dz+
K

Q(z,y)dy wynosi
/y2 + 2zdr + 2° + 2ydy = //2(3: —y)dxdy = 2,
K D
gdzie D = {(x,y) € R? | 22 + y* — 22 < 0}. O

Przyklad 3.23. Niech K bedzie dodatnio zorientowanym brzegiem obszaru
ograniczonego D. Wowczas catka krzywoliniowa zorientowana po tej krzywej

!George Green (1793-1841) - matematyk i fizyk angielski
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z funkcji P(z,y) = —3y 1 Q(z,y) = sz okredla pole obszaru D, gdyz e —

9P — 1 oraz

Oy
|D|—//1d:tdy—//aQ—a]; dxdy:;[zxdy—ydm.

O

Przyktad 3.24. Pole obszaru D ograniczonego elipsa K = {(acost, bsint) |
t € [0, 27|} wynosi

27
1 1
| D |= 5/—yalx + xdy = 3 /(absinzt + abcos® t)dt = Tab.

K 0

3.3 Niezalezno$¢ catki krzywoliniowej od drogi catkowania

Niech P(:L’ y) i Q(z,y) beda funkcjami ciagltymi wraz z pochodnymi czastko-
Wyml | @ w obszarze ptaskim jednospojnym D. Niech K bedzie krzywa
gladka 0 poczatku w punkcie A i koficu w punkcie B, zawarta w obszarze D.
Caltka krzywoliniowa zorientowana I{ P(z,y)dx+ Q(z,y)dy zalezy na ogot od

wyboru krzywej K.

Przyktad 3.25. Niech K = {(acost,bsint) | t € [0,7]}, dla a # b, bedzie
polelipsa o poczatku w punkcie A = (a,0) i koficu w punkcie B = (—a,0).
Wowczas

/(x —y)dx + (v + y)dy = abr.

Jezeli natomiast K = {(acost,asint) | t € [0,7]|} bedzie pélokregiem o
poczatku w punkcie A = (a,0) i koficu w punkcie B = (—a,0) to

/(x —y)dx + (z + y)dy = a*~.
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Calke krzywoliniowa zorientowana [ P(x,y)dz + Q(z,y)dy nazywaé be-
K

dziemy niezalezng od drogi catkowania w obszarze jednospdjnym D,
jezeli dla dowolnych dwéch punktéw A, B € D wartosé tej calki na kazdej
krzywej gtadkiej K C D o poczatku w punkcie A i koficu w punkcie B
jest taka sama. Poniewaz w tym przypadku warto$é¢ calki nie zalezy od
wyboru krzywej K, lecz tylko od poczatku A i koiica B, catke krzywoliniowsa
zorientowana oznaczamy symbolem

B
/P(x, y)dx + Q(z,y)dy.
A

Twierdzenie 3.26. Niech P(z,y) i Q(x,y) bedq funkcjami cigglymi wraz
z pochodnymi czqstkowymsi %—5 1 g—g w obszarze plaskim jednosponym D i

niech A, B € D. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby catka

krzywoliniowa zorientowana fP(x,y)dx + Q(z,y)dy nie zalezala od drogi
catkowania jest, by dla k;az'deng (x,y) € D spelniony byl warunek

or _ o4

oy Oz’
_ Zatem na mocy twierdzenia Green’a catka krzywoliniowa zorientowana
fP(x, y)dx + Q(x, y)dy nie zalezy od drogi catkowania wtedy i tylko wtedy,

g;dy catka po kazdej krzywej gtadkiej zamknietej zawartej w obszarze D jest
rowna 0.

Niech funkcje P(x,y) i Q(x,y) spelniaja w obszarze ptaskim jednosp6jnym
D zaltozenia twierdzenia 3.26. Funkcje F'(x,y) taka, ze dla kazdego (x,y) € D

oF OF
87 —P(I,y) oraz aiy —Q(l‘,y)

nazywamy funkcja pierwotna pary uporzadkowanej funkcji P(z,y) 1 Q(z,y).

Twierdzenie 3.27. Niech P(x,y) i Q(z,y) beda funkcjami cigglymi wraz z
pochodnymi czqstkowymi %—I; 1 g—g w plaskim obszarze jednospojnym D. Wa-

runkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby funkcja F(x,y) byla funkcjq



Rachunek catkowy funkcji wielu zmiennych. 31

pierwotng funkcji P(x,y) i Q(x,y) jest, by dla kazdego (x,y) € D spelniony
byt warunek
or  0Q
dy Oz’
Zatem warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, aby catka krzywoliniowa

B
skierowana [ P(x, y)dr+Q(z, y)dy nie zalezata od drogi catkowania w obszarze

A
D, jest by istniata funkcja pierwotna funkcji P(z,y) i Q(x,y). Wartosé¢ catki
jest wowczas okreslona wzorem

/ 2, y)dz + Q(z,y)dy = F(B) — F(A).

Jezeli F'(z,y) jest funkcja pierwotna pary funkcji P(x,y) i Q(x,y) to jest
nia tez funkcja F'(x,y) + ¢, gdzie ¢ € R jest stata. Ponadto, dwie funkcje
pierwotne F(z,y) i G(x,y) tej samej pary P(x,y) i Q(z,y) rdznia sie co
najwyzej o stala, tzn. G(z,y) = F(z,y) + c.

Przyklad 3.28. Niech P(z,y) = 7; 1 Qz,y) = 51 dla 2+ y? >
0. Poniewaz %—1; = (zg_ﬁgg)Q = g—Q zatem calka krzywoliniowa zorientowana
(2,1)
i x;’gjzgly wzdtuz dowolnej krzywej przebiegajacej w gornej potptaszczyznie
(1,0)

y > 0 nie zalezy od drogi calkowania
Wyrazenie podcatkowe — +y 7dT + — +y

F(z,y) = 3 In(2? + y?) + ¢, gdzie ¢ jest dowolng stala. Stad

sdy jest rézniczka zupetna funkcji

(2,1)
/ xdz + ydy

1
=F(2,1) - F(1,0) = - Inb.
e = F1) - F(L0) = hn

(1,0)

O

Niech funkcje P(x,y, z), Q(x,y, z) i R(z,y, z) beda ciagte wraz z pochodnymi
czastkowymi w obszarze przestrzennym V powierzchniowo jednospéjnym.
Funkcje F(z,y, z) taka, ze dla kazdego (z,y,z) € V

oF oF OF

%:P(I',y,Z), 7_Q(I' Y,z )7 &ZR(ZE?ZU’Z)
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nazywamy funkcja pierwotng tréjki uporzadkowanej funkcji P(z,vy, 2),
Q(x,y,2) 1 R(x,y, 2).

Twierdzenie 3.29. Niech funkcje P(z,vy,z), Q(x,y) i R(x,y, z) beda ciggle
wraz z pochodnymi czqstkowymi w obszarze przestrzennym V- powierzchniowo
jednospojnym. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby catka

B
krzywoliniowa skierowana [ P(z,y, z)dx + Q(z,y, 2)dy + R(z,y, z)dz nie za-

A
lezata od drogi catkowania w obszarze V', jest by istniala funkcja pierwotna
funkeji P(x,y,z2), Q(z,y,2) i R(x,y,2), tzn. by dla kazdego (x,y,z) € V
spetnione bylty warunki:

OR 0Q OP OR 0Q 0P

Oy 0z 9z oz dr Oy

Wartosé calki jest wowczas okreslona wzorem

/P(a:, y,2)dr + Q(z,y, z)dy + R(x,y, 2)dz = F(B) — F(A).

A
Przyktad 3.30. Niech P(z,y,2) = 2x—yz, Q(x y,z) =2y—xziR(z,y,2) =
2z —xy. Poniewaz (Z,I; —r =92 0 =y = OB gy 00 =y = %—I;, zatem
(1,2,3)
calka krzywoliniowa zorientowana [ (2x—yz)dx+(2y—z2)dy+(2z—xy)dz
(0,0,0)

nie zalezy od drogi catkowania.

Wyrazenie podcatkowe (22 — yz)dx + (2y — x2)dy + (22 — xy)dz jest
rozniczka zupelna funkcji F(x,y,2) = 22 + y* + 2% — zyz + ¢, gdzie ¢ jest
dowolng staly. Stad

(1,2,3)
/ (2x — yz)dx + (2y — x2)dy + (22 — zy)dz = F(1,2,3) — F(0,0,0) = 8.
(0,0,0)
O

4 Calka powierzchniowa.

4.1 Calka powierzchniowa niezorientowana.

Definicja 4.1. Niech D bedzie obszarem plaskim regularnym ograniczonym
jednag krzywq K zamknietq, kawatkami gladkq i niech f(x,y) bedzie funkcjq
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okreslong 1 ciqgglq w zbiorze DU K, majacq w obszarze D ciqgle © ograniczone
pochodne czqstkowe. Gladkim ptatem powierzchniowym (wzgledem plasz-
czyzny OXY ) nazywamy powierzchnie S o réwnaniu:

z:f(:c,y), (Qf,y) €D.

W analogiczny sposob okreslamy gtadki ptat powierzchniowy wzgledem
plaszczyzny OXZ 1 OY Z.
Powierzchnia S ma w kazdym swym punkcie ptaszczyzne styczna.

Przykltad 4.2. Wykres funkcji z = 2x — y + 2 rozwazanej w obszarze D =
{(z,y) e R? | 0 <z < 5,0 < y < 2} jest gladkim ptatem powierzchniowym.
O

Niech F(z,y,z) bedzie funkcja okreslona w przestrzeni R na gladkim
placie powierzchniowym S o réwnaniu z = f(x,y), gdzie (x,y) € D. Podzielmy
obszar D na n obszaréw regularnych Dy, D, ..., D, o roztacznych wnetrzach
i oznaczmy przez Si, 5o, ..., S, czesci ptata S odpowiadajace podziatowi, o
polach réwnych odpowiednio AS;. Z kazdego ptata S; wybierzmy punkt p; i

utworzmy sume:
n

i=1
Definicja 4.3. Jezeli istnieje granica 71113)10 S,., przy zatozeniu, Ze najwieksza
srednica obszarow czesSciowych D; maleje do zera i granica ta nie zalezy od
podziatow obszaru D ani od wyboru punktow p;, to granice te nazywamy
catkq powierzchniowag niezorientowana funkcji F(x,y, z) po placie S i

oznaczamy
//F(:c,y, z)ds.
s

W analogiczny sposob mozemy okresli¢ catke powierzchniowa niezorien-
towana, gdy S jest gtadkim ptatem powierzchniowym wzgledem ptaszczyzny
OXZ lub OY Z.

Jezeli S jest powierzchnia dowolna, dajaca sie podzieli¢ na skonczona
ilos¢ ptatow gtadkich, to nazywamy ja powierzchnig kawatkam: gladka
icatka [ [ F(z,y, z)ds jest wowczas suma calek po poszczegdlnych platach.

S

Podstawowe wtasnosci catki powierzchniowej niezorientowanej sa takie same
jak dla innych catek.
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Przyktad 4.4. Niech w kazdym punkcie powierzchni S funkcja F(x,y, z) =
1. Catka powierzchniowa niezorientowana po ptacie S okresla pole powierzchni

S,
//@qsy
S

Twierdzenie 4.5. (O zamianie catki powierzchniowej niezorientowanej na

catke podwéjna)

Jezeli funkcja F(z,y, z) jest ciagla na gtadkim placie powierzchniowym S o

rownaniv z = f(z,y), (x,y) € D, to calka powierzchniowa [ [ F(x,y,z)ds
5

O

1stnieje 1 wWYraza Sie wzorem.

//Fm%@wz//ﬂa%ﬂmmw+@mev+@yaWMMy

W szczegdlnosei, dla F(z,y, z) = 1,

5=/ /w—//¢ Sole ) + (5 (o) dady

Przyktad 4.6. Niech S bedzie powierzchnig o réwnaniu z = /22 + 32,
ktorej rzutem na plaszezyzne OXY jest koto D = {(x,y) € R? | 224+y*—2z <
0}. Wowezas

//(:Uy+yz+xz)ds = //(xy+y\/m+x\/m)\/§dxdy = 332\/5
o D

O

4.2 Calka powierzchniowa zorientowana.

Rozwazmy gladki ptat powierzchniowy S o réwnaniu z = f(z,y), (z,y) € D.
Jest to powierzchnia dwustronna. Jezeli wyr6znimy na tej powierzchni strone
dodatnig i strone ujemna to ptat S nazwiemy ptatem zorientowanym.
Wowcezas —S oznaczaé bedzie ptat rézniacy sie od S tylko orientacja.

Niech na zorientowanym placie S okreslone beda trzy funkcje ciagte P(z, vy, 2),
Q(z,y,2) 1 R(x,y,z). Niech a, i v beda katami, ktére o§ normalna n do
powierzchni S, o zwrocie od strony ujemnej ptata do jego strony dodatniej,
tworzy z osiami OX, OY i OZ uktadu wspoétrzednych.
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Definicja 4.7. Calke (o ile istnieje)
[ [P,y 2) cosa+ Q. . ) cos 6+ Rz, 2) cos)ds
S
nazywamy catkq powierzchniowq zorientowang i oznaczamy

//P(a:, y, 2)dydz + Q(x,y, z)dxdz + R(z,y, z)dxdy. (4.1)
S

Analogicznie okre$lamy catke powierzchniowa zorientowana po gladkim
placie powierzchniowym wzgledem plaszczyzny OX Z lub OY Z.

Jezeli zmienimy strone dodatnig ptata S na ujemna, to funkcje cosa,
cos (3, cos~y zmienig znaki i catka 4.1 zmieni znak. Stad

/ / P(z,y,z)dydz + Q(z,y, 2)dzdz + R(z,y, z)drdy =
—-S

— / / P(z,y,2)dydz + Q(x,y, z)dzdz + R(z,y, z)dxdy.
S

Przyklad 4.8. Niech S bedzie gtadkim ptatem powierzchniowym i niech

funkcje P(z,y, 2), Q(z,y,2) i R(z,y, z) beda sktadowymi wektora predkosci

cieczy przeplywajacej przez powierzchnie S. Wowcezas catka [ [ P(z,y, z)dydz+
S

Q(x,y, z)dxdz + R(x,y, z)dxdy przedstawia objetos¢ cieczy, jaka przeptywa
w jednostce czasu przez powierzchnie S ze strony ujemnej na dodatniag. O

W przypadku dowolnej powierzchni kawatkami gtadkiej definicja kompli-
kuje si¢, poniewaz nie kazda taka powierzchnie mozna zorientowac. Jest tak
np. gdy powierzchnia S jest jednostronna (np. wstega Mdobiusa).

Jezeli natomiast powierzchnia S jest dwustronna, to orientujac kazdy z
jej ptatow okreslamy catke powierzchniowa zorientowana po tej powierzchni
jako sume catek po wszystkich ptatach.

Twierdzenie 4.9. (O zamianie catki powierzchniowej zorientowanej na catke
podwdjna)

Jezeli funkcje P(z,y,z), Q(z,y,z) i R(x,y,2) sa ciggle na zorientowanym
gtadkim placie powierzchniowym S o réwnaniv z = f(z,y), (z,y) € D,
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to calka powierzchniowa zorientowana [ [ P(x,y, z)dydz + Q(x,y, z)drdz +
S

R(z,y, z)dxdy istnieje i wyraza sie wzorem:

//P(:v, y, 2)dydz + Q(x,y, z)dxdz + R(x,y, z)dxdy =
S

— [ [Py F@) 500~ Qw v o) 5 0 0) Ry, o)) oy

gdzie € = 1, gdy orientacja plata S jest tak dobrana, zZe cosy > 0 oraz
e = —1, gdy orientacja plata S jest tak dobrana, Ze cosy < 0.

Analogicznie wzoér jest prawdziwy dla catki powierzchniowej zorientowanej
po gladkim ptacie powierzchniowym wzgledem ptaszczyzny OX Z lub OY Z.

Przyklad 4.10. Niech S bedzie czedcia ptaszcezyzny 2x 4+ 3y + 2 — 6 = 0,
wycieta plaszczyznami uktadu wspotrzednych i tak zorientowana, ze cosvy <
0. Réwnanie powierzchni S jest postaci:

2
z=06—2x -3y, (azy)eD:{(:v,y)eRz!0<x<3,0<y<2—§$}-

Stad
//wydydz + yzdrdz + xzdxdy =
S

33
— —//(Qxy + 3y(6 — 2z — 3y) + x(6 — 2z — 3y))dzdy = -5
D

O

Przyktad 4.11. Niech S bedzie gérng potsferg 22 + y? + 22 = R?, 2 > 0,
zorientowang tak, ze cosy < 0. Réwnanie powierzchni S jest postaci:

2= R =22 —y?, (v,y) € D={(z,y) e R*|2* +¢* < R*}.

Stad
//szdxdy = //I(R2 — 2% — y*)dady = 0.
S D
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Twierdzenie 4.12. (Gaussa-Ostrogradskiego)?

Niech V. C R? bedzie obszarem nmormalnym ze wzgledu na wszystkie trzy

plaszczyzny uktadu wspotrzednych i niech brzeg S tego obszaru bedzie po-

wierzchnig odcinkami gladkq zorientowanqg na zewnglrz obszaru V. Niech
. . . . 9P

funkcje P(z,y,2), Q(x,y,2) i R(x,y,z) bedq ciggle wraz z pochodnymi %,

99 i 9& wewngtrz obszaru Vi na jego brzequ S. Wowczas:

oy 0z
oP 6@ OR
/// aZ)dmdydz = (4.2)
//P(aj, y, 2)dydz + Q(x,y, z)dxdz + R(z,y, z)dxdy.
S

Wzér (4.3) pozostaje prawdziwy dla obszaréw przestrzennych V' dajacych
sie podzieli¢ na skonczong ilo$¢ obszaréw normalnych.

Przyklad 4.13. Niech S bedzie zewnetrzna strona powierzchni sze$cianu
V ={(r,y,2) e R? | 0 < 2 < q,0 <y <al<z<al Korzystajac z
twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego

//xzdydz +ydadz + Zdrdy = ///2(35 +y + 2)drdydz =
5 v

2/dx/dy/($+y+z)dz:ga4.
0 0

0
O

Przyklad 4.14. Niech S bedzie zewnetrzna strona powierzchni stozka V'
o réwnaniu 22 = 22 + y2, 0 < z < 2. Korzystajac z twierdzenia Gaussa-
Ostrogradskiego

//(x — 2)dydz + (y — z)dzdz + (2 — y)dady = 3///dacdydz = 8.
S 1%

2Carl Gauss (1777-1855) - matematyk niemiecki
Michail Ostrogradski (1801-1861) - matematyk rosyjski
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Twierdzenie 4.15. (Stokesa)®

Niech krzywa K bedzie brzegiem gladkiego plata powierzchniowego S zo-
rientowanego tak, aby orientacja powierzchni S byla zgodna z orientacjq
krzywej K tzn. tak, ze dodatni obieg na krzywej K dookola osi normalnej do
powierzchni S byt réwnoskretny z dodatnim obiegiem na plaszczyinie OXY
dookola osi OZ. Niech funkcje P(x,y,z), Q(x,y,z) i R(z,y,z) bedq ciggle
wraz z pochodnymi czgstkowymi w obszarze otaczajacym powierzchnie S.

Wtedy
/ P,y 2)de +Q(a.y, 2)dy + R(z,y, 2)dz =

R0, OP  OR 00 P
/ = 92 M=+ (G = e o (55 = 5 dedy,

Przyklad 4.16. Niech K bedzie okregiem o rownaniach x = rcost, y =
sint, z = k dla t € [0,27], i orientacji zgodnej z kierunkiem wzrastajacego
parametru. Korzystajac z twierdzenia Stokesa

/:z:zd:z: +y’dy + zdz = //:cdxdz,
K 3

gdzie S oznacza dowolna powierzchnie gtadka o réwnaniu z = f(x,y), (z,y) €
D, ktorej brzegiem jest krzywa K, o orientacji tak dobranej, by cosy > 0.
Mozemy zatem przyjaé, ze S jest powierzchnia kota {(z,y, z) € R3 | 2% +y? <
r?,z = f(z,y) = k}. Wowczas

//:Ud:cdz = //—:Ug;;dxdy = 0.
S D

5 Podstawowe pojecia pola wektorowego

Definicja 5.1. Niech dane bedq trzy funkcje P(x,y, z), Q(x,y, 2) i R(x,y, z)
okreslone w obszarze przestrzennym V C R3. Jezeli w obszarze V' okreslona

jest funkcja przyporzadkowujqca kazdemu punktowi (x,y, z) € V wektor W (z,y, z) =

3George Stokes (1819-1903) - irlandzki matematyk i fizyk
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[P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(z,y, z)], to méwimy, Ze na obszarze V' okreSlone jest
pole wektorowe W . Obszar V nazywamy obszarem istnienia pola a funkcje
P(z,y,2), Q(z,y,2) i R(z,y, 2) sktadowymi pola W (z,y, z).

Definicja 5.2. Pole wektorowe W = [P,Q, R] nazywamy ciagtym (réz-

niczkowalnym, klasy C*) na obszarze V , jezeli funkcje P(x,y, 2), Q(z,y, 2)
i R(z,y, 2) sq odpowiednio ciggle (rézniczkowalne, klasy C*) w tym obszarze.

Definicja 5.3. Pole wektorowe nazywamy jednostagnym, jezeli wszystkie
wektory tego pola sq rowne tzn. majq ten sam zwrot, kierunek i diugo$c.

Niech na pewnym obszarze przestrzennym V' bedzie okreslone ciagte pole
wektorowe W = [P, @, R]. Niech S oznacza zorientowany gtadki ptat po-
wierzchniowy oraz K zamknieta krzywa gtadka, zawarte w V.

Definicja 5.4. Catke powierzchniowq zorientowanq [ [ P(z,y, z)dydz+
S

Q(z,y, z)dxdz+R(x,y, z)dxdy nazywamy strumieniem pola W = [P, Q, R]
przez powierzchnie S.
Definicja 5.5. Calke krzywoliniowq zorientowanqg [ P(z,y, z)dz+Q(z,y, z)dy+

K
R(z,y, z)dz nazywamy cyrkulacja pola W = [P, Q, R| wzdtuz krzywej K.
Definicja 5.6. Niech w obszarze V' bedzie okreslona funkcja rézniczkowalna
F(z,y,z). Powiemy, Ze pole W = [P, Q, R] jest gradientem funkcji F(z,y, z),
jesli W = [2E 9E "9F1 " ¢y zapisujemy

9z’ By’ 9z

W = gradF.

Funkcje F' nazywamy potencjatem pola W.

Nie kazde pole wektorowe ma potencjal. Na mocy twierdzenia 3.29 warunkiem
koniecznym i wystarczajacym istnienia potencjatu pola W = [P, @, R] jest,
aby:

OR _0Q _, oP OR _, 0Q 0P
dy 90z ' 9z 0Oxr O oxr Oy
Przyklad 5.7. Pole W = [y?, 2%, %] nie ma potencjalu. O

Niech w obszarze V' bedzie okreslone pole wektorowe W = [P, @), R] klasy
ot
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Definicja 5.8. Dywergencja (wydajnoscia) pola wektorowego W = [P, Q, R]
nazywamy funkcje

9P 0Q OR

Pole, w ktorym diwW = 0 nazywamy polem bezZrodtowym.

Definicja 5.9. Rotacja (wirem) pola wektorowego W = [P, Q, R| nazywamy
wektor

Oy 0z 0z 0z’ 0x Oy
Pole, w ktérym rotW = [0, 0, 0] nazywamy polem bezwirowym.

Przyktad 5.10. Obszarem istnienia pola wektorowego W = [y?, 22, xy] jest
cala przestrzen R3.
divWW =04+0+4+0 =0,

czyli pole W jest bezzrédtowe.
rotW = [z — 2z, —y, —2y].

Pole W nie ma potencjatu, gdyz %—I; — %—g =y—22#0. a

Whiosek 5.11. Pole wektorowe W klasy C* ma potencjal F(z,y,2) wtedy i
tylko wtedy, gdy jest polem bezwirowym.

Whiosek 5.12. W polu wektorowym W klasy C?
divrotWW = 0.

Definicja 5.13. Operatorem wektorowym nabla nazywamy operator

= o 0 0 )
Cox Oy’ 027
Operator nabla mozna stosowaé do kazdej funkcji rézniczkowalnej F'(x, y, 2)
zmiennych z,y, z. Wynik operacji jest wektorem VF = [‘g—i, %—5, %—f], czyli

gradF = VF.



Rachunek catkowy funkcji wielu zmiennych. 41

Definicja 5.14. Laplasjanem nazywamy operator wektorowy

Laplasjan mozna stosowaé¢ do kazdej funkcji F'(x,y,z) dwukrotnie roz-
niczkowalnej trzech zmiennych x, y, z. Wynik operacji jest funkcja tych zmien-
nych.

Twierdzenie 5.15. Jezeli pole wektorowe W ma potencjal F(x,y, z) w pew-
nym obszarze V', to

div(gradlF) = div(VF) = AF.

Przy odpowiednich zatozeniach znane juz twierdzenia w interpretacji wek-
torowej orzekaja, ze:

(Tw. Gaussa-Ostrogradskiego) Calka potrdjna z dywergencji pola wekto-
rowego W w obszarze V o brzegu gtadkim S (przy czym pole jest klasy C!
w obszarze V' U S, a normalna do S jest skierowana na zewnatrz V') réwna
sie strumieniowi wektora pola W przez brzeg obszaru V.

(Tw. Stokesa) Cyrkulacja wektora pola W wzdluz zamknietej krzywej
gladkiej K réwna sie strumieniowi rotacji wektora W przez zorientowana
powierzchnie S, ktorej brzegiem jest krzywa K.

(Tw. o niezaleznosci od drogi catkowania) Calka krzywoliniowa w polu
wektorowym W klasy C! nie zalezy od drogi catkowania wtedy i tylko wtedy,
gdy rotW = |0, 0,0].
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