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1 Liczby zespolone

Definicja 1.1. Liczba zespolona jest to para uporzqdkowana (x,y) liczb

rzeczywistych x,y € R.

Dwie liczby zespolone z = (z,y) i w = (u,v) sa réwne wtedy i tylko

wtedy, gdy r =u iy =wv.

Dziatania arytmetyczne liczb zespolonych okreslamy w nastepujacy sposob:

z4+w:=(x,y) + (u,v) == (. + u,y +v)
z—w:=(x,y) — (u,v) == (x — u,y — v)

z-w:= (z,y) - (u,v) = (zu — yv, v + Yu)
z  (xy) (:Eu—l—yv _xv—yu>

w (u,) w2+ w402

Liczbe zespolona (z,0) bedziemy utozsamiaé z liczba rzeczywista .

Liczbe zespolona (0, 1) nazywamy jednostka urojona i bedziemy oznaczaé

*Matematyka II IChiP- konspekt wyktadu cz.I11
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litera i. Zauwazmy, ze (0,1)(0,1) = (—1,0). Zatem * mozemy utozsamiaé z
liczba rzeczywista —1.

Poniewaz,

mozemy liczbe zespolona z = (z, y) zapisa¢ w postaci kanonicznej Gaussa:
z=x+1y.

Liczbe rzeczywista x nazywamy czesciq rzeczywistg, natomiast liczbe rzeczywista

y - cze$ciq urojona liczby zespolonej z = (z,y), co zapisujemy

xr = Rez, y=Imz.

Definicja 1.2. Liczbg sprzezona z liczbg z
zespolong Z := x — 1y.

x + 1y nazywamy liczbe
Przyktlad 1.3.
27 = (z+ay)(z —iy) = 2° + ¢,

z-w = (x+iy)(u+iv) = (zu — yv) + i(zv + yu),

z 2z  (z+iy)(u—iv)
w  w-z  (ut+w)(u—iv)

_ (vutyv) Fi(uy —a2v)  zutyv  yu—av
u? 4 v? w2 402 u? +v?’

O
Liczby zespolone i okreslone na nich dziatania mozna interpretowac¢ geometrycznie.

Kazdemu punktowi p = (x,y) plaszczyzny OXY jest przyporzadkowana

doktadnie jedna liczba zespolona x + iy. Podobnie, kazdej liczbie zespolonej
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z = z+iy odpowiada dokladnie jeden punkt (x,y) ptaszczyzny. Utozsamiajac
punkty p = (x,y) plaszczyzny OXY z liczbami zespolonymi z = = + iy
powiemy, ze ptaszczyzna OXY jest ptaszczyzng zespolong 2. Liczbom zespolonym
o czesci urojonej rownej zeru odpowiadaja punkty lezace na osi odcigtych o
wspoétrzednej Rez = x. O$ odcietych nazywamy osia rzeczywista. Liczbom
zespolonym o czesci rzeczywistej rownej zeru i roznej od zera czesci urojonej
odpowiadaja punkty lezace na osi rzednych o wspoéhrzednej Imz = x. O$

rzednych nazywamy osig urojona.

Definicja 1.4. Modutem liczby zespolonej z = x + 1y, nazywamy liczbe

| 2 |:==/2? + y2

Modut liczby zespolonej z = x + 1y interpretujemy geometrycznie jako

rzeczywistq

dhugos$¢ promienia wodzacego punktu (z,y).

Definicja 1.5. Argumentem liczby zespolonej z = = + 1y # 0 nazywamy
kazdg liczbe rzeczywista p, spetniajece dwa warunki:
X .
cosp = —, sinp=——.
| 2| |

Kazda liczba zespolona rézna od zera ma nieskonczenie wiele argumentow.

Yy
| 2

Kazde dwa sposréd nich réznia sie miedzy soba o catkowita wielokrotnosé
liczby 27. Ten z argumentéw, ktoéry nalezy do przedziatu (—m, 7] nazywamy
argumentem glownym i oznaczamy symbolem argz. Argument gtowny
jest okreslony jednoznacznie. Zbior Argz = {argz + 2km | k € Z} oznacza
zbior wszystkich argumentéw niezerowej liczby zespolonej z.

Geometrycznie, argument liczby zespolonej z = x + 1y jest miara wzgledna
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kata, jaki tworzy wektor wodzacy punktu (z,y) z osia rzeczywista. Kazda
liczbe z przedziatu (—m, 7] mozna uwazaé za argument gtowny liczby 0.

Jezeli 21,29 € 21 29 # 0 to prawdziwe sa nastepujace zaleznosci:

|21 20 =21 |- | 22 ],
’ﬁ :|Zl|

Z9 |22|’

|z [=|Z ],

2z =| 2 %,

Arg(z - z3) = Argz; + Argzs,

A?"gi = Argz; — Agrz.
)
Definicja 1.6. Postaé¢ trygonometryczna liczby zespolonej z = x 4+ 1y:
z =r(cosp + isin @),
gdzie r =| z | jest modutem liczby z, zas ¢ jest dowolnym jej argumentem.

Przyktad 1.7. Niech z = /3 +i. Wéwczas | z |= /3 + 1 = 2. Argument
liczby z wyznaczamy z réwnosci:

1
Ccos Y = =3 oraz siny = 5

Stad ¢ = § + 2km dla k = 0,£1,42,.... Argumentem gléwnym jest wiec
argz = 5. Zatem

\/§+i:2(cos%+ising).

Dla liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej:

z =r(cosp +ising), z; = ri(cosp; +ising;) i 2o = ra(cos @y + isin ¢y)
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mamy:

2129 = 111r2(cos(p1 + ¢2) + isin(pr + p9)),

21 T

= —(cos(p1 — 2) + isin(pr — p2)),
22 T2

2" =r"(cosny + isinnyp).
W szczegélnosci otrzymujemy tzw. wzor Moivre’a:
(cos @ +isin )" = cosny + isin nep.

Przyklad 1.8. Niech z; = 14+iv/31 2, = —v/3+1i. Postaé trygonometryczna

liczb z1 i 25 jest odpowiednio rowna:

5) 5}
2 = 2(008(%) + isin(g)) oraz zp = 2(008(%) + isin(%)).

Stad

2129 = 4(008(76?) + isin(zr)) = 4(005(%) —l—z’sin(%)).

Przyktad 1.9.

1+ i\/§)20 _ 2(cos 3 +ising) o _
L= V2(cos =F +isin =)

(

= (\/5(005(% + z) + isin(g + Z)))20 =
1

4 4
= \/520(003(20?;) + isin(QOig)) =2"9(= — z’é

5~ i ) = 2°(1 — iv/3).
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Ponadto jezeli z # 0, to pierwiastek {/z ma doktadnie n réznych wartosci:

o+2kr . @+ 2km
Y +isin mV——
n n

Yz, = /r(cos ), k=0,1,2,...,n— 1.

Wszystkie liczby /z,, k = 0,1,2,...,n—1 maja réwne moduly, wiec leza na
okregu o §rodku w poczatku uktadu wspotrzednych i promieniu {/r. Dziela

ten okrag na n réwnych czesci.

Przyklad 1.10. Sa dwa pierwiastki drugiego stopnia z liczby 4 = 4 +i0 =
4(cos 0 +isin0):

V4, = 2(cos 04 isin0) = 2, V4, = 2(cosT +isinm) = —2.

Przyktad 1.11. Zgodnie ze wzorem /1, = cos(%T) + isin(%7) dla k =

0, 1,2, mamy trzy pierwiastki trzeciego stopnia z jednosci 1 = cos0 + 4 sin O:

\/IO =cos0+:¢sin0 =1,

2 2 1 3
V1 = cos(?ﬂ) + isin(g) =—3 + i\g_,
4 4 1 3
V1, = cos(g) +isin(§) =5~ Z\é_

Symbolem e oznaczymy liczbe zespolong o module réwnym 1 i argumencie

p. Jest to tzw. wzor Fulera:

e'"? = cosp +isinp.
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Definicja 1.12. Postaé wyktadniczna liczby zespolonej z = v + 1y =
r(cosg + isinp):
2 =re'’.

gdzie r jest modutem liczby z, zas ¢ jest jej argumentem.

Posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej umozliwia prosty zapis wczesniej

podanych wzordw:

2179 = rreetPre2)
A1 Eei(%—w)
- 9
22 )
P Tnezmp,
zZ=re ¥
.rargz+2nk

Yz = Wre ) E=0,1,2,...,n— 1.

Przyktad 1.13.

e'™" =ee" = e(cos(—1) +isin(—1)) = e(cos 1 —isin1).

Przyklad 1.14. Dla 2, = 1 + i = V26T oraz zy = 1 — i = \/2e%

otrzymujemy:

2129 = V2v2e T HET) = 960 — 9,
A _ V2 e
Z9 \/§
2t = (V2)ieT = 2¢'" = 2,

1) =iz =

Y
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2 Ciagi liczbowe o wyrazach zespolonych

Funkcje okreslona na zbiorze liczb naturalnych o wartosciach zespolonych
nazywamy ciagiem nieskonczonym o wyrazach zespolonych i oznaczamy (z,,).
Definicja 2.1. Ciqg (2,) = (z,+iy,) jest zbiezny do granicy (wlasciwej)

Zo = To + 1Yo, co oznaczamy lim z, = zq, jesli
n—oo

(e > 0)3(N > 0)V(n > N) | 20 — 20 |= /(20 — 20)2 + (Y — 40)? < &.

Geometrycznie oznacza to, ze w kole o srodku w punkcie zp i promieniu
e > 0 (dowolnie matym) leza prawie wszystkie wyrazy ciagu (z,). (Prawie
wszystkie tzn. wszystkie z pominieciem skoriczonej liczby wyrazéw.)
Ciag, ktory nie ma granicy wlasciwej nazywamy ciagiem rozbieznym.
W teorii ciggéw liczbowych o wyrazach zespolonych wprowadza si¢ pojecie

(tylko jednej) granicy niewlasciwej oco.

Definicja 2.2. Cigg (z,) ma granice niewtadciwa, co oznaczamy lim z, =

n—oo

00, jesli cigg o wyrazach rzeczywistych (| z, |) — +oo. Czyli, ze
V(M > 0)3I(N > 0)V(n > N) |z, |> M.

Do ciggéw o wyrazach zespolonych mozna stosowac twierdzenia o dziataniach
arytmetycznych na granicach ciagéw zbieznych w brzmieniu takim, jak dla
ciggdw o wyrazach rzeczywistych.

Badanie zbieznosci ciggéw o wyrazach zespolonych sprowadza sie do badania

zbieznosci ciagéw o wyrazach rzeczywistych.

Twierdzenie 2.3. Cigg o wyrazach zespolonych z, = x, + 1y, jest zbiezny

do granicy zop = x + 1yg wtedy i tylko wtedy, gdy

lim x, =2z9 1 lim y, = yo.

n—oo n—~o0
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Przyklad 2.4. Ciag z, = (1 + 2) + (3 — L)i ma granice zy = 1 + 3i, gdyz

n

lim (1+2) =1 oraz lim (3— 1) =3. O

n—oo n—oo

3 Funkcje zespolone

3.1 Funkcje zespolone zmiennej rzeczywistej

Definicja 3.1. Niech T C R. Funkcje z : T — Q, t — z(t) = xz(t) + iy(t) =

Rez(t)+iImz(t) nazywamy funkcja zespolona zmiennej rzeczywiste;j .

Pojecia granicy, ciagtodci funkcji, pochodnej i catki Riemanna wprowadza
sie analogicznie jak dla funkcji rzeczywistej zmiennej rzeczywistej.

Funkcja z(t) = x(t)+iy(t) ma w punkcie to granice (jest ciagta, r6zniczkowalna)
wtedy i tylko wtedy, gdy obie funkcje rzeczywiste z(t) i y(t) maja w tym
punkcie granice (sa ciagte, r6zniczkowalne).

Istnienie pochodnej funkcji z(t) jest réwnowazne istnieniu pochodnych

2'(t) i y/(t) oraz zachodzi zwiazek:
Z(t) = 2'(t) + iy (¢).

Ponadto, jezeli funkcje x(¢) 1 y(t) sa catkowalne w przedziale [a, 3], to

B B B
/ 2(t)dt = / o(t)dt + i / y(t)dt.
Przyktlad 3.2.

(20 +re') = —rsint +ircost = ir(cost + isint) = ire”,
/(Zo +relt)dt = /(xo + rcost)dt +i/(y0 + rsint)dt = mxg + i(wyo + 2r).
0 0 0
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O

Rézniczkowanie i catkowanie funkcji zespolonych zmiennej rzeczywistej
przeprowadzamy w ten sposob, ze stosujemy te same reguty rozniczkowania i
catkowania co do funkcji rzeczywistej, traktujac liczbe zespolona i jak stalg.

Roéwnanie
z=x+1iy=z(t)=x(t)+iy(t), dla te TCR (1)
mozna zastapi¢ uktadem dwoch réwnan rzeczywistych:

v = alt),

y=y(t), dla teT.

Jesli funkcja z(t) jest ciagta w przedziale T', to réwnanie (1) jest rownaniem

parametrycznym krzywej na ptaszczyznie zapisanym w postaci zespolonej.
Przyktad 3.3. Réwnanie

2=z +ret, 0<t<2r
jest réwnowazne uktadowi dwoch réwnan:

T = xg+ rcost,

y=1yo+rsint, dla 0 <t < 27.

Rownanie to jest rownaniem okregu o Srodku w punkcie zy © promieniu r.

a
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3.2 Funkcje zespolone zmiennej zespolonej

Niech Q oznacza przestrzen liczb zespolonych i niech | F C ).

Definicja 3.4. Funkcje f : E — F;z € E — f(2) = w € F nazywamy
funkcjg zespolong zmiennej zespolonej.
Zbior E nazywamy dziedzinag a zbior f(E) C F, nazywamy przeciwdziedzinag

funkcyi f.

Niech f : E — F bedzie funkcja zespolong zmiennej zespolonej z = x +iy
i niech f(2) = w = u + iv. Wowcezas f(z) = f(x +iy) = u(z,y) + iv(z,y),
gdzie
u(z,y) = Ref(z) nazywamy czescia rzeczywista funkcji f(z),
v(z,y) = Imf(z) nazywamy cze$cia urojong funkcji f(z).
Zatem funkcja zespolona zmiennej zespolonej jest réwnowazna parze funkcji

rzeczywistych dwoch zmiennych rzeczywistych.

Przyklad 3.5. Niech f(2) = 2% — 2z bedzie funkcja zespolona zmienne;

z =z + 1y. Wowczas
f(2) = (z +iy)® — 2(x + iy) = 2° — 329® — 22 +i(3z%y — y* — 2y).

Czyli Ref(z) = a® — 3zy* — 2z oraz Imf(z) = 32%y — y> — 2y. 0

Funkcja zespolona f : E — F odwzorowuje zbiér ptaski E plaszczyzny

zespolonej € na zbidér plaski f(F) plaszczyzny zespolonej obrazu.

Przyklad 3.6. Funkcja w = f(z) = I przeksztalca okrag {z € Q1| z [*= 4}

na okrag o srodku w punkcie (0,0) i promieniu % O
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Nie zawsze obrazem obszaru jest obszar.

Przyktad 3.7. Funkcja f(z) =| z—zp | zmiennej zespolonej z € Q odwzorowuje
plaszczyzne zespolona na potos rzeczywista dodatnia, tacznie z jej poczatkiem.

a

Niech E C Q bedzie dziedzina funkcji zespolonej f i niech z, bedzie
punktem skupienia zbioru E (w punkcie zy funkcja f moze nie mie¢ okreslonej

wartosci).

Definicja 3.8. (Heine'go)
Liczbe zespolong g € ) nazywamy granica funkcji f w punkcie zy i oznaczamy
lim f(z) =g, jezeli dla kazdego ciagu punktéw (z,) zbioru E réinych od 2,
2—20
27]‘;11{120 f(zn) =g

Dla funkcji zespolonej zmiennej zespolonej prawdziwe sg twierdzenia o

granicy sumy, roéznicy, iloczynu i ilorazu w brzmieniu takim, jak dla funkcji

zmiennej rzeczywistej.

Twierdzenie 3.9. Funkcja f(z) = u(x,y) +iv(x,y) ma granice g = g1 + igo
w punkcie zg = xo + 1y wtedy i tylko wtedy, gdy

lim u(z,y) = g1 oraz ,11_% v(z,y) = g2.

v=v0 "
Przyktad 3.10.
lim 2+ 1 =0,
z—i z 41
gdyz
£1E(Z_ZZ)W = 12152(2—2) =limz +i(y—1) =0.

y—1



Funkcje zespolone. 13

Definicja 3.11. Funkcja zespolona f ma granice niewtasciwa w punkcie

20, co oznaczamy lim f(z) = oo, jesli dla kazdego ciqgu (z,) punktéow zbioru
Z2—20

E roznych od zy:

lim f(z,) = occ.

Zn—20
Definicja 3.12. Granice funkcji zespolonej f w nieskonczono$ci okreslamy

nastepujqgco:

Z2—00 2—0

lim f(z) := lim f(i)

Przyklad 3.13.

y 1+22 . 1+ ’ 22 +1
1m = l1m 1m =
z—00 ] — 22 Zﬂol—z— 2—0 22 — 1

O

Definicja 3.14. Funkcja zmiennej zespolonej f jest ciagta w punkcie zy =
o + iyo, jezeli

lim f(z) = f(20).

z—20
Twierdzenie 3.15. Funkcja zmiennej zespolonej f(z) = u(z,y) + iv(zx,y)
jest ciggla w punkcie zo = xg +1yo wtedy 1 tylko wtedy, gdy czes¢ rzeczywista

u(z,y) 1 czesé urojona v(x,y) funkcji f sa ciggle w punkcie (xq,yo).

Funkcja f jest ciagla na zbiorze E, gdy jest ciaglta w kazdym punkcie tego

zbioru.

3.3 Pochodna funkcji zmiennej zespolonej

Niech f bedzie funkcja zmiennej zespolonej, okreslona w pewnym otoczeniu
E punktu zy. Symbolem Az = Az + iAy oznaczymy rézny od zera przyrost

zmiennej z, taki ze zg + Az € E.
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Definicja 3.16. Pochodng funkcji f w punkcie zy, ozn. f (zy) lub %(20),

nazywamy granice wltasciwaq (o ile istnieje)

lim f(z0+Az) — f(zo).

Az—0 AZ

W definicji pochodnej funkcji f zmiennej zespolonej przyrost Az = Az +

1Ay zmiennej niezaleznej z dazy do zera przez dowolne wartosci zespolone.

Przyklad 3.17. Niech f(z) = 2°.

, ] 20+ Az)2 — 22
f(zo) :Algilo( : AZ) :

= Algilo@'zo + Az) = 22.

Jezeli istnieje pochodna f'(zy), to funkcja f(z) jest ciagta w punkcie z.
Przy zatozeniu, ze odpowiednie funkcje zmiennej zespolonej sa rézniczkowalne,
pozostaja prawdziwe twierdzenia o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu, ilorazu,

funkcji ztozonej i odwrotnej, ktére sa prawdziwe dla funkcji zmiennej rzeczywiste;j.

Twierdzenie 3.18. (Warunek konieczny rézniczkowalnosci funkeji zespolonej)

Jezeli funkcja f(z) = u(z,y) +iv(z,y) ma w punkcie zg = xo + iyo pochodng

f'(20), to pochodne czqstkowe %, %Z’ g—; i %Z istnieja w punkcie (xg,yo) oraz

spetniajq w tym punkcie tzw. réwnania Cauchy-Riemanna:

ou Ov ou ov
= — oraz — =

or Oy oy Oz
Warunki Cauchy-Riemanna sa konieczne, ale nie sg wystarczajace dla

istnienia pochodnej funkcji f.
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Przyktad 3.19. Niech f(2) = f(z +iy) = /| zy |, gdzie u(z,y) = /| zy |
oraz v(z,y) = 0. W punkcie zy = (0,0) spelnione sa warunki Cauchy-

Riemanna, gdyz

ou_ov_ou_ o

dr dy 9y  Or
Jednak pochodna f'(0) nie istnieje, gdyz gdy Az — 0 wzdhuz pélprostej o
rownaniach Az = at, Ay = ft, dlat > 0, wtedy

Fo) = tim SAD SOy, VAT AT

im
Az—0 Az =0 Ax + Ay

Ay—0

Jlat-st] Jlas]
= lim - = -
t—0 ot + it a+if

W zalezy od wartosci parametrow

co oznacza, ze wartos¢ granicy lim
Az—0

a i (3, czyli od kierunku potproste;. a

Twierdzenie 3.20. (Warunek wystarczajacy istnienia pochodnej funkcji
zespolonej)

Jezeli funkcje u(x,y) oraz v(x,y) spetniaja warunki Cauchy-Riemanna w
pewnym obszarze E i jezeli ponadto sq w tym obszarze klasy C', to funkcja
f(z) = u(z,y) + iv(x,y) ma w kazdym punkcie z = x + iy tego obszaru

pochodnq:
foy Ou O 1@ 0V

f(z)= 87a:+287x = ;(ay +za—y).
Przyklad 3.21. Niech f(z) = €¢* = *" = e%cosy + ie”siny. Funkcje
u(x,y) = e®cosy oraz v(z,y) = e®siny sa klasy C! i spelniaja warunki
Cauchy-Riemanna na calej ptaszczyznie:

ou ov

— =e"cosy = —,
ox Y oy
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0 rgingy = Y
9y e'siny = —o—.

Stad funkcja f ma w kazdym punkcie zy ptaszczyzny pochodna

f'(z0) = €§ cosyo + ie] sinyy = e™.

Pochodne drugiego i wyzszych rzedow funkcji zmiennej zespolonej okresla

sie tak, jak w przypadku funkcji zmiennej rzeczywistej:

' ™ (20 + Az) — f(z
f(n+1)(Z0) — Ali«rilof (20 A; " (20)

, dlan=1,23,....

3.4 Funkcje holomorficzne

Definicja 3.22. Funkcje zespolong f zmiennej zespolonej nazywamy funkcjq
holomorficzng w punkcie zy, jesli ma pochodng f (z) w pewnym otoczeniu

tego punktu.

Holomorficzno$é¢ funkcji f w punkcie zy jest wtasnosécia odnoszaca sie nie
tylko do samego punktu zg, lecz takze do pewnego otoczenia tego punktu.
Funkcja holomorficzna w punkcie zy ma w tym punkcie pochodna, ale nie na
odwrot. Funkcja moze mie¢ pochodng w punkcie zy i nie byé¢ holomorficzna
w tym punkcie, gdyz moze nie mie¢ pochodnej w zadnym otoczeniu punktu

20-

Przyktad 3.23. Funkcja f(z2) =| z |*= 2% + y* = u(z,y) ma pochodng w
punkcie zp = 0, gdyz

! T |AZ|2_ : ’AZFE_ . —targAz __
FO) = fim = = dm A~ Aim [ Az ]e =0
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Nie jest to funkcja holomorficzna w punkcie z; = 0, poniewaz dla z # 0
pochodna f'(z) nie istnieje. Warunki Cauchy-Riemanna sa spelnione tylko w

punkcie zy = 0, gdyz dla (x,y) # (0,0)

ou ov
%—21' 8—y—0,
ou ov
T 9 22 0.
oy 7 ox 0

O

Definicja 3.24. Funkcja f jest holomorficzna w obszarze E | jezeli jest holomorficzna

w kazdym punkcie tego obszaru.

Holomorficzno$é¢ w obszarze oznacza doktadnie to samo, co istnienie pochodnej

w kazdym punkcie tego obszaru.

Przyklad 3.25. Znajac czes$¢ rzeczywista u(z, y) = x?—y? funkcji holomorficznej

mozemy znalezé¢ te funkcje. Z rownan Cauchy-Riemanna mamy:

ou oy v ouw
or 7 oy Oy Y= o
Stad
v(z,y) = 2zy + C(z),
oraz
81) ’ ’
%:2y+0(x) =2y = C(r)=0 = v(zr,y)=2zy+D.
Ostatecznie

f(2) = u(z,y) +iv(z,y) = 2> — y* +i(2vy + D) = (2 +iy)* +iD.
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4 Calka krzywoliniowa funkcji zmiennej zespolonej

Niech f bedzie funkcja zmiennej zespolonej okreslona na krzywej gtadkiej C

danej réwnaniem:

z=2(t) = x(t) +iy(t), t€ o, 0],

i zorientowanej zgodnie ze wzrastajacym parametrem.
Podzielmy przedziat [, 5] na n podprzedzialéw za pomoca punktéw t, k =

0,1,...,n tak, ze
a=tg<ti <ty <...<t,_1<t,=0.

Punktom t; odpowiadaja punkty z, = z(tx), k£ = 0,1,...,n, krzywej C.
Na kazdym tuku czeSciowym zx_12x, K = 0,1,...,n wybieramy w dowolny

sposob punkt & i tworzymy sume catkowa:

Sy = Zi: f (&) (21 — 2k1)-

Definicja 4.1. Jezeli dla kaZdego ciqgu podzialow przedziatu [o, (5] takiego,
Ze dlugo$é najwiekszego z przedzialow [ty_1,tx] dazy do zera, ciag (S,) sum
catkowych jest zbiezny do tej samej granicy skonczonej, niezaleznej od wyboru
punktow &, to te granice nazywamy catka krzywoliniowa funkcyi f wzdiuz

krzywej C i oznaczamy

c

Calka krzywoliniowa funkcji zmiennej zespolonej zachowuje wszystkie

wlasciwosci catki krzywoliniowej zmiennej rzeczywistej. W szczegdlnosci
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Twierdzenie 4.2. Jezeli funkcja [ jest ciggla na krzywej gltadkie; C', to
| [ £z)az 1< ML,
c

gdzie M :=sup | f(2) | oraz L oznacza dlugosé krzywej C.
zeC
Catka [ f(z)dz po krzywej kawatkami gladkiej C' jest suma catek po
oi
kazdej jej gltadkiej czesci.
Twierdzenie 4.3. Jezeli funkcja f(z) = u(x,y) + iv(z,y) jest ciagla na

krzywej kawalkami gladkiej C, to calka krzywoliniowa [ f(z)dz istnieje oraz
c

/f(z)dz = /u(x,y)dx — v(x,y)dy+i/v(x,y)dx—i—u(m,y)dy.
C c c

Twierdzenie 4.4. (O zamianie calki krzywoliniowej na catke oznaczona)
Jezeli funkcja f jest ciagla na krzywej gladkiej C' o przedstawieniu parametrycznym

z=2z(t), t € [a, (], skierowanej zgodnie ze wzrostem parametru, to

B
[ 1z = [ 1a)2 Wt
C «
Przyktad 4.5. Niech C' bedzie krzywa o réwnaniu
2(t) =¢€", te[-m0).

Wéwezas

0
/|z|dz:/|eit|ieitdt:2.
C —m
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Przyktad 4.6. Niech C' = K(zy,r) = {z € Q:| z— 2y |= r} bedzie okregiem
o $srodku w punkcie zy i promieniu r skierowanym dodatnio wzgledem kota

ograniczonego tym okregiem. Wowczas

dz o iret 2w, n=1
/ ( _ )n - / npint dt =
K(z0,r) s 0 e O, n 7é 1.

Twierdzenie 4.7. (Podstawowe Cauchy)
Jezeli funkcja f jest holomorficzna w obszarze jednospojnym D oraz C' jest

kawatkami gladkq krzywq Jordana lezgcq w obszarze D, to
/ f(z)dz = 0.
c

Przyktad 4.8. Dla dowolnego n € N, funkcja f(z) = 2z jest holomorficzna
na calej plaszczyznie oraz okrag K (0,7) jest krzywa gltadka Jordana, zatem

/ 2"dz = 0.

K(0,r)

Whiosek 4.9. Niech funkcja f bedzie holomorficzna w obszarze jednospoinym
D z wyjqgtkiem punktu zo € D. Jesli C oraz Cy oznaczajq kawatkami gladkie
krzywe Jordana zawarte w obszarze D, skierowane zgodnie i zawierajgce wewnaqtrz

punkt zq, to

/f(z)dz:/f(z)dz
c C1
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Whniosek 4.10. Niech C oznacza kawatkami gtadkq krzywq Jordana potozZong
w obszarze jednospojnym D i zawierajgcq punkty z, € D, k =1,2,...,n w
swoim wnetrzu. Niech K (zy,r) oznaczajq okregi o srodkach z, k =1,2,...,n
1 wspolnym promieniu v tak matym, zZeby Zadne dwa z tych okregow mnie
miaty wspdlnego punktu 1 Zeby kazdy z tych okregow lezal wewnqgtrz krzywej
C. Wszystkie krzywe sq skierowane dodatnio wzgledem swych wnetrz. Jezeli
funkcja f jest holomorficzna w obszarze jednospojnym D z wyjatkiem punktow

21,29,y Zn, LO

/f(z)dz: zn: / f(z)dz.
C

k:1K(zk 7T)

Przyklad 4.11. Niech C bedzie elipsa o réwnaniu 422+y?—4 = 0, skierowang

1

dodatnio wzgledem swego wnetrza. Funkcja jest holomorficzna na calej

2241
plaszczyznie z wyjatkiem punktow z; = —i oraz 2z, = 7. Stad
dz dz dz
B
22 +1 2241 22 +1
¢ K(fl’%) K(l,%)

Przyktad 4.12. Funkcja f(z) = = = wu(z,y) nie jest holomorficzna na
plaszczyznie zespolonej 2, gdyz dla zadnego punktu (z,y) € D nie spelnia

warunkéw Cauchy-Riemanna:

ou ov
e oy
ou ov
IR M

Niech C oraz C' beda dwiema krzywymi taczacymi punkt a = 0 z punktem
b = 1+1i. Niech C' bedzie odcinkiem o réwnaniu z = z(t) = (1+14)t, t € [0, 1],
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natomiast niech C’ bedzie linia tamana ztozona z dwoch odcinkéw z = z(t) =

t,t€[0,1] oraz z = z(t) = 1 +it, t € [0, 1]. Wowczas
1

/xdz - /(1 4 i)tdt = ;(1 +i),

c 0

1 1 1
/a:dz:/tdt—i—/idt:——i-i.
c 0 0 2

Zatem catka krzywoliniowa [ f(z)dz moze zaleze¢ od drogi taczacej punkt
c

poczatkowy z punktem koncowym krzywej C. a

Definicja 4.13. Funkcje F' nazywamy funkcjg pierwotna funkcji f w

obszarze D, jezeli dla kazdego z € D spelniony jest warunek:

Dla kazdej funkcji holomorficznej w obszarze jednospdéjnym istnieje funkcja

pierwotna.

Twierdzenie 4.14. Jezeli funkcja f jest holomorficzna w obszarze jednospojnym

D, to funkcja:
F(z) = [ f(§)ds, zeD, zeD
20
jest funkcjq pierwotng funkcji f w obszarze D.

Twierdzenie 4.15. Jezeli funkcja f jest holomorficzna w obszarze jednospojnym
D, to catka krzywoliniowa funkcji f wzdtuz dowolnej krzywej kawatkams gltadkiej
C C D nie zalezy od drogi calkowania, a jedynie od punktu poczgtkowego

z1 € D i koncowego zo € D oraz
22

[ 1)z = [ f(2)dz = F(z) - F(ay),
C 21

gdzie F jest dowolnq funkcjq pierwotng funkcji f w obszarze D.
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Caltke [ f(2)dz, w ktérej C' jest krzywa o poczatku a = z(«) i koncu
loi

b = z(0) i ktéra nie zalezy od drogi catkowania oznaczamy rowniez przez

/bf(z)dz.

Przyklad 4.16. Funkcja f(z) = 22 jest holomorficzna na calej ptaszczyZnie

zespolonej, zatem calka [ z%dz po tamanej C' przedstawionej na rysunku
o}

zalezy jedynie od punktu poczatkowego z; = 1 + ¢ i od punktu koncowego

4+1 1
/zzdz — / Sdz = S ((4+0) = (1+3)) = 18+ 15i,
C 1+2

Twierdzenie 4.17. (Wzér catkowy Cauchy)

Niech D bedzie obszarem jednospojnym, ktorego brzeg C' jest kawatkami
gladkq krzywq Jordana zorientowanq dodatnio wzgledem obszaru D. Jezeli
funkcja f jest holomorficzna w obszarze D, to w kazdym punkcie wewnetrznym

20 €D

f(z) = 1o f)

2mJ 2z — 2z
C

dz.

Z twierdzenia (4.17) wynika, ze warto$¢ funkcji holomorficznej w kazdym
punkcie 2y € D mozna wyrazi¢ przez wartos$c tej funkeji na dowolnej kawatkami
gtadkiej krzywej Jordana C' C D, we wnetrzu ktorej znajduje sie punkt
z9. To znaczy, ze warto$ci funkcji holomorficznej na krzywej C' okreslaja

jednoznacznie wartodci tej funkcji wewnatrz krzywej.
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Przyktad 4.18. Funkcja f(z) = 47 Jest holomorficzna we wnetrzu i na

okregu K (i,1). Na mocy wzoru catkowego Cauchy:

cosz

/ Gl - / @dz:%m'f(i):ﬂcosi.

Z—1

Przyktad 4.19. Funkcja f(z2) = % jest holomorficzna we wnetrzu i na
okregu K (3i,2). Na mocy wzoru catkowego Cauchy:

/Z(edz: / =z = 2mif(2i) = w(cos 2 + isin 2).

z — 2i) z—2i
K (3i,2) K (3,2)

Twierdzenie 4.20. (Uogélniony wzér catkowy Cauchy)

Niech D bedzie obszarem jednospojnym, ktorego brzeg C' jest kawatkami
gtadkaq krzywaq Jordana zorientowang dodatnio wzgledem obszaru D. Jezeli
funkcja f jest holomorficzna w obszarze D, to ma ona w kazdym punkcie
wewnetrznym zg € D pochodne wyzszych rzedow:

f(n)(Zo)—n!/(f(Z)dz, n=12....

271 z — zp)ntl
& )

Funkcja holomorficzna w obszarze D ma w tym obszarze wszystkie pochodne.
W szczegdlnos$ci ma w nim druga pochodna. Zatem pochodna funkceji holomorficzne;j
w obszarze D jest funkcja holomorficzng w tym obszarze.

Cze$¢ rzeczywista i cze$é¢ urojona funkeji holomorficznej na obszarze D
maja w tym obszarze ciagte pochodne czastkowe dowolnego rzedu, czyli sa

klasy C*°.
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Przyktad 4.21. Funkcja f(2) = ﬁ jest holomorficzna w pewnym obszarze
jednospéjnym zawierajacym okrag K (i,1). Na mocy uogélnionego wzoru
catkowego Cauchy:

1 — o ™

7d _ / (Z+7,)2 d _=nt 7/ ———

/ RS EETEATRAC
K(i,1) K(i,1)

O

Przyktad 4.22. Nich C bedzie dowolna krzywa zamknieta kawatkami gtadka
zawierajaca punkt . Funkcja f(z) = cosz jest holomorficzna w pewnym
obszarze jednospdjnym zawierajacym krzywa C'. Na mocy uogdlnionego wzoru

catkowego Cauchy:

CcoS 2z . )
—————dz = —miCcos 1.

5 Rozwijanie funkcji zespolonej w szereg

5.1 Szeregi o wyrazach zespolonych
Niech dany bedzie ciag liczbowy o wyrazach zespolonych: z1, 29, ..., 2, . . ..

Definicja 5.1. Szeregiem liczbowym o wyrazach zespolonych nazywamy

ciag (X zx) 1 oznaczamy symbolem Y z,.
k=1 n=1

Wyrazy ciagu (Y 2x) nazywamy sumami czeSciowymi szeregu.
k=1

Definicja 5.2. Suma szeregu Y z, nazywamy granice wlasciwg (o ile
n=1

n [ee)
istnieje) ciagu (Y zk) sum czeSciowych. Mowimy wowczas, zZe szereq Y. zp
k=1 n=1

jest zbiezny.
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n o0
Jezeli ciag (Y zx) nie ma granicy wlasciwej, to méwimy, ze szereg > z,
k=1 n=1

jest rozbiezny.

Definicja 5.3. Szereg § z, jest bezwzglednie zbiezny, jesli zbieiny jest
n=1

o0
szereq 21 | 2 |-
n=

Twierdzenie 5.4. Szereg > z, o wyrazach z, = x, + iy, jest zbieiny do
n=1

sumy s = a + tb wtedy 1 tylko wtedy, gdy zbieine sq szeregi Y. Tp & Y. Yn
n=1 n=1

odpowiednio do sum a 1 b.

Twierdzenie 5.5. (Kryteria zbieznosci szeregbéw)
(o) (o)

1. (Kryterium poréwnawcze) Jezeli wyrazy szeregow Y. a, i Y. z, spelniajq
n=1 n=1

warunek:

V(> N) | 2, /< an,

o0 o0
oraz szereq Y. a, jest zbieiny, to szereq o wyrazach zespolonych Y. z, jest
n=1 n=1
zbiezny bezwzglednie.

2. (Kryterium d’Alamberta) Jezeli

Zn+1

lim |
n—oo zn

=g <1,

to szereg o wyrazach zespolonych > z, jest bezwzglednie zbiezny. Jesli g > 1,
n=1

to szereg jest rozbiezny.

3. (Kryterium Cauchy) Jezeli

nlingoy"/|zn|:g<1,

to szereg o wyrazach zespolonych > z, jest bezwzglednie zbieiny. Jesli g > 1,
n=1

to szereqg jest rozbiezny.
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Przyktad 5.6. Szereg § (%)”2 jest bezwzglednie zbiezny, gdyz
n=1

2—1 )
lim "](7@)”2]: lim(\é_)":0< L.

n—00 3 n—00

5.2 Szeregi potegowe

Definicja 5.7. Szeregiem funkcyjnym o wyrazach zespolonych nazywamy
szereg Y fu(2), ktorego wyrazy sa funkcjami zmiennej zespolonej okreslonymi
n=1

w pewnym wspolnym zbiorze A.

Definicja 5.8. Szereg funkcyjny Y. f.(2) jest jednostajnie zbiezny na
n=1
zbiorze A do sumy S(z), jesli jego ciag sum czesciowych (s,(z)) jest jednostagnie

zbiezny na tym zbiorze do funkcji S(z):
V(e>0)3I(N)V(ze€e A)V(n > N) | su(z) — S(2) |<e.

Twierdzenie 5.9. (Kryterium Weierstrassa)

Jezeli wyrazy szereqgow io: Qp 1 % fn(z) spelniajq warunek:
n=1 n=1
V(in e N)V(z € Q) | fu(2) [< an,

oraz szereg liczbowy Y a, jest zbieiny, to szereqg Y. fn(2) jest zbieiny w
n=1 n=1

zbiorze €2 jednostagnie 1 bezwzglednie.

Definicja 5.10. Szereg funkcyjny
> an(z = 20)" = (a0 + a1(z — 20) + az(z — 20)” + ... + an(z — 2)"),
n=0

gdzie ag,ay,as,... € ), nazywamy szeregiem potegowym o Srodku w

punkcie z.
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Definicja 5.11. Promieniem zbiezZnosci szerequ potegoweqo § an(z —
20)" nazywamy takq liczbe rzeczywistq r > 0, Ze dla z € Q takich, z'en\_z’—zo |<
r szereq jest zbieiny, a dla | z — zo |> r szereg jest rozbiezny.

Jezeli szereg potegowy jest zbieiny na calej plaszczyzinie zespolonej €2, to

przyjmujemy r = +00, a gdy jest on zbiezny tylko w srodku zy, to r = 0.

[e.°]
Jezeli r > 0 jest promieniem zbieznosci szeregu potegowego Y. a,(z —
n=0

20)", to K (zo,7) jest najwiekszym kotem o srodku zg wewnatrz ktérego szereg

ten jest zbiezny.

o0
Twierdzenie 5.12. JeZeli dla szerequ potegowego Y a,(z — zo)" istnieje
n=0
granica lim Y an | = g lub Jim. | “2t = g, to promien zbieinosci tego
SZEeTequ WYraza Sie W2ZoTrem:

%, gdy 0 < g< o0

=900, gdy g=0

0, gdy g=oc.

Przyklad 5.13. Promien zbieznosci szeregu potegowego 3 n(;(ﬁ);n
n=0

jest v/2. Szereg jest zbiezny w kole | z—i |< /2 a rozbiezny dla | z—i |> v/2.

rowny

O

Twierdzenie 5.14. Szereg potegowy jest jednostajnie zbiezny w kazdym zbiorze

domknietym i ograniczonym, zawartym wewngtrz kota zbieznosci.

Twierdzenie 5.15. Suma S(z) szeregu potegowego § an(z—29)" jest funkcjq
n=0
ciggtq 1 holomorficzng wewnqgtrz kota zbiezno$ci. Ponadto
d o

o
— Y ap(z—2)" = Z na,(z — z)" !,
dZ n=0 n=1
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oraz szereq pochodny ma taki sam promien zbieinosci jak dany szereg.

Jezeli funkcja zmiennej zespolonej okreslona w obszarze D, w pewnym
otoczeniu kazdego punktu tego obszaru jest suma szeregu potegowego, to
nazywamy ja funkcja analityczna w obszarze D. Na mocy twierdzenia

5.15 funkcja analityczna w obszarze D jest holomorficzna w tym obszarze.

Przyktad 5.16. Suma szeregu potegowego Y % jest funkcja analityczng w
0

n=

kole | z |< 1. O

Twierdzenie 5.17. Jezeli funkcja f jest holomorficzna w kole K o $rodku w
punkcie zy, to mozna jqg jednoznacznie rozwingé w tym kole w szereg potegowy
§ a,(z — 29)", zwany szeregiem Taylora (tzn. funkcja f jest w tym kole
n=0

sumq szeregu Taylora), ktérego wspdlczynniki okreslone sq wzorami:

1 f(§) VARIED) B
a”'_zm'c/(g—zo)nﬂdf_ S =012,

gdzie C' jest okregiem o srodku w punkcie zy zorientowanym dodatnio wzgledem

swego wnetrza, w ktorym lezy punkt z i ktory sam lezy wewnqgtrz kota K.

Na mocy twierdzenia (5.17) funkcja holomorficzna w pewnym obszarze

jest w tym obszarze analityczna.

Przyktad 5.18. Funkcja f(z) = 1% jest holomorficzna w kazdym punkcie
z € Q\ {1}. Stad jest holomorficzna np. w kole | z |< 1 oraz w kole |
z+ 1 |< 2. Zatem rozwiniecie funkcji f w punkcie zp = 0 w szereg Taylora

jest nastepujace:

P oo
— >
-z n=0
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Promien zbieznosci szeregu wynosi 1. Natomiast rozwiniecie tej funkcji w

punkcie zyp = —1 w szereg Taylora jest nastepujace:
z 1 = (z + I
1—z 2 5 Z_:
Promien zbieznosci tego szeregu wynosi 2. O

Przyklad 5.19. Funkcja wyktadnicza e zmiennej zespolonej nazywamy

sume szeregu

0o m
ef = HZ:O o
Funkcje sin z dla zmiennej zespolonej okreslamy jako sume szeregu:
. 00 42041
sinz = T;)(—l)"m.

Natomiast funkcje cos z dla zmiennej zespolonej okreslamy jako sume szeregu:

i( ) ZZn
cosz = -1 .
n=0 (2%)'

Promienie zbieznosci tych szeregéw sa nieskonczone.

Stuszne sa nastepujace wzory Fulera:

iz o elZ + e—’LZ . e’LZ _ e—ZZ
e'” =cosz 4+ 1sin 2, COSZZT, smz:?
1

5.3 Szereg Laurenta

Na mocy twierdzenia 5.17 funkcje holomorficzne w pewnym otoczeniu punktu

2o mozna rozwinac¢ wokot tego punktu w szereg Taylora. Natomiast w zastosowaniach
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czesto wystepuja funkcje, ktoére sg holomorficzne jedynie w pewnym pierécieniu
={zeQ|r<|z—2I|<Rr>0R< oco}. Okazuje sig, ze kazda

taka funkcje mozna przedstawi¢ w pierscieniu P jako sume dwdch szeregow:

[o¢] o0 a
_ n —n
ngo an(z — 2z9)" oraz 7;1 Gy

Definicja 5.20. Sume

Zanz—zo —l-z
n=0

bedziemy nazywaé szeregiem Laurenta o wspotczynnikach a, @ $rodku w

Z—ZO

punkcie zy € ) 1 oznaczac

[e.9]

> an(z — 2)™

n=-—00
Pierwszy z szeregbw nazywamy cze$ciqg regularng szeregu Laurenta,

drugi natomiast cze$cia gtéwna tego szeregu. Cze$¢ regularna Y a,(z —

n=0

2p)" jest szeregiem potegowym wzgledem (z — zp), zbieznym w kole | z —

2 |< R = . L — a rozbieznym na zewnatrz tego kota. Czes¢ glowna
im an

00 n—oo

> (Zaz B jest szeregiem potegowym wzgledem i, zbieznym w obszarze

n=0

|z —zo |<r=lim {/|a_, |
n—oo

Powiemy, ze szereg Laurenta jest zbiezny, jesli zbiezne sa oba szeregi

ioan(z 20)" 1 Z = ZO

Twierdzenie 5.21. (Laurenta)

Jezeli funkcja f jest holomorficzna w pierscieniu P := {z € Q| r <| z—2z |<
R,r > 0, R < oo}, to mozna jq jednoznacznie rozwingé w tym pierscieniu w
szereq Laurenta § an(z—20)" (tzn. funkcja f jest w tym pierscieniu sumaq

szeregu Laurenta), przy czym

1 f(€) _
y = /(5 de, n=0,41,42,. .

2714 — zp) 11
C )
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gdzie C jest dowolnym okregiem o Srodku w punkcie zy zorientowanym dodatnio

wzgledem swego wnetrza, zawartym w pierscieniu P.

Jezeli funkcja f jest holomorficzna w kole | z—zy |< R, to szereg Laurenta

redukuje si¢ do szeregu Taylora, gdyz na mocy twierdzenia Cauchy a_, = 0.

Przyklad 5.22. Funkcja f(2) = 2% jest holomorficzna na calej plaszezyznie
z wyjatkiem dwoch punktéow z; = —1 1 2o = 1. Wokét kazdego punktu
2o € O\ {21, 22} mozna te funkcje rozwinaé w szereg Taylora o promieniu
zbieznosci R = min{| zo + 1 |,| 20 — 1 |}. Kazde takie rozwiniecie stanowi
jednoczesnie rozwiniecie w szereg Laurenta w pierécieniu 0 <| z — 2z |< R.
W szereg Laurenta mozna takze rozwinaé funkcje f w takim pierécieniu,
dla ktorego rozwiniecie w szereg Taylora nie jest mozliwe.
1. W pierscieniu 0 <| z 4+ 1 |< 2 rozwiniecie funkcji f w szereg Laurenta ma
postac:

2 . (z+ 1) 1

P S P

2. W pierécieniu 0 <| z — 1 |< 2 rozwiniecie funkcji f w szereg Laurenta ma

postac:
2 > (z—1)"
=— 1" :
22 —1 ngo( ) 2n+1 +z—1

3. W pierscieniu 1 <| z — 2 |< 3 rozwiniecie funkcji f w szereg Laurenta ma

postac:
2 > (z—=2)" & 1
= — —1)t— S L
R M R

=0 n=1

4. W pierécieniu | z |> 1 rozwiniecie funkcji f w szereg Laurenta ma postaé:

2 X 1-(-1)"
22_1_ ontl :

n=0
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6 Punkty osobliwe funkcji zespolonej

Definicja 6.1. Niech funkcja f bedzie holomorficzna w obszarze jednospojnym
D oraz niech zy € D. Jezeli f(zy) =0, to punkt zy nazywamy zerem funkcji
f.

Jezeli rozwiniecie funkcji f w szereq Taylora w punkcie zy ma postac
f(z) = ar(z - Zo)k + ag1(z — Zo)kJrl + agi2(z — Zo)kH t.
to punkt zy nazywamy zerem k-krotnym funkcji f.

Definicja 6.2. Punkt zo € Q, w ktérym funkcja f jest holomorficzna, nazywamy
punktem regularnym tej funkcji.

Jezeli funkcja f nie jest holomorficzna w punkcie 2y, ale jest holomorficzna
w pierscieniu 0 <| z — zo |< R, to punkt zy nazywamy punktem osobliwym

odosobnionym funkcji f.

Przyktad 6.3. Funkcja f(z) = 2cosz + 1 + 221+1 ma trzy punkty osobliwe
odosobnione: 0,7, —i. Kazdy inny punkt ptaszczyzny zespolonej jest punktem

regularnym tej funkc;ji. a

Niech zy € €2 bedzie punktem osobliwym odosobnionym funkcji f. Wy-
rozniamy trzy typy osobliwosci funkcji f:

1. Czes¢ gtéwna rozwiniecia funkcji f w szereg Laurenta rowna jest zero, czyli

flz) = i:éoan(z —z)".

Punkt 2y nazywa sie wéwczas punktem pozornie osobliwym funkcji f. W

tym przypadku istnieje granica skonczona ZhHZl f(z) = ap.
—Z0
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Przyjmujac f(z9) := ao pozbywamy sie osobliwosci i otrzymujemy funkcje
bedaca suma szeregu potegowego, a wiec holomorficzng w punkcie zy. Tego

rodzaju osobliwos¢ nazywamy tez osobliwoscig usuwalna.

Przyklad 6.4. Punkt 2y = 0 jest punktem pozornie osobliwym funkcji
f(z) = 1=5°%, poniewaz dla kazdego z # 0
2 4
l—cosz 1-(1-%54+%-...) 1 22

T 2 BRI

z

Przyjmujac f(0) = % usuwamy osobliwo$¢ i otrzymujemy funkcje holomorficzna

na catej ptaszczyznie 2. a

2.Czes¢ gltowna rozwiniecia funkeji f w szereg Laurenta zawiera skonczona
liczbe wyrazow, czyli
o0

Z (z — 2z)" i

— Z—Zo

Punkt 2y nazywa sie wowczas biegunem k-krotnym funkcji f.

Przyklad 6.5. Punkt z; = 0 jest biegunem pojedynczym funkcji

1 11

f(z):§ +2z

oraz biegunem dwukrotnym dla pochodnej

1
72.



Funkcje zespolone. 35

3.Czesé¢ gtowna rozwiniecia funkceji f w szereg Laurenta zawiera nieskonczenie

wiele wyrazow, czyli

[e.o]

z):;)an( —l—z

Punkt 2y nazywa sie wowczas punktem zstotnie osobliwym funkcji f.

Z—ZO

Przyktad 6.6. Punkt zy = 0 jest punktem istotnie osobliwym funkcji f(z) =
sin %, gdyz dla kazdego z # 0

1 1 1 n 1
2z 3lz3 Bl

O

Klasyfikacje punktéw osobliwych odosobnionych funkeji f mozna réwniez

przeprowadzi¢ bez rozwijania jej w szereg Laurenta.

Twierdzenie 6.7. 1. Jezeli ZILI% f(z) = g < o0, to punkt zy jest punktem
pozornie osobliwym funkcji f.

2. Jezeli Zlgrzlo f(2) = 400, to punkt zy jest biegunem funkcji f.

3. Jezeli funkcja f, gdy z — zy, nie dazy do Zadnej granicy (skoriczonej ani

nieskoriczonej), to punkt zy jest punktem istotnie osobliwym funkcji f.

Gdy punkt zp jest biegunem k-krotnym funkcji f, wtedy dla funkcji %
jest on zerem k-krotnym
Gdy punkt zy jest zerem k-krotnym funkcji g, wtedy dla funkcji é jest on

biegunem k-krotnym.

Przyktad 6.8. Funkcja f(z) = % ma w punkcie zg = 0 punkt pozornie

sin z

osobliwy, gdyz hm = 1. Rozwijajac funkcje f w szereg Laurenta otrzymujemy

sin z 22 4 28

1 4 =
z 3!+5! 7'+
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sin z
z

Przyjmujac f(0) = 1 funkcja staje sie holomorficzna w punkcie zo = 0.0

Przyklad 6.9. Funkcja

1 i1 i1
S e S R Pl P
ma w punktach z; = ¢ oraz zo = —i bieguny jednokrotne, gdyz funkcja
f(lz) = 22 4+ 1 ma w tych punktach zera jednokrotne. a

Przyktad 6.10. Funkcja f(z) = e: ma w punkcie zy = 0 punkt istotnie
osobliwy, gdyz nie istnieje granica lin% ex. Rozwiniecie funkcji f (2) = er w
szereg Laurenta jest nastepujace:

1 1

ez =1+—-+ + +..., da 0<|z|<o0.
z

2122 3123

7 Residuum funkcji zespolonej

Niech zp € Q2 i niech funkcja f bedzie holomorficzna w pewnym pierscieniu
P={{2¢€Q|0<| z—2 |< R}. Niech C bedzie dowolna kawaltkami
gtadka krzywa Jordana, skierowana dodatnio wzgledem wnetrza, zawarta w
pierécieniu P i zawierajaca w swym wnetrzu punkt zg. Na mocy twierdzenia

Cauchy wartos¢ catki [ f(z)dz nie zalezy od wyboru krzywej C'.
c

Definicja 7.1. Liczbe
res., f(z) == —,/f(z)dz

nazywamy residuum (pozostalo$é) funkcji f w punkcie zg.
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Twierdzenie 7.2. Jezeli funkcja f jest holomorficzna w pierscieniu P =

{z€Q|0<|2z—2|< R}, to
res,, f(z) = a_q,

gdzie a_y réwna sie wspélczynnikowi przy wyrazie (z — 20) "' w rozwinieciu

funkeyi f w szereg Laurenta w piersScieniu P.

Whniosek 7.3. Residuum funkcji w punkcie reqularnym lub w punkcie pozornie

osobliwym jest réwne zero.

Twierdzenie 7.4. Jezeli punkt zy € € jest biequnem jednokrotnym funkcji

f, to
res, f(z) = lim (z — 29) f(2).

z—20

Przyktad 7.5.

z . z . A 1
oo - imle- DGy =lm—7 =5

res;

O

Twierdzenie 7.6. Jezeli punkt zy € € jest biegunem k-krotnym funkcji f,

to
1 ) dkfl
ress f(z) = (k—1)! Zh_{rzlo W((Z —20)°f(2)).

Przyklad 7.7.

z . d( z ) = 1i 1 1

res = lim — =lim - —— =—

(2=22(z+1) =-2dz'z+1 =2(z4+1)2 9
z+1 1 d? z+1 1 d? 2

T68023(z—1) 2! z%dZQ(z—l) ZZEI(lezQ( +z—1)

1. d* 2 1. 4

=~ lim —— = —lim ———— = -2,
221—I>I(1)d22(z—1) 9 220 (z—1)3
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Jezeli zp jest punktem istotnie osobliwym funkcji f, to jej residuum w
tym punkcie nalezy obliczaé¢ przez rozwiniecie funkcji f w szereg Laurenta w

sasiedztwie punktu z.

Przyktad 7.8.

. omm
respsin — = —
2z 27
. o .o . . _
gdyz rozwinigcie funkcji sin 5 w szereg Laurenta w sasiedztwie punktu 29 = 0

ma postac:

™ ™ 7TS

Sln?,z:?z_@—i_.”'

Twierdzenie 7.9. (Calkowe o residuach)

Jezeli f jest funkcja holomorficzng w obszarze jednospojnym D z wyjatkiem
co najwyzej punktow z1, 22, ..., 2, € D, C' C D jest kawatkami gladkq krzywa
Jordana, skierowanqg dodatnio wzgledem swego wnetrza i zawierajgcq punkty

21,29y -« oy Zn W SWYM wnetrzu, to
/f(z)dz =2mi »_res,, f(2).
& k=1

Przyktlad 7.10. Niech C bedzie dodatnio skierowana elipsa o rownaniu % +

@ = 1. Funkcja (22 + 1)* = (2 — 9)%*(z + 7)? ma w punktach 2; = i oraz

29 = —i zera dwukrotne. Stad funkcja f(z) = ma w tych punktach

bieguny dwukrotne. Tylko biegun z; = ¢ lezy wewnatrz krzywej C'. Stad na

mocy twierdzenia o residuach

e?
—————dz = 2mires; f(2).
C[(ZQ 2 2 ires; f(z)
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Poniewaz
. d o e o e(1+1)

resif(2) =l (=0 o) T 1

Stad
e* —e(1+1d)
—2 — Tei(1 -
/ 2 1)2dz i 5¢ (1—1)
O
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