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1. (5p.) Niech G bedzie grafem a v bedzie wierzchotkiem grafu G. Pokaz, ze jesli G nie jest k-spojny, ale
G — v jest k-spojny, to degv < k — 1.

Rozwigzanie. Rozwazmy najpierw przypadek, kiedy G jest grafem pelnym, niech n oznacza liczbe jego
wierzchotkéw. Skoro G nie jest k-spojny, to n < k. Z drugiej strony, skoro G —v jest k-spojny, ton—1 > k+1,
sprzecznosc.

Zatem G nie jest grafem pelnym. Skoro nie jest k-spojny, zawiera zbior S C V(@) rozmiaru co najwyzej
k — 1, dla ktorego graf G — S ma co najmniej dwie sktadowe.

Zauwazmy, ze jesli (G —v)— S takze ma co najmniej dwie sktadowe, to G —v nie jest k-spojny, sprzecznosc.
W szczeg6lnoscei oznacza to, ze G—.S ma dwie sktadowe i jedna z nich ma tylko jeden wierzchotek — v. Sasiedzi
v naleza do zbioru S, zatem jest ich co najwyzej |S| < k — 1. O



MD2, Informatyka. K1. 10.11.2026. Imie i nazwisko ........ciiiiiiiii ittt

2. (5p.) Niech k,n beda liczbami naturalnymi, takimi ze k > 2 i n > 2k + 1. Niech G(n, k) bedzie grafem o
zbiorze wierzchotkow {0,...,n — 1}, w ktérym 4, j jest krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy

j—i==%£2 (modn)lubj—i==x%k (modn).
Zbadaj, dla jakich k i n graf G(n, k) jest eulerowski.

Rozwigzanie. Chcemy skorzysta¢ z twierdzenia Fulera. Sprawdzmy najpierw stopnie wierzchotkéw. Poniewaz
k> 2in > 2k+ 1, kazdy wierzcholek ¢ ma czterech sasiadow: i — k,i — 2,7 + 2,7 + k (dzialania modulo n).
Zatem niezaleznie od wartosci n, k, kazdy wierzchotek ma parzysty stopien.

Teraz sprawdzmy spojnos¢. Niech krawedzie typu 2 (odpowiednio, k) oznaczaja krawedzie taczace wierz-
cholki o numerach rézniacych sie o 2 (rézniacych sie o k). Jesli n jest nieparzyste, graf jest spojny: krawedzie
typu 2 tworza w nim cykl Hamiltona.

Zatozmy zatem, ze n jest parzyste. Jesli k jest liczba parzysta, graf jest niespojny: nie ma zadnej krawedzi
taczacej wierzchotek o numerze parzystym z wierzchotkiem o numerze nieparzystym.

Pozostal przypadek, ze k jest nieparzyste. Wowcezas graf jest spojny: krawedzie typu 2 tworzag dwa cykle, z
ktorych jeden zawiera wszystkie wierzchotki o numerach parzystych, a drugi wszystkie wierzchotki o numerach
nieparzystych. Dowolna krawedz typu k laczy te dwa cykle. Zatem caty graf jest spojny.

Podsumowujac, graf G(n, k) jest eulerowski wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna z liczb n, k jest
nieparzysta. 0
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3. (5p.) Wykaz, ze dla dowolnego grafu GG, nastepujace warunki sa rownowazne:
i) G jest cyklem;

ii) G jest hamiltonowski, ale dla kazdej krawedzi e € E(G), graf G — e nie jest hamiltonowski.

Rozwigzanie.

i) = ii). Jezeli G jest cyklem, to jest oczywiscie hamiltonowski. Ponadto, dla dowolnej krawedzi e, graf
G — e jest Sciezka, wiec nie zawiera zadnego cyklu.

ii) = i). Przypusémy przeciwnie, czyli G' spelia warunek ii), ale nie jest cyklem. Niech C' bedzie cyklem
Hamiltona w G. W szczegoélnosci graf G jest spojny. Skoro G nie jest cyklem i jest spojny, to istnieje krawedz
e € E(G)\ E(C). Wowczas C jest cyklem Hamiltona grafu G — e, sprzecznosé¢ z warunkiem ii). O
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4. (5p.) Niech n > 4 bedzie liczba parzysta. Zdefiniujmy nastepujacy graf G:

V(G) = {[L’(),ZL’1, s 7$n—1} U {y07y17 o ayn—l}a

n—1

E(G) = U {Zi%iv1, YiYhiv1, Tillis TiYi1, YiTig }
i=0

(wszystkie dziatania na indeksach wykonujemy modulo n). Wyznacz x'(G).

Rozwigzanie. Sasiedzi wierzchotka x; to z;_1, i1, Yi—1, Yiv1, ¥i (dzialania modulo n). Dla wierzchotkow y;
sytuacja jest symetryczna, zatem graf jest 5-regularny. Oznacza to, ze x'(G) = 5.
Zdefiniujmy teraz poprawne 5-kolorowanie ¢ krawedzi grafu G, patrz rysunek ponizej:

(1 jesli e = x;x;1 lub e = y;y;41, gdzie ¢ jest parzyste,
2 jesli e = x4 lub e = y;y;41, gdzie ¢ jest nieparzyste,
cle) = { 3 jesli e = ziyiqa,

4 jeshi e = y;wiyq,

\5 Jeéh € = Z;Y;.
Zauwazmy, ze dla kazdego wierzchotka, kazda z pieciu krawedzi z nim incydentnych ma inny kolor (patrz
rysunek, korzystamy tu z tego, ze n jest parzyste). Oznacza to, ze x'(G) < 5. Podsumowujac, otrzymujemy

X(G) = 5. O

kolory

N1 \3 5
\ 2 4

Li—1 Tj Li41 Li—1 Lj Li41

N :< : :< N
NG\ NG\
Yi—1 Yi Yi+1 Yi—1 Yi Yi+1

1 parzyste 1 nieparzyste



