Funkcje tworzace - przyktadowe zadania
http://mini.pw.edu.pl/~sokolj

1. Za pomoca funkcji tworzacych znajdz wzor jawny na n-ty wyraz ciggu okreslonego rekurencyjnie

w nastepujacy sposob:

a, = 20,1 +3dlan>1, ag=0
Rozwigzanie

Zaczynamy od znalezienia funkcji tworzacej:

[e.9]

f(z) = Zanx —O+Zanx —ZQan 1+ 3)x —QxZan v Sxe” !
n=1

n=0

W obu sumach podstawmy m = n—1. Sumowanie zaczynaliémy przy n = 1, wiec teraz zaczniemy
odm=1-1=0.

x) = ZxZamxm + Bxem =2zf(x) +
m=0 m=0
3w
Fl)(1 - 22) = =
3z A B Al—-2z)+ B(l—=z
J@) = a0 "1z "1-2 ((1—1:))8—(235) )
Stad 3z = A(1 = 2z) + B(l —z) = A—2Ax + B — Bx = (A+ B) + (—2A — B)z. Poréwnujac
wspo6lezynniki przy kolejnych potegach x (przy 2° i 2!), otrzymujemy A+ B=0i —2A— B =3
— A=-3iB=3.
Ostatecznie otrzymujemy funkcje tworzaca postaci:
-3 n 3
l—2z 1-22

fz) =

Rozwijamy ja w szereg potegowy (korzystajac ze wzoru na szereg geometryczny):

o0 o0

:—3Zx —i—SZQx Z 3x”+3-2”x”)=2( 34+3-2")2" Z%x
n=0

n=0 n=0
(ostatnia rownos$¢ wynika z definicji funkeji tworzacej).
Stad a, = —3+3-2" =3(2" — 1).

Sprawdzenie dla pierwszych wyrazow ciaggu

wzror rekurencyjny wzOr jawny

ay, =2a,_1+3dlan>1, ag=0 a, =3(2"—1)
n=0 ap =0 :3(20 )=3(1-1)=0
n=1 a1 =2-04+3=3 ap=32'-1)=32-1)=3
n=2 ay=2-34+3=9 a, =3(22-1)=34-1)=9
n=3 az3=2-94+3=3 az3=3(2>-1)=38-1)=21



2. Za pomoca funkcji tworzacych znajdz wzor jawny na n-ty wyraz ciggu okreslonego rekurencyjnie

w nastepujacy sposob:

ap, =5a,_1+3"dlan>1, ag=1
Rozwigzanie

Zaczynamy od znalezienia funkcji tworzacej:

o0

f(x) = Zanx —1+Zanm —1+Z S5a,_1+ 3")z" —1+5x2an " 1+3xz (3z)"

n=0

W obu sumach podstawmy m = n—1. Sumowanie zaczynaliSmy przy n = 1, wiec teraz zaczniemy
odm=1-1=0.

fl@) =1 +5x%amxm+3xﬂ§(3x)m =1+ 5uf (@) + - fg’gx
3z 1 -3z + 3z 1
J@=80) =14 = ~ 15,
B 1 A B A(l-5z)+ B(1 - 32)
IO = G050 " 1=8¢ " 1-5c  (I-32)(1-52)

Stad 1 = A(1 = bz)+ B(1 —3z) = A—5Ar+ B —3Bx = (A+ B) + (—5A — 3B)x. Poréwnujac
wspo6lezynniki przy kolejnych potegach x (przy z° i z!), otrzymujemy A+ B =11 -5A—-3B =0
— A=-3iB=2

Ostatecznie otrzymujemy funkcje tworzaca postaci:

_3 5
_ 2 2
U e e
Rozwijamy ja w szereg potegowy (korzystajac ze wzoru na szereg geometryczny):
300 n 500 n - 3 n,_.n i) n,.n O°_3n+1+5n+1n - n
fla) = —gnzz()(sg;) +§HZ:0(5J;> _HZ:O<—§.3 Bt 5 )_nzzofx —nzzoanx

(ostatnia rownos$¢ wynika z definicji funkeji tworzacej). Stad

_3n+1 +5n+1 1
= = _ 5n+1_3n+1
a 5 5 )

Sprawdzenie dla pierwszych wyrazow ciagu

wzror rekurencyjny wzOr jawny
ap = 50,1 +3"dlan>1, ay=1 ay = %(5”“—3”“)
n=0 ap =1 ap=305-3)=%-2=1
n=1 a;=5-1+3=38 a:1(25—9):%-16:
n=2 as=95-84+9=49 :%(125—27) -98:49
n=3 ag =5-49 4 27 = 272 %(625 81) = ~544:272



