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1 Podstawowe poje֒cia i przyk lady.

Sa֒ dwa sposoby matematycznego zadania dynamiki. Pierwszy z nich polega
na przyje֒ciu pewnego przekszta lcenia przestrzeni M w siebie, nazwijmy je
f , za generator dynamiki. Dziedzina dynamiki, czyli w naszym przykla֒dzie
M , nazywa sie֒ przestrzenia֒ fazowa֒. Wówczas f zadaje ewolucje֒ przestrzeni
fazowej po jednostce czasu. Tak wie֒c studiowanie dynamiki sprowadza sie֒
do sk ladania f z soba֒. O ile przeszta lcenie f jest odwracalne, można także
brać iteracje funkcji odwrotnej, co odpowiada modelowaniu ewolucji uk ladu
wstecz w czasie. Klasycznym przyk ladem jest rodzina logistyczna: fa(x) =
ax(1 − x), gdzie 0 < a ≤ 4 jest parametrem. Przestrzenia֒ fazowa֒ jest odci-
nek [0, 1]. Rodzina ta modeluje dynamike֒ populacji, której tempo wzrostu
jest ujemnie skorelowane z rozmiarem populacji, np. wskutek ograniczeń
wynikaja֒cych z zasobów środowiska. Przy a > 1, dla ma lych wartości x ob-
serwujemy wzrost wyk ladniczy. Jednak przy wie֒kszych wartościach x wzrost
ten ulega spowolnieniu, a wreszcie zahamowaniu kiedy maksymalna wartość
zostaje uzyskana dla x = 1

2
. Tego typu modele nazywamy uk ladami z cza-

sem dyskretnymi, ponieważ możemy je obserwować w dyskretnych odste֒pach
czasu. Wykresy trzech pierwszych iteracji pewnego przekszta lcenia z rodziny
logistycznej sa֒ przedstawione na Rysunkach 1-3.

Sposób drugi jest podobny tyle, że generator jest infinitezymalny. Jest
nim pewne pole wektorowe F (x). Musimy także za lożyć, że zbiór M ma
strukture֒ umożliwiaja֒ca֒ różniczkowanie, a wie֒c jest przestrzenia֒ euklidesowa֒,
a ogólniej rozmaitościa֒ różniczkowalna֒. O ile pole F jest dostatecznie g ladkie,
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co najmniej klasy C1, to z teorii równa֒n różniczkowych wiadomo, że generuje
ono potok, a wie֒c rodzine֒ przekszta lceń φt(x) określona֒ na dziedzinie F .
Tutaj φt opisuje zmiane֒ uk ladu po czasie t i, jak należa lo oczekiwać, spe lnione
jest prawo dzia lania grupy φt+s = φt ◦ φs. Potok jest zawsze odwracalny i
pozwala studiować uk lad wstecz w czasie. W niniejszym cyklu wyk ladów
skoncentrujemy sie֒ na potokach, zwanych także uk ladami z czasem cia֒g lym.

Orbity i portrety fazowe. Zbiór obrazów punktu x pod dzia laniem dy-
namiki określa sie֒ jako jego orbite֒. Zatem be֒dzie to zbiór {fn(x) : n ≥ 0}
dla uk ladów z czasem dyskretnym i {φt(x) : t ≥ 0} dla potoków. Portretem
fazowym nazywamy wykres wszystkich orbit potoku. Rzecz prosta, portret
fazowy jest niemożliwy do faktycznego wykreślenia, zatem przez “narysowa-
nie portretu fazowego” rozumiemy naszkicowanie wystarczaja֒co wielu orbit
tak, iż przebieg pozosta lych można wywnioskować w przybliżeniu. Diagram
fazowy jest podobny do portretu fazowego i dodatkowo zaznacza kierunek
ruchu po trajektoriach za pomoca֒ strza lek.

1.1 Punkty sta le.

Najprostszym podej́sciem do badania ewolucji uk ladu jest znalezienie jest
punktów równowagi, zwanych też punktami stalymi. Dla potoku, sprowadza
sie֒ to rozwia֒zania równania F (x) = 0. Jednak z punktu widzenia zachowania
modelu, dostrzegamy od razu różne możliwości zachowania uk ladu przy lek-
kim zaburzeniu po lożenia równowagi, a podstawowa֒ cecha֒ różnicuja֒ca֒ jest
stabilność.

Definicja 1.1 Orbita y jest stabilna, niekiedy dodajemy w sensie Lapunowa,
jeśli φt(x) jest określone dla wszystkich t dodatnich i wszystkich x z pewnego
otoczenia otwartego y oraz dla każdego ǫ > 0 istnieje δ > 0 taka, że jeśli
‖x− y‖ < δ, to dla wszystkich dodatnich t zachodzi ‖φt(x) − φt(y)‖ < ǫ.

Definicja 1.2 Powiemy, że orbita x jest asymptotyczna do orbity y, jeśli
limt→∞ ‖φt(x) − φt(y)‖ = 0.

Definicja 1.3 Punkt y nazywa sie֒ asymptotycznie stabilnym, niekiedy także
przycia֒gaja֒cym, jeśli jest stabilny i każda orbita x dla x z pewnego otoczenia
otwartego y jest asymptotyczna do y. Z kolei, jeśli y ma takie otoczenie
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Rysunek 1: Wykres funkcji logistycznej dla a=3.7.
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Rysunek 2: Wykres drugiej iteracji funkcji logistycznej dla a=3.7.
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Rysunek 3: Wykres trzeciej iteracji funkcji logistycznej dla a=3.7.
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otwarte U , że dla każdego x ∈ U, x 6= y istnieje τ > 0 takie, że φτ (x) /∈ U ,
to punkt y nazwiemy odpychaja֒cym.

Nietrudno przekonać sie֒, że punkt odpychaja֒cy jest niestabilny, a dla
potoków y jest odpychaja֒cy wtedy i tylko wtedy, gdy jest asymptotycznie
stabilny dla potoku z czasem odwróconym: ψt = φ−t.

Linearyzacja i hiperboliczność. Jeśli potok jest liniowy, wtedy funk-
cja F jest liniowa, czyli zadana pewna֒ macierza֒ A, to jedynym punktem
równowagi jest 0 i nietrudno ustalić jego stabilność znaja֒c widmo F . Sta-
bilność mamy wtedy i tylko wtedy, gdy cze֒ści rzeczywiste wszystkich wartości
w lasnych sa֒ niedodatnie, a dla czysto urojonych wartości w lasnych nie wyste֒puja֒
nietrywialne klatki Jordana, tj. jeśli λ jest urojona֒ wartościa֒ w lasna֒, to za-
chodzi (A − λE)2v = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (A − λE)v = 0, czyli v
jest wektorem w lasnym. Asymptotyczna stabilność zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy cze֒ści rzeczywiste wszystkich wartości w lasnych sa֒ ujemne.

Sta֒d naturalnym podej́sciem jest linearyzacja, to znaczy przybliżenie po-
toku w pobliżu punktu równowagi w y przez potok liniowy zadany macierza֒
pochodnych cza֒stkowych DF (y). Oczekiwać by można, że zachowanie obu
potoków be֒dzie “podobne” i w szczególności stabilność po lożeń równowagi
w 0 dla potoku zlinearyzowanego i w y dla potoku wyj́sciowego powinna być
taka sama. Czy jednak tak jest w istocie?  Latwo o kontrprzyk lad i to w
najprostszej sytuacji, gdy M = R. Weźmy F1(x) = −x3 oraz F2(x) = x3

(zob. Rysunek 4.) W obu przypadkach linearyzacja֒ jest potok trywialny ge-
nerowany przez pole zerowe. Po lożenie równowagi w 0 jest stabilne, lecz nie
asymptotycznie stabilne. Z drugiej strony obserwujemy, że F1 jest ujemne
dla x dodatnich, a dodatnie dla x ujemnych. Wobec tego wszystkie or-
bity beda֒ monotonicznie da֒ży ly do 0, które jest dla F1 asymptotycznie sta-
bilne. Ca lkiem odwrotnie rzecz sie֒ ma dla F2, dla ktorego wszystkie or-
bity za wyja֒tkiem 0 da֒ża֒ do plus lub minus nieskończoności, co czyni punkt
równowagi niestabilnym. Problem polega tu na tym, że istnieje wartość
w lasna 0 o zerowej cze֒ści rzeczywistej.

Definicja 1.4 Punkt równowagi potoku y nazywa sie֒ hiperbolicznym wtedy
i tylko wtedy, gdy macierz DF (y) nie ma wartości w lasnych o zerowej cze֒ści
rzeczywistej.

Zachodzi wtedy twierdzenie Grobmana-Hartmana:
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Rysunek 4: Wykresy funkcji F1(x) = x3 (niebieska) i F2(x) = −x3 (czer-
wona).
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Twierdzenie 1.1 Jeśli y jest hiperbolicznym punktem równowagi, ψt ozna-
cza potok zlinearyzowany, to istnieje homeomorfizm H z pewnego otoczenia
otwartego U ∋ y na otoczenie otwarte 0 taki, że

H ◦ φt(x) = ψt ◦H(x),

dla każedgo t, również ujemnego, o ile tylko dla każedgo τ spomie֒dzy 0 a
t zachodzi φτ (x) ∈ U .

W szczególności cechy stabilności obu puntów równowagi sa֒ takie same.

1.2 Rozmaitości stabilne i niestabilne.

Jeśli potok jest liniowy i 0 jest hiperbolicznym punktem równowagi, to rozważmy
podprzestrzeń stabilna֒ V s rozpie֒ta֒ przez uogólnione wektory w lasne odpowia-
daja֒ce wartościom w lasnym z ujemnymi cze֒ściami rzeczywistymi. Z dyna-
micznego punktu widzenia,

V s = {x : lim
t→∞

ψt(x) = 0} .

W szczególności, V s jest podprzestrzenia֒ niezmiennicza֒, tzn. dla każdego
t > 0 zachodzi ψt(V s) = V s.

Punkty, których orbity uciekaja֒ do nieskończonoći, to ca le dope lnienie
V s a wie֒c nie tworza֒ one podprzestrzeni. Podprzestrzeń niestabilna֒ definiu-
jemy zatem inaczej, jako rozpie֒ta֒ przez uogólnione wektory w lasne należa֒ce
do wartości w lasnych o dodatnich cze֒ściach rzeczywistych, lub dynamicznie
poprzez

V u = {x : lim
t→−∞

ψt(x) = 0} .

Sytuacja przedstawia sie֒ podobnie dla hiperbolicznego po lożenia równowagi
y potoku nieliniowego.

Definicja 1.5 Niech y be֒dzie hiperbolicznym punktem sta lym. Wybierzmy
r > 0. Można wówczas zdefiniowa֒c

W s
r = {x ∈M : ∀t ≥ 0 ‖φt(x) − y‖ < r}

oraz
W u

r = {x ∈M : ∀t ≤ 0 ‖φt(x) − y‖ < r }.

8



Zachodzi wówczas naste֒puja֒ce twierdzenie.

Twierdzenie 1.2 Dla każedgo dostatecznie ma lego r, zbiory W s
r i W u

r sa
podrozmaitościami zanurzonymi w M , a ich przestrzeniami stycznymi w y sa֒
odpowiednio V s i V u. Jeśli 0 < r̂ < r, to oczywíscie W s

r̂ ⊂ W s
r , ale także

zachodzi rówość po pobcie֒ciu do pewnego otoczenia y. Dodatkowo, każdy
punkt W s

r jest asymptotyczny do y, a każdy punkt W u
r asymptotyczny do y

wstecz w czasie.

W przypadku, gdy M jest podzbiorem przestrzeni euklidesowej R
m, “pod-

rozmaitość zanurzona” wymiaru k ≤ m oznacza zbiór, który w otoczeniu
każdego należa֒cego doń punktu zadany jest wykresem pewnej funkcji klasy
C1 o wartościach ew R

k, której roźniczka ma rza֒d k w tym punkcie.
Be֒dziemy zatem pisać W s

loc = W s
r dla r dobranego z Twierdzenia 1.2,

analogicznie dla W u
loc. Z definicji lokalna rozmaitość stabilna W s

r jest nie-
zmiecznnicza w przód: dla t > 0 zachodzi φt(W s

loc) ⊂ W s
loc. Podobnie, lo-

kalna rozmaitość niestabilna jest niezmiennicza w ty l. Definiujemy teraz ich
globalne odpowiedniki.

Definicja 1.6 Globalna֒ rozmaitościa֒ stabilna֒ punktu y, oznaczana֒ W s lub
W s(y), nazwiemy zbiór

W s = {x ∈M : ∃t ∈ R φt(x) ∈ W s
loc} .

Analogicznie, globalna֒ rozmaitość niestabilna֒ definiujemy poprzez

W u = {x ∈M : ∃t ∈ R φt(x) ∈ W u
loc} .

Tak zdefiniowane rozmaitości globalne sa֒ już w pe lni niezmiennicze, to
znaczy zarówno w przód, jak i w ty l w czasie. Nazywa sie֒ je wobec tego
rozmaitościami niezmienniczymi punktu y. Rozmaitości niezmiennicze sa֒
 la֒cznikiem mie֒dzy lokalna֒ teoria֒ punktów równowagi, a wie֒c poje֒ciami ta-
kimi jak linearyzacja, które si la֒ rzeczy moga֒ dzia lać tylko w ma lym otoczeniu
takiego punktu, a globalna֒ dynamika֒. Można by je obrazowo przyrównać do
macek, którymi punkty równowagi sie֒gaja֒ daleko w ca la֒ przestrzeń fazowa֒.
Jest oczywíscie atut dla badacza, ponieważ punkty równowagi wraz z ich
lokalnymi rozmaitościami niezmienniczymi sa֒ nietrudne do policzenia.
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1.3 Równanie Lotki-Volterry.

Rozważmy teraz konkretny model konkuruja֒cych populacji. Jest on zadany
uk ladem równań Lotki-Volterry:

dx

dt
= x (K − x− ay) (1)

dy

dt
= y (L− y − bx) (2)

z dodatnimi sta lymi a, b,K, L. x oraz y sa֒ licznościami odpowiednich po-
pulacji. Widzimy  latwo, że pierwsza ćwiartka jest zbiorem niezmienniczym,
ograniczymy sie֒ zatem do jej badania jako realistycznego zakresu modelu.
Model jest jakościowo symetryczny ze wzgle֒du na obie populacje, przeana-
lizujmy go wie֒c z punktu widzenia iksów. W optymalnych warunkach iksy
namnażaja֒ sie֒ wyk ladniczo w stosunku K. Jednak hamulcem do tego roz-
woju okazuje sie֒ ich w lasny przyrost, jak i konkurencja ze strony igreków,
reprezentowane przez ujemne cz lony po prawej stronie pierwszego równania.
Moga֒ one wre֒cz odwrócić znak pochodnej doprowadzaja֒c do wymierania
iksów.

Widać od razu, ze pożyteczne be֒dzie podzielić przestrzeń fazowa֒ na ob-
szary w zależności od znaku pochodnej liczności populacji. Podzia l ten wy-
znaczaja֒ krzywe dx

dt
= 0 is dy

dt
= 0. Takie krzywe nazywaja֒ sie֒ ogólnie izokli-

nami, a w tym przypadku sa֒ prostymi:

x + ay = K (3)

bx + y = L . (4)

Izoklinami sa֒ także osie wspó lrze֒dnych, ale nie be֒dziemy ich tak nazywać
dla jasności dyskusji.

Każda z izoklin przecina obie osie wspó lrze֒dnych w punktach dodatnich,
a zatem przebiegaja֒ one przez wne֒trze pierwszej ćwiartki. Od razu widzimy,
że wyste֒puja֒ dwa przypadki generyczne, mianowicie izokliny moga֒ sie֒ prze-
cinać we wne֒trzu pierwszej ćwiartki, ba֒dź pozostawać roz la֒czne w jej do-
mknie֒ciu. Przypadki niegeneryczne to takie, kiedy izokliny sie֒ pokrywaja֒,
ba֒dź przecinaja֒ na brzegu pierwszej ćwiartki.
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Rysunek 5: Izokliny równania Lotki-Voltery dla L = 2.5, K = 3.5, a =
2.5, b = 1.5 .
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Punkty równowagi na brzegu. Przyjrzyjmy sie֒ punktom równowagi,
które leża֒ w domknie֒ciu pierwszej ćwiartki. Mamy przede wszystkim zawsze
odpychaja֒cy punkt w (0, 0). Poza tym, sa֒ to punkty przecie֒cia izoklin z
osiami. Jeśli na przyk lad y = 0, to

dx

dt
= x(K − x) .

Tak wiec x = K jest tu punktem równowagi przycia֒gaja֒cym w kierunku osi
x. Aby ustalić jego stabilność w dwóch wymiarach, zlinearyzyjmy drugie
równanie w y = 0 i x = K:

DF (x̃, 0) =

(

−K 0
0 L− bK

)

. (5)

Ale L/b to punkt przecie֒cia osi y = 0 przez druga֒ izokline֒. Widzimy wie֒c,
że jego stabilność zależy od tego, czy druga izoklina przecina oś y = 0 bliżej,
czy dalej od 0, niż pierwsza. Jeśli bliżej, to punkt jest przycia֒gaja֒cy, jeśli
dalej, to jest siod lem. Analogicznie, z zamiana֒ ról izoklin wygla֒da sprawa z
punktem równowagi na osi x = 0.

Omówimy teraz szczególowo oba przypadki generyczne przecinania sie֒
izoklin.

Brak przecie֒cia. W tym przypadku nie ma punktów równowagi wewna֒trz
pierwszej ćwiartki, a z punktów na brzegu jeden jest siod lem, a drugi punk-
tem przycia֒gaja֒cym. Widać  latwo, że W s

loc siódla jest zawarta w osi, to samo
dotyczy W s, a każdy punkt z wne֒trza pierwszej ćwiartki da֒ży do punktu
sta lego przycia֒gaja֒cego. Mamy tu zatem sytuacje, w której jedna z popula-
cji eliminuje druga֒, a s labsza może przetrwać tylko w nieobecności silniejszej.
Sytuacje֒ ilustruje Rysunek 6. Diagram fazowy znajduje sie֒ na Rysunku 7.

Przypadek z przecie֒ciem. Sytuacje֒ te֒ przedstawia Rysunek 5. Sa֒ tu
tak naprawde֒ dwa podprzypadki. W pierwszym

L−Kb < 0 (6)

K − La < 0 (7)

a oba punkty na brzegu sa֒ przycia֒gaja֒ce. W drugim obie nierowności maja֒
znak przeciwny i oba punkty na brzegu sa֒ siod lami.
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L = 3, K = 1.5, a = 2.5, b = 1.5 .

Rysunek 6: Izokliny równania Lotki-Voltery dla L = 3, K = 1.5, a =
2.5, b = 1.5.
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Rysunek 7: Diagram fazowy dla L-V (L = 3, K = 1.5, a = 2.5, b = 1.5) -
wyginie֒cie jednej z populacji.
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W kazdej sytuacji mamy punkt równowagi (x̂, ŷ) we wne֒trzu pierwszej
ćwiartki. Sprawdzamy bezpośrednio, że

DF (x̂, ŷ) =

(

−x̂ −ax̂
−bŷ −ŷ

)

.

Jej wyznacznik to x̂ŷ(1 − ab). Z nierówności (6) i poniższej  latwo wniosku-
jemy, że ab > 1, a przypadku nierówności przeciwnych ab < 1. Jeśli zatem
nierówność (6) i poniższa zachodza֒, to wyznacznik macierzy linearyzacji jest
ujemny, a sta֒d punkt (x̂, ŷ) jest siod lem. W tym przypadku każdy z asymp-
totycznie stabilnych punktów na brzegu przycia֒ga orbity z pewnego zbioru
otwartego, a granice֒ mie֒dzy tymi “basenami przycia֒gania” stanowi rozma-
itość stabilna W s(x̂, ŷ). W tym zatem przypadku również typowo jedna z
populacji eliminuje druga֒, ale zwycie֒zca nie jest z góry przesa֒dzony. Zależy
od warunków pocza֒tkowych, a przy tym istnieje krzywa, po której populacje
da֒ża֒ do niestabilnego po lożenia równowagi. Diagram fazowy zosta l przed-
stawiony na Rysunku (8).

Wreszcie mamy przypadek, kiedy nierówności (6) zachodza֒ z przeciw-
nymi znakami. Wówczas oba punkty równowagi na osiach sa֒ siod lami, zaś
wyznacznik macierzy linearyzacji DF (x̂, ŷ) jest dodatni. Ponieważ ślad tej
macierzy jest ujemny, punkt (x̂, ŷ) jest przycia֒gaja֒cy. W tym zatem przy-
padku punkt (x̂, ŷ) jest stabilnym po lożeniem równowagi i przycia֒ga wszyst-
kie orbity z wne֒trza pierwszej ćwiartki. Żadnej z populacji nie grozi zatem
wymarcie, ale be֒da֒ da֒ży ly do tego po lożenia równowagi.

Ćwiczenia i laboratoria.

Jeszcze raz Lotka-Volterra. Uzupe lnić dyskusje֒ równania (1) biora֒ pod
uwage֒ naste֒puja֒ce kwestie:

• Przedyskutować przypadki niegeneryczne.

• W przypadku, kiedy (x̂, ŷ) jest siod lem wyznaczyć komputerowo
jest rozmaitość stabilna֒ (powiedzmy dla paru wyborżow para-
metrów).

• W przypadku, gdy punkt ten jest przycia֒gaja֒cy, wyznaczyć roz-
maitości niestabilne siode l na brzegu.
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Rysunek 8: Diagram fazowy dla L-V (L = 2.5, K = 3.5, a = 2.5, b = 1.5) -
siod lo
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Model epidemii. Rozważmy model SIR propagacji epidemii niegroźnej dla
życia choroby wśród narażonej populacji. S (susceptible) jest popu-
lacja֒ narażona֒, ale na razie zdrowa֒, I (infected) chora֒, zaś R (reco-
vered) odporna֒ wskutek albo przebycia choroby, albo szczepienia przy
narodzinach. K = S + I +R. Zak ladamy odsetek urodzeń µ w popu-
lacji K, z których p zostaje zaszczepionych. Odsetek śmierci jest także
µ i taki sam dla wszystkich populacji, natomiast β mierzy możliwość
zarażenia przy kontakcie osobników z S i I. Wreszcie γ jest odsetkiem
wyzdrowień. Wtedy dynamika populacji opisuje sie֒ uk ladem równań:

dS

dt
= (1 − p)µK − βSI − µS

dI

dt
= βSI − γI − µI

dR

dt
= pµK + γI − µR .

Przeanalizować model ze wzgle֒du na naste֒pujće zagadnienia:

• jeden z parametrów da sie֒  latwo wyeliminować, który i jak,

• znaleźć punkty równowagi,

• policzyć linearyzacje֒ równania w tych punktach i określić sta-
bilność w zależności od parametrów,

• przy użyciu komputera naszkicować izokliny i portret fazowy.

Badanie wypadku lotniczego. Z analizy rejestratorów lotu AF 447 (in-
formacje te pochodza֒ z www.bea.aero), samolot osia֒gna֒ l maksymalna֒
wysokość 38000ft (stóp nad poziomem morza), a w 32s później by l
na wysokości 35800ft opadaja֒c z pre֒dkościa֒ pionowa֒ −9100ft/min.
Przyjmuje sie֒ generalnie, że przyczyna֒ opadania by lo aerodynamiczne
przecia֒gnie֒cie samolotu, objawiaja֒ce sie֒ spadkiem si ly nośnej skrzyde l,
które tylko cześciowo dźwiga ly jego cie֒żar. Za model pre֒dkości piono-
wej samolotu przyjmijmy równanie:

dv

dt
= −cg + kv2

gdzie 0 < c ≤ 1 oddaje utrate֒ si ly nośnej wskutek przecia֒gnie֒cia, zaś
k opór powietrza.
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Wyliczyć te wspó lczynniki.

Jeden z pilotów wspomnia l o “zepsuciu sie֒” przyrza֒du pokazuja֒cego
pre֒dkość opadania. Skala tego przyrza֒du kończy sie֒ na wartości
−15000ft/min. Czy jest możliwe, że przyrza֒d dzia la l prawid lowo,
tylko wskazówka w pewnym momencie dosz la do końca skali? W jakim
momencie to by nasta֒pi lo?

2 Ca lki pierwsze i funkcje Lapunowa

Wiadomo, że można obiec ruchem skoczka ca la֒ szachownice֒ 8 na 8 w ten
sposób, że każde pole jest odwiedzone dok ladnie raz i z ostatniego można
powrócić do pola pocza֒tkowego. Czy można w ten sam sposób obiec sza-
chownice֒ 9 na 9? Zadanie pozornie skomplikowane okazuje sie֒  latwe, kiedy
dostrzeżemy, że kolor pola przy ruchu skoczka zmienia sie֒ co ruch. Zatem
na standardowej szachownicy po 64 ruchach można wrócić na to samo pole,
ale na szachownicy o 81 polach jest to niemożliwe. Jeśli kn oznacza kolor
pola po n ruchach, powiedzmy 1 dla czarnego i −1 dla bia lego, to wielkość
(−1)nkn pozostaje sta la na każdej trajektorii skoczka. Taka֒ wielkość nazy-
wamy niezmiennikiem i wiele pie֒knych rozumowań w matematyce dyskret-
nej jest opartych na odpowiednio dobranym niezmienniku. Podobna֒ metode֒
można zastosować także do badania dynamiki modeli. Wielkości be֒da֒ce nie-
zmiennikami na trajektoriach potoku nazywaja֒ sie֒ ca lkami pierwszymi.

Niekiedy stosuje sie֒ także pó lniezmienniki, a wie֒c wielkości zmieniaja֒ce
sie֒ w sposób monotoniczny, powiedzmy zawsze nierosna֒ce. W teorii równań
różniczkowych nosza֒ one nazwe֒ funkcji Lapunowa. Niekiedy wreszcie mu-
simy sie֒ zadowolić wielkościa֒, która nie jest nawet pó lniezmiennikiem, ale
wcia֒ż daje sie֒ coś powiedzieć w miare֒ prostego o tym, kiedy rośnie, a kiedy
maleje. Odpowiednie funkcje “nie do końca Lapunowa” nazywaja֒ sie֒ skrom-
nie funkcjami testowymi.

2.1 Ca lka pierwsza w badaniu uk ladu Lotki-Volterry.

Uk lad Lotki-Volterry ma postać
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dx

dt
= x(a− by) (8)

dy

dt
= y(−c+ ex) (9)

z wszystkimi parametrami dodatnimi. Jest to przyk lad modelu dra-
pieżnika i zdobyczy. x jest populacja֒ zdobyczy, która ros laby wyk ladniczo
w nieobecności drapieżnika, ale przy odpowednio dużej jego populacji może
nawet spadać. Z kolei y to drapieżnik, który wymiera lby wyk ladniczo bez
zdobyczy, ale przy jej dostatecznej obfitości może sie֒ namnażać. Interesuje֒
nas tylko zachowanie uk ladu w pierwszej ćwiartce {(x, y) : x ≥ 0, y > 0}. Ist-
nieje tu proste do zrozumienia po lożenie równowagi w (0, 0) be֒da֒ce siod lem,
oraz stan równowagi y0 = ( c

e
, a
b
). Nietrudno policzyć, że w tym drugim punk-

cie macierz potoku zlinearyzowanego ma postać

DF (y0) =

(

0 − bc
e

ae
b

0

)

z urojonymi wartościami w lasnymi ±√
ac. W celu zbadania zachowania po-

zosta lych orbit, znajdźmy ca lke֒ pierwsza֒. W tym celu podzielmy równania
uk ladu (8) stronami, otrzymuja֒c

dy

dx
=
y

x
· −c + ex

a− by
.

Jest to równanie o rozdzialaja֒cych sie֒ zmiennych, które  latwo rozwia֒zać w
postaci

K = (ex− c log x) + (by − a log y) ,

gdzie K jest w laśnie poszukiana֒ ca lka֒ pierwsza֒. Funkcja f(x) = ex − c lnx
jest wypuk la i ma minimum punkcie x = c

e
. Podobnie funkcja g(y) =

by − a log y maja֒ca minimum w a
b
. Obie funkcje da֒ża֒ do +∞, gdy argu-

ment zmierza do 0 lub ∞. Wobec tego poziomice funkcji K sa֒ krzywymi
ograniczonymi, przecinaja֒cymi każda֒ prosta֒ pozioma֒ lub pionowa֒ w jednym
lub dwóch punktach, a zatem sa֒ krzywymi zamknie֒tymi obiegaja֒cymi y0.
Punkt y0 jest zatem stabilny w sensie Lapunowa, ale nie asymptotycznie:
populacje drapieżnika i zdobyczy zmieniaja֒ sie֒ w cyklach, które bynajmniej
nie da֒ża֒ do punktu równowagi.

Na końcu za la֒czamy przyk lad szeregów czasowych generowanych przez
równanie Lotki-Volterry na Rysunku (9) oraz wykres funkcji f na Rysunku (10).
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2.2 Ruch w polu potencja lu.

Rozważmy ruch cza֒stki o masie 1 w jednym wymiarze, w polu potencja lu
V (x). Jeśli x(t) jest po lożeniem, zaś v(t) = dx

dt
pre֒dkościa֒, ruch uk ladu jest

opisany równaniem
d2x

dt2
=
dv

dt
= −V ′(x) .

 latwo wtedy sprawdzić, że energia ca lkowita uk ladu E(t) = v(t)2

2
+ V (x(t))

jest zachowana:

dE

dt
= v

dv

dt
+ V ′(x)

dx

dt
= −v(t)V ′(x) + V ′(x)v(t) = 0 .

Dobrze znany jest przyklad V (x) = x2 opisuja֒cy wahad lo matematyczne
bez t lumienia. Zbadajmy przyk lad potencja lu o dwóch minimach V (x) =
x2

2
− x4

4
prowadza֒cy do równania Duffinga

d2x

dt2
= x− x3 .

Wykres tego potencja lu zilustrowano na Rysunku (12).
Wówczas energia ca lkowita ma postać

E(x, v) = −x
2

2
+
x4

4
+
v2

2
.

Jej wykres przedstawia Rysunek (13).
Minimum globalne równe −1

4
jest osia֒gane w punktach (±1, 0). Punkty

równowagi to (±1, 0) oraz (0, 0). Dwa z nich odpowiadaja֒ minimom energii.
Trzecie to punkt stacjonarny, który z pewnoscia֒ nie jest lokalnym ekstremum
dla funkcji energii, bowiem macierz drugich pochodnych cza֒stkowych ma w
nim postac

D2E(0, 0) =

(

−1
2

0
0 1

2

)

.

Jak wiadomo z kursu rachunku różniczkowego wielu zmiennych, punkt ten
jest siod lem dla funkcji energii, czego nie należy mylić z poje֒ciem punktu
siod lowego dla potoku.

Dla wartości E mie֒dzy −1
4

a 0, poziomice energii sa֒ para֒ krzywych za-
mknie֒tych, z których każda otacza jedno z minimów. Nie moga֒ one prze-
cinać sie֒, ponieważ nie moga֒ przecinać prostej x = 0. Zatem dla takich
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Rysunek 11: Portret fazowy wahad la matematycznego dla g = 10, m = 1.
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Rysunek 13: Wykres energii dla rownania Duffinga.
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wartości energii mamy dwa ruchy wahad lowe, każdy z nich wokól stabilnego
po lożenia równowagi. Dla E = 0 widzimy, że krzywa E = 0 przechodzi przez
(0, 0), tworza֒c w nim samoprzecie֒cie. Dla E > 0 poziomica jest znów para֒
g ladkich krzywych, ale żadna z nich nie jest zamknie֒ta, ani nawet ograni-
czona - obie przypominaja֒ hiperbole. Poziomice te można sobie przedstawić
wyobrażaja֒c proces zatapiania woda obszaru sk ladaja֒cego sie֒ dwóch dolin,
dwóch grani i prze le֒czy mie֒dzy nimi. Najpierw wype lnione zostaja֒ doliny
dwoma roz lacznymi jeziorami. Krytyczny moment nadchodzi, gdy jeziora
sie֒gaja֒ prze le֒czy stykaja֒c sie w niej. Potem jest już jedno jezioro i jego linia
brzegowa rozcia֒ga sie֒ wzd luż każdej z obu grani.

Z punktu widzenia dynamiki modelu oznacza to, że (0, 0) jest dla niej
także punktem siod lowym. W jego dowolnie ma lym otoczeniu znajda֒ sie֒
rozwia֒zania obiegaja֒ce minima (w dolinach), rozwia֒zania przybiegaja֒ce z
nieskończoności i do niej wracaja֒ce (po zboczach grani). Sa֒ też dwa bardzo
szczególne rozwia֒zania dla E = 0. Poziomica energii ca lkowitej sk lada sie֒
wtedy z dwóch krzywych zamknie֒tych stykaja֒cych sie֒ w w zerze. Każde z
tych rozwia֒zań obiega jedna֒ z ga le֒zi tej krzywej. Obieg taki zajmuje nie-
skończony czas: każde z tych rozwia֒zań da֒ży do zera przy czasie da֒ża֒cym
zarówno do plus, jak i do minus nieskończoności. Można zauważyć także,
że każde z nich jest rozmaitościa֒ zarówno stabilna֒, jak i niestabilna֒ tego
punktu. Takie rozwia֒zania nazywamy pe֒tlami homoklinicznymi i powrócimy
do nich w naste֒pnym wyk ladzie.

2.3 Funkcje Lapunowa.

Rozważmy wahad lo fizyczne z t lumieniem:

dx

dt
= v (10)

dv

dt
= −sin(x) − bv (11)

Funkcja L(x, v) = − cos(x) + v2

2
spe lnia

dL(x(t), v(t))

dt
= sin x

dx

dt
+ v

dv

dt
= v sin x− v sin x− bv2 = −bv2 . (12)

Jak widzimy, funkcja ta jest nierosna֒ca na trajektoriach. Ta w lasność jest
fundamentalna dla funkcji Lapunowa. Definicje֒ podajemy poniżej.
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Definicja 2.1 Za lożmy, że x0 jest punktem równowagi. Funkcje L określona֒
na pewnym otoczeniu otwartym U ∋ x0 nazwiemy funkcja֒ Lapunowa, nie-
kiedy tekże s laba֒ funkcja֒ Lapunowa, jeśli dL(x(t))

dt
≤ 0 dla każdego rozwia֒zania

lokalnego x(t) o wartościach w U oraz L ma ścis le minimum globalne w x0,
tj. dla każdego x ∈ U \ {x0} zachodzi L(x) > L(x0). W definicji ścis lej

funkcji Lapunowa zak ladamy dodatkowo, że dL(x(t))
dt

< 0, o ile tylko x(t) nie
jest punktem równowagi.

Jak widzimy, w przypadku wahad la fizycznego z t lumieniem L jest funkcja֒
Lapunowa, ale nie jest ścis la֒ funkcja֒ Lapunowa, ponieważ zeruje sie֒ na ca lej
prostej v = 0. W ogólności zachodzi naste֒puja֒ce twierdzenie:

Twierdzenie 2.1 O ile w pewnym otoczeniu otwartym punktu równowagi
istnieje funkcja Lapunowa, to jest on stabilny w sensie Lapunowa. Jeśli jest
to ścis la funkcja Lapunowa, to punkt ten jest asymptotycznie stabilny.

Twierdzenie to nie wystarcza do określenia stabilności punktu równowagi
w zerze dla wahad la fizycznego z t lumieniem, ponieważ wiadomo dobrze z
intuicji fizycznej, że ten punkt równowagi jest nie tylko stabilny, lecz asymp-
totycznie stabilny. Przydaje sie֒ wobec tego twierdzenie mocniejsze:

Twierdzenie 2.2 Przypuśćmy, że istnieje s laba funkcja Lapunowa myśl De-
finicji 2.1, dla której dL(y(t))

dt
= 0 wtedy i tylko wtedy, gdy y(t) ∈ Z ⊂ U .

Za lożmy, że Z ma te֒ w lasność, iż dla każdego y ∈ Z, y 6= x0 istnieje t > 0
takie, że φt(y) /∈ Z. Wówczas x0 jest asymptotycznie stabilnym punktem
równowagi.

Idea dowodu Twierdzenia 2.2 jest taka, że pokazujemy najpierw, iż

lim
t→∞

dist (x(t), Z) = 0

dla każdej orbity z pewnego otoczenia x0, gdyź każde wyj́scie orbity poza
ustalone otoczenie Z pocia֒ga spadek L o określona֒ wartość. Ale wtedy ω(x)
nie może zawierać punktów innych od x0 w myśl za lożenia.

Dla wahad la fizycznego z t lumieniem za lożenie Twierdzenia 2.2 zachodzi,
ponieważ v = 0 i x 6= 0 w odpowiednio ma lym otoczeniu zera, tj. nie
zawieraja֒cym punktów x = kπ dla k ca lkowitych różnych od 0, implikuje
dv
dt

= − sin x 6= 0.

27



2.4 Zbiory graniczne.

Rozważmy potok równania różniczkowego określonego na zbiorze otwartym
U ⊂ R

m.

Definicja 2.2 Przypuśćmy, że pewne rozwia֒zanie x(t) jest określone dla
wszystkich wartości t > 0. Wówczas zbiorem ω-granicznym x, oznaczanym
ω(x), nazywa sie֒ zbiór wszystkich y ∈ U takich, że istnieje cia֒g tn → ∞, dla
którego limn→∞ x(tn) = y. Analogicznie, jeśli x(t) jest określone dla wzyst-
kich t < 0, to zbiorem α-granicznym α(x) nazywa sie֒ zbiór takich y, dla
których istnieje tn → −∞ i limn→∞ x(tn) = y.

Poniższe twierdzenie podaje postawowe w lasności zbiorów granicznych.

Twierdzenie 2.3 • Zbiory graniczne zależa֒ tylko od orbity x, a nie od
samego punktu x, tj. jeśli x̂ = φt(x) dla pewnego t ∈ RR, to ω(x) =
ω(x̂) oraz α(x) = α(x̂).

• Zbiory graniczne sa֒ niezmiennicze, tj. dla dowolnych x i t, φt(ω(x)) =
ω(x) oraz φt(α(x)) = α(x).

• Zbiory graniczne sa֒ domknie֒te w U .

• Jeśli orbita x(t) jest zawarta w zwartym pozbiorze U , oba zbiory gra-
niczne sa֒ niepuste i spójne.

Dla lepszego wyjaśnienia tych poje֒ć, rozważmy orbity wahad la fizycz-
nego z t lumieniem i wyznaczmy możliwe zbiory graniczne. Zachowanie tego
modelu ilustruja֒ Rysunki (14) i (15).

Ze wzgle֒du na postać funkcji Lapunowa L zadana֒ formu la (12), każda
orbita porusza sie֒ w ograniczonym zbiorze wartości zmiennej v. Co wie֒cej,
funkcja Lapunowa ścísle maleje poza zbiorem v = 0. Zatem, jeśli orbita
przemieszcza sie֒ od x = kπ dla k nieparzystego do x = k′π dla k parzy-
stego, to funkcja Lapunowa musi spaść o sta la֒ wartość, bo − cosx spada o
2, co mog lby wprawdzie skompensować wzrost v2, ale wtedy v jest niezerowa
i funkcja Lapunowa spada z innego powodu, mianowicie formu ly (12). Sta֒d
takie przej́scie (odpowiadaja֒ce pe lnemu obrotowi wahad la) może sie֒ wyda-
rzyć jedynie skończenie wiele razy i zmienna x też jest ograniczona. Zbiór
ω(x) jest wie֒c niepusty spójny i zwarty w myśl Twierdzenia 2.3.
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Dla dowolnego innego zbioru niezmiennicznego Ω, niech L0 = inf{L(x, v) :
(x, v) ∈ Ω}. Wtedy zbiór {(x, v) ∈ Ω : L(x, v) = L0} jest także niezmienni-
czy i L jest na nim sta la. Musi wie֒c to byc punkt równowagi. Analogicznie,
jeśli L1 = sup{L(x, v) : (x, v) ∈ Ω}, to L1 musi być przyje֒te w innym punkcie
równowagi. Jest sa֒ tylko dwie możliwe wartości L w punktach równowagi: −1
w dolnym i 1 w górnym. Sta֒d albo dolne po lożenie równowagi należy do Ω,
albo L0 = L1 = 1 i ca ly Ω sk lada sie֒ z górnego po lożenia równowagi. Wresz-
cie, jeśli dolne po lożenie równowagi należy do pewnego zbioru ω-granicznego,
to musi być ca lym tym zbiorem, bowiem aby do niego podej́sć, orbita musi
wej́sć w otoczenie, które jest ca le przycia֒gane przez ten punkt równowagi, a
wtedy można sie֒ powo lać na zależność zbioru ω-granicznego tylko od orbity.
Podsumowuja֒c, zbiory ω-graniczne w dla wahad la fizycznego to tylko punkty
równowagi.

W celu zbadania zbiorów α-granicznych odwrócmy czas w uk ladzie (10),
tj. podstawmy T = −t oraz V = −v. Wtedy otrzymujemy

dx

dT
= V (13)

dV

dT
= − sin(x) + bv (14)

Formalnie rzecz biora֒c, jest to ten sam uk lad, co (10), tylko z −b zamiast
b. Wtedy formu la (12) nadal zachodzi, ale ze znakiem minus. Czyli L jest
“odwrotna֒” funkcja֒ Lapunowa rosna֒ca֒, zamiast maleć. Po zmianie kiernku
czasu, zbiory α-graniczne uk ladu (10) sprowadzaja֒ sie֒ do ω-granicznych dla
uk ladu (13). Tym razem jest jak najbardziej możlwie, że orbita ucieka do
nieskończoności, tj. wahad lo rozpe֒dza sie֒ kre֒ca֒c coraz szybciej. Wówczas
zbiór graniczny jest pusty. Jeśli jednak jest on niepusty, to podobnie, jak w
poprzednim przypadku. pokazujemy, że L0 = −1, L1 = 1. Dolne po lożenie
równowagi jest teraz odpychaja֒ce, co także pokazuje, że jest ca lym zbiorem
granicznym, o ile tylko do niego należy. Zatem, zbiór α-graniczny może być
pusty, lub może być górnym lub dolnym po lożeniem równowagi.

2.5 Model sieci neuronowej.

Naste֒puja֒cy model zosta l zaproponowany przez Hopfielda dla modelowania
dzia lania mózgu. “Mózg” sk lada sie֒ z m neuronów, a stan każdego jest
opisany przez rzeczywista֒ zmienna֒ xi. Sta֒d ca ly uk lad jest opisany przez
punkt w R

m. Każdy neuron przejawia aktywność opisana֒ funkcja֒ fi(xi).
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Ewolucja sieci polega na tym, że każdy neuron ma tendencje֒ ku natu-
ralnemu stanowi 0 (zapewne drzemka), ale podlega on wp lywom aktywności
innych neuronów, co opisuje macierz T = (tij) oraz zewnetrznemu wymusza-
niu opisanemu przez wektor bi. Równanie ma zatem postać

dxi
dt

= −cixi +

m
∑

j=1

tijfj(xj) + bi . (15)

Zak ladamy, że ci sa֒ wszystkie dodatnie. Jeśli utworzymy z nich macierz
diagonalna֒ C, zaś z wielkości fj(xj) wektor f(x), to równanie (15) możemy
zapisać wektorowo jako

dx

dt
= −Cx + Tf(x) +B .

Z kolei zdefiniujmy F : R
m → R jako

F (x) =

m
∑

j=1

cj

∫ fj(xj)

0

f−1
j (s) ds .

Wreszcie, zdefiniujmy

L(x) = F (x) − 1

2
[f(x) + T−1B]TT [f(x) + T−1B] . (16)

Zachodzi

Twierdzenie 2.4 Za lożmy, że wszystkie funkcje aktywności neuronów fj
sa֒ ograniczone i różniczkowalne z pochodnymi, które sa֒ wsze֒dzie dodatnie.
Przypuśćmy także, iż T jest macierza֒ symetryczna֒ i odwracalna֒. Wówczas
L(x) jest ścisla֒ funkcja֒ Lapunowa. W konsekwencji, wszystkie rozwia֒zania
da֒ża֒ do punktów sta lych.

Interpretacja tego faktu jest taka, że wektor B jest zadaniem postawio-
nym sieci. Sieć ewoluuja֒c wed lug równania (13), powiedzmy, że myśla֒c,
da֒ży do stanu równowagi be֒da֒cego rozwia֒zaniem problemu. A priori jednak
rozwia֒zanie zależy nie tylko od B, ale i od warunku pocza֒tkowego na x.

Dla dowodu, zacznijmy od zróźniczkowania cz lonu F (x).

d

dt

∫ fj(xj)

0

f−1
j (s) ds = xj

d

dt
fj(xj) = xjf

′(xj)
dxj
dt

.
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Czyli, przechodza֒c do zapisu wektorowego,

d

dt
F (x) =

m
∑

j=1

cjxjf
′(xj) = [f ′(x)

dx

dt
]TCx .

Z kolei przypomnijmy, ze jesli y(t) jest wektorem zaleeżnym od czasu, a T
macierza֒ symetryczna֒ o sta lych wspó lczynnikach, to d

dt
(yTTy) = 2(y′)TTy.

Sta֒d pochodna drugiego cz lonu formu ly (16) wynosi

−[f ′(x)
dx

dt
]TT [f(x) + T−1B] = −[f ′(x)

dx

dt
]T [Tf(x) +B] ,

gdyż B jest sta lym wektorem. Dodaja֒c otrzymujemy

dL

dt
= [f ′(x)

dx

dt
]T [Cx−Tf(x)−B] = −[f ′(x)

dx

dt
]T
dx

dt
= −

m
∑

j=1

f ′
j(xj)(x

′
j) ≤ 0 .

Co wie֒cej, ponieważ f ′
j(xj) sa֒ dodatnie z za lożenia, to równość jest możliwa

tylko wtedy, gdy wszystkie x′j znikaja֒, tj. w punktach równowagi.
W uzupe lnieniu, mamy naste֒puja֒ce twierdzenie:

Twierdzenie 2.5 Przy za lożeniach Twierdzenia 2.4, niech B1 oraz B2 be֒da֒
rożnymi wartościami B, zaś x1 i x2 odpowiednimi im po lozeniami równowagi.
Wtedy x1 6= x2.

Skoro x1, x2 sa֒ po lożeniami równowagi, to z formu ly (15) otrzymujemy

−Cx1 + Tf(x1) +B1 = 0 = −Cx2 + Tf(x2) +B2 .

Jeśli x1 = x2, to B1 = B2.
Czyli sieć na różne pytania daje różne odpowiedzi, a zatem nie traci

informacji.
Diagram fazowy przedstawia Rysunek (16).

Ćwiczenia i laboratoria.

• Zbadać uk lad

dx

dt
= y

dy

dt
= −x + x3 − y .
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Rysunek 16: Diagram fazowy dla rwnania opisujcego sie neuronow (zad 2.
http://if.pw.edu.pl/ siudem/TChD/chaos6.pdf).
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W tym celu znaleźć funkcje֒ Lapunowa w możliwie dużym otoczeniu
punktu równowagi w 0. Naste֒pnie numerycznie zbadać globalne za-
chowanie uk ladu, a wie֒c inne po lożenia równowagi, ich stabilność oraz
zbiory graniczne dla różnych warunków pocza֒tkowych.

• Zbadać uk lad

dx

dt
= y

dy

dt
= −x− a

x13
+

b

x7

dla dodatnich parametrów a, b. Wiadomo, że istnieje pewna funkcja
V (x) zwana potencja lem taka, że

dy

dt
= −dV

dx
.

Znaleźć ten potencja l i wykazać, że funkcja L(x, y) = V (x) + y2

2
jest

ca lka֒ pierwsza֒ uk ladu. Opisać na tej podstawie zachowanie uk ladu:
punkty okresowe i ich stabilność. Przy użyciu komputera znaleźć por-
tret fazowy oraz przedyskutować możliwe zbiory graniczne.

• Udowodnić Twierdzenie 2.4 różniczkuja֒c L. Do czego potrzebne jest
za lożenie o symetryczności T ?

3 Orbity okresowe

3.1 Stabilność orbit.

Zak ladamy, że model zadany jest autonomicznym równaniem różniczkowym
dx
dt

= F (x) w przestrzeni euklidesowej. Potok równania oznaczamy przez
φt(x) i zak ladamy, że jest określony dla wszystkichc czasów. Wie֒kszość
rozważań można prześledzić na przyk ladach modeli dwuparametrowych.

Po punktach równowagi, kolejna֒ z  latwiejszych do zauważenia cech dy-
namiki modelu jest obecność orbit okresowych, a wie֒c takich x0, dla których
istnieje T > 0 takie, że φT (x0) = x0, ale dla żadnego 0 < t < T nie zachodzi
φt(x0) = x0. Liczbe֒ T nazwiemy wtedy okresem x0. Zbiór γ = {φt(x0) :
0 ≤ t < T} jest orbita֒ okresowa֒.  Latwo zauważyć, że każdy punkt orbity
okresowej sam jest okresowy z tym samym okresem T .
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Poje֒cia używane do opisania orbit okresowych sa֒ analogiczne do tych,
których używalísmy w odniesieniu do punktów równowagi.

Definicja 3.1 Orbita okresowa γ jest stabilna w sensie Lapunowa, jeśli dla
każdego ǫ > 0 istnieje takie δ > 0, że jeśli tylko dist (y, γ) < δ, to dla
wszystkich t > 0 zachodzi dist (φt(y), γ) < ǫ.

Zwróćmy uwage֒, że stabilność orbity okresowej x0 jest czymś innym od
stabilności samego x0. Rozważmy uk lad, we wspó lrze֒dnych biegunowych,

dr

dt
= 0 (17)

dθ

dt
= r (18)

Jego orbitami sa֒ okre֒gi ze środkiem w pocza֒tku uk ladu i wspó lrze֒dnych
i bez wa֒tpienia każda z nich jest stabilna w sensie Definicji 3.1. Jest jed-
nak równie jasne, że żaden punkt takiej orbity nie jest stabilny w sensie
Lapunowa, tj. Definicji 1.1, ponieważ okresy tych orbit sa֒ rożne i pobliskie
punkty na bliskich orbitach po pewnym czasie znajda֒ sie֒ w przeciwfazie z
wartościami θ różnia֒cymi sie֒ o π.

Definicja 3.2 Orbita stabilna w sensie Definicji 3.1 nazywa sie֒ dalej asymp-
totycznie stabilna֒, jeśli limt→∞ dist (φt(y), γ) = 0 dla każdego y z pewnego
otoczenia otwartego γ.

Definicja 3.3 Orbita γ nazywa sie֒ niestabilna֒, jeśli nie sa֒ spe lnione wa-
runki Definicji 3.1, a powiemy dalej, że γ jest odpychaja֒ca, jeśli jest asymp-
totycznie stabilna dla potoku z odwróconym czasem, to jest warunki Defini-
cji 3.1 oraz 3.2 sa֒ spe lnione po zasta֒pieniu φt przez φ−t.

Może nie być jasne, że istotnie orbita odpychaja֒ca w powyższym sensie
nie może być stabilna w sensie Lapunowa. Za lóżmy wie֒c, że dla pewnego y
mamy dist(y, γ) = ǫ. Z Definicji 3.1 istnieje δ > 0 takie, że jeśli dist(ŷ, γ) < δ,
to

∀t > 0 dist (φt(ŷ), γ) < ǫ . (19)

Ale jeśli γ jest odpychaja֒ca, to dla pewnego τ > 0 mamy

dist (φ−τ (y), γ) < δ .
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Biora֒c φ−τ (y) za ŷ dostajemy z warunku (19), że dist (y, γ) < ǫ, ska֒d
sprzeczność.

Z punktu widzenia analitycznego stabilność orbity jest ścísle zwia֒zana z
pochodna֒ potoku DφT (x0), gdzie T jest okresem, zaś x ∈ γ. Jeśli zamiast
x0 weźmiemy inny punkt x1 ∈ γ, to x1 = φτ(x0) dla pewnego τ , a sta֒d
φT (x1) = φτ ◦ φT ◦ φ−τ (x1) i dalej

DφT (x1) = DφτDφT (x0)(Dφ
τ )−1 ,

czyli macierze DφT (x0) oraz DφT (x1) sa֒ podobne, co w szczególności ozna-
cza, że maja֒ takie same spektra. Jeśli 0 jest hiperbolicznym punktem sta lym
dla którejkolwiek z tych macierzy, to w lasności stabilności orbity sa֒ takie
same, jak w lasności punktu sta lego w 0 dla tej macierzy. Jednak ta metoda
badania stabilności ma dwie wady, bo po pierwsze nie wiadomo, co pocza֒ć w
przypadku niehiperbolicznym, a po drugie sama pochodna potoku jest dość
trudna do otrzymania.

Przekszta lcenie Poincarégo. Przetnijmy orbite֒ γ w punkcie x0 ∈ γ
pewna hiperp laszczyzna֒ wymiaru m − 1, a ogólniej podrozmaitościa֒ wy-
miaru m − 1. Przecie֒cia należy dokonać w sposób transwersalny a wie֒c
tak, że pole wektorowe F (x0), które jest styczne do γ, nie jest styczne do
cie֒cia. Oznaczmy to cie֒cie przez M . Zachodzi

Lemat 3.1.1 Dla każdego ǫ > 0 istnieja֒ T > 0 oraz otoczenia otwarte x0 ⊂
U ⊂ V w M takie, iż dla każdego y ∈ U istnieje T (y) ∈ (T − ǫ, T + ǫ) takie,
że φT (y)(y) ∈ V przy czym φt(y) /∈ V dla każdego innego 0 < t < T + ǫ.

Definicja 3.4 Przekszta lceniem Poincarégo nazwiemy odwzrorowanie P :
U → V zadne przez P (y) = φT (y)(y).

Używa sie֒ też określeń cie֒cie Poincarégo lub, bardziej opisowo, prze-
kszta lcenie pierwszego powrotu. My be֒dziemy używać wyrażenia cie֒cie Poin-
carégo w odniesieniu do M .

W oczywisty sposób x0 jest punktem sta lym P , a samo P jest dyfeomor-
fizmem U na obraz. Z twierdzenia o cia֒g lości rozwia֒zań równania wzgle֒dem
warunków pocza֒tkowych wynika też, w lasności stabilności dla x0 wzgle֒dem
przekszta lcenia Poincarégo sa֒ takie same, jak w lasności stabilności orbity w
sensie Definicji 3.1-3.3. Tak wie֒c orbita jest stabilna wtedy i tylko wtedy,
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gdy x0 jest stabilny w sensie Lapunowa dla P , to samo dla asymptotycznej
stabilności i odpychania. Nie trzeba tu zak ladać hiperboliczności x0.

Zachodzi też naste֒puja֒cy zwia֒zek pochodnej przekszta lcenia Poincarégo
z wartościami w lasnymi macierzy DφT (x0).

Lemat 3.1.2 Wartości w lasne pochodnej potoku Dφt(x0) sa֒ takie same, jak
wartości w lasne pochodnej DP (x0), wraz z krotnościami, przy czym pochodna
potoku ma dodatkowa֒ wartość w lasna֒ 1 z wektorem w lasnym F (x0).

Dla m = 2 cie֒cie Poincare֒go jest jednowymiarowe. Wówczas DP (x0) jest
liczba֒ P ′(x0) i zachodzi wzór

P ′(x0) = exp

[
∫ T

0

trDF (φτ(x0)) dτ

]

.

Ze wzoru Liouville’a wielkość po prawej stronie to wyznacznik macierzy
Dφt(x0), ten zaś jest równy wartości w lasnej wspólnej z DP w myśl Le-
matu 3.1.2, co uzasadnia formu le֒.

3.2 Cykle graniczne.

W potokach liniowych równań różniczkowych rozwia֒zania okresowe poja-
wiaja֒ sie֒ w jeden tylko sposób wtedy, gdy istnieje para sprze֒żonych czy-
sto urojonych wartości w lasnych, która to sytuacja jest określana jako cen-
trum. Przyk lad zadany formu la֒ (17) jest podobnej natury, choć nieliniowy,
w tym sensie, że istnieje ca ly obszar w przestrzeni fazowej wype lniony orbi-
tami okresowymi. Inna֒ możliwa֒ do pomyślenia sytuacja֒ jest izolowana orbita
okresowa.

Definicja 3.5 Cyklem granicznym nazwiemy orbite֒ okresowa֒ γ, która jest
zbiorem ω- lub α-granicznym dla pewnej innej orbity.

Cykle graniczne nie moga֒ istnieć dla równań liniowych. Poniżej podajemy
klasyczny przyk lad.

Oscylator Van der Pola. Naste֒puja֒ce równanie opisuje zachowanie pew-
nych obwodów elektrycznych:

d2x

dt2
− µ(1 − x2)

dx

dt
+ x = 0 . (20)
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Dla dodatnich wartości parametru µ opisuje sie֒ taki uk lad jako oscylator
samowzbudzony. Istotnie, jego linearyzacja wokó l po loźenia równowagi w
x = 0 ma wartości w lasne o dodatnich cze֒ściach rzeczywistych, co oznacza,
że punkt równowagi jest odpychaja֒cy. Jest to jednak prawda֒ jedynie dla
uk ladu zlinearyzowanego. Przy dostatecznie dużych wartościch x dominować
zaczyna cz lon kwadratowy. Powoduje on niejako zmiane֒ znaku t lumienia dla
x > 1. Bardziej ilościowo można to rozumowanie uja֒ć rozpatruja֒c funkcje֒
testowa֒ L(x, v) = x2+v2, gdzie v jak zwykle oznacza dx

dt
. Nietrudno wyliczyć,

że

dL

dt
= µ(1 − x2)v2

Zatem funkcja L rośnie wzdluż orbit dla |x| < 1, a maleje przy |x| > 1. Nie
jest jednak możliwe rozwiazanie x = 1 lub x = −1, bo nie sa֒ to punkty
równowagi, zatem należy oczekiwac, że rozwia֒zania od pewnego momentu
be֒da֒ oscylować mie֒dzy wartościami |x| nieco wie֒kszymi i mniejszymi od 1.
Zatem rozwia֒zanie zaczynaja֒ce w pobliżu punktu równowagi be֒dzie wyko-
nywa lo oscylacje o rosna֒cej amplitudzie, ale pozostanie w obszarze ograniczo-
nym. Z drugiej strony, rozwia֒zanie o wielkiej amplitudzie pocza֒tkowej be֒dzie
ja֒ stopniowo tracić wchodza֒c w obszar ograniczony, ale nie może też da֒żyć
do zera, które jest punktem odpychaja֒cym. Wydaje sie֒ wie֒c intuicyjnie, że
powinien istnieć jakís graniczny reżim oscylacji.

Twierdzenie Poincaré-Bendixsona. Intuicje֒ te֒ precyzuje naste֒puja֒ce
ogólne twierdzenie.

Twierdzenie 3.1 Rozważmy zbiór zwarty A ⊂ R
2 wraz z potokiem φt(x)

pewnego równania różniczkowego określonego na otoczeniu A. Za lóżmy, że A
jest niezmienniczy w przód pod dzialaniem potoku: dla każdego t ≥ 0 zachodzi
φt(A) ⊂ A. Przypuśćmy dalej, że potok ma tylko skończenie wiele punktów
równowagi w A. Wówczas dla każdego warunku pocza֒tkowego y ∈ R

2 zbiór
ω(y) jest jednego z trzech naste֒puja֒cych typów:

• pojedynczy punkt równowagi,

• orbita okresowa,

• suma֒ skończenie wielu punktów okresowych q1, · · · , qn oraz orbit γi,
przy czym każda γi ma te֒ wlasność, że α(γi) = qk(i) oraz ω(γi) = qℓi
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dla pewnych 1 ≤ k(i), ℓ(i) ≤ n, przy czym graf skierowany utworzony z
wierzcho lków qi i krzywych γi jest tranzytywny.

Zatem przypadki inne niż orbita okresowa wymagaja֒ istnienia punktów
równowagi, które nie sa֒ odpychaja֒ce, a maja֒ przynajmniej jeden kieru-
nek przycia֒gaja֒cy. W przypadku oscylatora Van der Pola jedyny punkt
równowagi w zerze jest odpychaja֒cy. Zatem, jeśli znajdziemy zbiór zwarty A
niezmienniczy w przód, to twierdzenie Poincaré-Bendixsona dowodzi istnie-
nia cyklu graniczego. W istocie można wykazać wprost, nie pos luguja֒c sie֒
tym twierdzeniem, a zamiast tego rozpatruja֒c odpowiednio wybrane prze-
kszta lcenia Poincarégo, że istnieje jeden cykl graniczny, który jest asympto-
tycznie stabilny i przycia֒ga każda֒ orbite֒ za wyja֒tkiem punktu równowagi w
zerze. Wykres takiego cyklu znajduje sie na Rysunku (17), a diagram fazowy
na Rysunku (18).

W literaturze zajmuja֒cej sie֒ opisem organizmów żywych z punktu widze-
nia dynamicznego rozpowrzechniony jest pogla֒d, że stabilne cykle graniczne
sa֒ podstwawa֒ forma֒ funkcjonowania takich organizmów, co wyjaśnia cy-
kliczność wielu procesowych życiowych oraz tendencje֒ organizmów żywych
do powrotu do stanu uprzedniej równowagi.

3.3 Narodziny cyklu granicznego - bifurkacja Hopfa.

Rozważmy naste֒puja֒cy uk lad równań:

dx

dt
= µx− ωy +Kx(x2 + y2) (21)

dy

dt
= ωx+ µy +Ky(x2 + y2) (22)

Dla K = 0 uk lad jest liniowy z wartościami w lasnymi µ ± ωi. Zmiana
stabilności po loże֒nia równowagi w zerze naste֒puje wraz ze zmiana֒ znaku µ.
Przy µ > 0 otrzymujemy ognisko niestabilne, przy µ < 0 stabilne, a przy
µ = 0 centrum. Zgodnie z zasada֒, że w uk ladach liniowych nie ma cykli
granicznych, istotnie cykle takie sie֒ tu nie pojawiaja֒.

Dla K 6= 0, pożytecznie jest napisać uk lad (21) we wspó lrze֒dnych biegu-
nowych. Podstawiaja֒c θ = arctan y

x
otrzymujemy

dθ

dt
=
xdy

dt
− y dx

dt

x2 + y2
= ω
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Rysunek 17: Wykres cykli granicznych dla oscylatora Van der Pola (µ = 0.5
nieb, µ = 1 czerw. µ = 2 ziel.)

41



-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

v

Rysunek 18: Diagram fazowy dla rwnania oscylatora Van der Pola (µ = 2).
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i analogicznie,
dr

dt
= µr +Kr3 . (23)

Jest to zatem uk lad podobny do oscylatora Van der Pola, ale prostszy w
analizie, ponieważ zmienne we wspó lrze֒dnych biegunowych rozdzielaja֒ sie֒.

Dla K < 0 i µ < 0 zero jest asymptotycznie stabilne i przycia֒ga każda֒
orbite֒. Dla µ = 0 w drugim równaniu r = 0 pozostaje stabilnym punktem
punktem równowagi, a zatem każda orbita nadal przycia֒gana jest do zera,
choć juź nie po spirali logarytmicznej. Przy µ > 0 punkt r = 0 staje sie֒
odpychaja֒cy, a za to pojawia sie֒ punkt przyciagaja֒cy w r̂ =

√

µ

K
. Zatem

orbity zaczynaja֒ce sie֒ z pocza֒tkowym r mie֒dzy 0 a r̂ be֒da֒ sie֒ “odwijać” i
da֒żyć do cyklu granicznego w r = t̂, a kolei orbity zaczynaja֒ce sie֒ z r > r̂
be֒da֒ sie֒ “zwijać” w strone֒ tego cyklu. Ten mechanizm, w którym asympto-
tycznie stabilny punkt rownowagi traci stabilność, a na jego miejsce rodzi sie֒
asymptotycznie stabilny cykl graniczny, nazywa sie֒ superkrytyczna֒ bifurkacja֒
Hopfa.

Inna sytuacja ma miejsce przy K > 0. Tutaj dla µ < 0 punkt r = 0 jest
nadal stabilnym polożeniem równowagi, ale istnieje też niestabilne po lożenie
równowagi w r̂ =

√

− µ

K
. Oznacza istnienie odpychaja֒cego cyklu granicznego

w r = r̂. Kiedy µ = 0, cykl ten kurczy sie֒ do punktu i już go nie ma,
natomiast zmienia sie֒ stabilność punktu równowagi w zerze, który teraz jest
globalnie odpychaja֒cy, tj. przycia֒ga każda֒ orbite֒ w ty l. Ta sytuacja nie zmie-
nia sie֒ dla µ > 0. Ten proces zniszczenia odpychaja֒cego syklu granicznego
nazywa sie֒ subkrytyczna֒ bifurkacja֒ Hopfa.

Stosuja֒c te poje֒cia do opisu organizmów żywych w żartobliwy sposób, wy-
obraźmy sobie osobnika krocza֒cego chodnikiem i popijaja֒cego napój alkoho-
lowy. Idzie pocza֒tkowo prosto, ale w pewnym momencie zacznie sie֒ zataczać
- to mia la miejsce superkrytyczna bifurkacja Hopfa. Bifurkacja subkrytyczna
wydarzy sie֒, gdy zacznie on mieć k lopoty już nie z kierunkiem marszu, ale z
utrzymaniem sie֒ w pozycji stoja֒cej. Zacznie sie֒ wówczas chwia֒ć i o ile nie
przekroczy pewnej granicy, to wróci do stabilnej pozycji pionowej, ale po jej
przekroczeniu upadnie. W granicznej pozycji wysta֒pi wyraźne kolebanie lub
dreptanie w miejscu w celu z lapania równowagi, a to w laśnie niestabilny cykl
graniczny. Wreszcie przy dalszej utracie stabilności ów cykl graniczny kurczy
sie do punktu i po bifurkacji subkrytycznej upadek staje sie֒ nieuchronny.
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3.4 Bifurkacja homokliniczna.

Innym sposobem narodzin cyklu granicznego może być bifurkacja homokli-
niczna. W celu zilustrowania tego zjawiska rozważmy uk lad:

dx

dt
= y (24)

dy

dt
= x− x2 + y (6x2 − 4x3 − 6y2 + 12µ) . (25)

Do badania tego uk ladu użyjemy funkcji testowej

L(x, y) = −x
2

2
+
x3

3
+
y2

2
.

Otrzymujemy, że

dL

dt
= −12y2(L− µ) . (26)

Istnieje zatem krzywa L(x, y) = µ, która jest zachowywana przez potok
równania. Dla µ = 0 pocza֒tek ukladu leży na krzywej L = 0. Krzywa ma
kszta lt kokardki i przecina sie֒ sama z soba֒ w zerze ze stycznymi y = ±x.
Pocza֒tek uk ladu jest punktem siod lowym z lokalna֒ rozmaitościa֒ stabilna֒
styczna֒ do krzywej y = −x, a niestabilna֒ do y = x. Zamknie֒ta ga la֒ź krzywej
L = 0 jest jednocześnie rozmaitościa֒ stabilna֒ i niestabilna֒ punktu siod lowego
w zerze. Taka krzywa֒ nazywamy pe֒tla֒ homokliniczna֒. Mamy L < 0 w
obszarze A ograniczonym pe֒tla֒ homokliniczna֒ oraz w nieograniczonym ob-
szarze wierzcho lkowym do niego w zerze, zaś L > 0 w spójnym obszarze
dope lniaja֒cym. Orbity z obu obszarów da֒ża֒ do krzywej L = 0. Nie jest
jednak ona cyklem granicznym, ponieważ nie jest w ogóle orbita֒ okresowa֒.
Pe֒tla homokliniczna jest orbita֒, której zbiór zarówno α- jak i ω-graniczny
jest zerem. Stosuja֒c twierdzenie Poincaré-Bendixsona, tj. Twierdzenie 3.1,
do zbioru A otrzymujemy przyk lad, kiedy zachodzi przypadek trzeci tego
twierdzenia. Wewna֒trz A znajduje sie֒ odpychaja֒cy punkt równowagi (1, 0),
be֒da֒cy przy tym minimum globalnym funkcji L, a każda inna orbita odwija
sie֒ okra֒żaja֒c go nieskończenie wiele razy i zbliżaja֒c sie֒ do pe֒tli homoklinicz-
nej.

Kolejna sytuacja warta uwagi zachodzi przy −1
6
< µ < 0. Wówczas jedna

ze sk ladowych spójnych zbioru L = µ jest g ladka֒ krzywa֒ zamknie֒ta֒ leża֒ca֒ w
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obszarze A. Ponieważ krzywa ta jest niezmiennicza (bo L ma na niej zerowa֒
pochodna֒), z twierdzenia Poincaré-Bendixsona musi być orbita֒ zamknie֒ta֒.
Orbita ta jest asymptotycznie stabilnym cyklem granicznym, co wynika z
formu ly (26). W szczególności rozmaitość niestabilna zera nawija sie֒ na nia֒.

Wreszcie dla µ > 0 krzywa L = µ jest spójna i g ladka, lecz nieograniczona.
Przycia֒ga ona każda֒ inna֒ orbite֒ za wyja֒tkiem punktów równowagi, zatem
nie ma tej sytuacji orbit okresowych.

Podsumowuja֒c obrazowo ten proces dla µ przechodza֒cego od wartości
ujemnych to dodatnich widzimy, że przedstawia on zniszczenie cyklu granicz-
nego w zderzeniu z siod lem. Siod lo to znajduje sie֒ poczatkowo na zewna֒trz
cyklu, zbliża sie֒ do niego, w momencie bifurkacji cykl graniczny staje sie֒ pe֒tla֒
homokliniczna֒, a naste֒pnie rozpada. Wyobraźmy sobie wahad lo z si la֒ wymu-
szaja֒ca֒ dzia laja֒ca֒ w pobliżu dolnego po lożenia równowagi, jak w huśtawce,
która֒ rozpe֒dza ktoś stoja֒cy obok na ziemi. O ile osoba to dzia la w ramach
rozsa֒dku, to podtrzymuje stabilne wahania - cykl graniczny. Przy wzroście
jego oddzia lywania amplituda wahań rośnie. Wreszcie nadchodzi graniczny
moment, kiedy huśtawka omalże wspina sie֒ do górnego po lożenia równowagi,
ale jeszcze go nie osia֒ga w skończonym czasie. Nigdy zatem nie wraca na dó l
- to pe֒tla homokliniczna. Potem huśtawka zaczyna kre֒cić sie֒ poprzez górne
po lożenie równowagi stale w jedna֒ strone֒, a zatem jej ruch wahad lowy zosta l
zniszczony przez bifurkacje֒ homokliniczna֒.

Ćwiczenia i laboratoria.

Reakcja chemiczna. Zbadać numerycznie model pewnej reakcji chemicz-
nej, zwanej reakcja֒ Bie lousowa-Żabotyńskiego:

ǫ
dx

dt
= y − xy + x(1 − qx)

dy

dt
= −y − xy + 2fz

dz

dt
= δ(x− z) ,

gdzie ǫ, q, f > 0, zaś 0 < δ < 1. Znaleźć wartości parametrów, dla
których wyste֒puje bifurkacja Hopfa oraz stwierdzić, kiedy istnieje cykl
graniczny. O ile moźliwe, poprzeć rezultaty wyliczeniami analitycz-
nymi. Pytanie to ma charakter otwarty, ponieważ raczej nie oczeku-
jemy pe lnej odpowiedzi, ale możliwie pe lnej analizy.

45



Bifurkacja homokliniczna. Rozważyć naste֒puja֒cy uk lad równań:

dx

dt
= y

dy

dt
= x− 2x3 + y(µ+ x2 − x4 + y2) .

Posi lkuja֒c sie֒ funkcja֒ L(x, y) = −x2 + x4 + y2 wykazać, o ile możliwe
analitycznie, że przy µ = 0 istnieja֒ dwie pe֒tle homokliniczne. Zbadać
numerycznie ich bifurkacje֒ dla wartości µ dodatnich i ujemnych bliskich
0, µ = ± 1

10
. Znaleźć cykle graniczne, zbiory graniczne różnych punktów

oraz otrzymać portrety fazowe.

Alternatywnie, poprzeć dyskusje֒ uk ladu (24) z wyk ladu rysunkami i
wyliczeniami.

4 Chaos i atraktory chaotyczne

Poje֒cie chaosu można intuicyjnie odnieść do tak zwanego efektu motyla.
Sformu lowanie to zosta lo użyte przez E. Lorenza w opisie jego badań nad mo-
delami meteorologicznymi. Stwierdzi l on, że motyl machaja֒c skrzyde lkami
w Australii móg lby spowodować tornado w USA miesia֒c później. Jest to
niewa֒tpliwy paradoks, jeśli wzia֒ć pod uwage֒ choćby wielkość energii obu
zdarzeń. Niemniej Lorenz pokaza l model, w którym coś takiego sie֒ wyda-
rza. A konkretnie, ma le zaburzenie warunków pocza֒tkowych szybko narasta
powoduja֒c po pewnym czasie duża֒ zmiane֒ zaburzonego rozwia֒zania. Nie
jest to specjalnie zaskakuja֒ce, o ile niezaburzone rozwia֒zanie w jakims sensie
da֒ży do nieskończoności: np. w jednowymiarowym modelu wzrostu popula-
cji bakterii jest jasne, ze dodanie zaledwie jednej do warunku pocza֒tkowego
po jakimś czasie zaskutkuje milionem. Jednak pogoda tak sie֒ nie zachowuje,
lecz zawsze pozostaje w pewnej ograniczonej dziedzinie parametrów, a jednak
nadal w jej prostych nawet modelach pojawiaja֒ sie֒ zachowania chaotyczne.
Portret fazowy uk ladu Lorenza jest zilustrowany na Rysunku 19).

4.1 Atraktor Lorenza.

Jak wiemy z twierdzenia Poincaré - Bendixsona, zachowania graniczne orbit
w modelach z dwoma parametrami sa֒ dość proste: musza֒ one da֒żyć do cykli
granicznych. Od pewnego momentu zatem rozwia֒zanie zaczyna obiegać ten
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Rysunek 19: Portret fazowy rwnania Lorenza dla parametrw σ = 10, r = 30
i b = 8

3
.
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cykl i trudno tu mówić o chaosie. Potrzeba zatem minimum trzech stopni
swodoby. Model Lorenza jest wlaśnie trójparametrowy i ma naste֒puja֒ca֒
postać:

dx

dt
= −σx + σy (27)

dy

dt
= rx− y − xz (28)

dz

dt
= −bz + xy , (29)

gdzie σ, r, b > 0. Lorenz ustali l wartości σ = σ0 = 10, b = b0 = 8
3

i
różne r. Uk lad Lorenza jest prostym opisem zjawiska obiegu powietrza w
komórkach konwekcyjnych. Przy obecności gradientu temperatury tworza֒
sie֒ pra֒dy wznosza֒ce i zste֒puja֒ce tworza֒ce razem pewien cykl. Parametr x
uk ladu Lorenza jest czestotliwościa֒ obiegu w komórce konwekcyjnej, której
znak odpowiada kierunkowi obiegu, zaś r jest propocjonalny tzw. liczby
Rayleigha mierza֒cej udzia l konwekcji w porównaniu do przewodnictwa w
rozchodzeniu sie֒ ciep la w p lynie. Przy ma lej wartości r zjawisko cyklicznego
obiegu w ogóle nie wyste֒puje, gdyż konwekcja jest zbyt s laba. Pojawia sie֒
ono wraz z bifurkacja֒ dla r > 1. Chaotyczny chararakter zjawiska objawia
sie֒ możliwościa֒ zmiany znaku x, co oznacza zmiane֒ kierunku obiegu powie-
trza. Zmiany takie sa֒ obserwowane przez meteorologów w formuja֒cych sie֒
komórkach konwekcyjnych i by ly opisywane jako “przypadkowe”.

Pocza֒tek uk ladu jest punktem rónowagi i daje sie֒ nietrudno policzyć line-
aryzacje֒ oraz równanie charakterystyczne macierzy uk ladu zlinearyzowanego:

(λ+ b)
(

λ2 + (σ + 1)λ+ σ(1 − r)
)

= 0 .

Daje to dwie wartości w lasne, które sa֒ zawsze ujemne oraz jedna֒, która
zmienia znak w zależności od r, be֒da֒c ujemna dla 0 < r < 1 i dodatnia dla
r > 1. Dla r < 1 otrzymujemy funkcje֒ Lapunowa

L1(x, y, z) =
x2

2σ
+
y2

2
+
z2

2
,

która jest określona globalnie i ścísle maleja֒ca wzdluż orbit uk ladu poza
punktem równowagi. Wynika sta֒d, że dla r < 1 punkt (0, 0, 0) jest globalnym
atraktorem, tzn. dowolna orbita do niego da֒ży.
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Przypadek r > 1 jest bardziej skopmlikowany i ciekawszy. Do jego badań
można użyć funkcji testowej

L2(x, y, z) =
x2 + y2 + (z − r − σ)2

2
.

Otrzymujemy

dL2

dt
= −σx2 − y2 − b

(

z − r + σ

2

)2

+
b(r + σ)2

4
.

Zatem dL2

dt
< 0 o ile

σx2 + y2 + b

(

z − r + σ

2

)2

>
b(r + σ)2

4
. (30)

Równość w warunku (30) opisuje pewna֒ elipsoide֒ E. Zak ladaja֒c σ > 1 i
b < 4 można wykazać, że maksymalna wartość L2 na elipsoidzie jest przyje֒ta

w punkcie (0, 0, 0) i wynosi (r+σ)2

2
. Wybierzmy pewne C2 >

(r+σ)2

2
i rozważmy

obszar (kule֒)

U2 = {(x, y, z) : L2(x, y, z) < C2}
U2 jest nazywany rejonem wychwytuja֒cym, ponieważ żadna orbita uk ladu

Lorenza zadanego przez (27) zaczynaja֒ca sie֒ w U2 nie może zeń uciec. O ile
jest na zewna֒trz elipsoidy E, to wartość L tylko spada i orbita pogra֒ża sie֒
gle֒biej w U2. Jeśli zaś znajdzie sie֒ na brzegu lub wewna֒trz E, to auto-
matycznie pozostaje w U2, ponieważ C2 przekracza maksymalna֒ wartość w
domknie֒ciu elipsoidy. Co wie֒cej, ponieważ brzeg U2 znajduje sie֒ na zewna֒trz
elipsoidy, czyli w obszarze, w którym pochodna L2 wzd luż orbit jest ujemna,
to każda oribta zaczynaja֒ca sie֒ na brzegu natychmiast wchodzi w U . Ozna-
czaja֒c teraz przy φt(x) potok tego uk ladu, rozważmy zbiór

A =
⋂

t≥0

φt(U 2) .

Jest jest pewnym zbiorem zwartym, niezmienniczym ze wzgledu na potok,
tj. φt(A) = A dla dowolnego t ∈ R i nazywa sie֒ zbiorem przycia֒gaja֒cym dla
U2. W ten sposób każdy rejon wychwytuja֒cy generuje zbiór przycia֒gaja֒cy.
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Przypadek ogólny. Rozważmy teraz bliżej ogólne poje֒cia, które sie֒ po-
jawi ly w dyskusji na uk ladem Lorenza. Zak ladamy jedynie istnienie pewnego
g ladkiego potoku φt zdefiniowanego dla wszystkich t ∈ R.

Definicja 4.1 Rejonem wychwytuja֒cym nazwiemy dowolny zbiór otwarty,
niepusty i zawarty w zbiorze zwartym taki, że dla każego t > 0 zachodzi
φt(U) ⊂ U .

Definicja 4.2 Zbiór przycia֒gaja֒cy dla pewnego rejonu wychwytuja֒cego U
jest zdefiniowany poprzez

A =
⋂

t≥0

φt(U) .

Powiemy po prostu, że A jest przycia֒gaja֒cy, jeśli istnieje pewien rejon wy-
chwytuja֒cy, dla którego powyższa równość zachodzi.

Definicja 4.3 Zbiór przycia֒gaja֒cy nazywa sie֒ atraktorem, jeśli jest mini-
malny w sensie inkluzji, to znaczy nie zawiera zbioru przycia֒gaja֒cego różnego
od samego siebie.

Zachodzi przy tym naste֒puja֒ce ogólne twierdzenie.

Twierdzenie 4.1 Przypuśćmy, że A jest zbiorem przycia֒gaja֒cym z rejonem
wychwytuja֒cym U . Zachodza֒ wówczas naste֒puja֒ce w lasności.

• A jest domknie֒ty i φt(A) = A dla wszystkich t ∈ R.

• O ile x0 ∈ U , to ω(x0) ⊂ A.

• Jeśli x0 jest hiperbolicznym punktem równowagi w A, to A zawiera
rozmaitość niestabilna֒ x0.

Z powyższego twierdzenia wynika, że struktura zbioru przycia֒gaja֒cego
skonstruowanego dla uk ladu Lorenza przy r > 1 wie֒kszym od 1 jest dość
skomplikowana, poniewaz musi on zawierać rozmaitość niestabilna֒ punktu
siod lowego w pocza֒tku uk ladu wspó lrze֒dnych. Rozmaitość ta jest uwie֒ziona
w rejonie wychwywuja֒cym, zatem ograniczona. Jednocześnie wzdluż roz-
maitości niestabilnej zachodzi rozcia֒ganie, a zatem należy oczekiwać na A
zachowań chaotycznych.

50



4.2 Atraktory chaotyczne.

Rozpocznijmy od matemtycznego sformu lowania “efektu motyla”. W tym
celu za lóżmy, że dany jest g ladki potok φt na pewnym otwartym podzbiorze
M w przestrzeni euklidesowej, lub ogólniej na rozmaitości riemannowskiej,
który jest zdefiniowany dla wszystkich czasów.

Definicja 4.4 Model wykazuje czu la֒ zależność od warunków pocza֒tkowych w
punkcie x0, jeśli istnieje takie ǫ0 > 0, że dla każdego δ > 0 istnieje pewne x
takie, że ‖x−x0‖ < δ oraz istnieje czas τ > 0, dla którego ‖φτ(x)−φτ (x0)‖ ≥
ǫ0.

Zauważmy, że warunek czu lej zależności od warunków pocza֒tkowych w
punkcie jest niczym innym, jak zaprzeczeniem stabilności w sensie Lapunowa
dla orbity x0.

Definicja 4.5 Jeśli dany jest pozbiór S ⊂ M to mówimy, że potok φt wy-
kazuje czu la֒ zależność ze wzgle֒du na warunki pocza֒tkowe na S, o ile istnieje
ǫ0 > 0 taki, iż dla każdego δ > 0 oraz kazdego x0 ∈ S istnieja֒ x i τ > 0 takie,
że ‖x− x0‖ < δ, ale ‖φτ (X) − φτ (x0)‖ ≥ ǫ0.

Zatem w definicji czu lej zależności na zbiorze wyste֒puje jednostajność
polegaja֒ca na tym, że ǫ0 jest wspólne dla wszystkich x0 ∈ S i sta֒d jest ona
w lasnościa֒ silniejsza֒ od czu lej zależności w każdym punkcie zbioru S w sensie
Definicji 4.4.

Definicja 4.6 Jeśli A jest niezmienniczy pod dzia laniem potoku, to czu la
zależność na warunki pocza֒tkowe po obcie֒ciu do S zachodzi, je li w Defini-
cji 4.5 wymagamy dodatkowo, aby x ∈ S.

Numerycznie można pokazać, że na zbiorze przycia֒gaja֒cym A, który zbu-
dowalísmy w poprzednim frangmencie wyk ladu, model Lorenza wykazuje
czu la֒ zależność od warunków pocza֒tkowych po obcie֒ciu do tego zbioru.

Definicja 4.7 Atraktor A nazwiemy chaotycznym, o ile wykazuje on czu la֒
zależność ze wzgle֒du na warunki pocza֒tkowe po obcie֒ciu do A.
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Atraktor chaotyczny dla wymuszonych oscylacji. Opiszemy teraz
inny typ atraktora chaotycznego, odkryty historycznie z podobnym czasie
i niezależnie od atraktora Lorenza. Rozważmy równanie Duffinga

d2x

dt2
+ δ

dx

dt
− x + x3 = F cos(ωt) ,

gdzie δ > 0. Lewa strona opisuje oscylator t lumiony (ze wzgle֒du na cz lon
z δ) w polu potencja lu V (x) = −x2

2
+ x4

4
. Przy F = 0, a zatem braku

si ly wymuszaja֒cej, obserwujemy trzy punkty równowagi: x = 0, który jest
lokalnym maksimum V , a z punktu widzenia dynamicznego siod lem oraz dwa
stabilne scieki w minimach potencja lu w punktach ±1. Każde rozwia֒zanie z
wyja֒tkiem tych, które tworza֒ rozmaitość stabilna֒ punktu siod lowego, zbiega
do któregoś z minimów.

Dla ma lych F sytuacja nie ulega jakościowo zmianie. Równanie definiuje
potok w p laszczyźnie (x, y), gdzie y = dx

dt
. Uk lad ten można starać sie֒ zrozu-

mieć badaja֒c przeksztalcenie Poincarégo Φ(x, y) = φ
2π
ω (x, y) odpowiadaja֒ce

ewolucji uk ladu po jednym okresie si ly wymuszaja֒cej. Ponieważ δ > 0, to
linearyzacja tego przeszta lcenia wokól każdego rozwia֒zania ma wyznacznik
mniejszy od 1 ze wzoru Abela. Wyznacznik ten dla Φ jest jakobianem, a
zatem Φ kurczy powierzchnie֒ każdego przekszta lcanego zbioru. Dla odpo-
wiednio dużej wartości F staje sie֒ możliwy przeskok rozwia֒zania z jednej
jamy potencja lu do drugiej. Jednoczesnie kurczenie powierzchni sprawia,
że powstaje pewien obszar wychwytuja֒cy, wewna֒trz którego powstaje cha-
otyczny atraktor. Zjawiska te można prześledzić numerycznie. Każda orbita
tego atraktora nieskończenie wiele razy przeskakuje z jednej jamy potencja lu
do drugiej, a czu la zależność ze wzgle֒du na warunki pocza֒tkowe objawia sie֒
tym, że dowolnie ma la֒ zmiana֒ warunku pocza֒tkowego można doprowadzić
do tego, iź w pewnym momencie orbity znajda֒ sie֒ w różnych jamach.

Chaos w rodzinie kwadratowej - przypadek czasu dyskretnego. Dla
modeli z czasem dyskretnym poje֒cia atraktora oraz czu lej zależności definiuje
sie֒ tak samo tyle, że zamiast potoku φt nalezyży użyć iteracji fn pewnego
pewnego przekszta lcenia f . Dla rodziny kwadratowej fa(x) = ax(1 − x)
wiadomo, że na zbiorze parametrów a, który ma miare֒ dodatnia֒, lecz puste
wne֒trze, istnieje atraktor chaotyczny be֒da֒cy cyklem skończenie wielu od-
cinków domknie֒tych I0, · · · , In, przy czym fa(Ij) = Ij+1, zaś I0 = In. Jest
to jedyny moźliwy typ atraktora chaotycznego w rodzinie kwadratowej.
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4.3 Wyk ladniki Lapunowa.

Infinitezymalnym odpowiednikiem czu lej zależności ze wzgle֒du na warunki
pocza֒tkowe sa֒ wyk ladniki Lapunowa. Wyk ladniki Lapunowa sa֒ przy tym
generalnie znacznie  latwiejsze do zbadania numerycznego.

Przypomnijmy z kursu równań różniczkowych zwyczajnych, że potok
φt(x) autonomicznego równania różniczkowego dx

dt
= F (x) na R

m ma po-
chodna֒ Dφt(x) wzgle֒dem warunku pocza֒tkowego x i pochodna ta spe lnia
liniowe równanie na wariacje֒ wzgle֒dem czasu:

d

dt
Dφt(x) = DF (φt(x))Dφt(x) . (31)

Można też wyliczyć wartość Dφt(x) na wektorze v jako pochodna֒ kierunkowa֒:

Dφt(x)v = lim
s→0

φt(x + sv) − φt(x)

s
.

Definicja 4.8 Wyk ladnik Lapunowa dla warunku pocza֒tkowego x0 w kie-
runku wektora niezerowego v definiujemy jako

ℓ(x0, v) = lim
t→∞

log ‖Dφt(x0)v‖
t

zak ladaja֒c, że granica ta istnieje.

Zatem wyk ladnik Lapunowa mierzy wyk ladnicze tempo rozbiegania sie֒
pobliskich orbit w czasie. Widać prosto z definicji, że wartość wyk ladnika
Lapunowa nie zmienia sie֒ przy pomnożeniu v przez niezerowy skalar. Za-
chowanie wyk ladników Lapunowa dla orbit należa֒cych do pewnego obszaru
ograniczonego i niezmienniczego (np. wychwytuja֒cego) opisuje twierdze-
nie Oseledca. Nie be֒dziemy go tu formalnie cytować, ale wspomnimy, że
dla ustalonego x0 przy różnych v istnieje co najwyżej m różnych wartości
wyk ladników Lapunowa i dla typowego punktu można je otrzymać jako
granice limt→∞

log λi(t)
t

, gdzie λi(t) sa֒ modu lami wartości w lasnych macierzy
Dφt(x) uporza֒dkowanymi nierosna֒co z uwzgle֒nieniem krotności. Be֒dziemy
zatem oznacza֒c tak uporza֒dkowane wyk ladniki Lapunowa w punkcie x0 po-
przez ℓi(x0). W typowym przypadku dla x0 istnieje baza wektorów vi takich,
że ℓi(x0) = ℓ(x0, vi). Można to elementarnie zilustrować w przypadku, gdy x0
jest punktem stalym. Wówczas wyk ladniki Lapunowa sa֒ cze֒ściami rzeczywi-
stymi wartości w lasnych macierzy DF (x0), a vi jej uogólnionymi wektorami
w lasnymi.
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Jeśli x0 nie jest punktem równowagi, to zazwyczaj z góry znany jest
wyk ladnik Lapunowa w kierunku pola wektorowego F (x0). Jeśli za lożyć,
że orbita punktu x0 jest ograniczona, a jej zbiór ω-graniczny nie zawiera
punktów równowagi, to ℓ(x0, F (x0)) = 0. Wyk ladniki Lapunowa w kierun-
kach innych niż F (x0) nazywaja֒ sie֒ g lównymi.

Jeśli W (t) = | detDφt(0)|, to z formu ly (31) i wzoru Liouville’a otrzymu-
jemy, że

d logW (t)

dt
= trDF (φt(x0)) .

W terminach F (x) rozumianego jako pole wektorowe, ślad macierzy DF (x)
jest dywergencja֒ tego pola w punkcie x. Ponieważ granica logW (t) daje
sume֒ wykla֒dników Lapunowa w typowym punkcie, to dla takiego punktu
otrzymujemy

n
∑

i=1

ℓi(x0) = lim
t→∞

trDF (φt(x0))

t
. (32)

Dywergencja pola jest cze֒sto  latwa do wyznaczenia z postaci równania i
może być sta la, wówczas wystarczy wyznaczyć m−2 g lównych wyk ladników
Lapunowa, aby określić pozosta le.

Algorytm numeryczny wyznaczania wyk ladników Lapunowa. Dla
przypadkowo wybranego wektora v otrzymamy ℓ(x0, v) = ℓ(x0, v1) chyba,
że w rozwinie֒ciu v w bazie (vi) wektor v1 nie wyste֒puje. Dzieje sie֒ tak
dlatego, źe v1 jest najsilniej rozcia֒gany przez Dφt(x0) i dla dużych t dominuje
pozosta le wektory bazowe wyste֒puja֒ce w rozwinie֒ciu v. Podobnie, jesli v i w
sa֒ wektorami ortogonalnymi, to wyk ladnicze tempo wzrostu pola rozpietego
przez nie prostoka֒ta pod dzia laniem Dφt(x0) be֒dzie dane przez sume֒ ℓ1(x0)+
ℓ2(x0).

Prowadzi to do naste֒puja֒cego algorytmu dla wyznaczenia wyk ladników
Lapunowa w x0.

1. Wybierz pewien krok czasu 0 < T .

2. Wybierz warunek pocza֒tkowy x0 oraz ortonormalny uk lad wektorów
(wi

0)
m
i=1.

3. Rekurencyjnie, za lożmy, że dane sa֒ xk w przestrzeni fazowej oraz orto-
normalny uk lad wektorów (wi

k).
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4. Zdefiniuj xk+1 = φT (xk) oraz w̃i
k+1 = DφT (xk)wi

k. Naste֒pnie, otrzymaj
wi

k+1 z w̃i
k+1 poprzez ortogonalizacje֒ Grama-Schmidta.

Wówczas ℓi(x0) = limk→∞
log ‖wi

k
‖

kT
.

Test Alligooda-Sauera-Yorke’a na chaos. Naste֒puja֒cy test pozwala
eksperymentalnie stwierdzić, czy zbiór przycia֒gaja֒cy A jest chaotycznym
atraktorem. Aby nim by l, powinny być spe lnione wszystkie naste֒puja֒ce wa-
runki:

1. Dla wielu różnych orbit xi, ω(xi) = A. S lowo “wielu” oznacza z dodat-
nim prawdopodobieństwem przy losowym wyborze z obszaru wychwy-
tuja֒cego wed lug jakiegoś sensownego rozk ladu, np. miary Lebesgue’a.

2. Co najmniej jeden wyk ladnik Lapunowa dla przynajmniej jednej z tych
orbit jest dodatni.

3. Wszystkie g lówne wyk ladniki Lapunowa tej orbity sa֒ niezerowe.

4.4 Ćwiczenia i laboratoria.

Prosty przyk lad. Przeanalizować naste֒puja֒cy uk lad równań zadany we
wspó lrze֒dnych biegunowych:

dr

dt
= r(1 − r2)(r2 − 4)

dθ

dt
= 1 .

Naszkicować portret fazowy, znalezć zbiory przycia֒gaja֒ce i atraktory.
Czy uk lad ten wykazuje czu la֒ zależność od warunków pocza֒tkowych dla

zbiorów {(r, θ) : r = 1} i {(r, θ) : r = 2}? Czy odpowiedź jest taka sama,
jeśli idzie o czu la֒ zależność po obcie֒ciu do tych zbiorów? Czy któryś z tych
zbiorów jest chaotycznym atraktorem?
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Przyk lad skomplikowany. Rozważyć równanie Duffinga

dx

dt
= y

dy

dt
= x− x3 − δy + F cos(ωt)

dla F = 0.4 , δ = 0.25 i ω = 1. Znaleźć obszar wychwytuja֒cy - ekspe-
rymetnalnie lub argumentuja֒c, że kula o odpowiednio dużym promieniu jest
takim obszarem. Uzasadnić, że odpowiedni zbiór przycia֒gaja֒cy ma miare֒
zero. Rozstrzygna֒ć testem Alligooda-Sauera-Yorke’a, czy jest on atrakto-
rem chaotycznym, w szczego lności wyznaczaja֒c wyk ladniki Lapunowa dla
jakiej́s orbity zbieżnej do A algorytmem podanym na wyk ladzie i spraw-
dzaja֒c zgodność rezultatu z formu la֒ (32). Dla uatrakcyjnienia zadania, różni
studenci moga֒ je opracować dla nieco różnia֒cych sie֒ wartości parametrów.

5 Podej́scie statystyczne

5.1 Zachowania pseudo-stochastyczne w uk ladach de-

terministycznych.

Rozważmy model o silnie zaznaczonych cechach chaotycznych. Prostym
przyk ladem może tu być rodzina namiotowa

ga(x) = −a|x− 1

2
| +

a

2
, gdzie x ∈ [0, 1] (33)

dla a = 2. Wyk ladnik Lapunowa jest tu log 2, a zatem niedok ladność wy-
znaczenia warunków pocza֒tkowych narasta w po k iteracjach w stosunku
2k. Jeśli chcemy przewidywać zachowanie uk ladu po 50 iteracjach, to na-
wet znajomość warunku pocza֒tkowego z dok ladnościa֒ do 10−9, czyli po-
wiedzmy rozmiaru pojedynczego atomu, daje b la֒d przewidywania 106, a wie֒c
absurdalnie duży. Przy tym, zaniedbalísmy w ogóle b le֒dy numeryczne wy-
nikaja֒ce z samej procedury obliczania w modelu. Z wartości wyk ladnika
Lapunowa wynika po prostu, że przewidywanie w takim modelu jest prak-
tycznie niemożliwe ze wzgle֒du na sama֒ tylko ograniczona֒ precyzje֒ wyznacze-
nia warunku pocza֒tkowego. Tak wie֒c deterministyczny charakter modelu nie
przesa֒dza jeszcze w ogólności, że na jego podstawie można be֒dzie dokonywać
deterministycznych prognoz.
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W tej sytuacji paradoksalnym, ale w praktyce sensownym, wyj́sciem może
być rezygnacja z przewidywania deterministycznego na rzecz prognoz staty-
stycznych. Z punktu widzenia formalnego, oznacza to potraktowanie prze-
strzeni fazowej modelu, w tym przypadku odcinka [0, 1] jako przestrzeni pro-
babilitycznej z pewnym rozkladem prawdopobieństwa zadanym miara֒ bore-
lowska֒ µ, zaś warunek pocza֒tkowy i co za tym idzie jego obrazy przy ite-
racjach jako zmienne losowe. Z punktu widzenia matematycznego zmienna
losowa jest niczym innym jak funkcja֒ na przestrzeni probabilistycznej, a za-
tem jest “zdeterminowana” przez te֒ przestrzeń, jednak rozpatruja֒c model
z punktu widzenia statystycznego dokonujemy wyboru metodologicznego,
aby traktować przestrzeń probabilistyczna֒ jako zasadniczo nieznana֒ i ograni-
czyć sie֒ do formu lowania sa֒dów w terminach prawdopobiństwa, tj. miary µ
zbiorów, a nie zbiorów jako takich, sk ladaja֒cych sie֒ z konkretnych punktów.

Dla otrzymania matematycznego opisu tej sytuacji zak ladamy wie֒c, że
mamy przestrzeń probabilistyczna֒ X z “miara֒ odniesienia” µ. Ograniczamy
sie֒ do zbioru miar bezwzgle֒nie cia֒g lych wzgle֒dem µ, a wie֒c zadanych przez
ge֒stości γ, beda֒ce funkcjami nieujemnymi w przestrzeni L1(X, µ) z norma֒
‖γ‖1 = 1. Podkreślmy, że dla samej miary odniesienia µ nie zak ladamy
żadnej normalizacji, a w szczególności nie musi ona być skończona. Dyna-
mike֒ reprezentuje przeksztalcenie S : X → X o którym zak ladamy, że jest
mierzalne i nieosobliwe, tj. µ(A) = 0 implikuje µ(S−1(A)) = 0. Ważnym
przypadkiem be֒dzie dla nas sytuacja miary Lebesgue’a na pewnym zbio-
rze otwartym w przestrzeni euklidesowej oraz S be֒da֒cego przekszta lceniem
kawa lkami C1. Wykres funkcji namiotowej ilustruje Rysunek ( 20), a typowe
zachowanie szeregów czasowych dla przedstawia Rysunek (21).

5.2 Operator Perrona-Frobeniusa.

Wyobrażamy sobie, ze miara γ dµ wyznacza rozk lad prawdopobieństwa dla
warunku pocza֒tkowego. W idealnej sytuacji rozk lad ten by lby zadany delta֒
Diraca w pewnym punkcie, co odpowiada loby precyzyjnej znajomości wa-
runku pocza֒tkowego. Jak jednak wynika z pocza֒tkowej dyskusji, taka sytu-
acja nie jest realistyczna w praktycznych zastosowaniach, sta֒d nasze obecne
za lożenie, że warunek pocza֒tkowy jest zmienna֒ losowa zadana֒ wed lug pew-
nego znanego rozk ladu.

Deterministyczna dynamika modelu zadana przez S pozwala nam wtedy
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Rysunek 20: Wykresy funkcji namiotowej ga (wartoci a = 1 czerw. a = 1.5
ziel. a = 3 nieb.)
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Rysunek 21: Wykresy szeregów czasowych dla funkcji g2 (czerw. x0 = 0.123,
nieb. x0 = 0.123001.)
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wyrazić rozk lad ν dla S(x):

ν(A) =

∫

S−1(A)

γ dµ .

Warunek nieosobliwości S pozwala nam stwierdzić, że miara֒ ν jest bez-
wzgle֒dnie cia֒g la wzgle֒dem miary ν. To z kolei w myśl twierdzenia Radona-
Nikodyma oznacza istnienie jednoznacznie określonej ge֒stości Pγ takiej, że

∫

A

Pγ dµ =

∫

S−1(A)

γ dµ (34)

dla dowolnego zbioru mierzalnego A. Co wie֒cej, warunek (34) definiuje Pγ
jednoznacznie nie tylko w sytuacji, gdy γ jest ge֒stościa֒, tj. funkcja֒ z prze-
strzeni L1(X, µ) o normie 1, ale także dla dowolnej funkcji f ∈ L1(X, µ),
tj.

∫

A

Pf dµ =

∫

S−1(A)

f dµ (35)

definiuje operator na przestrzeni L1.  Latwo sprawdzić, że operator ten jest
liniowy, jego norma wynosi 1 i jest on nieujemny, tj. f ≥ 0 prawie wsze֒dzie
implikuje to samo dla Pf . Dok ladniej, operator ten jest zawsze Markowa w
sensie poniższej definicji.

Definicja 5.1 Operator Q : L1(X, µ) → L1(X, µ) nazywa sie֒ operatorem
Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy jest liniowy, nieujemny, oraz ‖Pf‖1 = ‖f‖1
o ile tylko f ∈ L1(X, µ) jest funkcja֒ nieujemna֒.

Co wie֒cej widać też od razu, że iteracje operatora P sa֒ zwia֒zane z itera-
cjami S, a wie֒c dla dowolnego n ≥ 1 mamy

∫

A

P nf dµ =

∫

S−n(A)

f dµ .

Operator liniowy P : L1(X, µ) → L1(X, µ) zadany formu la֒ (35) nazywa
sie֒ operatorem Perrona-Frobeniusa dla S. Jego wyznaczenie w sposób na-
daja֒cy sie֒ do efektywnych obliczeń jest w ogólności trudne. Istnieje jednak
konkretna formu la dla funkcji S, które sa֒ kawa lkami odwracalne.
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Definicja 5.2 Funkcja mierzalna S : (X, µ) → (X, µ) nazywa sie֒ bez-
wzgle֒dnie cia֒g la, jeśli µ(A) = 0 ⇒ µ(S(A)) = 0. W tym samym kontekście,
S nazwiemy kawa lkami odwracalna֒, jeśli istnieja֒ zbiory mierzalne Xn ⊂ X,
parami roz la֒czne i takie, że µ(X \

∑∞
n=1Xn) = 0, zaś dla każdego n prze-

kszata lcenie S jest 1 − 1 po obcie֒ciu do Xn.

Jeśli S jest kawa lkami odwracalna, niechaj S−1
n niech oznacza funkcje֒ od-

wrotna֒ na obraz Xn.
Przypomnijmy z analizy, że jeśli S jest bezwzgle֒dnie cia֒g la i kawa lkami

odwracalna, to dla każdego n istnieje jakobian Jn : Xn → R+ taki, że
µ(S(A)) =

∫

A
Jn dµ dla każdego A ⊂ Xn. Z kolei nieosobliwość S oznacza

dodatniość jakobianu. W przypadku, jeśli X leży w przestrzeni euklidesowej,
ogólniej na orientowalnej rozmaitości, a odwracalne ga le֒zie S sa klasy C1, to
jakobian jest dany explicite jako wartość bezwzgle֒dna wyznacznika macierzy
pochodnych cza֒stkowych.

Twierdzenie 5.1 Jeśli przekszta lcenie S jest kawa lkami odwracalne, bez-
wzgle֒dnie cia֒g le i nieosobliwe, to jego operator Perrona-Frobeniusa jest za-
dany formu la֒

Pf(x) =

∞
∑

n=1

f(S−1
n (x))J−1

n (S−1
n (x)) .

Rozumie sie֒ przy tym, że jeśli dla pewnego n punkt x nie leży w dziedzinie
S−1
n , tj. x nie jest w obrazie S|Xn

, to odpowiedni wyraz sumy ma wartość 0.

Intuicyjnie, Pf(x) jest wie֒c suma֒ po przeciwobrazach z wartości f ważona֒
wartościami jakobianu.

Operator Perrona-Frobeniusa dla uk ladów z czasem cia֒g lym. W
przypadku, gdy czas jest cia֒g ly, deterministyczna dynamika modelu jest za-
dana poprzez pó lgrupe֒ przekszta lceń (St)t∈[0,∞). W takim przypadku nie-
osobliwość oznacza, że każde z przekszta lceń St jest nieosobliwe. Wówczas
pó lgrupa operatorów Perrona-Frobeniusa (Pt)t∈[0,∞) zadana jest warunkiem

∫

A

Ptf dµ =

∫

S−1

t (A)

f dµ (36)

dla każdego t. Jest to zgo la analogiczne do warunku (35). W istocie g lówna
różnica mie֒dzy obu przypadkami polega na tym, że dla czasu dyskretnego
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pó lgrupa (Pt) jest izomorficzna z Z+ i generowana odpowiednio przez P . W
przypadku cia֒g lym wyznaczenie generatora pó lgrupy (Pt) wymaga zastoso-
wania dość zaawansowanego aparatu analitycznego, a mianowicie twierdze-
nia Hille’a - Yosidy i przekracza loby ramy niniejszego wyk ladu. Poza tym,
z punktu widzenia praktycznego, model z czasem cia֒g lym i tak zwykle sie֒
dyskretyzuje, wybieraja֒c pewne t0 > 0 jako “atom” czasu i rozpatruja֒c dy-
namike֒ podgrupy generowanej przez St0 , która już ca lkowicie wpisuje sie֒ w
formalizm dla czasu dyskretnego. Dlatego przypadkiem cia֒g lym nie be֒dziym
sie֒ dalej zajmować.

Ge֒stości niezmiennicze.

Definicja 5.3 Funkcje֒ γ ∈ L1(X, µ) nazwiemy ge֒stościa֒, jeśli γ ≥ 0 i
‖γ‖1 = 1.

Szczególne znaczenie maja֒ takie ge֒stości, które sa֒ zachowane przez ope-
rator Perrona-Frobeniusa, tj. Pγ = γ. Jeśli teraz φ jest wielkościa֒ obserwo-
walna֒, zadana֒ powiedzmy przez funkcje֒ cia֒gla֒ na odcinku, to jej wartości po
kolejnych iteracjach φ◦Sn możemy traktować jako zmienne losowe wzgle֒dem
ustalonego rozk ladu prawdopodobieństwa zadanego przez ge֒stość niezmien-
nicza֒.

W celu pokazania przyk ladu ge֒stości niezmienniczej można sie֒  latwo prze-
konać na podstawie Twierdzenia 5.1, że dla przekszta lcenia namiotowego
zadanego przez (33) ge֒stościa֒ taka֒ jest funkcja sta la równa 1. Jednak w
typowym przypadku można tylko wykazać istnienie ge֒stości niezmienniczej i
przybliżyć ja֒ numerycznie, natomiast nie daje sie֒ znaleźć jej w sposób ana-
lityczny.

Pokazalísmy zatem, dlaczego w chaotycznych modelach deterministycz-
nych dok ladne prognozowanie poza krótkim horyzontem czasowym może nie
być możliwe. W takiej sytuacji warunek pocza֒tkowy można traktować jako
zadany rozk ladem prawdopodobieństwa z pewna֒ ge֒stościa֒. Z kolei dynamika
w przestrzeni fazowej ma swoje odbicie w dynamice na ge֒stościach, a ogólniej
na przestrzeni L1(X, µ), zadanej operatorem Perrona-Frobeniusa. Powstaje
pytanie, które dalej be֒dziemy rozpatrywać, w jakiem stopniu ta dynamika
pozwala na formu lowanie statystycznych przewidywań dotycza֒cych zachowa-
nia modelu, szczególnie w perspektywie d lugoterminowej.
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5.3 W lasności statystyczne.

O ile operator Perrona-Frobeniusa daje sie֒ efektywnie wyznaczyć, można
wówczas próbowac efektywnie wyliczyć ewolucje֒ ge֒stości, poczynaja֒c od za-
danego rozk ladu warunku pocza֒tkowego, pod jego dzia laniem. Otrzymuje
sie֒ wtedy pewien cia֒g ge֒stości, które zadaja֒ rozk lady prawdopodobieństwa
dla stanu uk ladu w momentach czasu w przyszlości. Jeśli na przyk lad astro-
nomowie podaja֒, ze jakaś planetoida zderzy sie֒ z Ziemia֒ powiedzmy za 156
lat z prawdopodobieństwem 2 · 10−5, to w pierwszym momencie zdanie takie
wydaje sie֒ bez sensu, ponieważ jej ruch jest ca lkowicie deterministyczny i
wpadnie na nas lub nie, a trudno tu mówić o jakimś prawdopodobieństwie.
Jeśli jednak uwzgle֒dnimy, źe warunki pocza֒tkowe nie sa֒ znane precyzyjnie,
ale zadane pocza֒tkowa֒ ge֒stościa֒ γ, to przytoczone zdanie uzyskuje jasny sens
w odniesieniu do rozk ladu prawdopodobieństwa P156γ. W praktyce może
to być jeszcze bardziej skomplikowane, poniewaź uźyty model obliczeniowy
zapewne nie obejmuje wszystkich cia l niebieskich, a wie֒c dochodza֒ czyn-
niki wynikaja֒ce z elementów w nim zaniedbanych, ale w tym momencie nie
weźmiemy tego pod uwage֒.

Rzecz prosta takie obliczenia sa֒ bardzo wymagaja֒ce obliczeniowo, znacz-
nie bardziej niż przewidywanie deterministyczne, ponieważ iterujemy w nie-
skończenie wymiarowej przestrzeni funkcyjnej. Przy tym, ogólna teoria nie-
wiele w nich pomaga. Z punktu widzenia teoretycznego zajmiemy sie֒ te-
raz asymptotycznymi, a wie֒c powiedzmy bardzo d lugoterminowymi cechami
uk ladu. Okazuje sie֒ bowiem, że w wielu sytuacjach znacznie  latwiej je badać
niż konkretna֒ ewolucje֒ konkretnej ge֒stości.

Dyskusje֒ te֒ przeprowadzimy zak ladaja֒c istnienie pewnej ge֒stości nie-
zmienniczej γ0.

Średnie czasowe i po przestrzeni fazowej. Jedna֒ z cech, której intu-
icyjnie oczekujemy od modelu chaotycznego jest to, że na d luga֒ mete֒ średnie
czasowe obserwowalnych wartości modelu be֒da֒ zbiegać do średnich po prze-
strzeni fazowej, czyli moźliwych stanach uk ladu. Powiedzmy, że dysponu-
jemy modelem ca lorocznej pogody (o ile mi wiadomo, model taki obecnie nie
istnieje), który z 6666 parametrów zadanych w Nowy Rok, wylicza wartości
tychże parametrów na naste֒pny Nowy Rok oraz dostarcza dok ladnej rocznej
prognozy na ca ly ten rok. Intuicyjnie oczekujemy, że jeśli model ten jest
chaotyczny, tzn. pogoda z roku na rok zmienia sie֒ bez jakiej́s istotnej regu ly,
wielkości charakteryzuja֒ce pogode֒ powinny sie֒ na d luga֒ mete֒ uśredniać. Co

63



wie֒cej te średnie czasowe powinny być do odczytania z samej przestrzeni
fazowej modelu, poniewaź b la֒kaja֒c sie֒ po niej chaotycznie model be֒dzie od-
wiedza l ka֒żdy zbiór z cze֒stościa֒ proporcjonalna֒ do jego miary. Np. jeśli zbiór
A oznacza minimum centymetr śniegu w Warszawie w Boże Narodzenie, to
można by ustalić prawdopobieństwo tego zdarzenia w prognozie jednorocznej
wed lug pewnego rozk ladu i oczekiwać, cze֒stości czasowe z wielu lat be֒da֒ do
tej wartości zbiegaly.

Definicja 5.4 Nieosobliwe przesta lcenie S : (X, µ) → (X, µ) nazwiemy er-
godycznym (wzgle֒dem µ), jeśli z tego, że jakís zbiór mierzalny A jest nie-
zmienniczny, tj. S−1(A) = A wynika, że albo on sam, albo jego dope lnienie
ma miare֒ 0. Jeśli dodatkowo γ0 jest ge֒stościa֒ niezmiennicza֒, a dν = γ dµ
zadaje miare֒ probabilistyczna֒, to S jest mieszaja֒ce, o ile dla każdej pary
zbiorów mierzalnych A,B zachodzi

lim
n→∞

ν(A ∩ S−n(B)) = ν(A)ν(B) .

 Latwo widzimy, że z mieszania wynika ergodyczność wzgle֒dem ν, bo wy-
starczy rozważyć jako A i B zbiór niezmienniczy oraz jego dope lnienie. W
dalszej dyskusji be֒dziemy cze֒sto zak lada֒ć, że gestość niezmiennicza jest stala֒
równa֒ 1. Nie jest wbrew pozorom istotne ograniczenie, ponieważ maja֒c inna֒
ge֒tość niezmiennicza֒ możemy zawsze rozważyć ν jako miare֒ odniesienia za-
miast µ.

Z kolei równość średnich czasowych i średnich po przestrzeni fazowej
wzgle֒dem ge֒stości niezmienniczej ustala twierdzenie ergodyczne Birkhoffa.

Twierdzenie 5.2 Przypuśćmy, że γ jest ge֒stościa֒ niezmiennicza֒, zaś S jest
ergodyczne wzgle֒dem dν = γdµ. Wówczas dla dowolnej funkcji f ca lkowalnej
wzgle֒dem ν zachodzi

lim
n→∞

1

n

n−1
∑

k=0

f(Sk(x)) =

∫

X

fγ dµ .

Jak wie֒c widzimy, “w laściwa֒” ge֒stościa֒ wzgle֒dem której należy liczyć
średnie po przestrzeni fazowej jest ge֒stość niezmiennicza. Nasuwa to pytanie
o jej jedyność - i istotnie z ergodyczności  latwo wynika, że jeśli istnieje ge֒tość
niezmiennicza, to jest ona jedyna.
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W lasności ergodyczne w terminach operatora Perrona-Frobeniusa.

Na koniec zauważymy, że ergodyczyność i mieszanie daja֒ sie֒ także wyrazić
w terminach samego tylko operatora Perrona-Frobeniusa.

Twierdzenie 5.3 Za lożmy, że 1 jest ge֒stościa֒ niezmiennicza֒ dla miary od-
niesienia ν. Wówczas zachodza֒ naste֒puja֒ce równoważności:

• S jest ergodyczne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej funkcji f ∈
L1(X, ν) cia֒g średnich Cesáro

1

n

n−1
∑

k=0

P kf

zbiega do 1 s labo w L1,

• S jest mieszaja֒ce wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej funkcji f ∈
L1(X, ν) cia֒g P nf zbiega s labo do 1 w L1.

Przypomnijmy, że zbieżność s laba cia֒gu funkcyjnego fn ∈ L1(X, ν) do f
oznacza, że

lim
n→∞

∫

fng dν =

∫

fg dν

dla dowolnej funkcji testowej g ∈ L∞(X, ν).
Wracaja֒c do naszego przyk ladu z rocznym modelem pogody, jego ergo-

dyczność oznacza, że asymptotyczna cze֒stość opadu minimum 1cm śniegu w
Boże Narodzenie zbiega do prawdopodobieństwa takiego zdarzenia progno-
zie jednorocznej liczonego wed lug ge֒stości niezmienniczej. Jednak nie daje
to jeszcze informacji na temat, z jakim prawdopodobieństwem śnieg spadnie
w Boże Narodzenie roku 2099, ponieważ ergodyczność może sie֒ realizować
w cyklach kwazi-okresowych (na przyk lad obrót niewymierny na okre֒gu jest
kwazi-okresowy, wie֒cej na ten temat w jednym z ćwiczeń) i w tej sytuacji
odpowiedź może być zależna od rozk ladu warunków pocza֒tkowych. Dopiero
mieszanie pozwala stwierdzić, że prawdopodobieństwo w roku n zbiega do
średniej z prognozy jednorocznej wed lug ge֒stości niezmienniczej i to nie-
zależnie od warunku pocza֒tkowego.

Z kolei definiujemy najsilniejsza֒ w lasność dotycza֒ca֒ asymptotyki ewolucji
ge֒stości dla uk ladów chaotycznych.
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Definicja 5.5 Operator Markowa, który dzia la na przestrzeni L1(X, µ) na-
zwiemy asymptotycznie stabilnym, jeśli istnieje ge֒stość niezmiennicza γ0
taka, iż dla każdej inney ge֒stości γ zachodzi

lim
n→∞

‖P nγ − γ0‖1 = 0 .

Wtedy dynamike֒ S, dla której P jest operatorem Perrona-Frobeniusa, na-
zwiemy statystycznie stabilna֒.

Nietrudno sprawdzić, że asymptotyczna stabilność implikuje mieszanie, a
zatem i ergodyczność wzgle֒dem miary dν = γ0dµ.

5.4 Ćwiczenia i laboratoria.

Jedyność ge֒stości niezmienniczej. Wykazać, że jeśli przekszta lcenie S
jest ergodyczne wzgle֒dem miary µ, to istnieje co njawyżej jedna ge֒stość nie-
zmiennicza. W dowodzie należy skorzystać z markowowskich w lasności ope-
ratora Perrona-Frobeniusa.

Ergodyczność bez mieszania. Rozważmy jako S obrót na okre֒gu o ka֒t
niewspó lmierny z π , dla ustalenia uwagi o (

√
5 − 1)π radianów. Wiadomo,

że jest on ergodyczny, co sprawdzic numerycznie z twierdzenia 5.2 dla funk-
cji próbnych f(x) = sink(20πx) i k = 1, 2, 3. Uzasadnić, dlaczego prze-
kszta lcenie to nie może być mieszaja֒ce.

Ge֒stość niezmiennicza zadana explicite. Dla przekszta lcenia Ulama-
Von Neumanna f(x) = 4x(1 − x) x ∈ [0, 1] sprawdzić, że ge֒stość niezmienni-
cza wzgle֒dem miary Lebesgue’a jest zadana poprzez

γ(x) =
1

√

π2x(1 − x)
.

Numeryczne badanie statystycznej stabilności. Zaprogramować me-
tode֒ numeryczna֒ dla liczenia ewolucji ge֒stości pod dzia laniem operatora
Perrona-Frobeniusa zak ladaja֒c, źe daje sie֒ go policzyć z twierdzenia 5.1 oraz
sprawdzania jego asymptotycznej stabilności. Zastosować do zbadania jed-
nego z poniższych przyk ladów.
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Rodzina kwadratowa fa(x) = ax(1 − x) x ∈ [0, 1]. Zbadać staty-
styczna֒ stabilność w punktach a = 3.6, gdzie wiadomo, że jej nie ma, i
a = 4, gdzie wiadomo, że jest. Powtórzyć w paru punktach spomie֒dzy.

Model świdra wiertniczego. Pewien typ świdra ma ze֒bate wiert lo,
które po każdym uderzeniu w ska le֒ odbija sie֒ i potem ponownie uderza pod
nieco innym ka֒tem. Jeśli ka֒t ten wyraża sie֒ liczba֒ x brana֒ modulo 1, to ka֒t
kolejnego uderzenia jest

S(x) = x + aq(x) −
√

(aq(x))2 + 2axq(x) − aq(x)(1 + q(x)) mod 1 ,

gdzie

q(x) = 1 + E(
1 − 2x

a− 1
) ,

E oznacza cześć ca lkowita֒ liczby, zaś a > 1 jest parametrem zależnym m.in.
od pre֒dkości wiert la. Teoria sugeruje (ale nie dowodzi), że zmiana statystycz-
nej w lasności zachodzi dla a = 2 (co jakoby slychać, kiedy świder pracuje).
Naszkicować wykres przekszta lcenia, policzyć operator Perrona-Frobeniusa i
zbadać statystyczna֒ stabilność dla pewnych wartości a > 2 i a < 2.
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