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1 Podstawowe pojecia i przyklady.

Sa dwa sposoby matematycznego zadania dynamiki. Pierwszy z nich polega
na przyjeciu pewnego przeksztalcenia przestrzeni M w siebie, nazwijmy je
f, za generator dynamiki. Dziedzina dynamiki, czyli w naszym przykladzie
M, nazywa sie przestrzeniq fazowa. Wowcezas f zadaje ewolucje przestrzeni
fazowej po jednostce czasu. Tak wiec studiowanie dynamiki sprowadza sie
do sktadania f z soba. O ile przesztalcenie f jest odwracalne, mozna takze
bra¢ iteracje funkcji odwrotnej, co odpowiada modelowaniu ewolucji uktadu
wstecz w czasie. Klasycznym przyktadem jest rodzina logistyczna: f,(z) =
ax(l — z), gdzie 0 < a < 4 jest parametrem. Przestrzenia fazowa jest odci-
nek [0,1]. Rodzina ta modeluje dynamike populacji, ktérej tempo wzrostu
jest ujemnie skorelowane z rozmiarem populacji, np. wskutek ograniczen
wynikajacych z zasobéw srodowiska. Przy a > 1, dla matych wartosci x ob-
serwujemy wzrost wyktadniczy. Jednak przy wiekszych wartosciach x wzrost
ten ulega spowolnieniu, a wreszcie zahamowaniu kiedy maksymalna wartosc¢
zostaje uzyskana dla x = % Tego typu modele nazywamy uktadami z cza-
sem dyskretnymi, poniewaz mozemy je obserwowa¢ w dyskretnych odstepach
czasu. Wykresy trzech pierwszych iteracji pewnego przeksztalcenia z rodziny
logistycznej sa przedstawione na Rysunkach 1-3.

Sposéb drugi jest podobny tyle, ze generator jest infinitezymalny. Jest
nim pewne pole wektorowe F(x). Musimy takze zalozy¢, ze zbiér M ma
strukture umozliwiajaca rézniczkowanie, a wiec jest przestrzenia euklidesowa,
a ogdlniej rozmaitoscia rozniczkowalna. O ile pole F jest dostatecznie gladkie,



co najmniej klasy C*, to z teorii réwnan rézniczkowych wiadomo, ze generuje
ono potok, a wiec rodzine przeksztalcei ¢'(x) okreslona na dziedzinie F.
Tutaj ¢! opisuje zmiane uktadu po czasie t i, jak nalezalo oczekiwaé¢, spelmione
jest prawo dzialania grupy ¢'™* = ¢! o ¢*. Potok jest zawsze odwracalny i
pozwala studiowa¢ uklad wstecz w czasie. W niniejszym cyklu wyktadéw
skoncentrujemy sie na potokach, zwanych takze ukfadami z czasem ciagtym.

Orbity i portrety fazowe. Zbior obrazéw punktu x pod dzialaniem dy-
namiki okresla sie jako jego orbite. Zatem bedzie to zbiér {f™(x) : n > 0}
dla uktadéw z czasem dyskretnym i {¢'(z) : t > 0} dla potokéw. Portretem
fazowym nazywamy wykres wszystkich orbit potoku. Rzecz prosta, portret
fazowy jest niemozliwy do faktycznego wykreslenia, zatem przez “narysowa-
nie portretu fazowego” rozumiemy naszkicowanie wystarczajaco wielu orbit
tak, iz przebieg pozostalych mozna wywnioskowa¢ w przyblizeniu. Diagram
fazowy jest podobny do portretu fazowego i dodatkowo zaznacza kierunek
ruchu po trajektoriach za pomoca strzalek.

1.1 Punkty stale.

Najprostszym podejéciem do badania ewolucji uktadu jest znalezienie jest
punktéw réwnowagi, zwanych tez punktami stalymi. Dla potoku, sprowadza
sie to rozwiazania réwnania F'(x) = 0. Jednak z punktu widzenia zachowania
modelu, dostrzegamy od razu rézne mozliwosci zachowania uktadu przy lek-
kim zaburzeniu potozenia rownowagi, a podstawowa cecha réznicujaca jest
stabilnos¢.

Definicja 1.1 Orbita y jest stabilna, niekiedy dodajemy w sensie Lapunowa,
jesli @' (x) jest okreslone dla wszystkich t dodatnich i wszystkich x z pewnego
otoczenia otwartego y oraz dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze jesli
|z —y|| <9, to dla wszystkich dodatnich t zachodzi ||¢*(z) — ¢*(y)]| < e.

Definicja 1.2 Powiemy, ze orbita x jest asymptotyczna do orbity y, jesli
limy o0 [|¢* () — ¢ (y) || = 0.

Definicja 1.3 Punkt y nazywa sie asymptotycznie stabilnym, niekiedy takze
przyciagajacym, jesli jest stabilny i kazda orbita x dla x z pewnego otoczenia
otwartego y jest asymptotyczna do y. Z kolei, jesli y ma takie otoczenie
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Rysunek 1: Wykres funkcji logistycznej dla a=3.7.
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Rysunek 2: Wykres drugiej iteracji funkcji logistycznej dla a=3.7.
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Rysunek 3: Wykres trzeciej iteracji funkcji logistycznej dla a=3.7.



otwarte U, Ze dla kazdego v € U, x # y istnieje T > 0 takie, ze ¢"(x) ¢ U,
to punkt y nazwiemy odpychajacym.

Nietrudno przekonaé¢ sie, ze punkt odpychajacy jest niestabilny, a dla
potokéw y jest odpychajacy wtedy i tylko wtedy, gdy jest asymptotycznie
stabilny dla potoku z czasem odwréconym: ! = ¢,

Linearyzacja i hiperbolicznos$é. Jesli potok jest liniowy, wtedy funk-
cja F jest liniowa, czyli zadana pewna macierza A, to jedynym punktem
rownowagi jest 0 i nietrudno ustali¢ jego stabilno$¢ znajac widmo F'. Sta-
bilnos¢ mamy wtedy i tylko wtedy, gdy czesci rzeczywiste wszystkich wartosci
wlasnych sa niedodatnie, a dla czysto urojonych wartosci wlasnych nie wystepuja
nietrywialne klatki Jordana, tj. jesli A jest urojona wartoscia witasna, to za-
chodzi (A — AE)*v = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (A — AE)v = 0, czyli v
jest wektorem wlasnym. Asymptotyczna stabilno$¢ zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy czesci rzeczywiste wszystkich wartosci wlasnych sa ujemne.

Stad naturalnym podejsciem jest linearyzacja, to znaczy przyblizenie po-
toku w poblizu punktu rownowagi w y przez potok liniowy zadany macierza
pochodnych czastkowych DF(y). Oczekiwaé¢ by mozna, ze zachowanie obu
potokéw bedzie “podobne” i w szczegdlnosci stabilnos¢é polozen réwnowagi
w 0 dla potoku zlinearyzowanego i w y dla potoku wyjsciowego powinna by¢
taka sama. Czy jednak tak jest w istocie? Latwo o kontrprzykiad i to w
najprostszej sytuacji, gdy M = R. Wezmy Fy(z) = —2° oraz Fy(z) = 2*
(zob. Rysunek 4.) W obu przypadkach linearyzacja jest potok trywialny ge-
nerowany przez pole zerowe. Polozenie rownowagi w 0 jest stabilne, lecz nie
asymptotycznie stabilne. 7 drugiej strony obserwujemy, ze F) jest ujemne
dla = dodatnich, a dodatnie dla x ujemnych. Wobec tego wszystkie or-
bity beda monotonicznie dazyly do 0, ktére jest dla F} asymptotycznie sta-
bilne. Caltkiem odwrotnie rzecz sie¢ ma dla Fj, dla ktorego wszystkie or-
bity za wyjatkiem 0 daza do plus lub minus nieskoriczonosci, co czyni punkt
rownowagi niestabilnym. Problem polega tu na tym, ze istnieje wartosc¢
wlasna 0 o zerowej czesci rzeczywistej.

Definicja 1.4 Punkt réwnowagi potoku y nazywa sie hiperbolicznym wtedy
i tylko wtedy, gdy macierz DF(y) nie ma warto$ci wtasnych o zerowej czesci
rZeczywister.

Zachodzi wtedy twierdzenie Grobmana-Hartmana:
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Twierdzenie 1.1 Jesli y jest hiperbolicznym punktem réwnowagi, ¥* ozna-
cza potok zlinearyzowany, to istnieje homeomorfizm H z pewnego otoczenia
otwartego U > y na otoczenie otwarte 0 taki, ze

Ho¢'(x) = ot o H(x),

dla kazedgo t, rowniez ujemnego, o ile tylko dla kazedgo T spomiedzy 0 a
t zachodzi ¢7(x) € U.

W szczegdlnoscei cechy stabilnosci obu puntéw rownowagi sa takie same.

1.2 Rozmaitosci stabilne i niestabilne.

Jesli potok jest liniowy i 0 jest hiperbolicznym punktem réwnowagi, to rozwazmy
podprzestrzen stabilng V?® rozpieta przez uogdlnione wektory wlasne odpowia-
dajace wartosciom wlasnym z ujemnymi czesciami rzeczywistymi. 7 dyna-
micznego punktu widzenia,

Ve ={z: lim ¢'(z) = 0} .

t—o00

W szcezegdlnosci, V* jest podprzestrzenia niezmiennicza, tzn. dla kazdego
t > 0 zachodzi Y'(V*) = V*.

Punkty, ktérych orbity uciekaja do nieskonczonodi, to cate dopetnienie
V* a wiec nie tworza one podprzestrzeni. Podprzestrzen niestabilng definiu-
jemy zatem inaczej, jako rozpieta przez uogdlnione wektory wiasne nalezace
do wartosci wlasnych o dodatnich czesciach rzeczywistych, lub dynamicznie
poprzez

Ve ={x: tl}{ﬂ Y (z) =0} .

Sytuacja przedstawia sie podobnie dla hiperbolicznego polozenia rownowagi
y potoku nieliniowego.

Definicja 1.5 Niech y bedzie hiperbolicznym punktem statym. Wybierzmy
r > 0. Mozna wowczas zdefiniowac

W= {xeM:Vt>0]¢() -yl <r}

oraz

Wh={zeM: Vt<0|¢'(x)—y| <r}



Zachodzi wowczas nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.2 Dla kazedgo dostatecznie maltego v, zbiory W7 i W sa
podrozmaitosciami zanurzonymi w M, a ich przestrzeniami stycznymi wy sq
odpowiednio V° 1 V*. Jesli 0 < 7 < r, to oczywiscie W7 C W7, ale takze
zachodzi rowo$é po pobcieciu do pewnego otoczenia y. Dodatkowo, kazdy
punkt W, jest asymptotyczny do y, a kazdy punkt W asymptotyczny do y
wstecz w czasie.

W przypadku, gdy M jest podzbiorem przestrzeni euklidesowej R™, “pod-
rozmaito$¢ zanurzona” wymiaru k£ < m oznacza zbior, ktéry w otoczeniu
kazdego nalezacego don punktu zadany jest wykresem pewnej funkcji klasy
C' o wartoéciach ew R¥, ktérej rozniczka ma rzad k w tym punkcie.

Bedziemy zatem pisa¢ W), = W, dla r dobranego z Twierdzenia 1.2,
analogicznie dla W}... 7 definicji lokalna rozmaito$¢ stabilna W}’ jest nie-
zmiecznnicza w przéd: dla ¢ > 0 zachodzi ¢'(Wj.) C Wg.. Podobnie, lo-
kalna rozmaitos$é¢ niestabilna jest niezmiennicza w tyl. Definiujemy teraz ich
globalne odpowiedniki.

Definicja 1.6 Globalna rozmaitoscia stabilna punktu y, oznaczana W*# lub
W*(y), nazwiemy zbior

We={reM: IHtecRo(x)ecW:}.
Analogicznie, globalna rozmaitos¢ niestabilna definiujemy poprzez
W'={zeM: FHtecR'(x)ec WL}.

Tak zdefiniowane rozmaitosci globalne sa juz w pelni niezmiennicze, to
znaczy zaréwno w przod, jak i w tyl w czasie. Nazywa sie je wobec tego
rozmaitoSciami niezmienniczyms punktu y. Rozmaitosci niezmiennicze sa
tacznikiem miedzy lokalna teoria punktéw réwnowagi, a wiec pojeciami ta-
kimi jak linearyzacja, ktore sila rzeczy moga dziata¢ tylko w malym otoczeniu
takiego punktu, a globalna dynamika. Mozna by je obrazowo przyréwnaé do
macek, ktorymi punkty rownowagi siegaja daleko w cala przestrzen fazowa.
Jest oczywiscie atut dla badacza, poniewaz punkty rownowagi wraz z ich
lokalnymi rozmaito$ciami niezmienniczymi sa nietrudne do policzenia.



1.3 Rownanie Lotki-Volterry.

Rozwazmy teraz konkretny model konkurujacych populacji. Jest on zadany
uktadem réwnan Lotki-Volterry:

o (K (1)
Y YLyt )

z dodatnimi stalymi a,b, K, L. x oraz y sa licznosciami odpowiednich po-
pulacji. Widzimy tatwo, ze pierwsza ¢wiartka jest zbiorem niezmienniczym,
ograniczymy sie zatem do jej badania jako realistycznego zakresu modelu.
Model jest jako$ciowo symetryczny ze wzgledu na obie populacje, przeana-
lizujmy go wiec z punktu widzenia ikséw. W optymalnych warunkach iksy
namnazaja sie wykladniczo w stosunku K. Jednak hamulcem do tego roz-
woju okazuje sie ich witasny przyrost, jak i konkurencja ze strony igrekow,
reprezentowane przez ujemne czlony po prawej stronie pierwszego réwnania.
Moga one wrecz odwréci¢ znak pochodnej doprowadzajac do wymierania
iksow.

Wida¢ od razu, ze pozyteczne bedzie podzieli¢ przestrzen fazowa na ob-
szary w zaleznosci od znaku pochodnej licznosci populacji. Podzial ten wy-
znaczaja krzywe fl—f =0is % = 0. Takie krzywe nazywaja sie ogélnie izokli-
nami, a w tym przypadku sa prostymi:

r4+ay = K (3)
br+y = L (4)

Izoklinami sa takze osie wspolrzednych, ale nie bedziemy ich tak nazywacé
dla jasnosci dyskus;ji.

Kazda z izoklin przecina obie osie wspotrzednych w punktach dodatnich,
a zatem przebiegaja one przez wnetrze pierwszej ¢wiartki. Od razu widzimy,
ze wystepuja dwa przypadki generyczne, mianowicie izokliny moga si¢ prze-
cina¢ we wnetrzu pierwszej ¢wiartki, badz pozostawac roztaczne w jej do-
mknieciu. Przypadki niegeneryczne to takie, kiedy izokliny sie pokrywaja,
badz przecinaja na brzegu pierwszej ¢wiartki.
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Rysunek 5: Izokliny réwnania Lotki-Voltery dla L = 2.5, K = 3.5, a =
25,b=15.
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Punkty réwnowagi na brzegu. Przyjrzyjmy si¢ punktom réwnowagi,
ktore leza w domknieciu pierwszej ¢wiartki. Mamy przede wszystkim zawsze
odpychajacy punkt w (0,0). Poza tym, sa to punkty przeciecia izoklin z
osiami. Jedli na przykiad y = 0, to

dx

E:x(K—x).

Tak wiec z = K jest tu punktem réwnowagi przyciagajacym w kierunku osi
x. Aby ustali¢ jego stabilno$¢ w dwéch wymiarach, zlinearyzyjmy drugie
rownanie w y =0ix = K:

DF(%,0) = ( _OK L_ObK ) : (5)

Ale L/b to punkt przeciecia osi y = 0 przez druga izokline. Widzimy wiec,
ze jego stabilnos¢ zalezy od tego, czy druga izoklina przecina os y = 0 blizej,
czy dalej od 0, niz pierwsza. Jesli blizej, to punkt jest przyciagajacy, jesli
dalej, to jest siodlem. Analogicznie, z zamiana rol izoklin wyglada sprawa z
punktem réwnowagi na osi x = 0.

Omoéwimy teraz szczegdlowo oba przypadki generyczne przecinania sie
izoklin.

Brak przeciecia. W tym przypadku nie ma punktéw réwnowagi wewnatrz
pierwszej ¢wiartki, a z punktéw na brzegu jeden jest siodlem, a drugi punk-
tem przyciagajacym. Widac tatwo, ze W7 siddla jest zawarta w osi, to samo
dotyczy W?* a kazdy punkt z wnetrza pierwszej ¢wiartki dazy do punktu
stalego przyciagajacego. Mamy tu zatem sytuacje, w ktérej jedna z popula-
c¢ji eliminuje druga, a stabsza moze przetrwac tylko w nieobecnosci silniejsze;j.
Sytuacje ilustruje Rysunek 6. Diagram fazowy znajduje sie na Rysunku 7.

Przypadek z przecieciem. Sytuacje te przedstawia Rysunek 5. Sa tu
tak naprawde dwa podprzypadki. W pierwszym

L—Kb < 0 (6)
K-La < 0 (7)

a oba punkty na brzegu sa przyciagajace. W drugim obie nierownosci maja
znak przeciwny i oba punkty na brzegu sa siodlami.

12
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Rysunek 6: Izokliny réwnania Lotki-Voltery dla L = 3, K = 1.5,a =
2.5, b=1.5.
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W kazdej sytuacji mamy punkt réwnowagi (&, ) we wnetrzu pierwszej
¢wiartki. Sprawdzamy bezposrednio, ze

. T —ar
DF(I‘,?/):(_Z)Q —y ) :

Jej wyznacznik to Zg(1 — ab). Z nieréwnosci (6) i ponizszej tatwo wniosku-
jemy, ze ab > 1, a przypadku nieréwnosci przeciwnych ab < 1. Jesli zatem
nieréwnos¢ (6) i ponizsza zachodza, to wyznacznik macierzy linearyzacji jest
ujemny, a stad punkt (z,9) jest siodlem. W tym przypadku kazdy z asymp-
totycznie stabilnych punktow na brzegu przyciaga orbity z pewnego zbioru
otwartego, a granice miedzy tymi “basenami przyciagania” stanowi rozma-
itos¢ stabilna W*(z,y). W tym zatem przypadku réwniez typowo jedna z
populacji eliminuje druga, ale zwyciezca nie jest z géry przesadzony. Zalezy
od warunkéw poczatkowych, a przy tym istnieje krzywa, po ktorej populacje
daza do niestabilnego polozenia réwnowagi. Diagram fazowy zostal przed-
stawiony na Rysunku (8).

Wreszcie mamy przypadek, kiedy nieréwnosci (6) zachodza z przeciw-
nymi znakami. Wdéwczas oba punkty réwnowagi na osiach sa siodtami, zas
wyznacznik macierzy linearyzacji DF(z,9) jest dodatni. Poniewaz slad tej
macierzy jest ujemny, punkt (z,¢) jest przyciagajacy. W tym zatem przy-
padku punkt (z,9) jest stabilnym potozeniem réwnowagi i przyciaga wszyst-
kie orbity z wnetrza pierwszej éwiartki. Zadnej z populacji nie grozi zatem
wymarcie, ale beda dazyly do tego polozenia réwnowagi.

Cwiczenia i laboratoria.

Jeszcze raz Lotka-Volterra. Uzupehié¢ dyskusje réwnania (1) biora pod
uwage nastepujace kwestie:
e Przedyskutowaé przypadki niegeneryczne.

e W przypadku, kiedy (Z,7) jest siodlem wyznaczyé¢ komputerowo
jest rozmaitosé stabilna (powiedzmy dla paru wyborzow para-
metréw).

e W przypadku, gdy punkt ten jest przyciagajacy, wyznaczy¢ roz-
maitosci niestabilne siodet na brzegu.

15



- -«

15

0.5

L=3K=15a=250b=15.

Rysunek 8: Diagram fazowy dla L-V (L = 2.5, K = 3.5, a = 2.5, b= 1.5) -

siodto

16



Model epidemii. Rozwazmy model SIR propagacji epidemii niegroznej dla
zycia choroby wéréd narazonej populacji. S (susceptible) jest popu-
lacja narazona, ale na razie zdrowa, I (infected) chora, zas R (reco-
vered) odporna wskutek albo przebycia choroby, albo szczepienia przy
narodzinach. K = § + I + R. Zakladamy odsetek urodzen p w popu-
lacji K, z ktorych p zostaje zaszczepionych. Odsetek sSmierci jest takze
i 1 taki sam dla wszystkich populacji, natomiast § mierzy mozliwosc¢
zarazenia przy kontakcie osobnikéow z S'i I. Wreszcie v jest odsetkiem
wyzdrowien. Wtedy dynamika populacji opisuje sie uktadem réwnan:

d

d—f = (1—ppK — BSI—psS
dI

— = BSI—~I—ul

o B v —p

dR

Przeanalizowa¢ model ze wzgledu na nastepujée zagadnienia:

e jeden z parametréw da sie tatwo wyeliminowaé, ktory i jak,
e znalez¢ punkty réwnowagi,

e policzy¢ linearyzacje réwnania w tych punktach i okresli¢ sta-
bilno$¢ w zaleznosci od parametréw,

e przy uzyciu komputera naszkicowaé izokliny i portret fazowy.

Badanie wypadku lotniczego. Z analizy rejestratoréw lotu AF 447 (in-
formacje te pochodza z www.bea.aero), samolot osiagnal maksymalna
wysoko$¢ 38000ft (stép nad poziomem morza), a w 32s pézniej byl
na wysokosci 35800 ft opadajac z predkoscia pionowa —9100ft/min.
Przyjmuje sie generalnie, ze przyczyna opadania byto aerodynamiczne
przeciagniecie samolotu, objawiajace sie spadkiem sity nosnej skrzydet,
ktore tylko czesciowo dzwigaly jego ciezar. Za model predkosci piono-
wej samolotu przyjmijmy réwnanie:

% = —cg + kv®

gdzie 0 < ¢ < 1 oddaje utrate sity nosnej wskutek przeciagniecia, zas

k opér powietrza.
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Wryliczyé¢ te wspodtezynniki.

Jeden z pilotéw wspomnial o “zepsuciu si¢” przyrzadu pokazujacego
predkosé¢ opadania. Skala tego przyrzadu konczy sie na wartosci
—15000ft/min. Czy jest mozliwe, ze przyrzad dzialal prawidlowo,
tylko wskazéwka w pewnym momencie doszla do konca skali? W jakim
momencie to by nastapito?

2 Calki pierwsze i funkcje Lapunowa

Wiadomo, ze mozna obiec ruchem skoczka cala szachownice 8 na 8 w ten
sposob, ze kazde pole jest odwiedzone dokladnie raz i z ostatniego mozna
powrdci¢ do pola poczatkowego. Czy mozna w ten sam sposdb obiec sza-
chownice 9 na 97 Zadanie pozornie skomplikowane okazuje sie tatwe, kiedy
dostrzezemy, ze kolor pola przy ruchu skoczka zmienia sie co ruch. Zatem
na standardowej szachownicy po 64 ruchach mozna wréci¢ na to samo pole,
ale na szachownicy o 81 polach jest to niemozliwe. Jedli k,, oznacza kolor
pola po n ruchach, powiedzmy 1 dla czarnego i —1 dla bialego, to wielkos¢
(—1)"k, pozostaje stala na kazdej trajektorii skoczka. Taka wielkosé nazy-
wamy niezmiennikiem i wiele pieknych rozumowan w matematyce dyskret-
nej jest opartych na odpowiednio dobranym niezmienniku. Podobna metode
mozna zastosowaé takze do badania dynamiki modeli. Wielkosci bedace nie-
zmiennikami na trajektoriach potoku nazywaja sie catkami pierwszyma.

Niekiedy stosuje sie takze potniezmienniki, a wiec wielkosci zmieniajace
sie w spos6b monotoniczny, powiedzmy zawsze nierosnace. W teorii rownan
rozniczkowych nosza one nazwe funkcji Lapunowa. Niekiedy wreszcie mu-
simy sie zadowoli¢ wielkoscia, ktora nie jest nawet poélniezmiennikiem, ale
wciaz daje sie cos powiedzie¢ w miare prostego o tym, kiedy rosnie, a kiedy
maleje. Odpowiednie funkcje “nie do konca Lapunowa” nazywaja sie skrom-
nie funkcjami testowymi.

2.1 Calka pierwsza w badaniu ukladu Lotki-Volterry.
Uktad Lotki-Volterry ma postac
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T = sa-by 0
Y = Yeten) @

z wszystkimi parametrami dodatnimi. Jest to przykiad modelu dra-
pieznika i zdobyczy. x jest populacja zdobyczy, ktéra rostaby wyktadniczo
w nieobecnodci drapieznika, ale przy odpowednio duzej jego populacji moze
nawet spadac¢. 7Z kolei y to drapieznik, ktory wymieratby wyktadniczo bez
zdobyczy, ale przy jej dostatecznej obfitosci moze sie namnaza¢. Interesuje
nas tylko zachowanie uktadu w pierwszej é¢wiartce {(z,y) : x > 0,y > 0}. Ist-
nieje tu proste do zrozumienia polozenie réwnowagi w (0, 0) bedace siodtem,
oraz stan réwnowagi yo = (£, ). Nietrudno policzy¢, ze w tym drugim punk-
cie macierz potoku zlinearyzowanego ma postac

0 —%
DF(yy) = < ) )
b
z urojonymi warto$ciami wiasnymi £+/ac. W celu zbadania zachowania po-

zostatych orbit, znajdzmy calke pierwsza. W tym celu podzielmy réwnania
uktadu (8) stronami, otrzymujac

dy 'y —c+exw

dr = a—by
Jest to réwnanie o rozdzialajacych sie zmiennych, ktore tatwo rozwiazaé w
postaci

K = (ex — clogx) + (by — alogy) ,
gdzie K jest wlasnie poszukiana catka pierwsza. Funkcja f(z) = ex —clnzx
jest wypukla i ma minimum punkcie # = ¢. Podobnie funkcja g(y) =
by — alogy majaca minimum w ¢. Obie funkcje daza do +oo, gdy argu-
ment zmierza do 0 lub co. Wobec tego poziomice funkcji K sa krzywymi
ograniczonymi, przecinajacymi kazda prosta pozioma lub pionowa w jednym
lub dwdéch punktach, a zatem sa krzywymi zamknietymi obiegajacymi .
Punkt yq jest zatem stabilny w sensie Lapunowa, ale nie asymptotycznie:
populacje drapieznika i zdobyczy zmieniaja sie w cyklach, ktore bynajmniej
nie daza do punktu réwnowagi.
Na koncu zalaczamy przyktad szeregéw czasowych generowanych przez

réwnanie Lotki-Volterry na Rysunku (9) oraz wykres funkcji f na Rysunku (10).
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Rysunek 10: Wykres funkcji f (czerw. e =1, ¢ = 2, nieb. e = 2, ¢ = 5, ziel.
e=2,c=25).
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2.2 Ruch w polu potencjatu.

Rozwazmy ruch czastki o masie 1 w jednym wymiarze, w polu potencjatu
V(z). Jesli z(t) jest polozeniem, za$ v(t) = % predkoscia, ruch uktadu jest
opisany réwnaniem
>z dv
—=—=-V'(z).
dt?  dt
tatwo wtedy sprawdzié¢, ze energia calkowita uktadu E(t) = v(;)Q + V(z(t))
jest zachowana:

dFE d d
== vd—: + v’(x)d—f — (V' (x) + V'(2)v(t) =0 .
Dobrze znany jest przyklad V(x) = z? opisujacy wahadlo matematyczne
bez tlumienia. Zbadajmy przyklad potencjalu o dwéch minimach V(z) =

& - f prowadzacy do réwnania Duffinga

Wykres tego potencjatu zilustrowano na Rysunku (12).
Wowezas energia catkowita ma postac

2?2t P
E(ac,v)——2 + 1 + 5 -
Jej wykres przedstawia Rysunek (13).

Minimum globalne réwne —1 jest osiagane w punktach (+1,0). Punkty
réwnowagi to (£1,0) oraz (0,0). Dwa z nich odpowiadaja minimom energii.
Trzecie to punkt stacjonarny, ktory z pewnoscia nie jest lokalnym ekstremum
dla funkcji energii, bowiem macierz drugich pochodnych czastkowych ma w
nim postac

-1
D2E(O,O):< 2 ) .

0 3
Jak wiadomo z kursu rachunku rézniczkowego wielu zmiennych, punkt ten
jest siodtem dla funkcji energii, czego nie nalezy myli¢ z pojeciem punktu

siodtowego dla potoku.

Dla wartosci E miedzy —i a 0, poziomice energii sa para krzywych za-
mknietych, z ktérych kazda otacza jedno z miniméw. Nie moga one prze-
cina¢ sie, poniewaz nie moga przecina¢ prostej x = 0. Zatem dla takich
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Rysunek 12: Wykres potencjalu dla rownania Duffinga.
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Rysunek 13: Wykres energii dla rownania Duffinga.
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wartosci energii mamy dwa ruchy wahadlowe, kazdy z nich wokdl stabilnego
potozenia réwnowagi. Dla F = 0 widzimy, ze krzywa E = 0 przechodzi przez
(0,0), tworzac w nim samoprzeciecie. Dla E > 0 poziomica jest znéw para
gladkich krzywych, ale zadna z nich nie jest zamknieta, ani nawet ograni-
czona - obie przypominaja hiperbole. Poziomice te mozna sobie przedstawic¢
wyobrazajac proces zatapiania woda obszaru skladajacego sie dwoch dolin,
dwéch grani i przeteczy miedzy nimi. Najpierw wypelnione zostaja doliny
dwoma roztacznymi jeziorami. Krytyczny moment nadchodzi, gdy jeziora
siegaja przeleczy stykajac sie w niej. Potem jest juz jedno jezioro i jego linia
brzegowa rozciaga sie wzdluz kazdej z obu grani.

Z punktu widzenia dynamiki modelu oznacza to, ze (0,0) jest dla niej
takze punktem siodlowym. W jego dowolnie malym otoczeniu znajda sie
rozwiazania obiegajace minima (w dolinach), rozwiazania przybiegajace z
nieskoniczonosci i do niej wracajace (po zboczach grani). Sa tez dwa bardzo
szczegdlne rozwiazania dla E = 0. Poziomica energii catkowitej sktada sie
wtedy z dwoch krzywych zamknietych stykajacych sie w w zerze. Kazde z
tych rozwiazan obiega jedna z galezi tej krzywej. Obieg taki zajmuje nie-
skoniczony czas: kazde z tych rozwiazan dazy do zera przy czasie dazacym
zaréwno do plus, jak i do minus nieskonczonosci. Mozna zauwazy¢ takze,
ze kazde z nich jest rozmaitodcia zarowno stabilna, jak i niestabilna tego
punktu. Takie rozwiazania nazywamy petlami homoklinicznymi i powrocimy
do nich w nastepnym wyktadzie.

2.3 Funkcje Lapunowa.

Rozwazmy wahadlo fizyczne z tlumieniem:

dz

= 1
g v (10)
dv
= g - 11
o sin(z) — bv (11)

Funkcja L(z,v) = — cos(z) + % spehia

L
M:sinxd—x+v@:vsinx—vsinx—bUQZ—bUQ- (12)

dt dt dt

Jak widzimy, funkcja ta jest nierosnaca na trajektoriach. Ta wlasnos¢ jest
fundamentalna dla funkcji Lapunowa. Definicje podajemy ponizej.
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Definicja 2.1 Zalozmy, zZe xq jest punktem rownowagi. Funkcje L okreslonag
na pewnym otoczeniu otwartym U > xy nazwiemy funkcja Lapunowa, nie-
kiedy tekze staba funkcja Lapunowa, jesli dL( ‘T(t)) < 0 dla kazdego rozwigzania
lokalnego z(t) o wartosciach w U oraz L ma sciste minimum globalne w x,
tj. dla kazdego v € U \ {wxo} zachodzi L(x) > L(xg). W definicji $cislej
funkcji Lapunowa zaktadamy dodatkowo, Ze dL(x(t) < 0, o ile tylko x(t) nie
jest punktem rownowags.

Jak widzimy, w przypadku wahadla fizycznego z ttumieniem L jest funkcja
Lapunowa, ale nie jest Scista funkcja Lapunowa, poniewaz zeruje sie na calej
prostej v = 0. W ogdlnosci zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.1 O ile w pewnym otoczeniu otwartym punktu réownowagi
istnieje funkcja Lapunowa, to jest on stabilny w sensie Lapunowa. Jesli jest
to scista funkcja Lapunowa, to punkt ten jest asymptotycznie stabilny.

Twierdzenie to nie wystarcza do okreslenia stabilnosci punktu rownowagi
w zerze dla wahadta fizycznego z thumieniem, poniewaz wiadomo dobrze z
intuicji fizycznej, ze ten punkt rownowagi jest nie tylko stabilny, lecz asymp-
totycznie stabilny. Przydaje sie wobec tego twierdzenie mocniejsze:

Twierdzenie 2.2 Przypusémy, ze istnieje staba funkcja Lapunowa mysl De-
finicgi 2.1, dla ktorej dL(y(t)) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy y(t) € Z C U.
Zatozimy, ze Z ma te w%asnosc’, iz dla kazdego y € Z, y # xo istnieje t > 0
takie, ze ¢'(y) ¢ Z. Wowczas xqy jest asymptotycznie stabilnym punktem
rownowagi.

Idea dowodu Twierdzenia 2.2 jest taka, ze pokazujemy najpierw, iz

lim dist (z(t),Z) =0

t—o0
dla kazdej orbity z pewnego otoczenia xg, gdyz kazde wyjscie orbity poza
ustalone otoczenie Z pociaga spadek L o okreslona warto$é. Ale wtedy w(x)
nie moze zawiera¢ punktéw innych od xy w mysl zalozenia.

Dla wahadta fizycznego z ttumieniem zalozenie Twierdzenia 2.2 zachodzi,

poniewaz v = 0 i z # 0 w odpowiednio malym otoczeniu zera, tj. nie
zawierajacym punktéw x = km dla k calkowitych réznych od 0, implikuje

v
o= —sinz # 0.
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2.4 Zbiory graniczne.

Rozwazmy potok réwnania rézniczkowego okreslonego na zbiorze otwartym
UcCR™

Definicja 2.2 Przypusémy, ze pewne rozwiqzanie x(t) jest okreslone dla
wszystkich wartosci t > 0. Wowczas zbiorem w-granicznym x, oznaczanym
w(z), nazywa sie zbior wszystkich y € U takich, Ze istnieje ciag t, — oo, dla
ktorego lim,, o x(t,) = y. Analogicznie, jesli x(t) jest okreslone dla wzyst-
kich t < 0, to zbiorem a-granicznym a(z) nazywa sie zbior takich y, dla
ktorych istnieje t, — —oo i lim, o z(t,) = y.

Ponizsze twierdzenie podaje postawowe wiasnosci zbioréw granicznych.

Twierdzenie 2.3 e Zbiory graniczne zaleza tylko od orbity x, a nie od
samego punktu x, tj. jesli & = ¢'(x) dla pewnego t € RR, to w(x) =
w(z) oraz a(x) = ().

e Zbiory graniczne sq niezmiennicze, tj. dla dowolnych x it, ¢'(w(x)) =
w(z) oraz ¢'(a(r)) = a(z).

o Zbiory graniczne sq domkniete w U.

o Jesli orbita x(t) jest zawarta w zwartym pozbiorze U, oba zbiory gra-
niczne sq niepuste i spojne.

Dla lepszego wyjasnienia tych poje¢, rozwazmy orbity wahadla fizycz-
nego z tlumieniem i wyznaczmy mozliwe zbiory graniczne. Zachowanie tego
modelu ilustruja Rysunki (14) i (15).

Ze wzgledu na posta¢ funkeji Lapunowa L zadana formuta (12), kazda
orbita porusza sie w ograniczonym zbiorze wartosci zmiennej v. Co wiecej,
funkcja Lapunowa sScisle maleje poza zbiorem v = 0. Zatem, jesli orbita
przemieszcza sie od x = knw dla k nieparzystego do x = k'n dla k parzy-
stego, to funkcja Lapunowa musi spas¢ o stala warto$¢, bo — cosx spada o
2, co mogtby wprawdzie skompensowaé wzrost v2, ale wtedy v jest niezerowa
i funkcja Lapunowa spada z innego powodu, mianowicie formuty (12). Stad
takie przejscie (odpowiadajace pelnemu obrotowi wahadla) moze sie wyda-
rzy¢ jedynie skonczenie wiele razy i zmienna x tez jest ograniczona. Zbior
w(x) jest wiec niepusty spéjny i zwarty w mysl Twierdzenia 2.3.
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Rysunek 14: Portret fazowy dla rownania wahadta fizycznego z tlumieniem
b=2.
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Dla dowolnego innego zbioru niezmiennicznego €2, niech Ly = inf{L(z,v) :
(x,v) € Q}. Wtedy zbidr {(z,v) € Q: L(x,v) = Lo} jest takze niezmienni-
czy 1 L jest na nim stata. Musi wiec to byc punkt rownowagi. Analogicznie,
jesli Ly = sup{L(z,v) : (z,v) € Q}, to Ly musi by¢ przyjete w innym punkcie
rownowagi. Jest sa tylko dwie mozliwe wartosci L w punktach réwnowagi: —1
w dolnym i 1 w gérnym. Stad albo dolne polozenie réwnowagi nalezy do (2,
albo Ly = L1 = 11 caly 2 sklada si¢ z gérnego polozenia rownowagi. Wresz-
cie, jesli dolne polozenie rownowagi nalezy do pewnego zbioru w-granicznego,
to musi by¢ calym tym zbiorem, bowiem aby do niego podejs¢, orbita musi
wejs¢ w otoczenie, ktoére jest cale przyciagane przez ten punkt réwnowagi, a
wtedy mozna sie powota¢ na zaleznos¢ zbioru w-granicznego tylko od orbity.
Podsumowujac, zbiory w-graniczne w dla wahadla fizycznego to tylko punkty
rownowagi.

W celu zbadania zbioréw a-granicznych odwrécmy czas w uktadzie (10),
tj. podstawmy 17" = —t oraz V = —v. Wtedy otrzymujemy

dx

= 1
o =V (13)
av .
7 = " sin(z) + bv (14)

Formalnie rzecz biorac, jest to ten sam uklad, co (10), tylko z —b zamiast
b. Wtedy formuta (12) nadal zachodzi, ale ze znakiem minus. Czyli L jest
“odwrotna” funkcja Lapunowa rosnaca, zamiast male¢. Po zmianie kiernku
czasu, zbiory a-graniczne ukladu (10) sprowadzaja sie do w-granicznych dla
ukladu (13). Tym razem jest jak najbardziej mozlwie, ze orbita ucieka do
nieskonczonosci, tj. wahadlo rozpedza sie krecac coraz szybciej. Wowcezas
zbiér graniczny jest pusty. Jesli jednak jest on niepusty, to podobnie, jak w
poprzednim przypadku. pokazujemy, ze Lo = —1,L; = 1. Dolne potozenie
rownowagi jest teraz odpychajace, co takze pokazuje, ze jest calym zbiorem
granicznym, o ile tylko do niego nalezy. Zatem, zbiér a-graniczny moze by¢
pusty, lub moze by¢ géornym lub dolnym polozeniem réwnowagi.

2.5 Model sieci neuronowej.

Nastepujacy model zostal zaproponowany przez Hopfielda dla modelowania
dzialania moézgu. “Mozg” skitada sie z m neurondw, a stan kazdego jest
opisany przez rzeczywista zmienna x;. Stad caly uktad jest opisany przez
punkt w R™. Kazdy neuron przejawia aktywnosé¢ opisana funkcja f;(z;).
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Ewolucja sieci polega na tym, ze kazdy neuron ma tendencje ku natu-
ralnemu stanowi 0 (zapewne drzemka), ale podlega on wptywom aktywnosci
innych neuronéw, co opisuje macierz T’ = (t;;) oraz zewnetrznemu wymusza-
niu opisanemu przez wektor ;. Rownanie ma zatem postac

d!L‘Z‘ =
o = Gt ;tz‘jfj(%) +b; . (15)

Zakladamy, ze c¢; sa wszystkie dodatnie. Jesli utworzymy z nich macierz
diagonalng C', za$ z wielkosci f;(z;) wektor f(x), to réwnanie (15) mozemy
zapisa¢ wektorowo jako

d
d—j:—Cx+Tf(x)+B.

Z kolei zdefiniujmy F': R™ — R jako

m

fi(z3)
F(z) = ch/o f;l(s) ds .

j=

Wreszcie, zdefiniujmy

L(z) = F(x) — %[f(x) +T'B"T[f(x) +T7'B] . (16)
Zachodzi

Twierdzenie 2.4 Zalozmy, zZe wszystkie funkcje aktywnosci neurondw f;
sq ograniczone 1 rozniczkowalne z pochodnymi, ktore sa wszedzie dodatnie.
Przypusémy takze, iz T jest macierzq symetryczna i odwracalng. Wowczas
L(x) jest scisla funkcjq Lapunowa. W konsekwencji, wszystkie rozwigzania
daza do punktow stalych.

Interpretacja tego faktu jest taka, ze wektor B jest zadaniem postawio-
nym sieci. Sie¢ ewoluujac wedlug réownania (13), powiedzmy, ze myslac,
dazy do stanu rownowagi bedacego rozwiazaniem problemu. A priori jednak
rozwiazanie zalezy nie tylko od B, ale i od warunku poczatkowego na x.

Dla dowodu, zacznijmy od zrézniczkowania cztonu F(z).

d i) B d dr.
dt J, fil(s)ds = o filag) = @ f (@) =2
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Czyli, przechodzac do zapisu wektorowego,

d . / dx.r
G F@) =2 ef (w)) = [ (o) g1 e

7j=1
Z kolei przypomnijmy, ze jesli y(t) jest wektorem zaleeznym od czasu, a T

macierza symetryczna o statych wspélezynnikach, to & (y"Ty) = 2(y')'Ty.

Stad pochodna drugiego czlonu formuty (16) wynosi

—[f' (@) " T[f(x) + T7'B] = —[f'(= )dx] [Tf(z)+ B,

gdyz B jest stalym wektorem. Dodajac otrzymujemy

dL dz dw. . dx = ,
7 =~ W@ [Ca=Tf(@)=B] = ~[f'@) [ o = = 3_ filzi)()) < 0.

Jj=1

Co wigcej, poniewaz f; (x;) sa dodatnie z zalozenia, to réwnosé¢ jest mozliwa
tylko wtedy, gdy wszystkie x’; znikaja, tj. w punktach réwnowagi.
W uzupelnieniu, mamy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.5 Przy zatozeniach Twierdzenia 2.4, niech By oraz By bedag
roznymi wartosciami B, zas x1 i xo odpowiednimi im polozeniami rownowagi.
Wtedy x1 # xs.

Skoro 1, xe sa polozeniami réwnowagi, to z formuty (15) otrzymujemy
—C.Tl -+ Tf($1> + Bl =0= —CSL’Q + Tf(I‘Q) —+ BQ .

Jesli 1 = xo, to By = Bo.

Czyli sie¢ na rézne pytania daje rézne odpowiedzi, a zatem nie traci
informacji.

Diagram fazowy przedstawia Rysunek (16).

Cwiczenia i laboratoria.

e Zbadaé¢ ukiad

- = —x+x3—y.
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Rysunek 16: Diagram fazowy dla rwnania opisujcego sie neuronow (zad 2.

http://if.pw.edu.pl/ siudem/TChD /chaos6.pdf).

34



W tym celu znalez¢ funkcje Lapunowa w mozliwie duzym otoczeniu
punktu réwnowagi w 0. Nastepnie numerycznie zbadaé¢ globalne za-
chowanie uktadu, a wiec inne polozenia réwnowagi, ich stabilnosé¢ oraz
zbiory graniczne dla réznych warunkow poczatkowych.

e Zbadaé¢ ukiad

dr

a 7

dy a b
@ - TTmta

dla dodatnich parametréw a,b. Wiadomo, ze istnieje pewna funkcja
V() zwana potencjalem taka, ze

dy _ _dv
dt  dr

Znalezé ten potencjal i wykazaé, ze funkcja L(z,y) = V(x) + y; jest
catka pierwsza ukladu. Opisa¢ na tej podstawie zachowanie uktadu:
punkty okresowe i ich stabilnos¢. Przy uzyciu komputera znalezé por-
tret fazowy oraz przedyskutowaé¢ mozliwe zbiory graniczne.

e Udowodni¢ Twierdzenie 2.4 rézniczkujac L. Do czego potrzebne jest
zalozenie o symetrycznosci T'7

3 Orbity okresowe

3.1 Stabilnosé¢ orbit.

Zakladamy, ze model zadany jest autonomicznym réwnaniem rézniczkowym
Z—f = F(x) w przestrzeni euklidesowej. Potok réwnania oznaczamy przez
¢'(z) 1 zakladamy, ze jest okreslony dla wszystkichc czaséw. Wiekszosé
rozwazan mozna przesledzi¢ na przykladach modeli dwuparametrowych.

Po punktach réwnowagi, kolejna z tatwiejszych do zauwazenia cech dy-
namiki modelu jest obecnos¢ orbit okresowych, a wiec takich zg, dla ktérych
istnieje 7' > 0 takie, ze ¢ (zo) = w0, ale dla zadnego 0 < t < T nie zachodzi
¢'(r9) = wo. Liczbe T nazwiemy wtedy okresem xg. Zbior v = {¢'(zo) :
0 <t < T} jest orbita okresowa. Latwo zauwazy¢, ze kazdy punkt orbity
okresowej sam jest okresowy z tym samym okresem 7.
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Pojecia uzywane do opisania orbit okresowych sa analogiczne do tych,
ktorych uzywaliSmy w odniesieniu do punktow réwnowagi.

Definicja 3.1 Orbita okresowa vy jest stabilna w sensie Lapunowa, jesli dla
kazdego € > 0 istnieje takie § > 0, Ze jesli tylko dist (y,v) < 6, to dla
wszystkich t > 0 zachodzi dist (¢'(y),7) < e.

Zwréémy uwage, ze stabilnos¢é orbity okresowej xg jest czyms innym od
stabilnosci samego xy. Rozwazmy uklad, we wspoétrzednych biegunowych,

dr

hat— 17
= 0 (17)
db

= 1
- r (18)

Jego orbitami sa okregi ze srodkiem w poczatku ukladu i wspotrzednych
i bez watpienia kazda z nich jest stabilna w sensie Definicji 3.1. Jest jed-
nak réwnie jasne, ze zaden punkt takiej orbity nie jest stabilny w sensie
Lapunowa, tj. Definicji 1.1, poniewaz okresy tych orbit sa rozne i pobliskie
punkty na bliskich orbitach po pewnym czasie znajda sie w przeciwfazie z
wartosciami # rézniacymi sie o 7.

Definicja 3.2 Orbita stabilna w sensie Definicji 3.1 nazywa sie dalej asymp-
totycznie stabilna, jesli limy .o, dist (¢'(y),v) = 0 dla kazdego y z pewnego
otoczenia otwartego .

Definicja 3.3 Orbita v nazywa sie niestabilna, jesli nie sa spetnione wa-
runki Definicji 3.1, a powiemy dalej, zZe vy jest odpychajaca, jesli jest asymp-
totycznie stabilna dla potoku z odwréconym czasem, to jest warunki Defini-
cji 8.1 oraz 3.2 sq spelnione po zastapieniu ¢ przez ¢~ .

Moze nie by¢ jasne, ze istotnie orbita odpychajaca w powyzszym sensie
nie moze by¢ stabilna w sensie Lapunowa. Zalézmy wiec, ze dla pewnego y
mamy dist(y,y) = €. Z Definicji 3.1 istnieje 6 > 0 takie, ze jesli dist(y, ) < 9,
to

vt >0 dist (¢'(9),7) < €. (19)
Ale jesli v jest odpychajaca, to dla pewnego 7 > 0 mamy

dist (¢~ (y),7) <6 .
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Biorac ¢ "(y) za ¢ dostajemy z warunku (19), ze dist (y,7vy) < e, skad
Sprzecznosc.

Z punktu widzenia analitycznego stabilnosé¢ orbity jest Scisle zwiazana z
pochodna potoku D¢?(zg), gdzie T jest okresem, za$ x € ~y. Jedli zamiast
xo wezmiemy inny punkt z; € 7, to 1 = ¢"(xg) dla pewnego 7, a stad

¢ (x1) = ¢ 0 ¢" 0 ¢77 (1) 1 dalej
D¢" (x1) = D¢" D" (o) (D7) ™",

czyli macierze D¢ (xg) oraz D¢? (z;) sa podobne, co w szczegdlnosei ozna-
cza, ze maja takie same spektra. Jesli 0 jest hiperbolicznym punktem statym
dla ktérejkolwiek z tych macierzy, to wlasnosci stabilnosci orbity sa takie
same, jak wlasnosci punktu stalego w 0 dla tej macierzy. Jednak ta metoda
badania stabilno$ci ma dwie wady, bo po pierwsze nie wiadomo, co pocza¢ w
przypadku niehiperbolicznym, a po drugie sama pochodna potoku jest dos¢
trudna do otrzymania.

Przeksztalcenie Poincarégo. Przetnijmy orbite v w punkcie zy € v
pewna hiperplaszczyzna wymiaru m — 1, a ogdlniej podrozmaitoscia wy-
miaru m — 1. Przeciecia nalezy dokona¢ w sposdb transwersalny a wiec
tak, ze pole wektorowe F'(zg), ktére jest styczne do +, nie jest styczne do
ciecia. Oznaczmy to ciecie przez M. Zachodzi

Lemat 3.1.1 Dla kazdego € > 0 istnieja T' > 0 oraz otoczenia otwarte xg C
UcCV wM takie, iz dla kaZdego y € U istnieje T'(y) € (T —€,T + €) takie,
ze ¢TW (y) € V przy czym ¢'(y) ¢ V dla kazdego innego 0 <t < T +e.

Definicja 3.4 Przeksztalceniem Poincarégo nazwiemy odwzrorowanie P :
U — V zadne przez P(y) = ¢"W (y).

Uzywa sie tez okreslen ciecie Poincarégo lub, bardziej opisowo, prze-
ksztatcenie prerwszego powrotu. My bedziemy uzywaé¢ wyrazenia ciecie Poin-
carégo w odniesieniu do M.

W oczywisty sposéb xq jest punktem stalym P, a samo P jest dyfeomor-
fizmem U na obraz. Z twierdzenia o ciaglosci rozwiazan réwnania wzgledem
warunkéw poczatkowych wynika tez, wlasnosci stabilnosci dla zy wzgledem
przeksztalcenia Poincarégo sa takie same, jak wtasnosci stabilnosci orbity w
sensie Definicji 3.1-3.3. Tak wiec orbita jest stabilna wtedy i tylko wtedy,
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gdy x( jest stabilny w sensie Lapunowa dla P, to samo dla asymptotycznej
stabilnosci i odpychania. Nie trzeba tu zaktada¢ hiperbolicznosci .

Zachodzi tez nastepujacy zwiazek pochodnej przeksztatcenia Poincarégo
7z wartosciami wlasnymi macierzy D¢l ().

Lemat 3.1.2 Wartosci wtasne pochodnej potoku D¢'(xg) sq takie same, jak
wartosci wtasne pochodnej D P(xg), wraz z krotnosciami, przy czym pochodna
potoku ma dodatkowa wartos$é wtasna 1 z wektorem wtasnym F(zy).

Dla m = 2 ciecie Poincarego jest jednowymiarowe. Woéwczas D P(xg) jest
liczba P'(xg) 1 zachodzi wzér

P/(20) = exp [ /0 "t DP(67(x0) dr

Ze wzoru Liouville’a wielko$¢ po prawej stronie to wyznacznik macierzy
D¢'(xg), ten za$ jest réwny wartosci wlasnej wspélnej z DP w mysl Le-
matu 3.1.2, co uzasadnia formule.

3.2 Cykle graniczne.

W potokach liniowych réwnan rézniczkowych rozwiazania okresowe poja-
wiaja sie w jeden tylko sposob wtedy, gdy istnieje para sprzezonych czy-
sto urojonych wartosci wlasnych, ktéra to sytuacja jest okreslana jako cen-
trum. Przyklad zadany formuta (17) jest podobnej natury, cho¢ nieliniowy,
w tym sensie, ze istnieje caly obszar w przestrzeni fazowej wypeliony orbi-
tami okresowymi. Inna mozliwa do pomyslenia sytuacja jest izolowana orbita
okresowa.

Definicja 3.5 Cyklem granicznym nazwiemy orbite okresowq vy, ktora jest
zbiorem w- lub a-granicznym dla pewnej innej orbity.

Cykle graniczne nie moga istnie¢ dla réwnan liniowych. Ponizej podajemy
klasyczny przyktad.

Oscylator Van der Pola. Nastepujace réwnanie opisuje zachowanie pew-
nych obwodéw elektrycznych:

d*x dx
ﬁ—,u(l—lj)%—l-x:o. (20)
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Dla dodatnich wartosci parametru p opisuje sie taki uktad jako oscylator
samowzbudzony. Istotnie, jego linearyzacja wokdét polozenia rownowagi w
x = 0 ma wartosci wlasne o dodatnich czesciach rzeczywistych, co oznacza,
ze punkt réwnowagi jest odpychajacy. Jest to jednak prawda jedynie dla
ukladu zlinearyzowanego. Przy dostatecznie duzych wartoscich £ dominowac
zaczyna czion kwadratowy. Powoduje on niejako zmiane znaku ttumienia dla
x > 1. Bardziej ilo$ciowo mozna to rozumowanie uja¢ rozpatrujac funkcje
testowa L(z,v) = 22 +v?, gdzie v jak zwykle oznacza Cé—f. Nietrudno wyliczy¢,
ze

dL

— = u(1 —z*)?

o =M )
Zatem funkcja L rosnie wzdluz orbit dla |z| < 1, a maleje przy |z| > 1. Nie
jest jednak mozliwe rozwiazanie x = 1 lub £ = —1, bo nie sa to punkty

rownowagi, zatem nalezy oczekiwac, ze rozwiazania od pewnego momentu
beda oscylowaé¢ miedzy wartosciami |z| nieco wiekszymi i mniejszymi od 1.
Zatem rozwiazanie zaczynajace w poblizu punktu rownowagi bedzie wyko-
nywalo oscylacje o rosnacej amplitudzie, ale pozostanie w obszarze ograniczo-
nym. 7 drugiej strony, rozwiazanie o wielkiej amplitudzie poczatkowej bedzie
ja stopniowo traci¢ wchodzac w obszar ograniczony, ale nie moze tez dazy¢
do zera, ktore jest punktem odpychajacym. Wydaje sie wiec intuicyjnie, ze
powinien istnie¢ jakis graniczny rezim oscylacji.

Twierdzenie Poincaré-Bendixsona. Intuicje te precyzuje nastepujace
ogolne twierdzenie.

Twierdzenie 3.1 Rozwazmy zbiér zwarty A C R?* wraz z potokiem ¢'(x)
pewnego rownania rozniczkowego okreslonego na otoczeniu A. Zatozmy, ze A
jest niezmienniczy w przod pod dzialaniem potoku: dla kazdegot > 0 zachodzi
¢'(A) C A. Przypusémy dalej, ze potok ma tylko skoniczenie wiele punktéw
réwnowagi w A. Woéwczas dla kaidego warunku poczatkowego y € R? zbidr
w(y) jest jednego z trzech nastepujacych typow:

e pojedynczy punkt rownowagi,
e orbita okresowa,

o sumaq skoriczenie wielu punktow okresowych qi,--- ,q, oraz orbit ;,
przy czym kazda ; ma te wlasnosé, Ze a(v) = quuy oraz w(vi) = qu
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dla pewnych 1 < k(i),0(1) < n, przy czym graf skierowany utworzony z
wierzchotkow q; 1 krzywych ~; jest tranzytywny.

Zatem przypadki inne niz orbita okresowa wymagaja istnienia punktow
rownowagi, ktére nie sa odpychajace, a maja przynajmniej jeden kieru-
nek przyciagajacy. W przypadku oscylatora Van der Pola jedyny punkt
rownowagi w zerze jest odpychajacy. Zatem, jesli znajdziemy zbior zwarty A
niezmienniczy w przod, to twierdzenie Poincaré-Bendixsona dowodzi istnie-
nia cyklu graniczego. W istocie mozna wykaza¢ wprost, nie postugujac sie
tym twierdzeniem, a zamiast tego rozpatrujac odpowiednio wybrane prze-
ksztalcenia Poincarégo, ze istnieje jeden cykl graniczny, ktéry jest asympto-
tycznie stabilny i przyciaga kazda orbite za wyjatkiem punktu réwnowagi w
zerze. Wykres takiego cyklu znajduje sie na Rysunku (17), a diagram fazowy
na Rysunku (18).

W literaturze zajmujacej sie opisem organizmoéow zywych z punktu widze-
nia dynamicznego rozpowrzechniony jest poglad, ze stabilne cykle graniczne
sa podstwawa forma funkcjonowania takich organizmoéw, co wyjasnia cy-
kliczno$¢ wielu procesowych zyciowych oraz tendencje organizmow zywych
do powrotu do stanu uprzedniej rownowagi.

3.3 Narodziny cyklu granicznego - bifurkacja Hopfa.

Rozwazmy nastepujacy uktad réwnan:

d

= = ww—wy+ Ko(@® + ) (21)
dy . 2 2

o = wr + py + Ky(z® + y°) (22)

Dla K = 0 ukiad jest liniowy z wartosciami wiasnymi g + wi. Zmiana
stabilnosci polozenia rownowagi w zerze nastepuje wraz ze zmiang znaku pu.
Przy > 0 otrzymujemy ognisko niestabilne, przy p < 0 stabilne, a przy
i = 0 centrum. Zgodnie z zasada, ze w ukladach liniowych nie ma cykli
granicznych, istotnie cykle takie sie¢ tu nie pojawiaja.

Dla K # 0, pozytecznie jest napisa¢ uktad (21) we wspdhrzednych biegu-
nowych. Podstawiajac 6 = arctan £ otrzymujemy

dy __ , dx
df G —Ya

_ = :w
dt 22 +y?
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Rysunek 17: Wykres cykli granicznych dla oscylatora Van der Pola (= 0.5
nieb, u =1 czerw. p = 2 ziel.)
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i analogicznie,

Wy K (23)
— =ur ro.

it "

Jest to zatem uktad podobny do oscylatora Van der Pola, ale prostszy w
analizie, poniewaz zmienne we wspotrzednych biegunowych rozdzielaja sie.

Dla K < 01i u < 0 zero jest asymptotycznie stabilne i przyciaga kazda
orbite. Dla p = 0 w drugim réwnaniu » = 0 pozostaje stabilnym punktem
punktem réwnowagi, a zatem kazda orbita nadal przyciagana jest do zera,
cho¢ juz nie po spirali logarytmicznej. Przy p > 0 punkt » = 0 staje sie
odpychajacy, a za to pojawia sie punkt przyciagajacy w 7 = \/% Zatem
orbity zaczynajace sie z poczatkowym r miedzy 0 a 7 beda sie¢ “odwija¢” i
dazy¢ do cyklu granicznego w r = £, a kolei orbity zaczynajace sie z r > 7
beda sie “zwija¢” w strone tego cyklu. Ten mechanizm, w ktérym asympto-
tycznie stabilny punkt rownowagi traci stabilnos¢, a na jego miejsce rodzi sie
asymptotycznie stabilny cykl graniczny, nazywa sie superkrytycznag bifurkacja
Hopfa.

Inna sytuacja ma miejsce przy K > 0. Tutaj dla u < 0 punkt » = 0 jest
nadal stabilnym polozeniem réwnowagi, ale istnieje tez niestabilne polozenie
réwnowagi w ©* = /—%. Oznacza istnienie odpychajacego cyklu granicznego
w r = 7. Kiedy p = 0, cykl ten kurczy sie do punktu i juz go nie ma,
natomiast zmienia si¢ stabilno$¢ punktu réwnowagi w zerze, ktory teraz jest
globalnie odpychajacy, tj. przyciaga kazda orbite w tyt. Ta sytuacja nie zmie-
nia sie dla g > 0. Ten proces zniszczenia odpychajacego syklu granicznego
nazywa sie subkrytyczna bifurkacja Hopfa.

Stosujac te pojecia do opisu organizméw zywych w zartobliwy sposéb, wy-
obrazmy sobie osobnika kroczacego chodnikiem i popijajacego napdj alkoho-
lowy. Idzie poczatkowo prosto, ale w pewnym momencie zacznie sie zataczaé
- to miala miejsce superkrytyczna bifurkacja Hopfa. Bifurkacja subkrytyczna
wydarzy sie, gdy zacznie on mie¢ klopoty juz nie z kierunkiem marszu, ale z
utrzymaniem sie¢ w pozycji stojacej. Zacznie sie¢ wowczas chwiac¢ i o ile nie
przekroczy pewnej granicy, to wroci do stabilnej pozycji pionowej, ale po jej
przekroczeniu upadnie. W granicznej pozycji wystapi wyrazne kolebanie lub
dreptanie w miejscu w celu ztapania rownowagi, a to wtasnie niestabilny cykl
graniczny. Wreszcie przy dalszej utracie stabilnosci 6w cykl graniczny kurczy
sie do punktu i po bifurkacji subkrytycznej upadek staje sie nieuchronny.
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3.4 Bifurkacja homokliniczna.

Innym sposobem narodzin cyklu granicznego moze by¢ bifurkacja homokli-
niczna. W celu zilustrowania tego zjawiska rozwazmy uktad:

dz

dr 24
= y (24)
d

d_?i = z—a’+y (62" — 42® — 6y + 12u) . (25)

Do badania tego uktadu uzyjemy funkcji testowej

22 73 y2
L = —— 4+ — 4+ =
Otrzymujemy, ze
dL
— = —120*(L—p) . 26
= —122(L — p) (26)

Istnieje zatem krzywa L(x,y) = p, ktéra jest zachowywana przez potok
rownania. Dla g = 0 poczatek ukladu lezy na krzywej L = 0. Krzywa ma
ksztalt kokardki i przecina sie sama z soba w zerze ze stycznymi y = =+ux.
Poczatek ukladu jest punktem siodlowym z lokalng rozmaitoscia stabilng
styczna do krzywej y = —z, a niestabilng do y = x. Zamknieta gataz krzywej
L = 0 jest jednoczesnie rozmaitoscia stabilna i niestabilna punktu siodlowego
w zerze. Taka krzywa nazywamy petle homokliniczng. Mamy L < 0 w
obszarze A ograniczonym petla homokliniczna oraz w nieograniczonym ob-
szarze wierzchotkowym do niego w zerze, zas L > 0 w spdjnym obszarze
dopemliajacym. Orbity z obu obszaréw daza do krzywej L = 0. Nie jest
jednak ona cyklem granicznym, poniewaz nie jest w ogdle orbita okresowa.
Petla homokliniczna jest orbita, ktorej zbidr zarowno a- jak i w-graniczny
jest zerem. Stosujac twierdzenie Poincaré-Bendixsona, tj. Twierdzenie 3.1,
do zbioru A otrzymujemy przyklad, kiedy zachodzi przypadek trzeci tego
twierdzenia. Wewnatrz A znajduje sie odpychajacy punkt réwnowagi (1,0),
bedacy przy tym minimum globalnym funkcji L, a kazda inna orbita odwija
sie okrazajac go nieskonczenie wiele razy i zblizajac sie do petli homoklinicz-
nej.

Kolejna sytuacja warta uwagi zachodzi przy —é < pu < 0. Wowezas jedna
ze skltadowych spéjnych zbioru L = p jest gtadka krzywa zamknieta lezaca w
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obszarze A. Poniewaz krzywa ta jest niezmiennicza (bo L ma na niej zerowa
pochodna), z twierdzenia Poincaré-Bendixsona musi by¢ orbita zamknieta.
Orbita ta jest asymptotycznie stabilnym cyklem granicznym, co wynika z
formuly (26). W szczegdlnosci rozmaitos$é niestabilna zera nawija sie na nia.

Wreszcie dla g > 0 krzywa L = p jest spdjna i gladka, lecz nieograniczona.
Przyciaga ona kazda inna orbite za wyjatkiem punktéw rownowagi, zatem
nie ma tej sytuacji orbit okresowych.

Podsumowujac obrazowo ten proces dla u przechodzacego od wartosci
ujemnych to dodatnich widzimy, ze przedstawia on zniszczenie cyklu granicz-
nego w zderzeniu z siodlem. Siodlo to znajduje sie poczatkowo na zewnatrz
cyklu, zbliza si¢ do niego, w momencie bifurkacji cykl graniczny staje sie petla
homokliniczna, a nastepnie rozpada. Wyobrazmy sobie wahadlo z sita wymu-
szajaca dzialajaca w poblizu dolnego polozenia réwnowagi, jak w hustawce,
ktora rozpedza ktos stojacy obok na ziemi. O ile osoba to dziata w ramach
rozsadku, to podtrzymuje stabilne wahania - cykl graniczny. Przy wzroscie
jego oddzialywania amplituda wahan rosnie. Wreszcie nadchodzi graniczny
moment, kiedy hustawka omalze wspina sie do gornego potozenia réwnowagi,
ale jeszcze go nie osiaga w skonczonym czasie. Nigdy zatem nie wraca na doét
- to petla homokliniczna. Potem hustawka zaczyna kreci¢ sie poprzez gérne
potozenie rownowagi stale w jedna strone, a zatem jej ruch wahadlowy zostat
zniszczony przez bifurkacje homokliniczna.

Cwiczenia i laboratoria.

Reakcja chemiczna. Zbada¢ numerycznie model pewnej reakcji chemicz-
nej, zwanej reakcja Bietousowa-Zabotynskiego:

eili—:; = y—uzy+z(l —qx)
d

d_i = —y—zy+2fz

d

d_j = 0z —2),

gdzie €,q, f > 0, zas 0 < 6 < 1. Znalez¢ wartosci parametrow, dla
ktorych wystepuje bifurkacja Hopfa oraz stwierdzi¢, kiedy istnieje cykl
graniczny. O ile mozliwe, poprze¢ rezultaty wyliczeniami analitycz-
nymi. Pytanie to ma charakter otwarty, poniewaz raczej nie oczeku-
jemy pelnej odpowiedzi, ale mozliwie pelnej analizy.
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Bifurkacja homokliniczna. Rozwazy¢ nastepujacy uklad réwnan:

dr

a Y

d

d_g; = -2 +y(pu+2* — 2" +4°) .

Positkujac sie funkcja L(z,y) = —2? + 2* + y* wykazaé, o ile mozliwe
analitycznie, ze przy p = 0 istnieja dwie petle homokliniczne. Zbadac
numerycznie ich bifurkacje dla wartosci p dodatnich i ujemnych bliskich
0, u= i%. Znalez¢ cykle graniczne, zbiory graniczne réznych punktéw
oraz otrzymacé portrety fazowe.

Alternatywnie, poprze¢ dyskusje ukladu (24) z wyktadu rysunkami i
wyliczeniami.

4 Chaos i atraktory chaotyczne

Pojecie chaosu mozna intuicyjnie odnies¢ do tak zwanego efektu motyla.
Sformutowanie to zostatlo uzyte przez E. Lorenza w opisie jego badan nad mo-
delami meteorologicznymi. Stwierdzil on, ze motyl machajac skrzydetkami
w Australii mégtby spowodowaé tornado w USA miesiac p6zniej. Jest to
niewatpliwy paradoks, jesli wzia¢ pod uwage choc¢by wielkos¢ energii obu
zdarzen. Niemniej Lorenz pokazal model, w ktérym co$ takiego sie wyda-
rza. A konkretnie, mate zaburzenie warunkéw poczatkowych szybko narasta
powodujac po pewnym czasie duza zmiane zaburzonego rozwiazania. Nie
jest to specjalnie zaskakujace, o ile niezaburzone rozwiazanie w jakims sensie
dazy do nieskonczonosci: np. w jednowymiarowym modelu wzrostu popula-
cji bakterii jest jasne, ze dodanie zaledwie jednej do warunku poczatkowego
po jakims czasie zaskutkuje milionem. Jednak pogoda tak sie nie zachowuje,
lecz zawsze pozostaje w pewnej ograniczonej dziedzinie parametrow, a jednak
nadal w jej prostych nawet modelach pojawiaja sie zachowania chaotyczne.
Portret fazowy uktadu Lorenza jest zilustrowany na Rysunku 19).

4.1 Atraktor Lorenza.

Jak wiemy z twierdzenia Poincaré - Bendixsona, zachowania graniczne orbit
w modelach z dwoma parametrami sa dos¢ proste: musza one dazy¢ do cykli
granicznych. Od pewnego momentu zatem rozwiazanie zaczyna obiegaé ten
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Rysunek 19: Portret fazowy rwnania Lorenza dla parametrw o = 10, » = 30
ib=2%
3
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cykl i trudno tu mowié¢ o chaosie. Potrzeba zatem minimum trzech stopni
swodoby. Model Lorenza jest wlasnie tréjparametrowy i ma nastepujaca
postac:

d

d—f = —or+o0y (27)

d

d_th = rr—y—az (28)

d

d—'z = —bz+uy, (29)
gdzie o,r,b > 0. Lorenz ustalit wartosci ¢ = o9 = 10, b = by = § i

rozne r. Uklad Lorenza jest prostym opisem zjawiska obiegu powietrza w
komorkach konwekcyjnych. Przy obecnosci gradientu temperatury tworza
sie prady wznoszace i zstepujace tworzace razem pewien cykl. Parametr x
ukladu Lorenza jest czestotliwoscia obiegu w komorce konwekcyjnej, ktorej
znak odpowiada kierunkowi obiegu, zas r jest propocjonalny tzw. liczby
Rayleigha mierzacej udzial konwekcji w poréwnaniu do przewodnictwa w
rozchodzeniu sie ciepta w plynie. Przy malej wartosci r zjawisko cyklicznego
obiegu w ogole nie wystepuje, gdyz konwekcja jest zbyt staba. Pojawia sie
ono wraz z bifurkacja dla » > 1. Chaotyczny chararakter zjawiska objawia
sie mozliwoscia zmiany znaku z, co oznacza zmiane kierunku obiegu powie-
trza. Zmiany takie sa obserwowane przez meteorologéw w formujacych sie
komorkach konwekcyjnych i byly opisywane jako “przypadkowe”.

Poczatek uktadu jest punktem rénowagi i daje sie nietrudno policzy¢ line-
aryzacje oraz rownanie charakterystyczne macierzy uktadu zlinearyzowanego:

A+b) (N+(e+1DA+0(l—1))=0.

Daje to dwie wartosci wlasne, ktore sa zawsze ujemne oraz jedna, ktora
zmienia znak w zaleznosci od r, bedac ujemna dla 0 < r < 1 i dodatnia dla
r > 1. Dla r < 1 otrzymujemy funkcje Lapunowa

2

| 8

2 2
Yy Z
L ST
1<x7y7z) 2 9 )

[\

o

ktora jest okreslona globalnie i Scisle malejaca wzdluz orbit ukladu poza
punktem réwnowagi. Wynika stad, ze dla r < 1 punkt (0,0, 0) jest globalnym
atraktorem, tzn. dowolna orbita do niego dazy.
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Przypadek r > 1 jest bardziej skopmlikowany i ciekawszy. Do jego badan
mozna uzy¢ funkcji testowej

2+ + (z—r—0)

Lo(z,y,2) = 5
Otrzymujemy
dLy 5 9 r+o\°  br+o)?
5 =0T —b(z— 5 )+ 1 .

Zatem dd% < 0oile

r+a>2 b(r + o)?
> .

2 2
bl —
or” + Yy + (z 9 1

(30)
Réwnosé w warunku (30) opisuje pewna elipsoide E. Zakladajac o > 1 i
b < 4 mozna wykazaé¢, ze maksymalna warto$¢ Ly na elipsoidzie jest przyjeta
(r+o)® (r+o)®

2

. Wybierzmy pewne Cy > 5~ i rozwazmy

w punkcie (0,0,0) i wynosi 5

obszar (kule)

Uy ={(x,y,2) : La(x,y,2) < Cs}

U, jest nazywany rejonem wychwytujacym, poniewaz zadna orbita uktadu
Lorenza zadanego przez (27) zaczynajaca sie w Us nie moze zen uciec. O ile
jest na zewnatrz elipsoidy F, to wartos¢ L tylko spada i orbita pograza sie
glebiej w U;. Jesli zas znajdzie sie na brzegu lub wewnatrz E, to auto-
matycznie pozostaje w U,, poniewaz Cy przekracza maksymalna wartos¢ w
domknieciu elipsoidy. Co wiecej, poniewaz brzeg U, znajduje sie na zewnatrz
elipsoidy, czyli w obszarze, w ktorym pochodna L, wzdtuz orbit jest ujemna,
to kazda oribta zaczynajaca sie na brzegu natychmiast wchodzi w U. Ozna-
czajac teraz przy ¢'(r) potok tego uktadu, rozwazmy zbior

A=(6'(T>) .

>0

Jest jest pewnym zbiorem zwartym, niezmienniczym ze wzgledu na potok,
tj. ¢'(A) = A dla dowolnego t € R i nazywa sie zbiorem przyciagajacym dla
Us. W ten sposob kazdy rejon wychwytujacy generuje zbior przyciagajacy.
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Przypadek ogélny. Rozwazmy teraz blizej ogdlne pojecia, ktére sie po-
jawily w dyskusji na ukladem Lorenza. Zakladamy jedynie istnienie pewnego
gltadkiego potoku ¢! zdefiniowanego dla wszystkich ¢ € R.

Definicja 4.1 Rejonem wychwytujacym nazwiemy dowolny zbior otwarty,
niepusty i zawarty w zbiorze zwartym taki, ze dla kazego t > 0 zachodzi
»(U)CU.

Definicja 4.2 Zbior przyciagajacy dla pewnego rejonu wychwytujacego U
jest zdefiniowany poprzez
A=) .
>0
Powiemy po prostu, zZe A jest przyciqgajacy, jesl istnieje pewien rejon wy-
chwytujacy, dla ktorego powyzsza rownosé zachodzi.

Definicja 4.3 Zbior przyciagajacy nazywa sie atraktorem, jesli jest mini-
malny w sensie inkluzji, to znaczy nie zawiera zbioru przyciagajaceqo rozinego
od samego siebie.

Zachodzi przy tym nastepujace ogdlne twierdzenie.

Twierdzenie 4.1 Przypusémy, Ze A jest zbiorem przyciggajacym z rejonem
wychwytujacym U. Zachodza wowczas nastepujace wtasnosci.

o A jest domkniety i ¢'(A) = A dla wszystkich t € R.
o OilexyeU, tow(zy) C A.

o Jesli xy jest hiperbolicznym punktem réownowagi w A, to A zawiera
rozmaito$é niestabilng xo.

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze struktura zbioru przyciagajacego
skonstruowanego dla uktadu Lorenza przy r > 1 wiekszym od 1 jest dos¢
skomplikowana, poniewaz musi on zawiera¢ rozmaitos¢ niestabilna punktu
siodlowego w poczatku ukladu wspétrzednych. Rozmaitos$é ta jest uwieziona
w rejonie wychwywujacym, zatem ograniczona. Jednoczesnie wzdluz roz-
maitosci niestabilnej zachodzi rozciaganie, a zatem nalezy oczekiwaé¢ na A
zachowan chaotycznych.
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4.2 Atraktory chaotyczne.

Rozpocznijmy od matemtycznego sformutowania “efektu motyla”. W tym
celu zalézmy, ze dany jest gladki potok ¢! na pewnym otwartym podzbiorze
M w przestrzeni euklidesowej, lub ogdlniej na rozmaito$ci riemannowskiej,
ktéry jest zdefiniowany dla wszystkich czasow.

Definicja 4.4 Model wykazuje czula zaleznosé od warunkow poczatkowych w
punkcie xg, jesli istnieje takie e > 0, ze dla kazdego § > 0 istnieje pewne x
takie, Ze ||x—xo|| < d oraz istnieje czas T > 0, dla ktdrego ||¢7(x) — ¢ (x0)|| >
€0-

Zauwazmy, ze warunek czulej zaleznosci od warunkéw poczatkowych w
punkcie jest niczym innym, jak zaprzeczeniem stabilno$ci w sensie Lapunowa
dla orbity xy.

Definicja 4.5 Jesli dany jest pozbior S C M to mdéwimy, ze potok ¢ wy-
kazuje czuta zaleznosé ze wzgledu na warunki poczatkowe na S, o ile istnieje
€9 > 0 taki, iz dla kazdego 6 > 0 oraz kazdego xog € S istniejg x i T > 0 takie,
ze ||z — woll <0, ale [|¢7(X) — ¢7(x0)|| = €o.

Zatem w definicji czulej zalezno$ci na zbiorze wystepuje jednostajnosé
polegajaca na tym, ze ¢, jest wspdlne dla wszystkich zy € S i stad jest ona
wlasnoscia silniejsza od czulej zaleznosci w kazdym punkcie zbioru S w sensie
Definicji 4.4.

Definicja 4.6 Jesli A jest niezmienniczy pod dziataniem potoku, to czuta
zaleznosé na warunki poczatkowe po obcieciu do S zachodzi, jeti w Defini-
cji 4.5 wymagamy dodatkowo, aby x € S.

Numerycznie mozna pokazaé, ze na zbiorze przyciagajacym A, ktéry zbu-
dowalismy w poprzednim frangmencie wykladu, model Lorenza wykazuje

czuly zaleznos¢é od warunkow poczatkowych po obcieciu do tego zbioru.

Definicja 4.7 Atraktor A nazwiemy chaotycznym, o ile wykazuje on czutq
zaleznosé ze wzgledu na warunki poczatkowe po obcieciu do A.
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Atraktor chaotyczny dla wymuszonych oscylacji. Opiszemy teraz
inny typ atraktora chaotycznego, odkryty historycznie z podobnym czasie
i niezaleznie od atraktora Lorenza. Rozwazmy réwnanie Duffinga

2

% —1—5% —x+2° = Fcos(wt) ,
gdzie 6 > 0. Lewa strona opisuje oscylator ttumiony (ze wzgledu na czton
z ) w polu potencjatu V(x) = —% + %4. Przy F' = 0, a zatem braku
sity wymuszajacej, obserwujemy trzy punkty rownowagi: x = 0, ktéry jest
lokalnym maksimum V', a z punktu widzenia dynamicznego siodlem oraz dwa
stabilne scieki w minimach potencjatu w punktach +1. Kazde rozwiazanie z
wyjatkiem tych, ktére tworza rozmaito$é stabilng punktu siodtowego, zbiega
do ktoregos z minimow.

Dla matych F' sytuacja nie ulega jakosciowo zmianie. Réwnanie definiuje
potok w plaszczyznie (x,y), gdzie y = fl—f. Uklad ten mozna starac sie zrozu-
mie¢ badajac przeksztalcenie Poincarégo ®(x,y) = gb%ﬂ(:p,y) odpowiadajace
ewolucji uktadu po jednym okresie sity wymuszajacej. Poniewaz 6 > 0, to
linearyzacja tego przesztalcenia wokol kazdego rozwiazania ma wyznacznik
mniejszy od 1 ze wzoru Abela. Wyznacznik ten dla @ jest jakobianem, a
zatem ® kurczy powierzchnie kazdego przeksztatcanego zbioru. Dla odpo-
wiednio duzej wartosci I’ staje sie mozliwy przeskok rozwiazania z jednej
jamy potencjalu do drugiej. Jednoczesnie kurczenie powierzchni sprawia,
ze powstaje pewien obszar wychwytujacy, wewnatrz ktorego powstaje cha-
otyczny atraktor. Zjawiska te mozna przesledzi¢ numerycznie. Kazda orbita
tego atraktora nieskonczenie wiele razy przeskakuje z jednej jamy potencjatu
do drugiej, a czuta zalezno$é¢ ze wzgledu na warunki poczatkowe objawia sie
tym, ze dowolnie mata zmiana warunku poczatkowego mozna doprowadzi¢
do tego, iz w pewnym momencie orbity znajda sie w réznych jamach.

Chaos w rodzinie kwadratowej - przypadek czasu dyskretnego. Dla
modeli z czasem dyskretnym pojecia atraktora oraz czulej zaleznosci definiuje
sie tak samo tyle, ze zamiast potoku ¢' nalezyzy uzy¢ iteracji f™ pewnego
pewnego przeksztalcenia f. Dla rodziny kwadratowej f,(r) = azx(l — x)
wiadomo, ze na zbiorze parametréw a, ktéry ma miare dodatnia, lecz puste
wnetrze, istnieje atraktor chaotyczny bedacy cyklem skonczenie wielu od-
cinkéw domknietych Iy, - -, I, przy czym f,(I;) = I;11, za$ Iy = I,,. Jest
to jedyny mozliwy typ atraktora chaotycznego w rodzinie kwadratowe;j.
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4.3 Wykladniki Lapunowa.

Infinitezymalnym odpowiednikiem czulej zaleznosci ze wzgledu na warunki
poczatkowe sa wykladniki Lapunowa. Wyktadniki Lapunowa sa przy tym
generalnie znacznie latwiejsze do zbadania numerycznego.

Przypomnijmy z kursu réwnan roézniczkowych zwyczajnych, ze potok
¢'(z) autonomicznego réwnania rézniczkowego % = F(z) na R™ ma po-
chodna D¢'(z) wzgledem warunku poczatkowego z i pochodna ta spehia

liniowe rownanie na wariacje wzgledem czasu:

%ngt(x) = DF(¢!(2)) Do (x) - (31)

Mozna tez wyliczy¢ wartosé D¢t (x) na wektorze v jako pochodna kierunkowa:

DQZSt({L')'U _ lg% (bt(x + S,l;) — (bt(‘r) )

Definicja 4.8 Wyktadnik Lapunowa dla warunku poczatkowego xy w kie-
runku wektora niezerowego v definiujemy jako

o log D6 (o)

t—o0 t

0(zo,v)

zaktadajac, zZe granica ta istnieje.

Zatem wyktadnik Lapunowa mierzy wykladnicze tempo rozbiegania sie
pobliskich orbit w czasie. Wida¢ prosto z definicji, ze wartos¢ wykladnika
Lapunowa nie zmienia sie przy pomnozeniu v przez niezerowy skalar. Za-
chowanie wyktadnikow Lapunowa dla orbit nalezacych do pewnego obszaru
ograniczonego i niezmienniczego (np. wychwytujacego) opisuje twierdze-
nie Oseledca. Nie bedziemy go tu formalnie cytowaé, ale wspomnimy, ze
dla ustalonego xy przy réznych v istnieje co najwyzej m réznych wartosci
wyktadnikow Lapunowa i dla typowego punktu mozna je otrzymaé jako
granice limy_, M, gdzie \;(t) sa modutami wartosci wlasnych macierzy
D¢'(x) uporzadkowanymi nierosnaco z uwzglenieniem krotnosci. Bedziemy
zatem oznaczac tak uporzadkowane wykladniki Lapunowa w punkcie zy po-
przez {;(zo). W typowym przypadku dla xg istnieje baza wektoréw v; takich,
ze Ui(xg) = (xo,v;). Mozna to elementarnie zilustrowa¢ w przypadku, gdy o
jest punktem stalym. Wéwczas wyktadniki Lapunowa sa czesciami rzeczywi-
stymi wartosci wlasnych macierzy DF (), a v; jej uogélnionymi wektorami
wlasnymi.
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Jesli zy nie jest punktem réwnowagi, to zazwyczaj z goéry znany jest
wykladnik Lapunowa w kierunku pola wektorowego F'(xy). Jesli zalozy¢,
ze orbita punktu xy jest ograniczona, a jej zbior w-graniczny nie zawiera
punktéw réwnowagi, to ¢(xo, F'(z9)) = 0. Wykladniki Lapunowa w kierun-
kach innych niz F'(xy) nazywaja sie gldwnymi.

Jesli W (t) = | det D¢'(p)], to z formuly (31) i wzoru Liouville’a otrzymu-
jemy, ze

dlog W (t)
dt

W terminach F'(z) rozumianego jako pole wektorowe, slad macierzy DF(x)
jest dywergencja tego pola w punkcie x. Poniewaz granica log W (t) daje
sume wykladnikéw Lapunowa w typowym punkcie, to dla takiego punktu
otrzymujemy

= tr DF(¢"(x0)) .

- tr DF(¢(x
> li(wg) = lim tr DE((wo)) (32)
t—o00 t
i=1
Dywergencja pola jest czesto tatwa do wyznaczenia z postaci rownania i
moze by¢ stala, wowczas wystarczy wyznaczy¢ m — 2 gtéwnych wykladnikéw
Lapunowa, aby okresli¢ pozostale.

Algorytm numeryczny wyznaczania wykladnikow Lapunowa. Dla
przypadkowo wybranego wektora v otrzymamy {(zg,v) = {(xq,v;) chyba,
ze w rozwinieciu v w bazie (v;) wektor v; nie wystepuje. Dzieje sie tak
dlatego, Ze v; jest najsilniej rozciagany przez D¢'(xg) i dla duzych ¢ dominuje
pozostate wektory bazowe wystepujace w rozwinieciu v. Podobnie, jesli v i w
sa wektorami ortogonalnymi, to wykladnicze tempo wzrostu pola rozpietego
przez nie prostokata pod dziataniem D¢'(zq) bedzie dane przez sume ¢4 (o) +
EQ (l‘o)

Prowadzi to do nastepujacego algorytmu dla wyznaczenia wykltadnikow
Lapunowa w x.

1. Wybierz pewien krok czasu 0 < T

2. Wybierz warunek poczatkowy zy oraz ortonormalny ukiad wektorow
(wh)7Ly-

3. Rekurencyjnie, zalozmy, ze dane sa z; w przestrzeni fazowej oraz orto-
normalny uktad wektoréw (w?).
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4. Zdefiniuj x4y = ¢" (xy) oraz wj,, = D¢ (xy)w}. Nastepnie, otrzymayj
wj,, z W}, poprzez ortogonalizacje Grama-Schmidta.

log [[wj |
kT

Wowcezas €;(xg) = limg_,o0

Test Alligooda-Sauera-Yorke’a na chaos. Nastepujacy test pozwala
eksperymentalnie stwierdzi¢, czy zbiér przyciagajacy A jest chaotycznym
atraktorem. Aby nim byl, powinny by¢ spelione wszystkie nastepujace wa-
runki:

1. Dla wielu réznych orbit x;, w(x;) = A. Stowo “wielu” oznacza z dodat-
nim prawdopodobienstwem przy losowym wyborze z obszaru wychwy-
tujacego wedtug jakiegos sensownego rozktadu, np. miary Lebesgue’a.

2. Co najmniej jeden wyktadnik Lapunowa dla przynajmniej jednej z tych
orbit jest dodatni.

3. Waszystkie gléwne wykladniki Lapunowa tej orbity sa niezerowe.

4.4 Cwiczenia i laboratoria.

Prosty przyklad. Przeanalizowa¢ nastepujacy uklad réwnan zadany we
wspolrzednych biegunowych:

dr

R 1_2 2_4
o et )
do

— = 1.

dt

Naszkicowaé portret fazowy, znalez¢ zbiory przyciagajace i atraktory.

Czy ukiad ten wykazuje czula zaleznosé od warunkéw poczatkowych dla
zbioréw {(r,0) : r =1} 1 {(r,0) : r = 2}7? Czy odpowiedz jest taka sama,
jesli idzie o czula zaleznosé po obcieciu do tych zbioréw? Czy ktorys z tych
zbioréw jest chaotycznym atraktorem?
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Przyklad skomplikowany. Rozwazy¢ réwnanie Duffinga

d
a ~ Y

d

d—g; = 2 —2° — 6y + Fcos(wt)

dla F =04 ,6 =0.251w = 1. Znalez¢ obszar wychwytujacy - ekspe-
rymetnalnie lub argumentujac, ze kula o odpowiednio duzym promieniu jest
takim obszarem. Uzasadni¢, ze odpowiedni zbiér przyciagajacy ma miare
zero. Rozstrzygna¢ testem Alligooda-Sauera-Yorke’a, czy jest on atrakto-
rem chaotycznym, w szczegolosci wyznaczajac wyktadniki Lapunowa dla
jakiej$ orbity zbieznej do A algorytmem podanym na wykladzie i spraw-
dzajac zgodnosé rezultatu z formula (32). Dla uatrakcyjnienia zadania, rézni
studenci moga je opracowac¢ dla nieco rézniacych sie wartosci parametrow.

5 Podejscie statystyczne

5.1 Zachowania pseudo-stochastyczne w ukladach de-
terministycznych.

Rozwazmy model o silnie zaznaczonych cechach chaotycznych. Prostym
przyktadem moze tu by¢ rodzina namiotowa

1
galw) = —alz = 5|+ 3, gdziex € [0,1] (33)

dla a = 2. Wykladnik Lapunowa jest tu log2, a zatem niedokladnos¢ wy-
znaczenia warunkéw poczatkowych narasta w po k iteracjach w stosunku
2% Jedli chcemy przewidywaé zachowanie ukladu po 50 iteracjach, to na-
wet znajomo$é warunku poczatkowego z dokltadnoscia do 107, czyli po-
wiedzmy rozmiaru pojedynczego atomu, daje blad przewidywania 10°, a wiec
absurdalnie duzy. Przy tym, zaniedbalismy w ogéle bledy numeryczne wy-
nikajace z samej procedury obliczania w modelu. 7 wartosci wykladnika
Lapunowa wynika po prostu, ze przewidywanie w takim modelu jest prak-
tycznie niemozliwe ze wzgledu na sama tylko ograniczona precyzje wyznacze-
nia warunku poczatkowego. Tak wiec deterministyczny charakter modelu nie
przesadza jeszcze w ogolnosci, ze na jego podstawie mozna bedzie dokonywac
deterministycznych prognoz.
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W tej sytuacji paradoksalnym, ale w praktyce sensownym, wyjsciem moze
by¢ rezygnacja z przewidywania deterministycznego na rzecz prognoz staty-
stycznych. 7 punktu widzenia formalnego, oznacza to potraktowanie prze-
strzeni fazowej modelu, w tym przypadku odcinka [0, 1] jako przestrzeni pro-
babilitycznej z pewnym rozkladem prawdopobienstwa zadanym miara bore-
lowska p, za$ warunek poczatkowy i co za tym idzie jego obrazy przy ite-
racjach jako zmienne losowe. Z punktu widzenia matematycznego zmienna
losowa jest niczym innym jak funkcja na przestrzeni probabilistycznej, a za-
tem jest “zdeterminowana” przez te przestrzen, jednak rozpatrujac model
z punktu widzenia statystycznego dokonujemy wyboru metodologicznego,
aby traktowac przestrzen probabilistyczna jako zasadniczo nieznana i ograni-
czy¢ sie do formulowania sadéw w terminach prawdopobinstwa, tj. miary pu
zbioréw, a nie zbiorow jako takich, sktadajacych sie z konkretnych punktow.

Dla otrzymania matematycznego opisu tej sytuacji zakltadamy wiec, ze
mamy przestrzen probabilistyczna X z “miara odniesienia” p. Ograniczamy
sie do zbioru miar bezwzglenie ciagtych wzgledem pu, a wiec zadanych przez
gestosci v, bedace funkcjami nieujemnymi w przestrzeni L;(X, ) z norma
|I7]li = 1. Podkreslmy, ze dla samej miary odniesienia p nie zakladamy
zadnej normalizacji, a w szczegdlnosci nie musi ona by¢ skonczona. Dyna-
mike reprezentuje przeksztalcenie S : X — X o ktérym zakladamy, ze jest
mierzalne i nieosobliwe, tj. p(A) = 0 implikuje u(S™*(A)) = 0. Waznym
przypadkiem bedzie dla nas sytuacja miary Lebesgue’a na pewnym zbio-
rze otwartym w przestrzeni euklidesowej oraz S bedacego przeksztalceniem
kawatkami C'. Wykres funkcji namiotowej ilustruje Rysunek ( 20), a typowe
zachowanie szeregéw czasowych dla przedstawia Rysunek (21).

5.2 Operator Perrona-Frobeniusa.

Wyobrazamy sobie, ze miara v du wyznacza rozktad prawdopobienstwa dla
warunku poczatkowego. W idealnej sytuacji rozklad ten bytby zadany delta
Diraca w pewnym punkcie, co odpowiadaloby precyzyjnej znajomosci wa-
runku poczatkowego. Jak jednak wynika z poczatkowej dyskusji, taka sytu-
acja nie jest realistyczna w praktycznych zastosowaniach, stad nasze obecne
zalozenie, ze warunek poczatkowy jest zmienna losowa zadana wedlug pew-
nego znanego rozktadu.

Deterministyczna dynamika modelu zadana przez S pozwala nam wtedy
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Rysunek 20: Wykresy funkcji namiotowej g, (wartoci a = 1 czerw. a = 1.5
ziel. a = 3 nieb.)
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Rysunek 21: Wykresy szeregéw czasowych dla funkcji go (czerw. zq = 0.123,
nieb. x5 = 0.123001.)
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wyrazi¢ rozklad v dla S(x):

v(A) = / ydu .
5=1(4)

Warunek nieosobliwosci S pozwala nam stwierdzi¢, ze miara v jest bez-
wzglednie ciagta wzgledem miary v. To z kolei w mys$l twierdzenia Radona-
Nikodyma oznacza istnienie jednoznacznie okreslonej gestosci P~ takiej, ze

/ Pydp = / vdp (34)
A S—1(A)

dla dowolnego zbioru mierzalnego A. Co wiecej, warunek (34) definiuje P~y
jednoznacznie nie tylko w sytuacji, gdy v jest gestoscia, tj. funkcja z prze-
strzeni Ly (X, 1) o normie 1, ale takze dla dowolnej funkcji f € Li(X, ),

t].
[ Prau= [ fay (35)
A S-1(A)

definiuje operator na przestrzeni L,. Latwo sprawdzi¢, ze operator ten jest
liniowy, jego norma wynosi 1 i jest on nieujemny, tj. f > 0 prawie wszedzie
implikuje to samo dla Pf. Dokladniej, operator ten jest zawsze Markowa w
sensie ponizszej definicji.

Definicja 5.1 Operator Q : Ly(X,u) — L1(X, ) nazywa sie operatorem
Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy jest liniowy, nieujemny, oraz ||Pf|l1 = || f1
o ile tylko f € L1(X, p) jest funkcja nieujemna.

Co wiecej wida¢ tez od razu, ze iteracje operatora P sa zwiazane z itera-
cjami S, a wiec dla dowolnego n > 1 mamy

/ P'fdu= / fdu.
A 5-n(A)

Operator liniowy P : Li(X, p) — Li(X, n) zadany formula (35) nazywa
sie operatorem Perrona-Frobeniusa dla S. Jego wyznaczenie w sposob na-
dajacy sie do efektywnych obliczen jest w ogdlnosci trudne. Istnieje jednak
konkretna formuta dla funkcji S, ktére sa kawatkami odwracalne.
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Definicja 5.2 Funkcja mierzalna S @ (X,u) — (X, u) nazywa sie bez-
wzglednie ciagta, jesli p(A) =0 = p(S(A)) =0. W tym samym kontekscie,
S nazwiemy kawatkami odwracalna, jesli istnieja zbiory mierzalne X,, C X,
parami rozlaczne i takie, Ze p(X \ >~ X,) = 0, zas dla kazdego n prze-
kszatatcenie S jest 1 — 1 po obcieciu do X, .

Jedli S jest kawatkami odwracalna, niechaj S, ! niech oznacza funkcje od-
wrotng na obraz X,,.

Przypomnijmy z analizy, ze jesli S jest bezwzglednie ciagla i kawatkami
odwracalna, to dla kazdego n istnieje jakobian J, : X, — R, taki, ze
w(S(A)) = [, Judp dla kazdego A C X,,. Z kolei nieosobliwo$¢ S oznacza
dodatnios¢ jakobianu. W przypadku, jesli X lezy w przestrzeni euklidesowej,
ogblniej na orientowalnej rozmaitodci, a odwracalne galezie S sa klasy C*, to
jakobian jest dany explicite jako warto$¢ bezwzgledna wyznacznika macierzy
pochodnych czastkowych.

Twierdzenie 5.1 Jesli przeksztatcenie S jest kawatkami odwracalne, bez-
wzglednie ciagle © nieosobliwe, to jego operator Perrona-Frobeniusa jest za-
dany formuta

Pfla) = f(S; " (2) ], (S, (@) -

Rozumie sie przy tym, ze jesli dla pewnego n punkt x nie lezy w dziedzinie
St by, x nie jest w obrazie S, , to odpowiedni wyraz sumy ma wartosé 0.

Intuicyjnie, P f(x) jest wiec suma po przeciwobrazach z wartosci f wazona
warto$ciami jakobianu.

Operator Perrona-Frobeniusa dla ukladéw z czasem ciaglym. W
przypadku, gdy czas jest ciagly, deterministyczna dynamika modelu jest za-
dana poprzez pélgrupe przeksztalcen (S;)icp,0). W takim przypadku nie-
osobliwos¢ oznacza, ze kazde z przeksztatcen S; jest nieosobliwe. Wdéwczas
pélgrupa operatoréw Perrona-Frobeniusa (FP;);c(0,) zadana jest warunkiem

| Pt /g L (36)

t

dla kazdego t. Jest to zgota analogiczne do warunku (35). W istocie gtéwna
roznica miedzy obu przypadkami polega na tym, ze dla czasu dyskretnego
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pétgrupa (P;) jest izomorficzna z Z, i generowana odpowiednio przez P. W
przypadku ciaglym wyznaczenie generatora pélgrupy (P;) wymaga zastoso-
wania dos¢ zaawansowanego aparatu analitycznego, a mianowicie twierdze-
nia Hille’a - Yosidy i przekraczaloby ramy niniejszego wyktadu. Poza tym,
z punktu widzenia praktycznego, model z czasem ciaglym i tak zwykle sie
dyskretyzuje, wybierajac pewne ty > 0 jako “atom” czasu i rozpatrujac dy-
namike podgrupy generowanej przez Sy, ktora juz catkowicie wpisuje sie w
formalizm dla czasu dyskretnego. Dlatego przypadkiem ciaglym nie bedziym
sie dalej zajmowac.

Gestosci niezmiennicze.

Definicja 5.3 Funkcje v € Lyi(X,p) nazwiemy gestoscia, jesli v > 0 i
[yl = 1.

Szczegblne znaczenie maja takie gestosci, ktore sa zachowane przez ope-
rator Perrona-Frobeniusa, tj. Py = . Jesli teraz ¢ jest wielkoscia obserwo-
walna, zadana powiedzmy przez funkcje ciagla na odcinku, to jej wartosci po
kolejnych iteracjach ¢oS™ mozemy traktowac jako zmienne losowe wzgledem
ustalonego rozktadu prawdopodobienstwa zadanego przez gestos¢ niezmien-
nicza.

W celu pokazania przyktadu gestosci niezmienniczej mozna sie tatwo prze-
kona¢ na podstawie Twierdzenia 5.1, ze dla przeksztalcenia namiotowego
zadanego przez (33) gestoscia taka jest funkcja stala réwna 1. Jednak w
typowym przypadku mozna tylko wykazaé istnienie gestosci niezmienniczej i
przyblizy¢ ja numerycznie, natomiast nie daje sie znalez¢ jej w sposob ana-
lityczny.

Pokazalismy zatem, dlaczego w chaotycznych modelach deterministycz-
nych dokladne prognozowanie poza krétkim horyzontem czasowym moze nie
by¢ mozliwe. W takiej sytuacji warunek poczatkowy mozna traktowac¢ jako
zadany rozktadem prawdopodobienstwa z pewna gestoscia. Z kolei dynamika
w przestrzeni fazowej ma swoje odbicie w dynamice na gestosciach, a ogdlniej
na przestrzeni Li(X, p), zadanej operatorem Perrona-Frobeniusa. Powstaje
pytanie, ktére dalej bedziemy rozpatrywac¢, w jakiem stopniu ta dynamika
pozwala na formutowanie statystycznych przewidywan dotyczacych zachowa-
nia modelu, szczegdlnie w perspektywie dlugoterminowe;.
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5.3 Wilasnosci statystyczne.

O ile operator Perrona-Frobeniusa daje si¢ efektywnie wyznaczy¢, mozna
wowczas probowac efektywnie wyliczy¢ ewolucje gestosci, poczynajac od za-
danego rozkladu warunku poczatkowego, pod jego dzialaniem. Otrzymuje
sie wtedy pewien ciag gestosci, ktore zadaja rozklady prawdopodobienstwa
dla stanu uktadu w momentach czasu w przyszlosci. Jesli na przyktad astro-
nomowie podaja, ze jakas planetoida zderzy sie z Ziemia powiedzmy za 156
lat z prawdopodobieristwem 2 - 1075, to w pierwszym momencie zdanie takie
wydaje sie bez sensu, poniewaz jej ruch jest catkowicie deterministyczny i
wpadnie na nas lub nie, a trudno tu méwic¢ o jakim$ prawdopodobienstwie.
Jesli jednak uwzglednimy, Ze warunki poczatkowe nie sa znane precyzyjnie,
ale zadane poczatkowsa gestoscia vy, to przytoczone zdanie uzyskuje jasny sens
w odniesieniu do rozktadu prawdopodobienstwa Pjssy. W praktyce moze
to by¢ jeszcze bardziej skomplikowane, poniewaz uzyty model obliczeniowy
zapewne nie obejmuje wszystkich cial niebieskich, a wiec dochodza czyn-
niki wynikajace z elementéw w nim zaniedbanych, ale w tym momencie nie
wezmiemy tego pod uwage.

Rzecz prosta takie obliczenia sa bardzo wymagajace obliczeniowo, znacz-
nie bardziej niz przewidywanie deterministyczne, poniewaz iterujemy w nie-
skonczenie wymiarowej przestrzeni funkcyjnej. Przy tym, ogdlna teoria nie-
wiele w nich pomaga. 7Z punktu widzenia teoretycznego zajmiemy sie te-
raz asymptotycznymi, a wiec powiedzmy bardzo dlugoterminowymi cechami
uktadu. Okazuje sie bowiem, ze w wielu sytuacjach znacznie tatwiej je badac
niz konkretna ewolucje konkretnej gestosci.

Dyskusje te przeprowadzimy zakladajac istnienie pewnej gestosci nie-
zmienniczej vo.

Srednie czasowe i po przestrzeni fazowej. Jedna z cech, ktérej intu-
icyjnie oczekujemy od modelu chaotycznego jest to, ze na dluga mete $rednie
czasowe obserwowalnych wartosci modelu beda zbiegaé¢ do srednich po prze-
strzeni fazowej, czyli mozliwych stanach ukladu. Powiedzmy, ze dysponu-
jemy modelem calorocznej pogody (o ile mi wiadomo, model taki obecnie nie
istnieje), ktéry z 66% parametréw zadanych w Nowy Rok, wylicza wartosci
tychze parametrow na nastepny Nowy Rok oraz dostarcza dokladnej rocznej
prognozy na caly ten rok. Intuicyjnie oczekujemy, ze jesli model ten jest
chaotyczny, tzn. pogoda z roku na rok zmienia sie bez jakiejs istotnej reguty,
wielkosci charakteryzujace pogode powinny sie na dluga mete usredniaé¢. Co
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wiecej te srednie czasowe powinny by¢ do odczytania z samej przestrzeni
fazowej modelu, poniewaz blakajac sie po niej chaotycznie model bedzie od-
wiedzal kazdy zbior z czestoscia proporcjonalna do jego miary. Np. jesli zbiér
A oznacza minimum centymetr $niegu w Warszawie w Boze Narodzenie, to
mozna by ustali¢ prawdopobienstwo tego zdarzenia w prognozie jednorocznej
wedlug pewnego rozkladu i oczekiwaé, czestosci czasowe z wielu lat beda do
tej wartosci zbiegaly.

Definicja 5.4 Nieosobliwe przestatcenie S : (X, p) — (X, pu) nazwiemy er-
godycznym (wzgledem ), jesli z tego, Ze jakis zbior mierzalny A jest nie-
zmienniczny, tj. STH(A) = A wynika, ze albo on sam, albo jego dopelnienie
ma maare 0. Jesli dodatkowo vy jest gestoscia niezmiennicza, a dv = ydu
zadaje miare probabilistyczna, to S jest mieszajace, o ile dla kazdej pary
zbiorow mierzalnych A, B zachodzi

lim v(ANS™(B)) =v(A)v(B) .
n—o0
Latwo widzimy, ze z mieszania wynika ergodycznos$¢ wzgledem v, bo wy-
starczy rozwazy¢ jako A i B zbiér niezmienniczy oraz jego dopelnienie. W
dalszej dyskusji bedziemy czesto zaklada¢, ze gesto$¢ niezmiennicza jest stala
rowna 1. Nie jest wbhrew pozorom istotne ograniczenie, poniewaz majac inna
getod¢ niezmiennicza mozemy zawsze rozwazy¢ v jako miare odniesienia za-
miast .
Z kolei réwnos¢ srednich czasowych i Srednich po przestrzeni fazowej
wzgledem gestos$ci niezmienniczej ustala twierdzenie ergodyczne Birkhoffa.

Twierdzenie 5.2 Przypusémy, ze v jest gestosciq niezmiennicza, za$ S jest
ergodyczne wzgledem dv = ydu. Wowczas dla dowolnej funkcji f catkowalnej
wzgledem v zachodzi

1
lim —

i 1Y (580 = [ Svan

Jak wiec widzimy, “wilasciwa” gestoscia wzgledem ktorej nalezy liczy¢
srednie po przestrzeni fazowej jest gesto$¢ niezmiennicza. Nasuwa to pytanie
o0 jej jedynosc¢ - i istotnie z ergodycznosci fatwo wynika, ze jesli istnieje getosé
niezmiennicza, to jest ona jedyna.
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Wiasnosci ergodyczne w terminach operatora Perrona-Frobeniusa.
Na koniec zauwazymy, ze ergodyczynos¢ i mieszanie daja sie takze wyrazi¢
w terminach samego tylko operatora Perrona-Frobeniusa.

Twierdzenie 5.3 Zaloimy, Ze 1 jest gestoSciq niezmienniczq dla miary od-
niesienta v. Wowczas zachodzq nastepujace rownowaznosci:

e S jest ergodyczne wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej funkcji f €
Ly(X,v) ciag Srednich Cesdro

n—1
1
LS
n
k=0
zbiega do 1 stabo w Ly,

o S jest mieszajace wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla dowolnej funkcji f €
Li(X,v) ciag P"f zbiega stabo do 1 w L.

Przypomnijmy, ze zbieznosé staba ciagu funkcyjnego f,, € L1(X,v) do f
oznacza, ze

lim fngdy:/fgdy
n—oo

dla dowolnej funkcji testowej g € Loo (X, V).

Wracajac do naszego przykladu z rocznym modelem pogody, jego ergo-
dycznos¢ oznacza, ze asymptotyczna czesto$¢ opadu minimum lem $niegu w
Boze Narodzenie zbiega do prawdopodobienstwa takiego zdarzenia progno-
zie jednorocznej liczonego wedlug gestosci niezmienniczej. Jednak nie daje
to jeszcze informacji na temat, z jakim prawdopodobienstwem $nieg spadnie
w Boze Narodzenie roku 2099, poniewaz ergodycznos¢ moze sie realizowaé
w cyklach kwazi-okresowych (na przyktad obrét niewymierny na okregu jest
kwazi-okresowy, wiecej na ten temat w jednym z ¢éwiczenl) i w tej sytuacji
odpowiedz moze by¢ zalezna od rozkladu warunkéw poczatkowych. Dopiero
mieszanie pozwala stwierdzi¢, ze prawdopodobienstwo w roku n zbiega do
sredniej z prognozy jednorocznej wedlug gestosci niezmienniczej i to nie-
zaleznie od warunku poczatkowego.

Z kolei definiujemy najsilniejsza wlasnos$¢ dotyczaca asymptotyki ewolucji
gestosei dla ukladow chaotycznych.
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Definicja 5.5 Operator Markowa, ktory dziala na przestrzeni Ly (X, p) na-
zwiemy asymptotycznie stabilnym, jesli istnieje gestoSé niezmiennicza 7o
taka, 1z dla kazdej inney gestosci v zachodzi

lim [[P"y — i =0.
n—oo

Wtedy dynamike S, dla ktorej P jest operatorem Perrona-Frobeniusa, na-
zwiemy statystycznie stabilna.

Nietrudno sprawdzi¢, ze asymptotyczna stabilnos¢ implikuje mieszanie, a
zatem i ergodycznos¢ wzgledem miary dv = ~yodp.

5.4 Cwiczenia i laboratoria.

Jedynosé gestosci niezmienniczej. Wykazaé, ze jesli przeksztalcenie S
jest ergodyczne wzgledem miary p, to istnieje co njawyzej jedna gestos$é nie-
zmiennicza. W dowodzie nalezy skorzysta¢ z markowowskich wlasnosci ope-
ratora Perrona-Frobeniusa.

Ergodycznosé bez mieszania. Rozwazmy jako S obrét na okregu o kat
niewspStmierny z 7 , dla ustalenia uwagi o (v/5 — 1)7 radianéw. Wiadomo,
ze jest on ergodyczny, co sprawdzic numerycznie z twierdzenia 5.2 dla funk-
cji prébnych f(z) = sin®(20mz) i k = 1,2,3. Uzasadni¢, dlaczego prze-
ksztalcenie to nie moze by¢ mieszajace.

Gesto$é niezmiennicza zadana explicite. Dla przeksztalcenia Ulama-
Von Neumanna f(z) = 42(1 —z) z € [0, 1] sprawdzi¢, ze gesto$¢ niezmienni-
cza wzgledem miary Lebesgue’a jest zadana poprzez

1
@) w2l —x)
Numeryczne badanie statystycznej stabilnosci. Zaprogramowac¢ me-
tode numeryczna dla liczenia ewolucji gestosci pod dzialaniem operatora
Perrona-Frobeniusa zakladajac, Ze daje si¢ go policzy¢ z twierdzenia 5.1 oraz
sprawdzania jego asymptotycznej stabilnosdci. Zastosowaé¢ do zbadania jed-
nego z ponizszych przyktadow.
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Rodzina kwadratowa f,(z) = az(1 —2) = € [0,1]. Zbadaé staty-
styczna stabilnos¢ w punktach a = 3.6, gdzie wiadomo, ze jej nie ma, i
a = 4, gdzie wiadomo, ze jest. Powtérzy¢ w paru punktach spomiedzy.

Model $widra wiertniczego. Pewien typ $widra ma zebate wiertlo,
ktore po kazdym uderzeniu w skale odbija sie i potem ponownie uderza pod
nieco innym katem. Jesli kat ten wyraza sie liczba x brana modulo 1, to kat
kolejnego uderzenia jest

S(z) =z + aq(x) — \/(aq(x))? + 2axq(x) — ag(x)(1 +g(x)) mod 1,
gdzie
1—2x

() =1+ B(——

)

E oznacza czesé¢ catkowita liczby, zas a > 1 jest parametrem zaleznym m.in.
od predkosci wiertta. Teoria sugeruje (ale nie dowodzi), ze zmiana statystycz-
nej wlasnosci zachodzi dla a = 2 (co jakoby slycha¢, kiedy swider pracuje).
Naszkicowaé¢ wykres przeksztalcenia, policzy¢ operator Perrona-Frobeniusa i
zbada¢ statystyczna stabilnosé dla pewnych wartosci a > 21 a < 2.
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