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8. Zagadnienia zaladunku

8.1 Klasyczne zagadnienia zatadunku (ozn. N = {1,2,...,n})

e Binarny problem

(Z) v(Z)=max {Z CjTj Zajxj < b; x; binarne (j € N)}
=1

=1

zakladamy, ze wszystkie dane sa catkowitoliczbowe; przyjmujemy (bez straty ogélnosci):
¢;>0,0<a;<b(jeN),>" a; >b.

j=1
algorytm zachltanny: 7; =1 gdy a; <b— Z?C;Il arTr; T; =0 W pp.
relaksacja liniowa i relaksacja Lagrange’a:

(Z) v(Z) :max{zn:cjxj :iajxj <b,0<z; <1y EN)}

=1 j=1

(Ly,) v(L,) = max {chxj +u <b - Zajxj> : x; binarne (j € N), u > 0}
=1 j=1

Tw. Jezeli uporzadkujemy & <...< & < ﬂ, toz =(1,....,1,2,,0,...,0),

Qp, Q9 aq
gdzie x, = (b— Z?;i aj) Ja, (0 < z, < 1 - zmienna ulamkowa), jest optymalnym

rozwigzaniem Z.

Wyznaczenie T wymaga O(n) operacji; uwaga: uporzadkowanie wielkosci ¢;/a; wymaga
O(nlogn) poréwnan

e Calkowitoliczbowy problem

(ZC) v(ZC) = max {Z CjT; Zajmj <b; z; >0 calk. (5 € N)}
=1

Jj=1

k k
ozn. vx(y) = max {Z CjT; Zajxj <y, x; >0calk. dlaj=1, ,k}

j=1 =1

zaleznoéci rekurencyjne:

I: w(y)= max {cgzp+o—1(y—arxr)} (k=1,..,n;y=0,1,...,b)
2,=0,1,...[y/ax]

IT: v (y) = max {vg_1(y); cx +ve(y —ax), ax <y} (k=1,...,n,y=0,1,...,b)

warunki poczatkowe: vg(y) =0dlay =0,1,...,b

Zaleznos¢ I wyraza zasade programowania dymanicznego: odpowiedZ na pytanie, jaki jest
optymalny zaladunek, mozna udzieli¢ w n etapach; na kazdym etapie nalezy podejmowaé
optymalng decyzje.

Aby rozwiaza¢ ZC, tj. obliczy¢ v,(b), trzeba wykona¢ O(nb) poréwnan i dodawan.

1



8.2 Zagadnienia zaladunku z separacja

Problemy te polegaja na rozmieszczeniu ladunkéw w dostepnych pomieszczeniach z
uwzglednieniem ograniczenn wynikajacych z wymagan separacji, tzn. koniecznoéci fizy-
cznego oddzielenia tadunkéw.

e Klasyczny problem

Klasyczny problem zatadunku separowalnego polega na okre$leniu optymalnego rozmieszcze-
nia produktow w dostepnych przedzialach w ten sposéb, aby w dowolnym pomieszczeniu
znajdowal sie co najwyzej jeden rodzaj produktu. Zakladamy, ze znane sa : niezbedne
przestrzenie do zaladowania okres$lonych produktéw, pojemnosé poszczegdlnych pomieszczen
oraz koszty przechowywania produktéw w tych pomieszczeniach.

m - liczba tadunkéw; n - liczba pomieszczen; M = {1,....m} , N ={1,....,n};
a; - niezbedna przestrzen do zaladowania dostepnej wielkosci i-tego towaru (i € M);a; > 0;
b; - pojemno$¢ j-tego pomieszczenia (j € N);b; > 0;
¢ij - jednostkowy zysk z umieszczenia i-tego towaru w j-tym pomieszczeniu
(i € M,j € N)iciy > 0;

Model klasycznego problemu Z

maxizn:ci7jxi,j (1)

i=1 j=1

przy ograniczeniach: dlai € M oraz j € N
in,j <a (la); Tij < by (1b); Zyi,j <1 (1c)
j=1 i=1

x;; > 0 - ilos¢ i-tego tadunku umieszczonego w j-tym pomieszczeniu;
Y;,j - zmienna binarna; y; ; = 1 gdy x;; > 0, v;; =0 gdy z;; = 0.

Problem Z(Y') - problem zatadunku zredukowany do (1), (1a) oraz (1b), gdzie Y = [y, 4]
jest tablica binarng spehiajaca warunek (1c).

mxn

Problem dualny DZ(Y):

v(DZ(Y)) = min [Z a;u; + Z Z(bjyi,j)wi,j]

i=1 j=1

przy ograniczeniach: wu; +w;; > ¢;; dlai € M oraz j € N;
w; > 0,w;; > 0 - zmienne dualne odpowiadajace ograniczeniom (la) oraz (1b).

Problem DZ(Y') jest separowalny wzgledem ¢ € M ; mozna zdekomponowaé go na pod-
problemy DZ;(Y) :

min

agu; + Z(bjyi,j)wi,j]

=1



przy ograniczeniach: wu; +w;; >c¢;; dla je€ N; u; > 0,w;; > 0.
Powyzsze ograniczenia zapiszemy w postaci

Ui + W5 — S = Cij dla j € N, gdzies;; >0
i nastepnie jako ukiad

U; + Wil — Si1 = Gl
—W;, 5 —+ Wi, j+1 —+ Sij — Sij+1 = Cij+1 — Cijj dla ] = ]., ey — 1,
—Uj — Wipn + Sin = —Cin

Poniewaz kazda zmienna wystepuje doktadnie w dwéch réwnaniach z przeciwnymi znakami,
uktad ten reprezentuje macierz incydencji pewnej sieci skierowanej. Do rozwiazania podpro-
bleméw D Z;(Y') mozna zaadaptowa¢ algorytm rozwiazujacy problem najtanszego przeptywu
w nastepujacej sieci skierowanej.

Metoda mnoznikéw Lagrange’a
Zdefiniujemy relaksacje Lagrange’a LZ(\) dla problemu Z, wlaczajac ”trudne” ograni-
czenia (1c) do funkgji celu:

m

v(LZ()\)) = max Z Zci,jxi,j + Z Aj (1 - Zyuﬂ ;

i=1 j=1

przy ograniczeniach: wa <a; oraz x;; <bjy;; dlaiec M, je N;
j=1
zmienne: z;; > 0, y;; € {0,1}; A= (A1,....,; Ay) > 0 - mnozniki Lagrange’a.
Oczywiscie v(Z) < v(LZ()N)) dla wszystkich A > 0.

Problem LZ(\) jest separowalny wzgledem ¢ € M ; mozna zdekomponowaé go na pod-
problemy LZ;(\) :

v(LZ;(\)) = max Z Ci,jTij — Z AiYii | >
j=1 J=1

n
przy ograniczeniach: Zx” <a; oraz z;; <bjy,; dla je€ N;x;; >0, y;; € {0,1}.
j=1



Mamy

m n

V(LZN) =D u(LZ(N)+ > Ay

i=1 j=1
Problem LZ;()) jest réwnowazny nastepujacemu nieliniowemu problemowi ZN;(\) :

B . B 0 jezeli z;; =0
N = mas Do), o) ={ 0y e
2

n
przy ograniczeniach: Z:L’” <a; oraz x;; <b; dla j€ N; z;; > 0.
j=1

Z N;()) jest problemem zatadunku (bez separacji) z kosztem progowym. Opracowano efek-
tywny algorytm rozwiazywania tego problemu. Zatem relaksacja Lagrange’a LZ(\) moze
by¢ uzyta do okre$lenia gérnego oszacowania optymalnej wartoSci funkcji celu problemu Z.

e Zmodyfikowany problem

Problem ten uzyskuje sie z klasycznego problemu poprzez modyfikacje ograniczen zwiazanych
z separacja tadunkéw. Separacja ta opisana jest za pomoca macierzy binarnej S = [s; k]
sik = 0 - i-ty produkt moze by¢ umieszczony razem z k-tym;
sik = 1 - i-ty produkt nie moze by¢ umieszczony razem z k-tym;
macierz S jest symetryczna, a elementy na gléwnej przekatnej sa réwne zero;

mxXm °

Model zmodyfikowanego problemu

m n
max E E Ci,jTi,j

i=1 j=1
przy ograniczeniach:
n m
Y mij<a dlai € M; > @iy < b dla j € N;
j=1 i=1

xi,jxk,jsiik =0 dla 'i, k c M (’l 7£ k), j < ]\f7

Mozna zrezygnowaé z ograniczen nieliniowych poprzez wprowadzenie zmiennych binarnych
Yi,j (’L € M, ] € N)

Sik (Yij +yny) <1 dlaie M; k=i+1,...,m; je&N.



e Metoda dekompozycji Bendersa (klasyczny problem)

Krok 0 (Start) Start z dowolnego dopuszczalnego rozwiazania problemu dualnego DZ(Y'),
gdzie Y = 0 (zerowa tablica). Rozwiazanie w postaci: u; = 0 oraz w;; = ¢;; jest dopuszczal-
nym startowym rozwiazaniem.

Krok 1 (Faza programowania dyskretnego) Rozwiaz problem:

max z
przy ograniczeniach:
m m n
z— Zaiui - Z Z(bjwij)yij <0
i=1 i=1 j=1

Y yy <1 dlaj=1,2,..,n

=1

Zmiennymi w tym problemie sa z oraz y;; (zmienne binarne), natomiast w;; oraz u; sa
stale (przyjete w kroku 0). Niech z* oraz Y™* = [y;] beda optymalnym rozwigzaniem ww
problemu.

Krok 2 (Faza programowania liniowego) Rozwiaz problem dualny DZ(Y') dla obli-
czonych w kroku 1 elementéw y;; = ;. Zmiennymi w tym problemie sa u; oraz w;.
Niech u; oraz wj; bedg optymalnym rozwigzaniem ww problemu.

Krok 3 (Test stopu) Jezeli z* < v(DZ(Y™)), to zakonicz obliczenia (przy pomocy y;;
wyznacz optymalne rozwiazanie ;). W przeciwnym przypadku przejdz do kroku 1 dodajac
do ograniczen problemu dyskretnego nieréwnosé

m m n
2= > awi =30 > (bwi)y; < 0.
=1 i=1 j=1



