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IBM — algebra. Dzialania na liczbach zespolonych.
Zaltaczony plik: zespolone.m

W systemie MATLAB macierze mozna uzywaé liczb zespolonych, oznaczajac jed-
nostke urojona symbolem 1i:

z1=2+31;
z2=4-1;

Na liczbach zespolonych mozna przeprowadzaé operacje arytmetyczne:

z3=z1%xz2
z4=z1/z2

Prosze zwroci¢ uwage, ze obliczone wyniki:
z3 =
11.0000 +10.00001
z4 =
0.2941 + 0.82351
beda miaty postaé¢ utamkow dziesietnych. Uzycie polecenia sym:

ul=sym(zl);
u2=sym(z2) ;

wymusi traktowanie danych jako liczb wymiernych, wskutek czego polecenia

u3=ul*u2
ud=ul/u2

dadzg wyniki
u3d =

11 + 101

ud =
5/17 + 14i/17

Oczywiscie weze$niej uzyskane liczby 0.2941 i 0.8235 to przyblizone wartosci utam-
kéw 5/17 1 14/17, wigc oba wyniki sa w istocie identyczne.
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IBM - algebra. Postaé¢ trygonometryczna liczb zespolonych.
Zaltaczony plik: tryg.m

System MATLAB pozwala dokonywa¢ dziatan na liczbach zespolonych w postaci
trygonometrycznej. Stuza do tego funkcje abs i angle, zwracajace odpowiednio mo-
dut i argument liczby zespolonej. Uzyjmy ponownie nastepujacych liczb zespolonych:

z1=2+31;
z2=4-1;
Obliczmy moduty i argumenty tych liczb:

ri=abs(z1);
al=angle(zl);
r2=abs(z2);
a2=angle(z2);

i zweryfikujmy uzyskane wyniki przez obliczenie

rix(cos(al)+i*sin(al))
r2*(cos(a2)+i*sin(a2))

Otrzymamy wéwczas:

ans =

2.0000 + 3.0000i

ans =

4.0000 - 1.00001

co zgadza sie z zadanymi wartosciami z1 i z2. Korzystajac ze wzoru de Moivre’a
mozemy z kolei obliczy¢ iloczyn i iloraz liczb z1 i z2 w inny sposéb:

ri*xr2*x(cos(al+a2)+i*sin(al+a2))
r1/r2x(cos(al-a2)+i*sin(al-a2))

Uzyskane wyniki:

ans =

11.0000 +10.00001

ans =

0.2941 + 0.8235i

sg zgodne z wczesniejszymi, nieuzywajacymi wzoru de Moivre’a.



IBM — algebra. Proste dziatania na wektorach.
Zaltaczony plik: wektory.m

Niech n bedzie liczbg naturalng. Symbolem R"™ oznacza¢ bedziemy standardows
n—wymiarows przestrzen wektorowa utworzona przez wszystkie wektory postaci

v="[v,...,0,], gdzie v; € R.
Wektor mozemy pomnozy¢ przez skalar, czyli w naszym przypadku liczbe rzeczywista:
te[vg,..o,op] = [t v, t- vy,
dwa wektory mozna tez dodac:
(1, oy o) 4 w1, W] = o1 Fwe, U, Wy
Analogicznie wprowadzimy réwniez odejmowanie:
(U1, .., 00] — (w1, ... w,] =1 — W, ... 0, — Wy
oraz oznaczenie ,—v” dla wektora przeciwnego do v:
=1, vn] = [, =)

Warto podkredli¢, ze choé¢ dla uproszczenia zapisu tym samym symbolem ,+”
oznaczamy dodawanie zaréwno liczb, jak i wektoréw, to sg to w zasadzie rézne dzia-
tania. W szczegoélnosci nie ma sensu dodawanie wektora do skalara. Uwaga ta odnosi
sie analogicznie do odejmowania i mnozenia.

Przyktad

Rozpatrzmy wektory v = [2,3,—1] i w = [4,2,3]. Aby wprowadzi¢ je do systemu
MATLAB, wystarczy wpisac

v=[2 3 -1];

w=[4 2 3];

Obliczmy teraz kolejno nastepujace wyrazenia:
a) v+w

Wynikiem jest

ans =

6 5 2

b) 3*v

Wynikiem jest



C) 2%v+3%u
Wynikiem jest
ans =

16 12 7

Zauwazmy, ze MATLAB formalnie dopuszcza dodawanie skalara do wektora — wpi-
sanie

v+3

da wynik

ans =

5 6 2

tak jakby liczba 3 zostala kolejno dodana do kolejnych wspétrzednych wektora v. Nie
jest to jednak zalecany sposéb zapisu. W innych przypadkach proba dodania wekto-
row roéznigeych sie liczba wspotrzednych, np.

[1 2]+[1 2 3]

wygeneruje jedynie komunikat o btedzie.



IBM — algebra. Macierze, dzialania na macierzach.
Zaltaczony plik: macierze.m

Niech m i n beda liczbami naturalnymi. Rzeczywista macierza m X n nazywamy
prostokatna tablice liczb rzeczywistych, majaca m poziomych wierszy i n pionowych
kolumn, a méwigc bardziej formalnie funkcje

A:{l,....om} x{l,....,n} - R.

Liczbe A(i,j), czyli te, ktéra znajduje sie w i—tym wierszu od gory i j—tej kolumnie
od lewej, oznacza si¢ przewaznie a;;.

W systemie MATLAB macierze mozna wprowadza¢ w nastepujacy sposéb:
A=[2 3 -1; 1 2 4; 235 8; -2 0 1];

(prosze zwrocié uwage, ze kolejne wiersze oddzielone sa $rednikami, podczas gdy ele-
menty tego samego wiersza rozdzielaja tylko spacje, cho¢ dopuszczalne sg rowniez
przecinki, jak ponizej).

B=[-2, 2, 11; 12, 1, 2; -5, 0, 4; 1, 2, 3];

Aby uzy¢ elementu z przeciecia drugiego wiersza i trzeciej kolumny, piszemy
A(2,3)

Wynikiem jest

ans =

4

Mozna réwniez odwotaé sie do catego wiersza macierzy, np. drugiego wiersza ma-
cierzy A:

AC2,:)
ans =

1 2 4

lub do calej kolumny, np. trzeciej kolumny macierzy A:



Pewne szczegdlne macierze mozna wprowadzaé¢ bez koniecznosci zmudnego wpi-
sywania wszystkich wyrazow. I tak eye(n) to macierz jednostkowa rozmiaru n x n:

eye(3)
ans =
1 0
0 1 0
0 1

zeros(m,n) i ones(m,n) to odpowiednio macierze ztozone z samych zer i samych
jedynek:

zeros(2,3)
ans =

0 0 0
0 0 0
ones(2,3)

ans =

1 1 1
1 1 1

a poleceniem diag tworzymy macierz diagonalng z zadanymi elementami na gtéwnej
przekatnej:



D=diag([4 3 2])

D=

4 0 0
0 3 0
0 0 2

Macierze mozna dodawac, odejmowac i mnozy¢ przy uzyciu operatorow +, — i *.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Obliczy¢ (jesli to mozliwe) macierze A+ B, A+ D, B —2A, AB, AD, DA.
Wyjasni¢, dlaczego niektore z powyzszych wyrazen daja komunikat o btedzie zamiast
wyniku.

2. Zdefiniowa¢ trzy dowolne macierze 3 x 3 i nazwac je U, V,W. Zbada¢, ktore z
ponizszych zdan sg prawdziwe:

(U+V)4+W=U+(V+W)
UV YW =U(VW)
Uuv =VU
UV4+W)=UV+UW
(U+W)?=U?+20W + W=



IBM — algebra. Wyznaczniki i macierze odwrotne.
Zaltaczony plik: operacje.m

W systemie MATLAB mozna oblicza¢ wyznaczniki macierzy kwadratowych:
A=[2 3 -1; 1 2 4; -2 0 1];
det (A)

oraz macierze do nich odwrotne:

inv(A)

Sprébujmy teraz zastosowaé do macierzy A operacje elementarne i zobaczy¢, jaki jest
ich wptyw na warto$¢ wyznacznika:

B=[A(2,:);A(1,:);A(3,:)]
det (B)

Widzimy, ze zamiana pierwszego i drugiego wiersza macierzy zmienita znak jej wy-
znacznika z —27 na 27.

Zastosujmy teraz inng operacje elementarng:

C=[A(1,:);2%A(2,:);A(3,:)]
det (C)

Pomnozenie drugiego wiersza macierzy przez 2 spowodowata rowniez pomnozenie wy-
znacznika przez te samg stata, a mianowicie z —27 otrzymalismy —54.

W trzecim przyktadzie dodamy do siebie dwa wiersze wyjsciowej macierzy:

D=[A(1,:);A(2,:)+A(3,:);A(3,:)]
det (D)

Tym razem dodaliSmy trzeci wiersz macierzy do drugiego, a wyznacznik zgodnie z
oczekiwaniami nie zmienit sie.

Zadanie do samodzielnego rozwigzania

Zbadac, jaki jest wptyw operacji elementarnych na macierz odwrotna.



IBM — algebra. Wartosci i wektory wtlasne.
Zaltaczony plik: wart_ wlasne.m

Niech A bedzie macierzg kwadratowa. Jesli dla pewnego wektora v # 0 i pewnego
skalara t zachodzi réwnosc
A-v=tv,

to t nazywamy wartoscia wlasng, a v nazywamy odpowiadajacym tej wartosci
wektorem wlasnym. W powyzszym zapisie kropka oznacza mnozenie macierzy, a
w szczegolnosci mnozenie macierzy przez wektor. Mnozenie skalara przez wektor po
prawej stronie réwnosci nie jest natomiast oznaczone zadnym symbolem.

Zauwazmy, ze te samg rownos$¢ mozna zapisaé¢ jako

A-v=1tIl-v,

czyli réwnowaznie

(A—tl)-v=0.

Koniecznym i wystarczajacym warunkiem istnienia wektora wtasnego z dang watoscia
wlasng t jest osobliwo$¢ macierzy A — tI, czyli warunek

det(A —tI) = 0.

Nietrudno zauwazy¢, ze wyrazenie det(A —tI) jako funkcja zmiennej ¢ jest wielomia-
nem stopnia n, zwanym wielomianem charakterystycznym macierzy A.

Przyklad
Rozpatrzmy macierz
7 =3 6
A= 4 2 4|,
-1 20

(wprowadzamy ja do systemu MATLAB jako A [7,-3,6; 4,2,4; -1,2,0]; ).

Obliczmy najpierw jej wielomian charakterystyczny:

syms t;

I = eye(3)
B=A-1t .x I;
det (B)

Otrzymamy wynik:

ans =

- t73 + 9%xt72 - 24xt + 16
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Oznacza to, ze
7T—t -3 6
A= 4 2—t 4 |=— 49t — 24t + 16,
—1 2 —t

co mozna rowniez sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem.
Wartosci wlasne macierzy A uzyskamy, szukajac pierwiastkéw wielomianu charakte-
rystycznego:

solve(det (B)==0)
Odpowiedzia jest

ans =

NN

4

co oznacza, ze wartosciami wlasnymi macierzy A sa 11 4, przy czym ta druga liczba
jest podwdjnym pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego.

Wektory wtasne znajdujemy, rozwiazujac réwnania macierzowe
(A-I)-v=0

(A—4I)-v=0.
Niestety

linsolve(A-I,[0;0;0])
daje wynik
ans =

0
0
0

co nie jest pelnym zbiorem rozwigzan. Poprawny wynik otrzymamy, stosujac polece-
nia

null (A-1)
null (A-41)

Uzyskany wynik:
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ans =
0.7071

-0.0000
-0.7071

ans =

944

0
0.
0.4472

8
4
przedstawia wektory wlasne odpowiadajace warto$ciom wlasnym 1 (pierwszy wek-

tor) i 4 (drugi wektor).

Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Wyznaczy¢ wielomiany charakterystyczne macierzy:
4 0 6 5 =3 6 1 -3 3
l_iﬂ,l_?é], 2 1 4], 4 0 41|,13 -5 3
-1 0 -1 -1 2 =2 6 —6 4
ODPOWIEDZI: % — 25, 2+ 1, (1 —t)(t* — 3t +2), —t3 + 3t* — 4, —t* + 12t + 16.
2. Wyznaczy¢ wartosci i wektory wtasne powyzszych macierzy.

OprowIEDZI: Kolejno:

warto$¢ t = 5 z wektorami [a, 2a] i warto$é¢ t = —5 z wektorami [—2a, al;
warto$¢ t = i z wektorami [a, a - 7] 1 warto$¢ t = —i z wektorami [a, —a - 1];
wartos$é¢ t = 1 z wektorami [—2a, b, a] i wartosé t = 2 z wektorami [3a, 2a, —al;
wartos$¢ t = —1 z wektorami [a, 0, —a] i warto$¢ t = 2 z wektorami [0, 2a, al;
warto$¢ t = —2 z wektorami [a, a + b, b] 1 wartosé¢ t = 4 z wektorami [a, a, 2a].
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