MAKO 2 — KOMBINATORYKA W PRAKTYCE

Celem tego pliku jest przedstawienie kilku rozwigzan zadan kombinatorycznych,
a w szczegllnodci pokazanie, ze czasami to samo zadanie mozna rozwigzac¢ na kilka
sposobdw i ze uzyskane wyniki moga na pierwszy rzut oka wygladac¢ roéznie, cho¢ sa
zupelie poprawne.

1. Pitkarska reprezentacja kraju sktada sie z 23 (oczywiscie rozréznialnych) zawod-
nikéw: 3 bramkarzy, 8 obroncéw, 7 pomocnikow i 5 napastnikow. Ile istnieje réznych
sktaddéw, czyli 11-osobowych podzbioréw owego 23-osobowego zbioru, zawierajacych
doktadnie jednego bramkarza, czterech lub pieciu obroncéw, co najmniej trzech po-
mocnikéw i co najmniej jednego napastnika?

ROZWIAZANIE

Najpierw wypiszmy wszystkie zgodne z warunkami zadania ustawienia, czyli przed-
stawienia liczby 11 w postaci sumy czterech liczb odpowiadajacych poszczegdlnym
formacjom:

11=14+4+3+3=14+4+4+2=14+4+5+1=1+5+3+2=1+5+4+1.

W nastepnym kroku policzmy, ile jest sktadéw dla poszczegdlnych ustawien, np. dla

ustawienia 1 + 4 4+ 3 + 3 wybieramy bramkarza na (f) sposobow, obroncow na (i)

sposobow, pomocnikéw na (;) sposobdéw i napastnikéw na (g) sposobéw. Uzyskane
liczby mnozymy, bo zawodnikéw do kazdej formacji mozna wybieraé niezaleznie, za-

tem wszystkich sktadéw w ustawieniu 1+ 4 + 3 4 3 jest (i’) . (i) : (g) . (g) Poniewaz

zas kazdy poprawny sktad nalezy do jednego z pieciu wyzej wymienionych ustawien,
to liczby sktadéw dla poszczegdlnych ustawien dodajemy. Oto wynik:
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N =3-70-(35-10435-10+21-10)+3-56- (35-10435-5) = 210- (910+420) = 279300



2. Ile jest trzyelementowych podzbioréw zbioru {1,2,...,45}, w ktérych co naj-
mniej jeden element jest nieparzysty?

ROZWIAZANIA (TRZY METODY)
Latwo policzy¢, ze mamy 22 liczby parzyste i 23 nieparzyste. Dalej mozliwe sg co
najmniej trzy podejscia:

a) Wszystkich trzyelementowych podzbioréw naszego zbioru jest (435>. Takich, w
ktorych nie ma ani jednego elementu nieparzystego, czyli wszystkie elementy sa pa-

rzyste, jest (232). Stad wynik:
4
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b) W naszym zbiorze moga by¢:
trzy liczby nieparzyste: (233) zbioréw,
dwie nieparzyste i jedna parzysta: (223> . (212> zbioréw,
jedna nieparzysta i dwie parzyste: (213> . (222> zbioréw.
Stad wynik
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c¢) Popatrzmy na to jak na losowanie: z urny wyciggamy bez zwracania trzy liczby,

przy czym jesli trafimy na liczbe nieparzysta, to zatrzymujemy sie. Oto prawdopodo-
bienstwa:
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P(pierwsza liczba jest parzysta, ale druga nieparzysta) = TR
22 21 23
P(pierwsze dwie liczby sa parzyste, ale trzecia nieparzysta) = APV

Prawdopodobienstwo, ze co najmniej jedna wylosowana liczba jest nieparzysta, to
suma powyzszych trzech liczb, gdyz zdarzenia te sa roztaczne:
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Skoro zas wszystkich trojek, czyli zdarzen elementarnych jest (435), to zdarzen sprzy-

jajacych jest
yo 5 (1)
129 \ 3



3. Na ile sposobéw mozna wybraé pie¢ kart z talii 52 kart (zawierajacej standar-
dowo cztery asy, cztery kréle itd.) tak, aby wéréd nich byly co najmniej dwa asy, co
najmniej jedna dama i co najmniej jeden krél?

ROZWIAZANIA (DWIE METODY)

a) W talii mamy 4 asy, 4 krdle, 4 damy i 40 kart, ktére nazwiemy innymi. Aby
wybrany piecioelementowy podzbiér spetniat warunki zadania, musi on by¢ jednej z
nastepujacych postaci:

e 3 asy, 1 krol, 1 dama — (g) . (?) . (‘11) mozliwosci;
e 2 asy, 2 krole, 1 dama — (3) . (3) . (‘11) mozliwosci;
e 2 asy, 1 krol, 2 damy — (3) . (zll) . (3) mozliwosci;
e 2 asy, 1 krol, 1 dama, 1 inna karta — (3) . (?) . (11) . (410> mozliwosci.
Koncowy wynik, tak jak w zadaniu z pitkarzami, jest suma:
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b) Aby piecioelementowy podzbiér spetnial warunki zadania, musi on zawieraé:
dwa asy, jednego kréla, jedna dame i piata karte (ktéra w istocie moze byé asem,
krélem, dama lub jakakolwiek inng karta). Wybierzmy wiec kolejno: 2 asy z 4, 1 kréla
z 4,1 dame z 4 i 1 karte z pozostalych 48 (bo niezaleznie od tego, jakie byly pierwsze
cztery karty, mamy do wyboru 48, a kazda z nich jest dobra). Daje nam to wynik:
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A teraz UWAGA!

Jedno z powyzszych rozwigzan jest btedne, i to nie rachunkowo, lecz pojeciowo
(moze jakie§ mozliwosci nie sa policzone, moze co$ jest policzone niepotrzebnie, a
moze jeden i ten sam obiekt bywa z jakiego$ powodu liczony kilka razy).

Zadanie. Prosze zrozumie¢ powyzsze rozwigzania, by¢ moze sprawdzi¢ wyniki
liczbowe i zastanowi¢ sie

e ktore rozwiazanie (1, 2a, 2b, 2¢, 3a, 3b) jest zte,

nastepnie
e czy to zle rozwigzanie daje wynik za maly czy za duzy!, o ile za maly lub
za duzy i dlaczego (w szczegdlnosci na czym polega istota btedu)

i wreszcie

e jak mozna by to btedne rozwiazanie poprawic

la moze przypadkowo poprawny, bo logicznie rzecz biorac niepoprawne rozwiazanie moze daé

dobry wynik liczbowy, przez co oczywiscie nie staje sie poprawne



ODPOWIEDZI
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2. Wszystkie rozwiazania poprawne.
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3. Na ile sposobow mozna tak wybraé pie¢ kart z talii 52 kart by byty wsréd nich
co najmniej dwa asy, co najmniej jedna dama i co najmniej jeden krol?

Poprawne rozwigzanie: W talii mamy 4 asy, 4 kréle, 4 damy i 40 kart, ktore
nazwiemy innymi. Aby wybrany piecioelementowy podzbiér spetnial warunki zadania,
musi on by¢ jednej z nastepujacych postaci:

e 3 asy, 1 krél, 1 dama — (g) . (?) . (11) = 64 mozliwosci;

e 2 asy, 2 kréle, 1 dama — (;) . (3) . (‘11) = 144 mozliwodci;

e 2 asy, 1 krol, 2 damy — (3) . (‘11) . (;) = 144 mozliwosci;

e 2 asy, 1 krél, 1 dama, 1 inna karta — g . 411 . 111) . 410) = 3840 mozliwosci.
Koncowy wynik jest suma: N = 64 + 144 + 144 + 3840 = 4192.

Niepoprawne rozwigzanie: Aby piecioelementowy podzbior spelnial warunki
zadania, musi on zawiera¢: dwa asy, jednego krola, jedna dame i piata karte (ktéra w
istocie moze by¢ asem, krdolem, dama lub jakakolwiek inna karta). Wybierzmy wiec
kolejno: 2 asy z 4, 1 kréla z 4, 1 dame z 4 i 1 karte z pozostalych 48 (bo niezaleznie
od tego, jakie byly pierwsze cztery karty, mamy do wyboru 48, a kazda z nich jest
dobra). Daje nam to wynik:
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Usterka polega na tym, ze w drugiej metodzie kazda piatka typu AAAKD jest
liczona trzy razy, bo nie da sie okredli¢, ktore dwa asy sa dwoma ,,obowigzkowymi”, a
ktory tym trzecim — ,,dodatkowym”. Podobnie uktady AAKKD i AAKDD sa liczone
po dwa razy. I rzeczywiscie

3-64+2-144 + 2 - 144 + 3840 = 4608.

Aby te metode uratowac, trzeba by od 4608 odjac¢ to, co byto zliczone wielokrotnie,
czyli 2 - 64 + 144 + 144 = 416.



