MAKO 2 — 0 (PROSTYCH) CIAGACH REKURENCYJNYCH

Popatrzmy na dwa dos¢ znane ciagi nieskonczone: (a,) = (1,2,4,8,16,32,...)
i(F,) = (1,1,2,3,5,8,...). Oczywiscie teoretycznie nastepne wyrazy tych ciagéw
mogtyby by¢ zupetnie dowolne, ale tradycyjnie uzywa si¢ wielokropka w nie do konca
precyzyjnym sensie ,,dostrzez mozliwie prosta regute i wedtug niej wyznacz kolejne
wyrazy”.!

W naszym przypadku mozna zauwazy¢, ze a,.; = 2a, (ciag geometryczny, w
ktorym nastepny wyraz jest dwukrotnoscig poprzedniego) oraz Fy o = F,i1 + F,
(ciag Fibonacciego, w ktérym nastepny wyraz jest suma dwdch poprzednich).

Jest tu jednak pewna subtelno$é: ciag (3,6, 12,24, 48,96, . ..) réwniez spetnia row-
nanie a,y; = 2a,, a ciag (1,3,4,7,11,18,...) réwnanie a,12 = an41 + a,. Co do
zasady samo réwnanie rekurencyjne ma (nieskonczenie) wiele rozwigzan, a zbiér
ich wszystkich nazywany jest rozwigzaniem ogélnym. Na przyktad rozwigzaniem
ogélnym réwnania a,., = 2a, jest a, = C - 2", gdzie C jest dowolng stala?, ale by
wybra¢ konkretne rozwigzanie, zwane rozwigzaniem szczegdlnym, potrzebny jest
warunek poczatkowy, np. a; = 1 lub a; = 3. Podobnie pelna definicja ciagu
Fibonacciego musi wygladaé¢ np. tak:

F1 = ].
Fy =1
Fn+2 = Fn—i—l + Fn dla n 2 1,

bo dla innych dwoch pierwszych wyrazéw otrzymamy inny ciag.
JEDNORODNE ROWNANIA LINIOWE

Jednorodne réwnanie liniowe (o statych wspétczynnikach) to réwnanie, ktére da
sie zapisa¢ w postaci

Unik + Ck—10pyk—1+ .-+ C1Gpy1 + o0y =0

dla pewnego naturalnego k, zwanego rzedem réwnania i pewnych statych ¢;. Na
przyktad a,.1 — 2a,, = 0 to rownanie pierwszego rzedu, a F,,o — F,,.1 — F,, = 0 ma
rzad 2.

Rozwiazaniami takiego rownania sg ciagi geometryczne postaci a, = r", gdzie r
jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego

w(r) = P et e + e,

oraz wszystkie ich kombinacje liniowe. Najlepiej pokaze to przyktad.

na przyklad zapis (a,) = (1,2,...) bylby zbyt wieloznaczny, bo moégltby tez oznaczaé ciag
(1,2,3,4,5,...), a zapis (a,) = (1,...) jest prawie bezwartoSciowy — méwi tylko, ze a; = 1.

2w zasadzie dowolna, np. catkowita, wymierna, rzeczywista, a gdyby byta potrzeba, to zespolona
albo nawet funkcja, wektorem lub macierza — w ogdlnosci czymkolwiek, co da sie pomnozy¢ przez 2.



Przyklad 1. Wyznaczy¢ wszystkie ciagi spetniajace rownanie a, o = da,+1—06a,,.

Rozwigzanie. Mamy do czynienia z jednorodnym réwnaniem liniowym drugiego
rzedu o statych wspétezynnikach a, o — 5a,41 + 6a, = 0. Odpowiada mu wielo-
mian charakterystyczny 72 — 5r + 6, ktérego pierwiastkami sg liczby 2 i 3. Mamy
wiec dwa proste rozwiazania szczegolne: a, = 2" i a,, = 3" oraz rozwiazanie ogolne

Ay = 01277, + CQ?)n
Sprawdzenie. Jesli a,, = C12" + C53", to
ant+1 = C(12n—"_1 + 023n+1 = 2012” + 3023”

Ap+2 = 012n+2 + 023n+2 = 4012” + 9023”
Ant2 — 5an+1 + Gan = 4012“ + 9023” — 10012” — 1502371 + 6012” + 6023” = O,
bo4—-10+6 =9 — 15+ 6 = 0. Sprawdzenie udane.

Uwaga. Nie jest zupelie oczywiste, ze wszystkie rozwigzania naszego rownania
sg tej postaci i innych nie ma, ale chetni moga odpowiednie uzasadnienie wymysli¢
sami lub gdzies doczytac.

Przyktad 2. Wyznaczy¢ wszystkie ciagi spelniajace a0 = 2(an11 — ayp).

Rozwigzanie. Tu z kolei mamy réwnanie® a, o — 2a,41 + 2a, = 0. Odpowiada
mu wielomian charakterystyczny r? — 2r + 2, ktérego pierwiastkami sg liczby 1 + ¢
i1 —4. Mamy wiec dwa rozwigzania szczegélne: a, = (1 +i)" i a, = (1 — )" oraz
rozwiazanie ogélne a, = Cy(1 +1)" + Ca(1 — i)™

Uwaga. Komus moze wyda si¢ dziwne, ze pojawily sie liczby zespolone, ale tak
to wlasnie jest, skoro A < 0. Czasami da sie skorzystaé¢ z postaci trygonometrycznej
liczby zespolonej oraz wzoréw de Moivre’a:

1ii:\/§<coszj:sinz-i)

(1+4)" = (V2)" (cos %ﬁ + sin %ﬁ - z)

an = Ci(1+9)" + Co(1 —i)" = (V2)" <(C'1 + Cs) COS% +i(Cy — Cy) sin T) ;

co mozna zapisac jako

a, = D - (\/5)” cos %ﬂ + D, - (\/5)" sin %T

3liniowe drugiego rzedu o stalych wspétczynnikach, czego nie bede juz powtarzat



Ciekawy jest tez przypadek wielomianu z wielokrotnym pierwiastkiem.
Przyktad 3. Wyznaczy¢ wszystkie ciagi spetniajace a,.0 = 4(an11 — ay).

Rozwigzanie. Tu z kolei mamy réwnanie a,,o — 4a,+1 + 4a, = 0. Odpowiada
mu wielomian charakterystyczny r? — 4r 4 4, ktérego pierwiastkami sg liczby 2 i 2
(pierwiastek podwéjny). Wtedy jednym z rozwiagzan szczegélnych jest a, = 2", a
drugim? a,, = n - 2". Rozwigzanie ogdlne ma wtedy postac¢

an:Cl-Z”—i—C’g-nQ”.
Przyklad 4. Wyznaczy¢ wszystkie ciagi speliajace a0 = a,41 + ay.

Rozwigzanie. Réwnanie: a,19 — a,11 — a, = 0. Wielomian charakterystyczny:
n n
r2—r—1. Jego pierwiastki: % Rozwiazanie ogdlne: a,, = C; (%) +Cs (%) .

Uwaga. Komu$ moze wyda sie dziwne, ze pojawita sie liczba /5, ale tak to
wtasnie jest, skoro A = 5. Jedli zazadamy dodatkowo, by a; = ay = 1, otrzymamy
uktad réwnan, z ktérego wyznaczymy C; = —Cy = %, co prowadzi do wzoru Bineta
na dowolny wyraz ciggu Fibonacciego:

(57 a7

N VAU

F, =
V5

Poniewaz 1_2‘/5 ~ —0,618, drugi sktadnik w powyzszym wzorze szybko dazy do zera
i w przyblizeniu mozna napisac

F, =

\}g (1 +2\/5>”,

a wiec

Fopi 1445
F, =2
Przy okazji dowiadujemy sie, ze ciag ilorazéw kolejnych wyrazéw ciagu Fibonac-
ciego, czyli

(123581321345589 )

dazy do 1+2‘/5, i to calkiem szybko, bo £ =1,6(18), a 1%@ ~ 1,618034.

4gdyby 2 bylo pierwiastkim potréjnym, mielibyémy tez trzecie rozwigzanie a, = n? - 2" itd.



