MAKO 2 — REKURENCJA; NIEJEDNORODNE ROWNANIA LINIOWE

Przypomnijmy, ze jednorodne rekurencyjne réwnanie liniowe rzedu k o statych
wspodtezynnikach to réwnanie postaci

Upik + Ck—10pyk—1 + -+ C1Gpy1 + o0y =0
i ze dla jego rozwigzania wyznacza sie pierwiastki wielomianu charakterystycznego
k k—1
w(r) =r"+4cer" 4.+ ar+ .

Na przyktad rownanie a,, 2 — 5a,11 + 6a, = 0 spetniaja ciagi a, = Cy-2"+ C5- 3",
gdyz pierwiastkami wielomianu charakterystycznego 12 — 5r + 6 sg liczby 21 3.

Teraz zajmiemy si¢ rOwnaniami typu
Aptk + Ch—1Qptk—1 + ...+ C1Qp41 + Coay = f(n),

gdzie f jest pewna funkcja zmiennej n, przy czym raczej nie dowolna, lecz pewna
kombinacja wielomianéw i funkcji wyktadniczych!.

Najwazniejszy jest tu

Fakt. Rozwiagzanie ogdlne rownania niejednorodnego jest suma rozwigzania ogoél-
nego réwnania jednorodnego i rozwigzania szczegélnego réwnania niejednorodnego?.

Rozwiazanie szczegélne (RSRN) to jakiekolwiek rozwiazanie, a na ogét takie, ktére
najlatwiej znalez¢, a do jego wyznaczania uzywa si¢ zwykle metody przewidywan,
ktéra polega na tym, ze jesli f(n) = Wg(n) - ¢, gdzie Wy jest danym wielomianem
stopnia k, to przewiduje sie (na ogdl, czyli za wyjatkiem pewnego szczegdlnego przy-
padku, o ktérym mowa nieco nizej) rozwiazanie réwniez w postaci a,, = Vi(n) - ",
gdzie Vj jest pewnym, chwilowo nieznanym, wielomianem stopnia k.

Przyktad 1. Wyznaczy¢ wszystkie ciagi spetniajace a, o — 5a,11 + 6a, = 6 -4™.

Rozwigzanie. RORN ma, jak juz wiemy, postaé a,, = C}-2" 4+ Cy-3", natomiast
RSRN poszukujemy w postaci a, = A - 4" (wielomian W jest tu stata 6, a wiec
wielomianem stopnia zero, wiec i V' przewidujemy jako stata). Obliczmy teraz

Unyo—Dans1+6a, = A-4"2 544" 1 6A.-4" = 16A-4"—20A-4" +6A-4" = 2A-4".

Poniewaz jednak zgodnie z trescia zadania wyrazenie to ma réwnac sie 6 - 4", to
otrzymujemy 2A = 6, czyli A = 3. Ostatecznie wiec RSRN to a,, = 3-4", a koncowym
wynikiem jest

1z dwéch réwnie waznych powodéw: bardziej skomplikowanych funkcji raczej nie spotyka sie w
praktyce, a dla zupelnie dowolnej funkcji f raczej trudno o ogdlna metode
2mozna to umownie zapisaé RORN=RORJ+RSRN



Przyklad 2. Wyznaczy¢ wszystkie ciagi spetniajace a,10 — da, 1 + 6a, = 4n.

Rozwigzanie. RORN to nadal a, = C - 2" + (5 - 3", natomiast RSRN poszu-
kujemy w postaci a,, = An + B (wielomian W ma stopien 1, wiec i V' przewidujemy
jako wielomian stopnia 1; statej ¢ tu jawnie nie widzimy, nalezy uzna¢, ze wynosi ona
1). Obliczmy teraz

Unt2 —Dapi1+6a, = A(n+2)+B—-5(A(n+1)+B)+6(An+ B) = 2An—3A+2B.

Poniewaz jednak zgodnie z trescig zadania wyrazenie to ma réwnac sie 4n, to otrzy-
mujemy 2A = 4 oraz —3A + 2B = 0. Formalnie jest to uktad réwnan, ale bardzo
tatwy, wiec od razu obliczamy A = 2, B = 3. Ostatecznie RSRN to a, = 2n + 3, a
koncowym wynikiem jest

Uwaga. Jednym z mozliwych btedow jest przyjecie RSRN w postaci a,, = An, bo
niby prawa strona réwnania to tylko 4n bez wyrazu wolnego. Ale to nie jest dobrze,

bo wtedy dostaniemy réwnanie 24An — 3A = 4n, ktére nie ma rozwigzania?.

Pewien kruczek pojawia sie natomiast w kolejnym przyktadzie.
Przyktad 3. Wyznaczy¢ wszystkie ciagi spetniajace a,,2 — 5a,.1 + 6a, = 2™.

Rozwigzanie. RORN to niezmiennie a, = C; - 2" 4+ (5 - 3", ale zobaczmy, co
staloby sie, gdybysmy przewidzieli RSRN w postaci a,, = A-2" (jak w przyktadzie 1).
Obliczylibysmy wtedy

Unyo — Dlpyr +6a, = A-2"72 —5A4.2"T1 L 6A4.2" =4A-2" —10A-2"+6A-2" = 0.

Poniewaz jednak zgodnie z trescig zadania wyrazenie to ma réwnac sie 2", to otrzy-
mujemy 2" = 0, czyli jakas sprzecznosc.
Problem polega na tym, ze A - 2" jest juz rozwigzaniem réwnania jednorodnego,
nie moze wiec by¢ jednoczesnie rozwigzaniem rownania niejednorodnego.
Wtasciwym rozwigzaniem jest przyjecie a, = A - n - 2". Wowczas

Unyo — D1 +6a, =A-(n+2)-2"2 54 (n+1)-2"" +64-n-2" =

—A-(4n+8—10n—10+6n) - 2" = —2A4 - 2",

Teraz juz mozna przyrownaé¢ —2A - 2" = 2" i uzyska¢ A = —%. Ostatecznie wigc

RSRN to a, = —% .n 2" = —n2"1 a koncowym wynikiem jest

(RORN) Ap = Cl Al -+ 02 - 3" — n2"71.

4an
2n—3

3napisanie A = juz catkiem nie miatoby sensu, bo A dotychczas bylo stala



Wyjasnienie dla dociekliwych: Przewidywana posta¢ RSRN nalezy pomnozy¢
przez n wtedy, gdy podstawa potegi ¢ (w tym przyktadzie ¢ = 2) jest pierwiastkiem
wielomianu charakterystycznego (w tym przyktadzie r* — 5r + 6), a tak wlasnie jest.
Co wiecej (wyjasniam bardziej dociekliwym) ciag a,, nalezy pomnozy¢ przez n™, jesli
¢ jest m—krotnym pierwiastkiem tego wielomianu.



